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Resumen. Breve introduccién al andlisis de regresién y a la transformacion de algunos problemas no lineales en problemas
lineales. Aplicacién al caso de la poblacién de Costa Rica como funcién del tiempo.
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Abstract. Short introduction to regression analysis and the transformation of some non-linear problems to linear problemas.
Application to the case of Costa Rica’s population as a function of time.
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1.1 Qué es la regresion

El anélisis de regresion es una técnica estadistica que permite encontrar una ecuacién que aproxime una variable
como funcién de otras. Tipicamente, las variables son atributos de los individuos en una poblacién, y el anélisis
trabaja a partir de los valores de los atributos para alguna muestra de individuos. La variable que se escribe como
funcién de las otras se llama resultado, y las otras son los predictores. La regresién simple se usa cuando hay un solo
predictor.

Como ejemplo de esto, al relacionar la edad x en afios con la estatura y en centimetros para nifios menores de
doce afios, se busca una funcion y = f(x). Si ademas la funciéon buscada es lineal, y = a + bx, entonces se habla de
regresion lineal simple.

Uno de los usos mdas comunes de la regresion es el de predecir el valor de y para un valor de x que no esté
en la muestra. Por ejemplo, suponga que a partir de una muestra de nifios con edades respectivas 3, 5, 6, 8, 9
y 11, en afios, se ha encontrado la ecuacién y = 82.6 4 5.8x para la estatura en centimetros como funcién de la
edad. Entonces se puede usar esa ecuacién para predecir la estatura de un nifio de 12 afios: x = 12 resulta en
Yy =82.6+58(12) ~152cm, y esa es la estatura estimada a los doce afios. El andlisis de regresion lineal simple ha
sido estudiado profundamente y sus mayores problemas ya estan resueltos. Incluso muchas calculadoras de bolsillo
pueden calcular los coeficientes a y b en la ecuacion y = a + bx, a partir de algunos datos muestrales.

Cuando la regresiéon simple no es lineal, se habla de regresion no lineal simple, y este no es un problema que esté com-
pletamente resuelto. Para algunos casos particulares, sin embargo, existen técnicas para transformar un problema
no lineal en uno lineal, en el que se puedan aplicar los resultados existentes de la regresién lineal. En las siguientes
secciones se dardn dos ejemplos de esto. Si el resultado y es funcién de varios predictores, entonces el problema es
de regresion muiltiple, que también puede ser lineal o no lineal. En regresién lineal mdltiple, el resultado y se escribe
como funcién lineal de los predictores x1, x, ..., X, en la forma y = by + bixy + boxo + - - + bpxy.
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El problema de regresion lineal mdltiple también es bien conocido y presenta pocas dificultades. En particular, la
regresion polinomial, en la que se busca escribir un resultado y como funcién polinomial de uno o varios predictores,
puede transformarse facilmente a uno de regresién lineal multiple. Como ejemplo concreto, considere el problema
de encontrar una ecuacion cuadrdtica y = at? + bt + ¢ que exprese el resultado y en términos del predictor t. Si se
definen dos nuevas variables x; =ty x, = t2, entonces la ecuacién se convierte en y = axy + bxy + ¢, que tiene la
forma usual en regresion lineal mdltiple.

1.2 Un ejemplo: Temperatura de agua enfridandose

La siguiente tabla muestra la temperatura, en grados centigrados, de agua en un recipiente mientras se enfrfa
durante varios minutos (“Min” es el nimero de minutos transcurridos).

Min Grados Min Grados Min Grados Min Grados

0.00 97.0 3.30 79.0 11.28 56.0 18.25 46.5

0.43 95.0 4.43 74.0 13.18 53.0 21.55 43.5

1.10 90.0 6.27 68.0 15.00 50.5 24.72 41.0

2.42 83.0 8.88 61.0 16.35 49.0 34.55 35.5
Tabla 1.1

Se denotard con x al tiempo en minutos y con y a la temperatura. En el siguiente gréfico se observa que la relaciéon
entre las variables x y y es aparentemente exponencial (con base menor que 1), pero trasladada hacia arriba. En
efecto, es de esperar que conforme x — oo, el valor limite de ¥ no serd 0 como en una exponencial decreciente, sino
que la temperatura limite convergerd a la temperatura ambiente.
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Figura 1.1 Temperatura como funcién del tiempo

Si se denota con TA esa temperatura ambiente, entonces puede conjeturarse que la ecuacién que expresa y como
funcién de x tiene la forma

y=ab*+TA

donde a y b son constantes por determinar. La ecuacién anterior puede convertirse en lineal de la siguiente manera:
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y=ab* +TA
y—TA =ab”
In(y — TA) =In(ab”)
=Ina+ xInb
y1=a1 +bix

donde y; =In(y — TA), a1 =Ina y by =1Inb.
Luego de un poco de prueba y error! se encuentra que una buena estimacién para la temperatura ambiente es
TA = 31.5. Entonces se obtiene una nueva tabla de valores para x (que sigue siendo el nimero de minutos) y
y1 =1In(y — 31.5):

X 2| x A X A x 1
0.00 4.1821 | 330 3.8607 | 1128 3.1987 | 1825 27081
043 4.1510 | 443 37495 | 13.18 3.0681 | 21.55 2.4849
1.10 4.0690 | 627 3.5973 | 15.00 29444 | 2472 2.2513
242 39416 | 888 33844 | 1635 2.8622 | 3455 1.3863

Tabla 1.2

Al graficar esos puntos se nota que ellos son casi colineales, lo que significa que la regresion lineal si dard una
aproximacion muy cercana.
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Figura1l2 y; = In(y — 31.5) como funcién de x

De hecho, el andlisis de regresién lineal para y; como funcién de x resulta en los coeficientes a; = 4.13295 y
b = —0.078626. Recordando que a4; =Ina y que by = Inb, se despeja

a=e"=623619 y b=-el =0924385
Finalmente, la ecuacién y = ab* + TA se convierte en

Temperatura = 62.3619 - 0.924385Minutos 4 31 5

ISe calcula el coeficiente de correlacién lineal entre x y y; para varios valores de TA, buscando alguno que dé un coeficiente muy cercano a 1...
o méds bien a —1, ya que la relacién es decreciente.
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Al graficar los puntos en la figura 1.1 junto con esta ecuacién se comprueba que efectivamente la ecuacién describe
las observaciones muy precisamente.
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Figura 1.3 Regresion para la temperatura como funcién del tiempo

1.3  Evolucién dela poblaciéon de Costa Rica

En la figura 1.4 se ve la evolucién de la poblaciéon de Costa Rica, entre los afios 1522 y 2000, segtin datos del Instituto
Nacional de Estadistica y Censos.
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Figura 1.4 Poblacién de Costa Rica como funcién del afio
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La fuente de datos para ese gréfico es la siguiente tabla.

Ano Poblacién Ano Poblacién Ano Poblacién
1522 27200 1801 52591 1892 243205
1569 17479 1824 65393 1927 471524
1611 15538 1836 78 365 1950 800875
1700 19293 1844 93871 1963 1336274
1720 19437 1864 120499 1973 1871780
1741 24126 1875 153 250 1984 2416809
1751 24022 1883 182073 1995 3301210
1778 34212 1888 205731 2000 3810179
Tabla 1.3

En el gréfico es claro que la relacién entre poblacién y tiempo no es lineal. Méas bien parece exponencial, y entonces
puede plantearse una ecuacién de la forma

y =ab'

donde y es la poblacién y ¢ el afio.

Si la ecuacién propuesta es correcta, entonces al tomar logaritmo natural en ambos lados se obtiene la relacién lineal

Iny = In(ab') =Ina + tinb

o bien

y1 =aj + byt
donde y; =1Iny, a1 =lnay b; =1Inb.

La siguiente tabla contiene los valores de los datos transformados.

t i t n t ¥
1522 7.3278 1801 7.4961 1892 7.5454
1569 7.3582 1824 7.5088 1927 7.5637
1611 7.3846 1836 7.5153 1950 7.5756
1700 7.4384 1844 7.5197 1963 7.5822
1720 7.4501 1864 7.5305 1973 7.5873
1741  7.4622 1875 7.5364 1984 7.5929
1751 7.4679 1883 7.5406 1995 7.5984
1778 7.4832 1888 7.5433 2000 7.6009

Tabla 1.4

Y el grafico de y; como funcién de ¢ es el siguiente.
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Figura 1.5 Y7 = Iny como funcién de ¢

iSorpresa! Tampoco la relacién entre y; y f es lineal, de modo que la propuesta y; = a1 + b1t no es satisfactoria. El
gréfico sugiere que la relacién entre ¢ y y; es mas bien cuadrética: y; = at? + bt + c.

Para estimar los coeficientes a, b y c en la ecuacién anterior podrian usarse técnicas de regresién mdltiple, como se
menciond en la primera seccién. Pero otra opcién es escribir la relacion cuadrética en la forma

yp=a(t—h)>+k

que es una forma alterna para la ecuacion de una parabola, donde el punto (h,k) es el vértice. La ventaja de esta
forma en el caso en estudio es que facilmente se estima /1 de manera visual para no necesitar regresién multiple. En
efecto, se observa en el grafico que & ~ 1640 (el valor de ¢t donde se alcanza el vértice), asi que la ecuacién puede
escribirse como

y1=ax+k

donde se define la nueva variable x = (t — 1640)2. Esta ecuaci6n, y; = ax + k, también es lineal, pero no se puede
confiar en que sea aceptable antes de ver el gréfico. Afortunadamente, en el gréfico de x vs y;, a continuacion, se
nota que la relacién si es casi exactamente lineal.
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Figura 1.6 Y1 como funcién de x = (f — 1640)?
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El analisis de regresién para y; = ax + k arroja los coeficientes a = 4.2629 x 10~°, k = 9.6273. Entonces, devolviendo
los cambios de variables que se hicieron, resulta

y1 = 4.2629 x 10~°x + 9.6273
Iny = 4.2629 x 1075(t — 1640)* + 9.6273
y = exp [4.2629 x 1075 (t — 1640)* + 9.6273]
= 15173.8 - 1.00004263(: ~1640)°

(donde exp es la funcién exponencial natural).

El gréfico siguiente muestra los puntos que habfamos visto en la figura 1.4 junto con el gréfico de la ecuaciéon
anterior. Como se ve, la regresion es bastante precisa.
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Figura 1.7 Curva de regresion para la poblacién como funcién del tiempo
Finalmente, se acepta la siguiente ecuacién como aproximacion de la poblacién de Costa Rica en funcién del afio:

Poblacién = 15173.8 - 1.00004263(Afo—1640)*
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