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Resumen: La conjetura sobre la infinitud de los primos de Germain, es decir, aquellos que “si p es
primo, 2p + 1 también es primo”, se trata en este trabajo siguiendo un enfoque novedoso. Primero
se observa que hay un ntimero infinito de ntimeros p que no son primos de Germain. Por lo tanto, si
la cantidad de primos de Germain es infinita, no hay una biyeccién con todos los ntimeros primos.
Sin embargo, en este trabajo se muestra que haciendo una extensién a la definicién de Germain, si se
obtiene esa biyeccién. Para lograrlo, se extiende la definicién de "2p +1” a “kp + (k — 1), con k > 27,
los cuales seran definidos como primos extendidos de Germain. Eso nos permite plantear, entre otras,
la conjetura de que existe un ndmero infinito de primos extendidos de Germain y su biyeccién al
conjunto infinito de los ndmeros primos. La tltima conjetura plantea que, en la forma kp + (k — 1),
ningtn primo p queda fuera de la categoria de ser primo de Germain.

Palabras Clave: ntimeros primos, primos de Germain, infinitud de niimeros primos

Abstract: The conjecture about the infinity of Germain primes, that is, those that “if p is prime, 2p + 1
is also prime”, is treated in this work following a novel approach. We first observe that there is an
infinite number of primes p that are not Germain primes. Therefore, if the number of Germain primes
is infinite, there is no bijection with all primes. However, in this work it is shown that by making an
extension to Germain’s definition, this bijection is obtained. To achieve this, the definition of "2p + 1”
is extended to “kp + (k — 1), with k£ > 2”, which will be defined as extended Germain primes. This
allows us to pose, among others, the conjecture that there is an infinite number of extended Germain
primes and their bijection to the infinite set of prime numbers. The last conjecture states that, in the
form kp + (k — 1), no prime p falls outside the category of being a Germain prime.

Keywords: prime numbers, Germain primes, infinity of prime numbers

1. Introduccion

Este trabajo se basa en una pregunta muy antigua ;se puede generar un nimero primo a partir de otro?
Las razones de tal pregunta son varias, una de ellas, aunque parezca desconectada, es la busqueda
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de nuevos nimeros primos. Se pueden mencionar, al menos, dos casos en los que se busca encontrar
un ntimero primo que sea generado a partir de otro. Un primer ejemplo son los ntimeros primos de
Sophie Germain, los cuales se definen asi [1]:

Definicion 1
Un ntimero primo p es un ndmero primo de Sophie Germain, si 2p + 1 también es primo.

Aunque quiza se esperaba que dichos ntimeros aparecieran con frecuencia, resulté que en realidad
hay muchos ntimeros primos que no cumplen con esa definicién. Una nota adicional es que a los
primos de Germain también se les puede llamar “primos casi dobles” [2].

Un segundo ejemplo son los ntiimeros de Mersenne (1644) [3]:

Definicion 2
Un ndmero primo de Mersenne es un ndmero primo que es una potencia de dos menos 1, es
decir, si p es primo, 27 — 1 también es primo”.

“En realidad no es suficiente que p sea primo para que 2” — 1 sea primo.

Marin Mersenne traté de encontrar una férmula para todos los primos. Sin embargo, y como en el
caso de los primos de Germain, no todos los niimeros primos p de la forma 27 — 1 son primos. En
el caso de los nimeros de Mersenne, incluso, por ser més bien raros, encontrarlos se ha convertido
en una tarea gigantesca, en la que se puede participar gracias a la plataforma GIMPS, Great Internet
Mersenne Prime Search [4].

No parece haber un patrén para generar ntimeros primos, es decir, no hay una férmula sencilla. Tam-
poco es conocido algtin “comportamiento definido”, que nos diga, por ejemplo, cémo estan distri-
buidos o cudndo va a aparecer el siguiente ndmero primo. En 1845 Joseph Bertrand propuso que para
cualquier n € N, n > 3 siempre existe al menos un ndmero primo p tal que n < p < 2n — 2; més atn
que para n > 1 siempre hay un primo en el intervalo n < p < 2n. La formulacién que nos interesa
es la siguiente: dado el n-ésimo ntimero primo p,, para n > 1 se tiene que p,+1 < 2p, [5], lo cual se
acerca a la definicién de primos de Germain.

Pero, si consideramos los ntimeros primos de Germain, encontramos que solo algunos ntimeros pri-
mos p generan un nimero 2p + 1 que sea primo. Este es el punto de partida de este trabajo, en el cual
se introduce una extension a los primos de Germain.

El trabajo estd organizado de la siguiente manera. En la Seccién 2 se calculan algunos niameros de
Germain, y su cardinalidad, para dar una idea de su comportamiento. Como se tiene una conjetura
sobre la infinitud de los primos de Germain, se toma un enfoque contrario en la Seccién 3, donde se
presentan varias demostraciones de la infinitud de los primos que no son primos de Germain. Este
nuevo enfoque parte del hecho que es mas facil buscar aquellos ntimeros primos que no son primos
de Germain que los que si lo son. En la Seccién 4 se definen los primos completamente no Germain,
y se introduce el conjunto de todos los primos que si tienen relacién con los primos de Germain.
Eso es til para el desarrollo posterior, es decir, para introducir una forma extendida de los primos
de Germain, cuya razon se explica en las Secciones 5 y 6. Este enfoque nos permite proponer que la
union de los primos extendidos de Germain contienen a la infinitud de los ntimeros primos, la cual
ha sido demostrada desde hace siglos por Euclides.
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2. Notas preliminares sobre los primos de Germain

Para esta seccion y el resto del trabajo se requieren las siguientes definiciones: funcién contadora de
nameros primos m(n), ademads se designard a un primo de Germain como p¢, y al ntimero primo que
se obtiene al hacer 2p + 1 se le designara como p,, conocido como primo seguro de Germain.

Definicion 3
Funcién contadora de ntimeros primos es la funcién 7 (n) definida como
m(n) := #{p € N|p es un niumero primo y p < n} y donde #{ } denota su cardinalidad.

Algunos nimeros primos no son primos de Germain, como el 7, el 13, el 17, y muchos més. Si, por
ejemplo, contamos cudntos primos de Germain hay hasta un valor de n dado, encontramos que la
densidad de primos de Germain desciende al aumentar n. Como muestra hagamos n = 100, entonces
7(100) = 25, es decir, en los 100 primeros ntimeros naturales solo hay 25 que son primos. Designando
la cantidad (o cardinalidad) de los primos de Germain por n¢(n), encontramos que 7 (100) = 10, es
decir, solamente 10 son p¢. Estos calculos se pueden continuar para valores cada vez més grandes de
n.La Tabla 1, tomada de [6], muestra los valores de cardinalidad 7(n) y m¢(n) para diferentes valores
de n y en la cuarta columna la razén wg(n) /7 (n).

Tabla 1: Cardinalidades 7(n) contra m¢(n)

n m(n)  ma(n) mg(n)/m(n)
10 4 3 0750
10? 25 10 0.400
10 168 37 0220
10* 1229 190  0.154
10° 9592 1171  0.122

109 78498 7746 0.098
107 664579 56032 0.084
10% 5761455 423140 0.070
10° 50847534 3308859 0.065

Note que al aumentar n hay un comportamiento asint6tico hacia cero en la proporciéon 7 (n)/m(n)
indicando que 7 (n) es mucho menor que 7(n). Sin embargo, la conjetura de la infinitud de los primos
de Germain, de comprobarse, indicaria que ambas cantidades son infinitas.

3. ¢Hay una infinitud de numeros primos que no son de Germain?

Se considera, en este trabajo, que es mds facil encontrar cudles primos no pueden ser p¢, en lugar de
buscar aquellos que si lo son. Para ello, tomamos el hecho de que todo ntimero primo p mayor que 3
se puede expresar, ya sea, como p = 6m — 1 0 como p = 6m + 1, donde m es un entero positivo. Note
que se ha empleado la conjuncién “0”, ya que puede haber valores de m en los cuales una de las dos
formas no es un niimero primo. Por ejemplo, con m = 4, tenemos 6m — 1 = 23 que si es primo, pero

6m + 1 = 25 el cual no es primo.

Atn asi, m = 4 sigue siendo vélido en la representacién de un ntiimero primo, en ese caso como
p = 6m — 1. En este sentido, si se comprueba que m puede ser cualquier entero mayor o iguala 1, m
podria ser cualquier entero positivo y por lo tanto podria tender a infinito, cumpliendo con el teorema
de Euclides, “existe un ntimero infinito de ntimeros primos”.
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Para el desarrollo de este trabajo, se aplica el siguiente lema [7]:

Lema 1 Todo ntimero primo p > 3 se puede escribir como p = 6m £ 1, donde m es un entero
positivo.

Una demostracion estd dada también en [7].

Demostracion. Todo entero positivo n > 6 se puede expresar como 6m+k, donde k =0, 1,...,.5y m > 1.
Los nimeros 6m, 6m + 2, 6m + 3 y 6m + 4 son compuestos ya que son divisibles entre 2, entre 3 o
ambos, es decir, 6m = 2 x 3m, 6m+2 = 2(3m+1),6m+3 = 3(2m+1), 6m+4 = 2(3m+2). Mientras
que 6m + 1y 6m + 5 son, ya sea primos (por ejemplo 6 x 1+ 1 =7,6 x 2 —1 = 11) o compuestos
(por ejemplo 6m + 5 es divisible por 5 si m es multiplo de 5, 6m + 1 es divisible por 3 si la suma de
digitos decimales es divisible por 3). Por otro lado, 6m + 5 se puede escribir como 6(m + 1) — 1. Todos
los primos menores que 5, es decir el 2 y 3, no se pueden expresar como p = 6m + 1 donde m es un
entero positivo. Esto significa que todo ntimero primo p > 5 puede ser expresado como p = 6m £ 1,
dondem € N. O

Otro resultado 1til es la siguiente observacion:

Observacion 1
Para todo p > 5 ningtin nlimero primo tiene terminacién en 5.

Con base en estas representaciones, ahora podemos considerar cuéles primos no pueden ser primos
de Germain. Especificamente, se hace la proposicién:

Proposicion 1

Todos aquellos ntiimeros primos que puedan expresarse como p = 6m + 1 no pueden ser primos
de Germain.

Demostracion. Sea p = 6m + 1, de modo que la definicién de ps nos pide calcular 2p + 1, para obtener:

2p+1=2(6m+1)+1
=12m+3
=3(4m+1)

entonces se obtiene un ntiimero multiplo de 3, y por lo tanto no es primo. O

Por otro lado, para algunos valores enteros positivos de m, se obtiene un primo con ambas formas, es
decir, con 6m — 1y con 6m + 1. Cuando ocurre eso, entonces 6m — 1 y 6m + 1 forman un par de primos
gemelos!; un primo gemelo menor 6m — 1 y un primo gemelo mayor 6m + 1. Esta representaciéon
(6m — 1,6m + 1) de primos gemelos, es valida para los pares de gemelos después del par (3,5).
Cuando para algin valor de m, alguno de los dos no sea primo, entonces ese primo simplemente no
es un primo gemelo (recuerde el ejemplo con m = 4, para p = 23).

Entre los pares de primos gemelos (6m — 1,6m + 1), en la Proposicion 1 se demostr6 que el gemelo
mayor 6m + 1, nunca puede ser primo de Germain. Ahora, el primo gemelo menor, y para cualquier
otro ntiimero primo, hacemos la siguiente proposicion:

'Dos ntimeros primos consecutivos son gemelos si su diferencia es igual a 2.
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Proposicion 2

Ningtn ndmero primo p con terminacién en 7, puede ser primo de Germain, pg.

Demostracion. Sea un nimero primo con terminacioén en 7, dado por p = 10a + 7, donde a es un
numero entero, entonces al hacer 2p + 1 tenemos

2p+1=2(10a+7)+1
= 20a + 15

de modo que 2p + 1 serd siempre un niimero con terminacién en 5, y ningtin nimero primo tiene
terminacién en 5, como se establecié en la Observacién 1. O

En este punto cabe hacer la pregunta: ;hay una infinidad de nlimeros primos que terminan en 7 o de
la forma 6m + 1? Una respuesta afirmativa puede ser la prueba de la infinitud de los ntimeros primos
que no son primos de Germain, es decir, se puede establecer la conjetura:

Conjetura 1
El ntimero de primos p # p¢ es infinito.

En la Conjetura 1, se dice que del infinito nimero de primos hay muchos que no son primos de Ger-
main, y como se ha demostrado por Euclides que hay infinitos ndmeros primos, se puede decir que
tiene que haber un ntimero infinito de primos que no son primos de Germain. En este trabajo se propo-
ne que adn si se cumple la infinitud de los ntimeros primos de Germain, el conjunto también excluye
a una gran cantidad de primos, pero al haber un ntimero infinito de niimeros primos, se mantendria
también la infinitud de los niimeros primos tales que 2p + 1 es primo. Una conclusién plausible es
que 7 (n) es mucho menor que m(n), siendo ambos infinitos cuando n tienda a infinito. Mds aun, si
la cantidad de primos de Germain es infinita, no hay una biyeccién con la infinitud de los ntiimeros
primos.

4. Union entre los p; Y sus p.g

El objetivo planteado es encontrar una forma alternativa a los primos de Germain, de modo que se
pueda extender el ntiimero de primos p que generen otro ntimero primo. Sin embargo, en esta sec-
cién se comienza por analizar, incluyendo un ejercicio numérico, si al considerar todos los primos de
Germain, sean pg y/0 psg aumenta su cardinalidad. Asi, a partir de un conjunto finito de ntimeros
primos se analiza su relacién a otro conjunto de primos pg.

Sea el conjunto ordenado P de ntiimeros primos, cuyos elementos estdn dados por:
P = {p|p < n},donde p es primo y n € N con un valor dado.

Por su parte, el conjunto P tiene su propia cardinalidad dada por m(n). A partir de P se obtiene el
conjunto G cuyos elementos serdn los nimeros primos de Germain extraidos de P, es decir, G C P
y cuyos elementos estdn dados por

G = {plp = pc}- (1)

Igual que P, el conjunto G tiene su cardinalidad en 7(n). El conjunto G genera un conjunto S a
partir de la condicién “2p + 1 es primo”, es decir, el conjunto S es el conjunto seguro de Germain,
cuyos elementos estdn dados por

S = {p|2p+1=p} (2)
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Entonces S tiene la misma cardinalidad 7¢(n) pero cuyos elementos, algunos, pueden ser iguales a
los elementos de G. La unién E = G US tendrd una cardinalidad g (n). Interesa comparar el total de
los ntimeros primos de Germain, es decir, los generados como p,¢ y los generadores pg. Pero mg(n)
no es la suma 7g(n) + ms¢(n) ya que puede haber interseccion entre G y S. Al obtener E, deseamos
saber si en la lista se han perdido algunos primos, ya que esto puede suceder, puesto que no todos los
primos son primos de Germain.

Cabe hacer un paréntesis para definir una clase importante de ntimero primos, los cuales no tienen
relacién con los primos de Germain. Al hacer la unién E = G U S, solo aparecen aquellos p que son
PG, Psc 0 ambos. Por ejemplo, p = 7 no es primo de Germain pero es primo seguro de Germain, psg,
ya que se obtiene a partir de p = 3, (2 x 3 + 1 = 7), entonces si aparece en el conjunto E. Por lo
anterior, la diferencia 7(n) — mg(n) indicard cudntos de esos primos no se relacionan con los primos
de Germain, de ningtin modo. El primer ejemplo que aparece es el nimero primo p = 13, el cual no
es pg y tampoco es p,g de ningtin otro primo anterior.

Conviene definir la siguiente clase de ntiimeros primos, la cual serd designada por p.,q, es decir, pri-
mos completamente no Germain:

Definicion 4
Un ntimero primo p serd completamente no Germain, pen, Si:

2p + 1, no es primo.

tal -1
pestalque { pT,no es primo.

Lo interesante es que la cantidad de primos p., es mucho muy grande, y aumenta al aumentar 7.

En ese orden de ideas, se compara la cardinalidad entre g (n) y el total de primos para calcular la
proporciéon mg(n)/m(n), al mismo tiempo que se obtiene 7., (n), la cual aumenta con n. Finalmente
se comparan los conjuntos E y P; los elementos de este tiltimo que no estén en E serdn los primos

PenG-

4.1. Ejemplos numéricos

Ejemplo 1

Sea n = 10. Entonces P = {2, 3,5, 7}. Por lo tanto 7(10) = 4. De aqui obtenemos G = {2,3,5} y
7¢(10) = 3. Los primos generados son primos seguros de Germain formando el conjunto S =
{5,7,11}, con cardinalidad 745 (10) = m(10) = 3. Prosiguiendo, E = GUS = {2,3,5,7,11},
con 7 (10) = 5. Observe que la cardinalidad 7g(10) = 5 es mayor a la cardinalidad original

7(10) = 4. Sin embargo, se comparan los elementos de P que no estdn en E, y haciendo un
me(10) 4

ajuste en E, se obtiene (10) 1=

—
En el Ejemplo 1, al unir los conjuntos de primos de Germain G y de primos seguros de Germain S,

se obtiene la lista completa de nimeros primos desde el 2 hasta el 7; no se perdié ninguno, pero eso
cambia al aumentar n, como se muestra en el siguiente ejemplo.
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Sea n = 100. Ahora se tiene que 7(100) = 25 y los elementos de P son: P = {2,3,5,7,11, 13,17,
19,23, 29,31, 37,41, 43,47,53,59,61,67,71, 73,79, 83,89,97}. Los conjuntos G y S son: G = {2,
3,5,11,23,29,41,53,83,89}, S = {5,7,11,23,47,59, 83,107, 167,179} y m(100) = 10. Entonces,
parap < 100, E = {2,3,5,7,11,23,29,41, 47,53, 59, 83, 89}, eliminando aquellos p > 100, y nos

m=(100) _ 13
=(100) — 25

estdn en E y asi 7.,¢(100) = 12 es la cantidad de primos que son completamente no Germain.
—

queda 7g(100) = 13. Finalmente = 0.52, pero ahora si hay elementos en P que no

En la Tabla 2 se muestran los resultados de la comparacién entre 7g(n) y w(n) para diferentes valores
de n. En la quinta columna se incluye la cantidad de primos p.,c, es decir, que no son primos de
Germain de ningtn tipo.

Tabla 2: Ntimeros primos que no son pg ni psg-.

n m(n) mg(n) wr(n)/m(n) Teng(N)
102 25 13 0.52 12
103 168 55 0.33 113
10% 1229 277 0.23 952
10° 9592 1715 0.18 7877
106 78498 11364 0.14 67134
107 664579 82437 0.12 582142
10% 5761455 624740 0.11 5136715
10° 50847534 4894233 0.10 45953301

Segtin se muestra en la Tabla 2, al aumentar n, hay cada vez un mayor ntimero de primos que caen
en la categoria de ser p.,¢. Se deja abierta al lector la demostraciéon de que la cantidad de estos puede
ser infinita, como se indica en la Conjetura 1.

En la siguiente seccién se busca extender la definicién de los nimeros de Germain, de modo que se
vayan encontrando cada vez mds ntimeros primos que generen otro niimero primo.

5. Numeros primos extendidos de Germain

En este trabajo se amplia la definicién de ntiimero primo de Germain de “p tal que 2p + 1 sea primo”
a una nueva definicién: “p tal que 3p + 2 sea primo”. Se trata de encontrar algunos niimeros que, en
la forma anterior, no eran primos de Germain, y que en la nueva forma si entreguen nuevos ntimeros
primos. Por ejemplo, sea p = 7, que no es ntimero pg, entonces en la nueva forma se obtiene 3p+2 = 23,
el cual si es nimero primo. Designemos a estos ntimeros primos extendidos de Germain como pgy.

Repitiendo los célculos para p < 100, los ntimeros pgs, (3p+2) son: Gx = {3,5,7,13,17, 19, 23, 29, 37,
43,59,79,83,89,97}, y sus correspondientes nimeros primos seguros extendidos de Germain psca,
son: Sy = {11,17,23,41,53,59,71,89,113, 131,179,239, 251,269, 293}. Aunque algunos primos de
Germain desaparecieron (por ejemplo el 2 y el 11), ahora se obtienen 15 nliimeros primos que ge-
neran nameros primos, en lugar de 10. Asi que en este caso 7, (100) = 15, el cual se puede comparar
con 7 (100) = 10 de la Tabla 1.

Al realizar mas célculos para los primos extendidos pg., se obtuvo un comportamiento muy similar
al anterior. Los resultados se muestran en la Tabla 3, y se observa solo un ligero incremento en la
proporcién mgx(n)/m(n), donde mgx(n) es la cantidad de primos extendidos de Germain, de la forma
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3p + 2. La quinta columna muestra la cantidad de primos que son p.,, donde también se observa
una reduccién respecto al caso 2p + 1, pero la tendencia hacia arriba se mantiene al aumentar n.

Tabla 3: Ntimeros primos que no son pg, hi psg. en 3p + 2.

n m(n)  7Ex(n) wEx(n)/m(n)  wena(n)
102 25 19 0.76 6
103 168 85 0.51 83
10% 1229 470 0.38 759
10° 9592 2982 0.31 6610
106 78498 20199 0.26 58299
107 664579 145822 0.22 518757
108 5761455 1105405 0.19 4656050
10° 50847534 8650259 0.17 42197275

5.1. Generalizacion de los numeros primos extendidos de Germain

La extension propuesta se puede continuar como 4p + 3, 5p + 4, entre otras, y se obtienen resultados
similares. Con estas nuevas formas (clases) se obtienen otros niimeros primos a partir de ntimeros
primos anteriores. Cabe aclarar, que no se trata de reemplazar a la forma original, sino de agregar
nuevas formas, y su justificacién se vera en la siguiente seccion.

Generalizando, la extensién se puede llevar a la forma
par =kp+ (k—1),conk > 2 (3)

donde k es un entero y reemplaza al subindice x. Si hacemos k = 1 regresamos a los nimeros primos
originales, asi que para ajustarnos al criterio de Germain, se propone k > 2.

En la seccion anterior se vio que algunos p que no generaban otro primo como 2p + 1, en la forma
alternativa 3p + 2 si lo hacen. Para ilustrar la extensién a otros valores de k, sea & = 4, usando la
notacién propuesta en (3), para p = 5 tenemos pgs = 4 X 5+ 3 = 23, el cual es primo. Esto no se
cumple con todos los p, de ahi la biisqueda para ver en cudles si se cumple y sobre todo cuantas veces
se cumple para una n dada, donde n es el nimero deseado en 7(n). En lugar del uso de tablas, en la
Figura 1 se muestran los resultados para varios valores de k, y para n desde 100 hasta 10%. Es evidente
que el cambio de la forma 2p+1a kp+ (k—1),con k > 2, no reduce de manera significativa el namero
de primos que no son, ahora, “primos extendidos de Germain”.

El resultado no es completamente inesperado, ya que en la forma alternativa kp + (k — 1) también
se pueden encontrar primos p que no serdn primos (extendidos) de Germain. En cada caso, es decir,
para cada valor de k, se conjetura que habrd un ndmero infinito de primos p que no generan otro
nimero primo, exactamente igual que en el caso original 2p 4 1. La demostracién queda abierta pero,
de manera inicial, se propone el siguiente procedimiento.

Sea pg3 el primo extendido de Germain clase 3, es decir, de la forma 3p+2. Aquellos nimeros primos p
con terminacién en 1, no seran primos extendidos de Germain de esta clase (k = 3), ya que generan un
nimero con terminacién en 5, y como ya se observo, y ademds es conocido, ningtin nimero (después
del 5) que termine en 5 es primo.

Demostracion. Sea un ntiimero primo dado por p = 10a + 1, donde a es un ntiimero entero. Al hacer
3p + 2 se tiene:

3p+2=23(10a+1) + 2
= 30a+5

y por lo tanto no es primo porque termina en 5. [
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nEk(n) de primos extendidos de Germain contra m(n)

0.8

primos de la forma kp+(k-1)
0.6 k=
——k=5

nEk{n]In(n}

Figura 1: Comportamiento de la proporcién entre primos extendidos
de Germain y 7(n) para varios valores de k y de n. (Elaboracién pro-

pia).

En resumen, cada clase k£ de Germain tendra ciertos valores de p para los cuales no cumplan la defi-
nicion. Esto se muestra, para algunos valores de k, en la Tabla 4. Nuevamente se confirma que hay un
gran niumero de primos que no generan otro primo clase Germain, que bien podrian llamarse “casi
mdltiplo”, siguiendo la terminologia del término “casi doble.”

Tabla 4: Primos que no son pgy.

clase kp+ (k — 1) primo p que no es clase k Germain

2p+1 p=6m+1y/oterminado en 7
3p+2 p terminado en 1

dp+3 p terminado en 3

o5p + 4 formap =6m + 1

p+6 p terminado en 7

6. Union de primos extendidos de Germain clase &

Finalmente, se propone hacer la unién de todas las formas extendidas de primos de Germain, para
obtener todos los nameros primos, al menos, hasta p < n.

Como se mostré anteriormente, algunos niimeros primos no estdn incluidos en algunas clases k de
Germain, no como pg y tampoco como ps¢. Al calcular el primo kp + (k — 1), con k > 2, si aparecen,
ya sea como pgj O COMO psi. Se plantea que aumentando el valor de k sucesivamente, se obtendré
la lista completa de ntimeros primos p < n.

Se podra preguntar ;qué sentido tiene obtener un primo p si ya se tiene previamente una lista? Aunque
esto parece repetir lo que ya se tiene, con este ejercicio se logra comprobar que en la totalidad de las
clases extendidas de Germain, si se encuentran todos los ntimeros primos.
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Sea el conjunto E; = G2 U Sy, donde, G es el conjunto de primos de Germain y S el conjunto de
los primos seguros de Germain de la forma 2p + 1, obtenidos del conjunto P = {p < n}. Ademads, se
definen todos los conjuntos Ex = Gy U Sy, con k£ > 2, entonces se plantea la siguiente conjetura:

Conjetura 2

La unién de los conjuntos Ey contendran a todos los ntimero primos p < n, es decir,

ET:UkZQEk:EQUE3U"‘UEk:{p|pSn}. (4)

En la Conjetura 2, no se trata de encontrar cudntos primos no pertenecen a una clase k, o a todas
las clases k, si no que se trata de probar que en los primos extendidos de Germain, estdn todos los
ndmeros primos. La forma de ilustrarlo es por medio de un ejemplo, paso a paso.

Sea el conjunto P = {p|p < 20} = {2,3,5,7,11,13,17,19}. Iniciando con la definicién de Sophie
Germain, k = 2. Entonces, G2 = {2, 3,5, 11}, los primos 13, 17 y 19 no son primos de Germain
clase 2; el conjunto de primos seguros de Germain es Sy = {5,7,11,23}. La unién de G2 y S»,
es E; = {2,3,5,7,11,23}. Como Sj, puede crecer, al aumentar k, mucho més alld del intervalo
de interés, se ignora todo término mayor que el altimo elemento de P. En este caso se ignora el
altimo término (23 > 19), quedando la unién como E; = {2,3,5,7,11}. Comparando Es con
P, hay una diferencia en los términos, asi que se contintia con k& = 3 .

El célculo con k£ = 3 entrega G3 = {3,5,7,13,17,19} y S = {11,17,23,41,53,59}. Luego E3 =
{3,5,7,11,13,17,19, 23,41, 53, 59}. Nuevamente, el tltimo término de E3 es mayor al dltimo
término de P, por lo que se elimina el altimo quedando E3 = {3,5,7,11,13,17,19, 23,41, 53}.
Esta operacion se repite hasta que el tltimo término de E3 sea menor o igual al tltimo término de
P, quedando E3 = {3,5,7,11,13,17,19}. La unién de E; y E3 es Er = {2, 3,5,7,11,13,17,19}.
Se comparan los conjuntos E1 y P y se obtiene una relacién uno a uno, misma cantidad y
mismos ntimeros primos. Se requirieron los valores de k = 2 y k = 3, y no falta ningtin primo

en Er para ese intervalo p < 20.
I

El Ejemplo 3 muestra paso a paso el procedimiento a seguir. Para valores mds grandes se puede ha-
cer la misma comparacién y encontrar hasta qué valor de k es necesario para completar el conjunto
original P. En la Tabla 5 se muestran los resultados para varios valores de n y el tltimo valor de £ en
cada caso.

Tabla 5: Primos extendidos de Germain clase k en {p < n}.

n  k longitud de P y de Et

102 7 25
103 18 168
104 31 1229
10° 45 9592

106 93 78498

Enla tercera columna dela Tabla 5, se indica que la longitud, o ntimero de elementos, del conjunto P es
la misma que el conjunto Et, y cabe aclarar que ademads de la longitud, ambos contienen exactamente
los mismos ntimeros primos. De hecho, el algoritmo termina cuando la operacién XOR (la cual se
emplea en varios lenguajes de programacion), entre Et y P, devuelve el conjunto vacio, indicando

que ambos se han vuelto idénticos?.

*Recuerde que la operacién XOR representa la funcién de desigualdad, es decir, encuentra aquellos elementos que no
estdn en ambos conjuntos.
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Los resultados de la Tabla 5 son un impulso para enunciar una conjetura mds, ya que se puede pro-
poner que:

Conjetura 3

En el conjunto infinito de ntimeros primos y en el conjunto infinito de unién de conjuntos (Ey)
de primos extendidos clase k se cumple que

SiP = {p|p < n, n — oo}, (conjunto infinito de ntimeros primos)

y si

ET:UkZ2Ek:E2UE3U"'UEk, con k — oo (5)
(unién infinita de conjuntos de primos extendidos de Germain)

entonces ET = P.

Como consecuencia de la Conjetura 3, se termina haciendo la siguiente:

Conjetura 4

Para cualquier niimero primo p, sin importar su valor, 3 un entero k > 2 tal que kp + (k — 1) es
primo.

Es decir, si un nimero p no entrega un primo 2p + 1, existe un ntimero con el valor adecuado de k,
sin importar la magnitud de ambos, tal que kp + (kK — 1) es primo. De este modo, no se obtiene un
primo “casi doble” [2], si no que se obtendra un ntimero primo con “casi” multiplicidad k. En este
trabajo se recomienda seguir usando el término “primo de Germain” en lugar de primo casi doble, y
“primo extendido de Germain” (o primo de Germain clase k) en lugar de primo casi mdltiple, para
hacer honor a su autora, Sophie Germain.

7. Conclusiones

En este trabajo se siguié un nuevo enfoque en el tema sobre la infinitud de los primos de Germain, al
considerar que es mds facil determinar cudles primos no son primos de Germain, en lugar de los que
si lo son. Algunos aspectos a resaltar son:

» A partir de la definicién “p tal que 2p+1 es primo”, se presentaron algunos casos para comprobar
que hay primos que nunca son primos de Germain.

= Se defini6 un conjunto E cuyos elementos son todos los primos de Germain, es decir, los pg més
los psc para identificar, de ese modo, los primos que son completamente no Germain. Para ello
se comparo la cardinalidad del conjunto E al conjunto P de ntimeros primos, en un intervalo
p < n dado.

= Posteriormente, se definieron los primos extendidos de Germain, es decir, se ampli6 la definicién
de primo de Germain de “2p + 1” a “kp + (k — 1), k > 2, entero”, definiendo asi una clase k de
Germain. Finalmente, la unién de las clases extendidas de Germain, unién infinita de conjuntos
Ey, designada como ET, nos permitié plantear una biyeccién entre esa unién y el conjunto
infinito de ndmeros primos.

= La dltima conjetura lograda es que para todo ntiimero primo p, existe un valor k tal que en la
forma kp + (kK — 1) se obtiene un ndmero primo. Ningtin p queda fuera de la categoria de ser
primo de Germain, y més especificamente, k-Germain, con k& > 2.

La conclusién definitiva es que, si la cantidad de primos de Germain (2p + 1) es infinita, no hay una
biyeccién con la infinitud de los ntimeros primos.
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