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Resumen: GeoGebra es un software de matematicas dindmicas que, entre otros, permite la construc-
cién de objetos geométricos, que pueden manipularse a través del arrastre y asi observar los cambios
que experimenta la construccién y las relaciones que permanecen constantes en la misma. En los tlti-
mos afios se ha incorporado a GeoGebra una versién experimental llamada GeoGebra Discovery, que
consiste en una coleccién de herramientas y comandos, que posibilitan la verificacion matematica
rigurosa y el descubrimiento automdtico de proposiciones sobre figuras geométricas, es decir, Geo-
Gebra Discovery es una versiéon de GeoGebra que complementa, mejora y amplia determinadas herra-
mientas de razonamiento automatico que estan en la versién estdndar. El objetivo de este documento
es el de describir algunas de estas herramientas e ilustrar su uso con ejemplos que permitan al usuario
visualizar e interpretar resultados de geometria plana obtenidos en las construcciones desarrolladas.

Palabras Clave: GeoGebra Discovery, construcciones geométricas, demostraciéon automatica, descu-
brimiento.

Abstract: GeoGebra is a dynamic mathematics software that, among other things, allows the cons-
truction of geometric objects, which can be manipulated by dragging and thus observing the changes
that the construction undergoes and the relationships that remain constant in it. In recent years, an
experimental version called GeoGebra Discovery has been incorporated into GeoGebra. This version
consists of a collection of tools and commands that enable rigorous mathematical verification and the
automatic discovery of propositions about geometric figures. In other words, GeoGebra Discovery
is a version of GeoGebra that complements, improves and extends certain automatic reasoning tools
that are in the standard version. The objective of this document is to describe some of these tools and
illustrate their use with examples that allow the user to visualize and interpret plane geometry results
obtained in the developed constructions.
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Resumo: GeoGebra é um software de matematica dinAmico que, entre outras coisas, entre outros, per-
mite a construgdo de objetos geométricos. Esses objetos podem ser manipulados por meio de arrastar
e soltar, permitindo ao usudrio observar as mudangas que ocorrem na construgao e as relagdes que
permanecem constantes na mesma. Nos tltimos anos, uma versao experimental chamada GeoGebra
Discovery foiincorporada ao GeoGebra. Esta versdo consiste em uma colecdo de ferramentas e coman-
dos que permitem uma verificagdo matemdtica rigorosa e a descoberta automatica de proposi¢oes
sobre figuras geométricas. Em outras palavras, o GeoGebra Discovery é uma versdao do GeoGebra
que complementa, melhora e estende certas ferramentas de raciocinio automatico que estdo na versao
padrdo. O objetivo deste documento é descrever algumas dessas ferramentas e ilustrar sua utilizagdo
com exemplos que permitam ao usudrio visualizar e interpretar resultados de geometria plana obti-
dos nas construg¢des desenvolvidas.

Palavras-chave: GeoGebra Discovery, construc¢des geométricas, prova automadtica, descoberta.

1. Introduccion

Existen diversos programas de geometria dindmica que actualmente permiten incluir funciones pa-
ra el razonamiento automadtico que posibilitan la verificacion automética y matematica con rigor y el
descubrimiento de resultados geométricos (Kovacs et al., 2017), lo cual viabiliza mejores condiciones
para la ensefianza y el aprendizaje de la geometria. El software GeoGebra no escapa a esta posibilidad
y su version extendida GeoGebra Discovery ha incorporado algunos recursos denominados Sistemas
de Razonamiento Automético (ART), que permiten la verificacién o prueba matemdtica automati-
ca de resultados geométricos, asi como la posibilidad de descubrir proposiciones sobre figuras de
geometria euclidiana elaboradas por el usuario.

Las funciones bésicas de razonamiento automatico, aunque no estdn incluidas en la versién estan-
dar de GeoGebra, se pueden encontrar en GeoGebra Discovery, disponible en https://github.com/
kovzol/geogebra/releases; operan sobre GeoGebra Classic 5 o0 6, para ordenadores y portétiles, en
sistemas operativos Windows, Mac o Linux, y también son vélidas en tabletas y teléfonos inteligen-
tes. En nuestra opinion GeoGebra 5 y GeoGebra 6 son equivalentes y GeoGebra Discovery contiene
las mismas herramientas ART en ambas versiones, sin embargo, Geogebra Discovery se ejecuta en
modo Web en GeoGebra 6 y en modo local en GeoGebra 5, en estas condiciones consideramos que
para utilizar las herramientas ART es mds apropiado utilizar GeoGebra 6. La versién de Discovery 6
es accesible en http://autgeo.online/geogebra-discovery/ y esta version se puede descargar y ejecutar
sin conexién también en https://autgeo.online/.

Es importante comentar que las respuestas de estos comandos no estdn basadas en consideraciones
visuales o numéricas entre los objetos considerados, sino que son completamente rigurosas y el resul-
tado de traducir las construcciones geométricas a un conjunto de ecuaciones e inecuaciones polinémi-
cas y de determinar, mediante algebra computacional, que las soluciones de tales sistemas verifican
otra ecuacién o inecuacion, a través de un programa de calculo simbélico que se encuentra implemen-
tado en el nicleo de GeoGebra. También es necesario observar que las afirmaciones presentadas por
GeoGebra Discovery nos indican si la respuesta a cierta pregunta, es decir, a cierta relacion, es verda-
dera o falsa 0 nos enumera una serie de propiedades entre los objetos considerados, sin presentar, en
ningun caso, argumentos para apoyar tales respuestas. Se trata, por tanto, de considerar GeoGebra
Discovery como un profeta, que responde a las preguntas del usuario, pero le encarga a este la tarea
de analizar las razones de tal respuesta.

Como lo hemos mencionado el propdsito esencial de este trabajo es el de presentar, en una linea
andloga a las consideradas en Botana et al. (2020) y Kovécs et al. (2017), las herramientas bdsicas
de razonamiento automaético, asi como el de desarrollar algunos ejemplos que ilustren el posible uso


https://revistas.tec.ac.cr/index.php/matematica
 https://github.com/kovzol/geogebra/releases
 https://github.com/kovzol/geogebra/releases
 http://autgeo.online/geogebra-discovery/
https://autgeo.online/

Las herramientas de Razonamiento automatico en GeoGebra Discovery 3

académico de las mismas. Estd dirigido a usuarios que posean un conocimiento basico de GeoGe-
bra y deseen apropiarse de los comandos de razonamiento automético implementados, de manera
experimental, pero no divulgados de forma amplia en los paises Latinoamericanos. En la direccién
https://www.geogebra.org/m/pej8xc57 se pueden consultar los archivos GeoGebra considerados en
este trabajo.

2. Las herramientas de Razonamiento automatico en GeoGebra Dis-
covery

Las herramientas de razonamiento automético de GeoGebra Discovery estan basadas en algoritmos
de calculo simbdlico y permiten la demostracién y descubrimiento automatico de teoremas sobre figu-
ras geométricas elaboradas con este software. Constan fundamentalmente de seis comandos asi: Re-
lacién (Relation), Demuestra (Prove), DemuestraDetalles (Prove Details), EcuaciénLugar (LocusEquation),
Envolvente (Envelope) y Descubrir (Discover).

Para utilizar este sotfware, el usuario debe elaborar una figura geométrica utilizando las herramientas
que se encuentran en el mend de GeoGebra. Después de esto, GeoGebra tiene diversas formas de pro-
mover la investigacién de las propiedades geométricas de esta figura, a través de varias herramientas
y configuraciones. Por ejemplo:

= Al arrastrar los objetos libres, se puede investigar visualmente el comportamiento de sus objetos
dependientes.

» La herramienta Relacién, usual en GeoGebra classic, ayuda a comparar objetos y obtener rela-
ciones entre ellos.

= Activando o desactivando el rastro de un objeto construido, se visualiza el movimiento de un
objeto “dependiente” cuando los objetos de los cuales depende estdn cambiando.

= La herramienta Lugar Geométrico muestra la trayectoria de un objeto para todas las posiciones
posibles de otro objeto que se mueve sobre una trayectoria dada.

Estos métodos generalmente son conocidos por los usuarios de GeoGebra y, consecuentemente, estan
lo suficientemente documentados y se pueden encontrar diversos ejemplos de ellos en Materiales
de GeoGebra https://www.geogebra.org/materials/. Por otro lado, GeoGebra también ofrece herra-
mientas de razonamiento automaético simbdlico para generalizar algunas propiedades geométricas
observadas o conjeturadas. Las herramientas actualmente consideradas y una decripcién de las mis-
mas se presentan en la tabla 1

Siguiendo la linea desarrollada en Kovacs et al. (2017) y Botana et al. (2020) describimos de manera
mas detallada la forma de utilizar cada una de estas herramientas.

2.1. La herramienta y el comando relacion

La herramienta y el comando Relacién permiten al usuario verificar numéricamente, es decir, para
la construccién elaborada con coordenadas asignadas con precisioén a cada punto, si para una lista de
hasta cuatro objetos o para dos objetos, existe determinada relacién a través de la sintaxis:

Relacion( < Lista > )
Relacion( < objeto >, < objeto > )
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Tabla 1: Herramientas de razonamiento automatico y su descripcién. Elaboraciéon
propia.

Herramienta o Comando Descripcion

Relacion Se utiliza para volver a calcular simbdlicamente los re-
sultados numéricos.

EcuaciéonLugar Mejora el resultado del comando Lugar Geométrico mos-
trando la ecuacion algebraica del resultado grafico, aun-
que posee algunas limitaciones. Este comando se puede
utilizar para analizar lugares geométricos implicitos.

Envolvente Calcula la ecuaciéon de una curva que es tangente a una
familia de objetos cuando un elemento de la familia se
mueve sobre una trayectoria determinada.

Descubrir Analiza figuras geométricas en la busqueda de patrones,
propiedades y nuevos resultados geométricos. Esta he-
rramienta es una implementacién bdsica para el descu-
brimiento automdtico en geometria plana elemental.

Demuestra Proporciona como resultado, de manera general, el valor
de verdad verdadero (true) o falso (false) de una propo-
sicion.

DemuestraDetalles  Utiliza métodos simbélicos para determinar si en general
una proposiciéon es verdadera o falsa. Adicionalmente,
devuelve en una lista, algunos detalles complementarios
de la proposicién en consideracion.

De manera explicita este comando permite verificar si:

= Dos rectas son perpendiculares.

= Dos rectas son paralelas.

= Dos objetos son iguales.

= Un punto se encuentra en una recta o una cénica.
= Una recta es tangente o interseca a una conica.

= Tres puntos son colineales.

= Tres rectas son concurrentes o paralelas.

= Cuatro puntos estdn sobre una misma circunferencia, es decir, son conciclicos o alternativamen-
te, son colineales.

Algunas de estas verificaciones también se pueden realizar de forma simbélica, es decir, la afirmacién
puede verificarse rigurosamente para el caso general y no sélo para la construccién geométrica con-
creta desarrollada. Si GeoGebra soporta la verificacién simbélica para una determinada propiedad,
aparece el boton Mas. De acuerdo con Hohenwarter et al. (2017), al presionar este botén el subsis-
tema que contiene las herramientas de razonamiento automatico de GeoGebra se inicia y selecciona,
mediante ciertas heuristicas, un método de prueba apropiado para decidir si la propiedad obtenida
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numéricamente es, en general, verdadera. La versién actual de GeoGebra Discovery es capaz de elegir
entre los métodos siguientes como técnica ART subyacente para este proceso:

El método de bases de Grobner.

El método caracteristico de Wu.

El método del area.

El método de verificacion exacta de Recio.

Complementariamente, si la relacién conjeturada no se cumple los dos primeros métodos pueden
determinar algunas condiciones geométricas adicionales, que deben cumplirse para que la afirmacién
dada, en general, sea correcta.

Considere un cuadrildtero cualquiera, ;qué relacién existe entre dos segmentos no consecutivos

que unan los puntos medios de los lados del cuadrilatero?
—

Construimos, en GeoGebra, un cuadrildtero ABCD, los puntos medios E, F,G y H de los lados
AB,BC,CDy DA respectivamente y los segmentos f = EF'y g = GH.

Con este proceso se obtiene lo que ilustra la Figura 1, un exdmen de naturaleza visual de la misma
sugiere que los segmentos f y ¢ tienen la misma longitud y parecen ser paralelos. Si analizamos la
ventana algebraica se observa que estos segmentos tienen la misma longitud y al mover los vértices
del cuadrilédtero se nota que, aunque sus longitudes se modifican, siguen siendo las mismas y el po-
sible paralelismo se conserva.

d = Segmento(D, A, c1) : °
— 5.83332
: E
E = PuntoMedic(A,B) * >
© f oF
— (-3.51, 1.91) _
@

F = PuntoMedio(B. C)
— (-0.22, 1.37) ec

G = PuntoMedio(C, D)

— (-1.63, -2.29) He
g e
O H = PuntoMedio(D, A)
— (-4.92, -1.75)
O f = Segmento(E, F) ; o,
—  3.33402
O g = Segmento(H, G)

- 3.33402

Figura 1: El cuadrilatero y los segmentos f y g. Elaboracién propia.
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La Figura 2 muestra el resultado que se obtiene al ingresar en la barra de entrada la sintaxis Relacién(f,
g). Este resultado permite verificar numéricamente que los segmentos f y g son paralelos y tienen la
misma longitud.

O E = PunteMedio(A, B) : E ecC
— (-4.4588, 0.6784) .E
O F = PuntoMedic(B, C) : f
[ G
— (-2.8132, 2.7112)
. g
G = PuntoMedio(C, D) : A
O ® °,
— (0.6232, 1.1745) a .
H = PuntoMedio(D, A) :
O Relacidn
— (-1.0224, -0.8583)
. f tiene igual longitud que g Mas
O f = Segmento(E, F) : (comprobado numéricamente)
— 261539 f'y g son paralelas Mas...

(comprobado numéricamente)

g = Segmento(H, G)
o

— 2.61539

saw

-

Figura 2: Cuadrildtero y respuesta numérica para la relacién entre los segmentos
f 'y g. Elaboracién propia.

Al dar clic, sobre los botones Mas que se observan en el recuadro, se genera un nuevo mensaje que
muestra, desde el punto de vista simbdlico, que efectivamente los segmentos f y g son paralelos y
tienen la misma longitud, asi como las condiciones para que eso suceda. Esto se ilustra en la Figura 3.

— 6.34082 ec
F :
: B
@ = PuntoMedio(AB) : o
— (-4.4104, 1.2834) f
. E G
® F = PuntoMedio(B, C) :
g
— (-2.7648, 3.3162) o\
. ® v o,
G = PuntoMedio(C, D) :
O -
— (0.6716, 1.7795) elacion
H = PuntoMedio(D,A) : Lo que es generalmente cierto es que:
@) « ftiene igual longitud que g
— (-0.974, -0.2533) bajo la condicion:
. » By Cno soniguales
@ f = Segmento(E,F) . Lo que es generalmente cierto es que:
» fyqgson paralelas
— 261539 bajo la condicion:
: « By C nosoniguales
O g = Segmento(H, G) -

~ 2615 .

Figura 3: Cuadrildtero y respuesta simbélica para la relacién entre los segmentos
f'y g. Elaboracién propia.
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En GeoGebra, la verificaciéon “simbdlica”, (Hohenwarter et al., 2019) significa que los datos de entrada
ya no son puntos con coordenadas numéricas, sino con coordenadas expresadas mediante variables.
Los pasos de la construccién no producen ecuaciones con coeficientes numéricos, sino en ecuaciones
paramétricas dependiendo de los pardmetros que describen las coordenadas de los puntos libres y
en segundo plano se ejecutan sofisticados algoritmos que involucran, sin que el usuario lo perciba,
diversos aspectos de geometria computacional que constan de una gran cantidad de pasos algebraicos.

Un cuadrilétero ciclico es aquel cuyos vértices pertenecen a una circunferencia. Considere un
cuadrilatero ciclico y las mediatrices de los lados de este objeto geométrico. ;Qué relacion existe

entre estas cuatro rectas?
[

Construimos, en GeoGebra, una circunferencia de centro en un punto O y que pase por un punto P,
un cuadrildtero ABC'D inscrito en las misma y las mediatrices f, g, h,? delos lados AB, BC,CD,DA
respectivamente.

El resultado de este proceso se ilustra la Figura 4, en la cual se ha ocultado el punto O y en la ventana
gréfica es posible visualizar que las mediatrices “parecen ser” concurrentes. Podemos encontrar el
punto E de interseccion entre dos de estas rectas, digamos f y g y observar que se preserva la posible
concurrencia de las cuatro rectas en el punto E.

Figura 4: El cuadrilatero ciclico y la posible concurrencia de las rectas f, g, h, <.
Elaboracién propia.

En GeoGebra no existe, una herramienta que nos permita, verificar si se cumple una relacién entre
cuatro rectas, por ello podemos proceder de manera indirecta por lo menos de dos formas diferentes,
ilustramos una de ellas.

El punto E es la interseccién entre f y g y debemos verificar que este punto estd en ¢ y h, por lo cual
creamos dos listas, /1 con las rectas f, g, h y {2 con las rectas 4, g, h.

En la Figura 5 se muestra el resultado de ingresar en la barra de entrada la sintaxis Relacién (I1).
Resultado que indica desde el punto de vista numérico que las rectas f, g y h son concurrentes en el
punto E. La verificacién simbdlica se obtiene al dar clic sobre el botén Mas lo cual produce lo que se
ilustra en la Figura 6, es decir, un nuevo mensaje que corrobora, desde el punto de vista simbdlico,
que efectivamente las rectas f, g y h son concurrentes, asi como las condiciones para que eso suceda.
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B+ IVSUIEL 1R b e

- -046610x + 2,50626y = 4,40952 A .
'.' 'h .I f n\‘
® h : Mediatriz(C, D) : '. ~..
— 4,83208x + 0,67648y = -17,45156 r" .I :. ‘.\
i : Mediatri E ' JE !
i: Medlall'lz{D_ f\} : : ]
— -0,68719x - 3,60724y = -1,33522 - J."I :
H Y [ il ’
@ "-feh » A
— {-3.6787x + 051449y = 14,37727, -0.41 [ &
O 12 = {g,h,i} * ! ==
— {-0,46619x + 2,50626y = 4,40952, 4,63 Relacisn
@ E = Interseca(f, g) f, g y h son concurrentes Mas
(-3.76, 1.06) (comprobado numericamente)
+ De acuerdo

Figura 5: Respuesta numérica del comando Relacién a la concurrencia de las rec-

tas f, g, h. Elaboracién propia.

¥ P
' : Relacidn

Lo que es generalmente cierto es que:
« f, gy hsonconcurrentes

[ ' bajo la condicion:
: y « la construccion no es degenerada

Figura 6: Respuesta simbodlica del comando Relacién a la concurrencia de las rec-

tas f, g, h. Elaboracién propia.

De la misma manera, al utilizar la instruccién Relacién (I2) y a continuacién dar clic sobre el bot6én
Mas se obtiene lo que ilustra la Figura 7.

El proceso descrito permite concluir, de manera simbdlica, que las rectas f, g, h, i son concurrentes en
el punto E. Pero ;qué caracteristicas tiene este punto?

El uso de la instruccién Relacién (O, E) y enseguida dar clic sobre el botén Mds genera lo que ilustra
la Figura 8. Esto muestra que: Las mediatrices de los lados de un cuadrilatero ciclico son concurrentes en el

centro de la circunferencia circunscrita al cuadrilatero.
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L
=TT = Lo
- 1P T.
———- -7 h: e
_e=" ==& A 1 f -
- h: f T ,.’ H \“
A a’ | 1 > ~ . | ' A
o I/ ", I \\
J e \ ! : 9
/ : ) I I :
H '.,‘ v H E , |
i / -, -, i :
' E? ) \ 1 )
] : ; \ , !
[l il v il ,
\ N 'r \ h .
. ' S \ i ]
] b -
.\ — & . H P..
\ ) .~
. [ i e T -
.~ ) P,- )
;\‘-‘r“l——-‘.'.f .
I Relacion
Relacion Lo que es generalmente cierto es que:
. « g, hyison concurrentes
g, hy i son concurrentes Mas... bajo la condicion:
(comprobado numericamente) « la construccién no es degenerada
De acuerdo De acuerdo

(b) Respuesta simbdlica

(a) Respuesta numérica
Figura 7: Respuesta numérica y simboélica del comando Relacién a la concurrencia

de las rectas g, h, i. Elaboracién propia.
1 ol I f Te.
! A h- f ~s
e T o ' N
-7 I \‘-\ i ] ‘\
__‘, hI i f . g i ; \“ :
. H . ! T
/ i N T If ql
/ ' \ + 1 ’
; ® ! . .
: ; ‘ : i H
1 ] ' 4 I
| e i \ ,
\ s ] \. h S
\ 1l ! (M ’
\ gk '_,' \\\ 7 "
® h /s . ‘i Pt
\\ 'n’ i ' ~ A -
~ i . 2 !
/o P -
TN ekeeeT Relacion
Lo que es generalmente cierto es que:

« Oy E soniguales

bajo la condicion:

Relacion
la construccion no es degenerada

Oy E son iguales Mas._.

(comprobado numeéricamente)

(b) Respuesta simbdlica.

(a) Respuesta numérica.
Figura 8: Respuesta numérica y simbélica del comando Relacién a la coincidencia

De acuerdo

de los puntos O y E. Elaboracién propia.

2.2. El comando EcuacionLugar (LocusEquation)
Este comando calcula la ecuacién de un lugar geométrico y lo representa graficamente como una curva
implicita. Es posible utilizarlo en dos formas diferentes que se denominan lugar geométrico explicito y

lugar geométrico implicito, de la siguiente manera.

I. Lugar geométrico explicito. Considere un punto de entrada P sobre una trayectoria ¢, resultado
de algunos pasos de una construccién y un punto de salida Q. El propésito es determinar la
ecuacioén ecu del lugar geométrico de ) mientras P se mueve sobre la trayectoria c y luego

representar graficamente ecu. La sintaxis del comando es:
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IL.

EcuaciénLugar( < Punto del lugar >, < Punto variable > )
EcuaciénLugar(< Lugar Geométrico > )

Lugar geométrico implicito. Considere un punto de entrada P, un punto libre o un punto en una
trayectoria ¢ y algunos pasos de determinada construccién, para la cual se afirma que se cumple
una condicién légica F'. El objetivo es determinar la ecuacion ecu, del lugar geométrico, tal que
para todos los puntos P de ella, si P = P, entonces F se cumple. La sintaxis del comando es:

EcuaciénLugar( < Funcién légica >, < Punto variable >)

Las siguientes ilustraciones nos muestran el uso de este comando como lugar implicito y como lugar
explicito.

Determinar el lugar geométrico generado por un punto ) que es la interseccién de la recta
tangente a una circunferencia en un punto P de esta y la recta perpendicular a la tangente en
un punto C' exterior a la circunferencia.

Este lugar geométrico se obtiene de la siguiente manera:

Construya una una circunferencia de centro en un punto A que pasa por B.

. Considere un punto P sobre la circunferencia y un punto C en su exterior.

Trace la recta tangente en P a la circunferencia, la perpendicular por C a la tangente y denote
con () al punto de corte de estas dos rectas.

. Escriba, desde la barra de entrada, EcuaciénLugar(Q, P).

Con este proceso se obtiene el lugar geométrico pedido, que corresponde a la curva deno-
minada Caracol de Pascal, que se muestra en la Figura 9. Para el caso considerado, los puntos
A(0,0), B(2,0) y C(2,2), la ecuacion resultante también se presenta en la misma figura.

EL CARACOL DE PASCAL

z* S + 2x2y2 — 4:::3y — 4:1”9“” + 8xy + 16z + ;r,l4 — -1313 + 16y = 32

Figura 9: Lugar geométrico explicito. Respuesta de GeoGebra a la sintaxis Ecua-
ciénLugar(Q, P). Elaboracién propia.
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Ejemplo 4

Dado un tridngulo ABC), caracterizar los puntos C para los cuales este tridngulo es isésceles en
C, es decir, AC = BC.
—

Existen diferentes maneras de explorar este problema, por ejemplo, utilizando el comando (o herra-
mienta) Lugar Geométrico y la solucién al mismo es conocida, sin embargo, cémo se desea utilizar
las herramientas de razonamiento automaético, después de construir con la herramienta Poligono el
tridngulo ABC de lados BC = a, AC' = by AB = cse escribe, desde la barra de entrada, EcuaciénLu-
gar(a==b, C), con lo que se genera la imagen que se muestra en la Figura 10.

O C=(3.02667, 6.48667)

tl = Poligeno(A,B, C)
— 1319

a = Segmento(B, C,t1)
— 490145

b = Segmento(C, A,t1)
— 7.15804

¢ = Segmento(A, B,t1)

— 5.,38516
ecl : EcuaciénLugar|a Lh,C : ne
) (L)

— -10x - 4y = -29

Figura 10: Lugar geométrico implicito. Respuesta de GeoGebra a la sintaxis Ecua-
ciénLugar(a==Db, C). Elaboracién propia.

Esto significa que para los puntos seleccionados A = (0,0) y B = (5, 2), el tridngulo ABC es isésceles
cuando el punto C' estd sobre la curva definida por ecl que tiene por ecuacion 10x + 4y = 29 y corres-
ponde a una recta. Naturalmente al arrastrar los puntos A o B cambia la ecuacién de la recta, pero
conserva sus caracteristicas. ;qué caracteristicas posee esta recta?

Para intentar responder este interrogante, se halla el punto D, interseccién entre la recta y el segmento
AB, se ubica un punto E sobre ella, se mide el &ngulo ED B y la longitud de los segmentos ADy DB,
lo que permite conjeturar, ver Figura 11, que: La recta es perpendicular al segmento AB en su punto medio,
es decir, el lugar geométrico es la mediatriz del segmento AB.

1 Ecua{.io’nLugat(a L b.C) ’
@ ec

— -10x - 4y =-29
Q ]
D = Interseca(ecl, c)
@
— (25.1)
- E = Punto(ecl)
@)
— (0.28001, 6.54997) ®
O f = Segmento(A, D) E

— 2.60258

® g = Segmente(D, B)
— 2.60258

® a = Angule(B, D, E)

— 00" =

Figura 11: Perpendicularidad de la recta ecl y el segmento AB, asi como la igual-
dad de la longitud de los segmentos f y g. Elaboracién propia.
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Para verificar simbdlicamente en GeoGebra este hecho, se procede de manera diferente.

En primer lugar, se oculta el lugar geométrico y se construye la mediatriz del segmento AB, a conti-
nuacion, se ubica un punto F sobre la mediatriz, se construye el tridngulo AF B y al utilizar, desde el
ment de GeoGebra, la herramienta Relacién, o el comando correspondiente, al escribir, desde la barra
de entrada, la expresion, Relacion(a , b1), se genera el cuadro de didlogo que se muestra en la Figura
12, 1o cual verifica, desde el punto de vista numérico, que el tridngulo AF' B es is6sceles.

O Jj + Mediatriz(A, B) :
— by -2y =-145

O F = Punte(j) "
— (0.98, 48) ®

O t2 = Poligona(A,F,B)
— 11.02

O a; = Segmento(F, B, t2) *

— 4.89902 A®
o) by = Segmento(A, F,12) * Relacién
— 4.89902
a, tiene igual longitud que b, 4s
f, = Segmento(B, A,12) (comprobado numéricamente)

@)

— 5.38516 De acuerdo

Figura 12: Respuesta numérica del comando Relacién a la igualdad de la longitud
de los segmentos a; y b;. Elaboracién propia.

Finalmente, al oprimir el botén Mds se muestra una nueva caja de didlogo (ver Figura 13) que da
cuenta de la verificaciéon simbdlica, es decir, de una prueba matemdticamente rigurosa del hecho de
que: Si el punto C estd sobre la mediatriz del segmento AB el tridngulo ABC es isdsceles.

O J + Mediatriz(A, B)
— =5x -2y = -14.5

= Punto(j)
O F = Punto(j
— (098, 4.8) ®

t2 = Poligono(A, F,B)
@)
— 11.02

O a; = Segmento(F,B,t2) *

— 4.89902 A®
o by = Segmento(A, F,t2) * Relacién
— 4.89902
a, tiene igual longitud que by
® fy = Segmento(B, A,12) * (siempre cierto)
+ = \

Figura 13: Respuesta simbolica del comando Relacién a la igualdad de la longitud
de los segmentos a; y b;. Elaboracién propia.


https://revistas.tec.ac.cr/index.php/matematica

2.3 El comando Envolvente (Envelope) 13

2.3. El comando Envolvente (Envelope)

Este comando calcula la ecuacién de una curva que es tangente a una familia de objetos mientras un
punto que genera los objetos de la familia se mueve a lo largo de una trayectoria. Mds precisamente,
dado un punto de entrada P en una trayectoria ¢, algunos pasos de una construccién y una ruta de
salida ¢, el objetivo es determinar la ecuacién ecu de una curva ¢’ que es tangente a ¢, cuando P se
mueve sobre ¢, para, finalmente, trazar la curva definida por ecu. P es el punto que genera la curva,
ecu se llama ecuacién envolvente y su representacion gréfica es la envolvente.

La sintaxis del comando es:

Envolvente( < Trayectoria >, < Punto >)

Una manera no usual de definir una hipérbola es la siguiente. Una hipérbola es la envolvente
de una familia de rectas perpendiculares en el extremo de un segmento determinado por un
punto libre sobre la circunferencia principal y un foco de la hipérbola. Construir la hipérbola
como una envolvente.
—
La construccién de la hipérbola, a partir de esta definicién, puede desarrollarse en GeoGebra de la
siguiente manera:

a. Considere una recta cualquiera y sobre ella dos puntos F y F» que seran los focos de la hipérbo-
la.

b. Con centro en el punto medio del segmento F; F» construya una circunferencia de didmetro
menor que la longitud de este segmento. Esta es una circunferencia principal de la hipérbola y
los puntos de corte de esta circunferencia y la recta F; F; son los vértices V; y V» de la hipérbola.

c. Seleccione un punto libre P sobre la circunferencia y trace el segmento PF5.
d. Construya la recta [ perpendicular al segmento PF5 en el extremo P.
e. Desde la barra de entrada escriba la instuccién Envolvente(l, P).
El resultado de este proceso se ilustra en la Figura 14, en la cual para los puntos considerados, a saber,

F1(—3,0), F5(3,0) y Vi(—4,0) se obtiene la curva definida por la expresion ec2 que corresponde a la
hipérbola de ecuacién 10480995 — 134122 = 529832.

- Intersecald, j) :
O
— L =(-2.25,0)
@ - v,-(2250 : )
H -
- P = Punto[d) ) 4
) o !
H -.. \.

— (-0.03, 2.25) w
. ]

k = Segmento(P,F;) i
O B ( 1) .1.\ l

@ £ : Perpendicular(P, k)
— -3.03x + 2.25y = 5.14

I . 1048087 - 134312y7 = 520832
— 104800 - 134312y7 — 520832 _

— 377

& ec2 ; Envolvente(£, P)

Figura 14: Hipérbola resultante de utilizar el comando Envolvente sobre 1y P.
Elaboracién propia.
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Si se desea visualizar la familia de rectas que genera esta curva se debe activar el rastro de la recta [ y
animar el punto P, con lo cual se obtiene lo que ilustra la Figura 15.

Figura 15: Familia de rectas envolvente de la hipérbola. Elaboracién propia.

2.4. EIl comando Descubrir (Discover)

Este comando o la herramienta equivalente del ment principal de GeoGebra Discovery, utilizan co-
mo argumento un punto y buscan de forma automética y combinatoria relaciones de colinealidad,
paralelismo, congruencia y otos, que involucren al punto considerado (Kovéacs & Yu, 2022).

La sintaxis de este comando es:

Descubrir( < Punto > )

Ejemplo 6

Considere un tridngulo cualquiera ABC'y D, E y F los puntos medios de los lados AB, BC'y
AC. ;Qué relaciones geométricas validas, que involucren el punto D, se deducen de esta confi-
guracion?

—

La Figura 16 ilustra el resultado de ingresar desde la barra de entrada, Descubrir(D) la cual muestra
los resultados que GeoGebra ha descubierto y que involucran al punto D.

Teoremas descubiertos con el punto D

Lineas paralelas y perpendiculares
-
« ACF1DE
« BCEJIDF
Segmentos congruentes
» AD=BD=EF
« AF=CF=DE
» BE=CE=DF

Figura 16: Respuesta de GeoGebra al comando Descubrir sobre el punto D. Ela-
boracién propia.
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De ello, es posible concluir, por ejemplo, que los tridngulos ADF, FDE, DEB y FCE son congruentes
y que por tanto el drea de cada uno de ellos es la cuarta parte del drea del tridngulo ABC. ;qué otros
resultados se deducen de esta configuracion?

Noétese que GeoGebra colorea, de un mismo color, los objetos que de alguna manera estan relaciona-
dos.

2.5. Los comandos Demuestra (Prove) y DemuestraDetalles (ProveDetails)

Los comandos Demuestra' y DemuestraDetalles funcionan de manera anéloga, (Kovacs & Yu, 2022), pe-
ro en cada caso el usuario debe introducir la proposicién objeto de conjetura y la respuesta que se
obtiene es el valor de verdad de la proposicién. El comando DemuestraDetalles puede proporcio-
nar condiciones geométricas adicionales para que la afirmacién dada sea generalmente correcta. Si
GeoGebra no puede determinar la respuesta, el resultado es indefinido. La sintaxis adecuada es:

Demuestra( < Proposicion légica > )
DemuestraDetalles( < Proposicion légica >)

Ejemplo 7

Un cometa es un cuadrildtero con dos pares de lados adyacentes congruentes. ;qué relacion

geométrica es posible proponer entre las diagonales del cometa?.
—

Este objeto puede construirse geométricamente al seleccionar tres puntos arbitrarios no colineales
A, By C, trazar larecta AC'y reflejar sobre esta recta el punto B para obtener un punto D, con lo que
se obtiene el cometa ABC'D, en él, las diagonales corresponden a los segmentos g = AC'y h = BD.

La Figura 17 ilustra la respuesta de GeoGebra al uso del comando Demuestra y afirma que las diagona-
les de un cometa son perpendiculares. El comando DemuestraDetalles informa que estas diagonales
son perpendiculares siempre que los puntos A y B no coincidan.

® g = Segmento(A, C)

— T.09876 -
® h = Segmento(B, D) : - P
~
— 43349 -
. & - ’
. rd
e = Demuestra(SenPerpendiculares(g, h)) ' t\ ’
% .,
”
. verdadero e -9
e
i = Demuestra(SonCongruentes(g, h}) ,-’\\
P i
— falso - e,
. Ay
11 = DemuestraDetalles(SonPerpendiculares(g, b)) " ®p
— {true, {"Sonlguales(A,B)"}}

Figura 17: Un cometa, sus diagonales y la respuesta de GeoGebra a los comandos
Demuestra y DemuestraDetalles. Elaboracién propia.

Se presenta, como ultima ilustracién, una actividad considerada en, Gordejuela et al. (2021) que per-
mite tratar el conocido teorema de la altura. Como complemento, a lo que usualmente se conoce de
este resultado, en el desarrollo de la misma aparece una consecuencia adicional que es en general, en
nuestra opinién, sorprendente.
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Ejemplo 8

Sea ABC un tridgngulo cualquiera, f la perpendicular por C' al lado AB, D su punto de corte
con este lado y considere los segmentos g = CD,h = ADy i = DB. ;Qué condiciones debe
cumplir el punto C para que g2 = h 2.

—

La Figura 18 ilustra la construccion, asi como el lugar geométrico en el cual debe estar el punto C para
que se satisfaga el teorema de la altura, es decir, para que se cumpla la relacion g = i x h, para lo cual
es necesario utilizar la instruccién EcuaciénLugar(g? == h * i, C).

f : Perpendicular(C, ¢) "
O
+ x=6 | C

=]

Intersecalf, ¢)

. (6,0 AY -~ /
' \ / \ /

g = Segmento{C, ) : \ g
L I". { W,
— 5 \/ f
h = SegmentafA, D) : A } o
I I
A A
— b f TR
f \
i = Segmento(D, B) : /! \ /
- 2 f — —

. 16 - M+ =0
ecl : EcuacidnLugar '.p."' “hi,C ] fed _ R B (gl . b4 i
@ | ) ] (£*=B8z—¢") (£ -8z +p*) =0

Figura 18: Lugar geométrico de la relacioén g2 = h x i. Elaboracién propia.

Este lugar, para A = (0,0) y B = (8,0), est4 definido por la ecuacién y* + 1623 — 6422 — 2* = 0y
al parecer estd conformado por la unién de una circunferencia y una hipérbola. Al utilizar el Sistema
de Algebra Computacional (CAS) de GeoGebra para factorizar la expresién anterior mediante la ins-
truccién FactorizaCl(ecl) se obtiene lo que ilustra la Figura 19.

7
=]~ v B nx=x= [ &
T ¢ : ."\r’J 1 ec4 = FactorizaCl(ecl)
IR — ecd: (-2 +8x+y?) (C—8Bx+y) =0
O ecl: Ecuacicﬁ:nLugar(g2 Ih i,C) { ) ( )

— x*+ 1063 - 64 + v =0

Figura 19: Factorizacién de la ecuacién y* + 1623 — 6422 — 2* = 0. Elaboracién

propia.

Asi la ecuacién definida por la expresion ecl se factoriza como y* + 162° — 642? — 2* = (—2% +
8z + y?) (22 — 8z + y?) = 0, es decir, que el punto C debe estar en la circunferencia de ecuacién
(z —4)* + 32 = 16 0 en la hipérbola de ecuacién (z — 4)> — y* = 16, excepto cuando con los puntos A
y B coinciden.

Es un hecho conocido que el teorema de la altura, es decir que, [? = m x n (ver Figura 20a) se cumple
cuando C, en este caso E, estd sobre la circunferencia de didmetro AB por lo que el tridngulo ABE es
rectdngulo en E, pero un nuevo resultado que se obtiene de esta ilustacién, es que también se cumple
que ¢* = rx*s (ver Figura 20b) cuando C, en este caso F, esté sobre la hipérbola, pero ahora el tridngulo
ABF no es rectdngulo.
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5 = 115.36°)
semeeemeeeeeog Y =25.36 [

(EG)* = 14.32 = 5.3%2.7T = 14.32 = AG « GB

(FH)? = 23.92 = 10.32 % 2.32 = 23.92 = AH » BH

(a) Verificacion del teorema de la altura, (b) Verificacién del teorema de la altura,
tridngulo rectangulo tridngulo pseudo-rectangulo.

Figura 20: Verificacion del teorema de la altura. Elaboracién propia.

La demostracion de este hecho, las caracteristicas del tridngulo y de la hipérbola son consideradas
en Gordejuela et al. (2021) por ejemplo, el tridngulo ABF lo denominan pseudo-rectdngulo por que la
diferencia de los d&ngulos FFBAy BAF es 90°.

3. Observaciones

En esta seccion final se presentan algunos comentarios que complementan lo considerado en el desa-
rrollo de este documento.

= En la época contemporénea, el desarrollo de las herramientas de razonamiento automatizado
tiene su origen en los trabajos de Alfred Tarski, alrededor de 1930 (Kovécs et al., 2021). Durante
la década de los 70 Wen-Tsiin continu6 con esta labor (Chou, 1988) y ha tenido un gran impulso
a lo largo de estos afios. En GeoGebra el proyecto relacionado con este tipo de herramientas fue
iniciado por Recio y sus colaboradores alrededor del afio 2010 (Kovacs & Yu, 2022) y este trabajo
contintia en la actualidad.

» Las herramientas ART descritas en este documento, no estan incluidas en la version oficial de
GeoGebra y su utilizacién para analizar algunas caracteristicas de ciertas proposiciones geométri-
cas son una muestra del avance que ha logrado este software y se espera que una vez depuradas
y completamente revisadas estén disponibles en un tiempo prudencial en esta version.

» En la direccién https://www.geogebra.org/m/pej8xc57 se muestra un ejemplo de las limitacio-
nes del comando EcuaciénLugar y correponde a la sexta actividad considerada en tal direccién.
En este archivo, la curva construida al usar la herramienta habitual, Lugar Geométrico y la curva
resultante de utilizar la herramienta Ecuaciéon Lugar Geométrico son diferentes, ;puede explicar
estos resultados?.

= De acuerdo con Abar et al. (2020) las posibles aplicaciones de estas herramientas en el aula de
clase es un tema en discusion, aunque hay algunos avances al respecto(Recio et al., 2019). Con
base en este documento la utilizaciéon de estas herramientas en estos espacios todavia no posee
un marco tedrico y una metodologia rigurosamente sustentada.

» Al utilizar estas herramientas para analizar una proposicion geométrica se obtiene como resul-
tado la verdad o falsedad de la misma pero si es necesaria una demostracién esta debe ser un
trabajo del usuario final. Alternativamente algunas de las herramientas consideradas presentan
condiciones adicionales para que cierto enunciado geométrico sea verdadero, sin embargo, se
debe insistir en que la certeza de tales proposiciones esta matematicamente verificada y es valida
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en todos los casos. Esta respuesta es diferente de la que se obtiene cuando se utiliza el software
como verificador numérico caso en el cual probabilisticamente podemos tener una proposicién
cierta, pero esto no es totalmente seguro.

= Se espera que este trabajo sirva como aliciente para que docentes del 4rea de matematicas o edu-
cadores matematicos en formacién se interesen por conocer, estudiar y experimentar con estas
herramientas. Sin duda, una implementacién adecuada de las mismas en el aula de clase puede
conllevar a modificar la manera como se tratan los problemas de geometria en estos espacios.

Contribucién de las personas autoras: conceptualizaciéon: SM.L, S.G.N. Metodologia: SM.L, S.G.N.
Investigacion: S.M.L, S.G.N. Visualizacién: S.M.L. Supervisién: S.G.IN. Andlisis formal: SM.L,S. G. N.
Escritura (borrador original): SM.L. Escritura (Revisién y edicién): SM.L, S.G.N.

Accesibilidad de los datos: Los datos utilizados en este estudio corresponden a archivos elaborados
en el software GeoGebra y estdn disponibles en la direccién electrénica https://www.geogebra.org/
m/pej8xch7.
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