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Introduccion

Este trabajo representa un esfuerzo conjuntolllevado a cabo con la principal finalidad, de exponer formalmente algunas de las aplicaciones de la teoria de los valores y
vectores propios.

La importancia creciente del algebra lineal como instrumento para poder abordar el estudio de otras disciplinas, es un hecho irrefutable en la actualidad. Propiamente, el uso
de la teoria de los valores y vectores propios conduce a resolver importantes problemas en varias ciencias.

El rol que desempefia esta teoria transciende su uso fundamental para diagonalizar una matriz a interpretaciones concretas, como ejemplo, el signo de un valor propio nos
concede una informacion relevante en diversos contextos, tales como en teoria de sistemas dinamicos lineales invariantes en el tiempo.

Esta articulo aborda la aplicacion, de los valores y vectores propios para resolver una sucesion definida por una relacién de recurrencia homogénea lineal con coeficientes
constantes.

Descripcion del Tema

En este articulo establecemos mediante el uso de los valores propios, un algoritmo que permite obtener el criterio de asociacion explicito, para cierto tipo de sucesiones
definidas por una relacion de recurrencia homogénea lineal con coeficientes constantes.

Una sucesion de nameros reales es una aplicacion S: IN' U { 0} — IR, S(n) se llama el término n-ésimo de la sucesion y se le suele denotar por S,,. Ademas, denotamos
la sucesion por (S,,) , eIN {0}

A menudo es posible desarrollar relaciones entre el término n-¢simo de una sucesion y algunos de los términos anteriores; tales relaciones se llaman relaciones de recurrencia.
Una relacion de recurrencia para una sucesion (Sp) , € [y y { 0} esuna ecuacién que relaciona S, con alguno de sus antecesores Sy, Sy, Sy, ... , Sy, _ 1; es decir, define

indirectamente el término n-ésimo de la sucesion, que puede evaluarse si antes conocemos los términos Sy, Sy, S, ..., S 1.

Las relaciones de recurrencia, por su misma naturaleza, ponen de manifiesto la necesidad de determinar mediante algtin criterio el término n-ésimo de la sucesion; ya que para
valores de n muy grandes, este término puede depender de un gran niimero de términos anteriores, lo cual hace a dicho criterio, un descriptor invaluable del n-¢simo término
de la sucesion, a partir de un n especifico.

Bajo esta perspectiva, los métodos para poder resolver una relacion de recurrencia; es decir, encontrar un criterio de asociacion explicito que permita definir el término
general S, son indispensables.

Este articulo tiene por objetivo, resolver este problema para un tipo especial de relacion de recurrencia, llamada recurrencia homogénea lineal de orden £.

Una relacién de recurrencia homogénea lineal de orden & con coeficientes constantes para una sucesion (Sp) n - IN | { 0 }» € aquella de la forma:
u

Sn+k= Br_1Sn+ (k-1) T Be—aSn+ (k-2) T F BiSa+ 1+ BoSa
siendo los B; ( B; # 0) nimeros reales fijos ¥j,j € INU { 0},0 < < k-1, que junto con las k condiciones iniciales:

S =

dI

& G EIRY,jEINU{0}0< <k-1

determinan de manera tinica los elementos de la sucesion.

El método que aqui desarrollamos, se fundamenta en el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

Sk = Be—1Snrk—1) + Be_2Snr(k—2) + -+ B1Sn1 + foSn
Snt(k-1) = Sni(k-1)

Snt(k-2) = Sni(k-2)

Sn+1 = Sn+1

Este sistema, escrito en forma matricial, puede expresarse como:
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siendo,

De aqui, se puede determinar X}, en términos de X, =

Se infiere, entonces que:

Br-1 Br-2

Snt(k-1)

Snt(k-2)

Sk_1

Sk-2

\

Xn+1=AX,

0 una matriz k x k con entradas reales y

1 0 )
un vector en IRF.
Cp—1
Ck_2 L
= , de la manera siguiente:
Co

X, =AXO por (1) conn =0
Xs=AX; =A-(AX) = A%X,

X3 =AX;=A-(A%Xy) = A*X,

X, =A"X,

X, = A", ¥n € IN

Lo afirmado anteriormente es una consecuencia del principio de induccion, veamos:

Prueba. Paran =1
X;=AXy por(1),paran=0

=AlX,

Supongamos que para algun k € IN, X} = AkXO y probemos que:

Prueba.

Xi+1=AXpor (1)

=A ( AkXO ) por la hipétesis de induccién

X =45 1X

(6]

(03]



= ( AAK )XO por asociatividad de matrices

= AkT 1X0 por definicion de potencias de matrices
En consecuencia, por el primer principio de induccion: X, = A"Xy ¥n,n € IN
Como:

Snt(k-1)

Sk
ALY, = nt(k—2)

Sn

entonces X;, queda determinada por la ecuacion matricial:

Br1 B2 -+ Po
Snt(k—1) Cr—1
1 o - 0
Sn+{k—2) Cg—2
) = 0 1 - 0 ’
Sn <o
-1
\ ° .
El producto A"X), es un vector I‘T‘}k € IRK, que denotamos por:
fi(m)
= 2 (n)
Fy =
fi (n)
dondefi(n) (1 < i < k) esuna funcién que depende tinicamente de 7.
Con esta notacion se tiene que:
Sn+{k—1) fi ()
Sni(k-2) fa(n)
= ¥
S fr (n)
Sn = fi (n)
S

Por igualdad de matrices
Quedando claro que si se conociera la potencia A", el problema de hallar explicitamente el término n-ésimo de la sucesion (S,), eIN, {0} quedaria resuelto.

Si A es una matriz diagonalizable, sabemos que existe una matriz invertible P y una matriz diagonal D, tal que: A = PDP!. Esto nos permite hallar A™ ¥n,n € INy

expresarla en la forma:

A" = pprpl 3)

Tratamiento del Problema



Para este tratamiento, consideremos los valores propios de la matriz A con multiplicidad uno; es decir, asumimos en principio que 4 es una matriz diagonalizable.

Por el isomorfismo existente entre el espacio vectorial Ljg ([Rk ) (espacio de transformaciones lineales sobre IR¥) y My (IR ) (‘espacio de matrices cuadradas de orden &

con entradas en /R ), sabemos que para la matriz A existe un endomorfimo 7 : IRK = IR¥ tal que: A =[ T'] g con B la base canonica de IR, Podemos afirmar por la
definicion de los valores propios de un endomorfismo, que los valores propios de A son también los valores propios de 7. Si tomamos una base Y = { y}, y»,..., ¥ } formada
de vectores propios asociados a cada uno de los correspondientes k valores propios distintos A; , Ay ..., Ay, de 4, la matriz representativa de 7 en la base Y, la podemos

obtener considerando:

T(yi) = My = Xiyi +0yz + -+ + Oy,
T (y2) = Aoyz = OyrAoyz +--- + Oy Pues los valores propios de A son

también los valores propios de T

T(yk) = Akyk =0 O0yz+---+ )ikyk

En consecuencia:

MO - 0

0 d - 0
LI e R IV

0 0 --- X

Lo que nos permite concluir que D ~ A por ser matrices representativas de un mismo endomorfismo.
Ademas por el teorema del cambio de base de matrices representativas se tiene que:
D=prl4p
siendo P la matriz de pasaje de la base B a la base Y, es decir:
- -1 _
P=[Irk](gy) = [IRk]iv,5)
donde Ijgk es el endomorfismo identidad sobre IRX.

Como B es la base candnica, P es de la forma:

P:(yl Yo .- ye)

donde y; es un vector (columna) propio correspondiente al valor propio A; ,¥i, 1 < i < ky la matriz A puede ser expresada por A = PDP.

De (2) y (3) podemos concluir que :

X,=PD"PlX, @)

Ck—1

Ck—2
donde X = y D es una matriz diagonal formada en su diagonal principal por los valores propios de A, es decir:



De tal forma que si conociéramos estas dos matrices ( Py D ), quedaria determinado X;,. Es destacable que para hallar la matriz D, tenemos que encontrar primero los

valores propios de 4 o, equivalentemente, su polinomio caractaristico. El polinomio caracteristico de la matriz A, viene dado por:
— 3k k—1 k-2
PA)= 2By A - B a AT - - B A - By

lo cual demostraremos a continuacion, haciendo uso del primer principio de induccion.

Prueba. Probemos por induccion sobre & que si 4 es de la forma:

Brr Br2 - Bo

A= , su polinomio caracteristico corresponde a:

POX)= A - B A - By A% - By A - B conk 2 1
En efecto:
Parak=1
det( A=A )= [ A= fo | = A~ fo= Al By

Supongamos para algiin £ € IN que:

A=Be1r =Bra - —ho

-1 A - 0
det( Af-A) = _ A R A A e L)

Probemos que:

det( A 1-4) =X - g A - g X1 - 8 A - By

Prueba.
A=By —Br1 - —ho
-1 by 0
dCt(AIk+1—A):
0 0 - A
A0 o0 ~Bes P2 - —ho
2 -1 x -~ 0 3 -1 A -0
G- DN I (1) (A1)




Por un desarrollo por cofactores, tomando la primera columna de la matriz.

ABis Ba - | | A0 0| | B B o
-1 A -0 1A - 0 1 A 0
= = +
0 0 A 0 0 --- X 0 0 .- A
Por la linealidad de un determinante.
b1 B2 - —Ho A=Fra —Pra - —fo A0 -0
T -1 A 0 1A - 0
= = -
0 0 A 0 0 A [V A
B —Br—2 - —fo
-1 A0 M= B M = B oM — = A — fy — N
=> BN -~ _
: : ’ : Por la hipétesis inductiva
0 0 A
= =feaM T = B2 AP — = BiA =y
= det (M1 — A) = (A= B) M + (=fe—1 A1 = Bradb 2 — . — Bi1d - fo)
codet (Alegpr — A) = X — Bk — B AR — B a2 — L - BiX - o

Como se queria probar.
Podemos resumir nuestros resultados anteriores, diciendo que dada una sucesion definida por una relacién de recurrencia homogénea lineal de orden %, de la forma:

Sntk= Br1Sn+ (k-1) T Be—aSn+ (k-2) T F BiSa+ 1t BgSns

Cr—1
. . S k-2 . . L
sujeta a las condiciones iniciales X = , el término n-ésimo de la sucesion viene dado por:
1]
X,= (P'D"P) X,
( \
Bt Br—2 -+ Bo
1 0 0
siendo D la matriz diagonal cuyas entradas son las raices del polinomio caracteristico de la matriz 4 = 0 1 e 0 ; que corresponde a:
0 1 0
\ J

P(A)= M- B A - B X2 - B X - B
y P es la matriz constituida en sus columnas por vectores propios asociados a los valores propios de 4 o raices del polinomio P( A ).

Es destacable ademas, que:



D= = D"=

Matriz de Pasaje P en Términos de los Valores Propios de la
Matriz A

Consideremos todos los valores propios de la matriz 4 que estan dados por los elementos del conjunto { A;,Az,..., A }. €, denota el subespacio propio asociado al valor

propio @, @ € { A;,Az,..., A }.

Beo1 Prs - fo zy
1 o --- 0 T2

Dado que la matriz 4 tiene la forma 4 = consideremos un vector propio v = asociado al valor propio «. Es decir, Av = @v, lo
0 - 1 0 o

que implica:

Z1 81 + Tafp_o +--- + Tp_151 + 3. fp = azxy
Ir] = iy

4 z2=azs

Tp—1 = Oy

de donde se concluye que:

.
= ok g
zo = a* 2y,

4
Th-1 = Ty

lo que nos permite obtener la forma del vector propio v:

at—lg,

o2,

QL

o bien:



V=X B =, = Gen{ (ak_l ,Clk_2 e, 1 ) }

En particular se concluye que dim§,, = 1. Este resultado, constituye un punto medular frente a la pregunta: ;podria ocurrir que no todos los valores propios de la matriz 4

sean simples y 4 sea una matriz diagonalizable?, o bien, si no todos los valores propios de la matriz 4 son simples, ;este método que proponemos es aplicable?, claramente la
respuesta es no para ambas, pues por la forma en que esta definida la matriz 4, ésta es diagonalizable si y solo si todos sus valores propios son simples.

También el resultado nos conduce a escribir explicitamente la matriz P de la siguiente forma:

)kf_l Ag—l e z\:_l
e : .
AN
1 1 1
y la expresion ( 4 ) podemos reescribirla nuevamente como:
< tex2hitml ommentpark > 1675, :_1) < tex2htmlommentark > 16947 0 --- 0
Spi(k—2) 0 AR .- 0 1
Xy =pP- P
Sn < tex2himlommentyark > 168 0 0 M < tex2html.ommentypark > 170

En esta ecuacion seria deseable conocer explicitamente la forma de la matriz P! para resolver nuestro problema inicial. La siguiente seccién se ocupa de esta propuesta,
utilizando el método de induccioén finita.

Matriz Inversa de la Matriz de Pasaje P en Términos de los Valores Propios de la Matriz A

En la relacion (5 ) es conveniente determinar la matriz Pl Es posible obtener para el caso 2x2 que la matriz Pl esta dada por:

i —Aa

P-] _ A1—As A1—Az
[ S VI

Aa—A1  Ai—Aa

De igual forma para el caso 3%3 se tiene que:

~(A2+2s) Az
(A)—-\s)l(-\)—-\n) (A)—E\sa Als—-\n Ar—Ag)(A1—Ae

—{Ai+Aa) A Ag
(-\a—-\))l(-\a—-\s) ('\0—31;(-\:—-\3 (-\a—-\)’)(-\a—-\s)

1 —(AitA A
ere vy eves vy B e v vy [ vy R e e ¢ vy

Finalmente, por induccion finita se deduce que para el caso kxk se tiene:



0 mME () M} - ()R

pl=

(~1°heMg  (=1)' hoM? o (=1)*heMZ

(-1)° My (-1) et - (1) e},

donde Moj =1ly:

YrteN,1<r<t<k-1
] k k k 1 ’ =T EVE
M = E,‘l=1 Ej.,.=jl+1 Ejs=jg+l o 'E;.=j._1+l (Hr;;j\j.)
i

Vi, jeN,1<j<k

k -1
he =[Li=1 (g = X)) Vg,ge N,1<g< k
i#q
La expresion ( 5) en este punto de nuestra exposicion, puede ser obtenida explicitamente.

Término n-énesimo de la Sucesion Definida por Recurrencia en
Términos de los Valores Propios de la Matriz 4

Se tiene entonces que:

Sn+(k—1) 4\? 0 0 Crp_1
St (k-2) 0 A -~ 0 : Cg_2
W= =p- pt
S 0 0 --- A7 co

De la igualdad anterior es destacable nuestro interés, unicamente por la ultima fila de la matriz resultante del producto, en cuyo caso multiplicaremos tinicamente la ltima fila
de la matriz PD™ por P!, obteniéndose:

Snt(k-1) €1

Snt(k-2) | ek

Sho b3 (-1)° M S MR (-1)!

Sn k i k-1 €
\ Eﬁlthg—l‘\?(_l) B )

Realizando la multiplicacion indicada se tiene:

Sni(k-1)
Snt(k-2)
S Cr1 Sy AP (=1)° M + o S hpMINT (=1)! 4 -
n . _
\ et E;=1 thf_r\}‘ (—1)* ! )

Reescribiendo la ultima fila de la matriz derecha, obtenemos:



Snt(k-1)

Snr-2) |
- k k , m_t
X |er-m X hiAFM,_, (=1)
m=1 j=1
Sn
Por igualdad de matrices se concluye que:
k k )
So= 3 | kom P HAT My (1)
m=1 =1

Finalmente, por la distributividad del producto respecto a la suma y por asociatividad y conmutatividad de la suma, se tiene que:

k

k
Sp= Z hj }'l? ¢ -m( -1 )m+1Mm—1J] (6)
=1

m=1

donde Myl =1y:

i k k k k . Vrte N,1<r<t<k-1
Mg = Zg‘1=1 ng=j1+1 st=jg+1 e ZJ‘.'=J“_1+1 l_[‘_‘=1 f\-f"
»# Vi jeN,1<j<k

hq=l'l§:1()~q—kj)“ Vg,ge N,1<q< k
IFq

Ejemplos de Aplicacion

Subsecciones

® Sucesiones Definidas por una Relacion de Recurrencia Homogénea Lineal con Coeficientes Constantes Sujeta a Dos Condiciones
Iniciales

Sucesiones Definidas por una Relacion de Recurrencia Homogénea Lineal con Coeficientes Constantes de Orden Tres
Sucesiones Definidas por una Relacion de Recurrencia Homogénea Lineal con Coeficientes Constantes de Orden Cuatro
Sucesiones Definidas por una Relacion de Recurrencia Homogénea Lineal con Coeficientes Constantes de Orden Cinco
Bibliografia

e o o o

Sucesiones Definidas por una Relacion de Recurrencia Homogeénea Lineal con Coeficientes Constantes
Sujeta a Dos Condiciones Iniciales

Dada la sucesion:
Sp+2= B1Su+1+ BoSn
sujeta a las condiciones iniciales Sy = ¢, y S = ¢; el polinomio caracteristico definido viene dado por:
P(X) =X g N -,
siendo Xy, Ag sus raices distintas dos a dos.
Recurriendo a la expresion (2 ):
2 2
= 8,= 2 | AT Do (A1) M,/

=1 m=1

donde My = 1y:
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; » 2 . Vrite N,1<r<t<l1
My = EJ‘,=1 "'EJ‘,=J‘,_,+1 l_[|-‘=;E ‘}h.f
i

Vi,1<j<2

hg = HE;;(‘\«- X)) VggeN,1<g<2

Lo que nos perminte obtener el término n-ésimo de dicha sucesion recursiva que viene dado por:

_ yn (e1 —co-Aa) n(e1—eo- A1)
RO s veny v s Ry s vy vy ()

Ejemplo 1 Definimos la sucesion recursiva ( Sucesion de Fibonacci) Sy, y ; =S, 1 | + S, sujeta a las condiciones Sy = cy = 1, S = ¢; = 1, El polinomio caracteritico

viene dado por

P(A)= A -)-1
cuyas raices son { Ay = %\/5 + % } { Ap = % - %\/5 } Por ( 3) se tiene que S,, corresponde a:

(1=1-G-38) .. ime (1-1-(243VE)
D -G-1va) Y T e - v+ )

Su=(3v5+3)"

De esta forma:

"

nos da el criterio de asociacion explicito de la sucesion definida por recurrencia.

B3|
B3|

Il
—
—~
=
)
+
B3| =

nt1
V’E) ¥n n e IN

Sucesiones Definidas por una Relacion de Recurrencia Homogénea Lineal con Coeficientes Constantes de
Orden Tres
Dada la sucesion:

Sn+3= 192Sn+2+ ﬁlSn+1Jr Bosn

sujeta a las condiciones iniciales Sy = ¢, S; = ¢; y Sy = ¢, el polinomio caracteristico definido para la matriz A esta dado por:
P(‘\):‘\a‘ﬁz‘\z‘ﬁl‘\‘ﬁo
siendo Xy, Aq, Ag sus raices distintas dos a dos.
Recurriendo a la expresion (6 ):

3 3
=:'Sn: Z h]}i;‘ ZCS-m( -1 )m_HMjm-]

=1 m=1

donde Myl = 1y:

t o}

O =+ "rAINIE rE£2
"l NI GE3

x

i g

3 3 ®
Mj=48& - & ¢
R
e

-1
(1) "q.ql INIE g£3

O w»

h:
K
J

i1

Q -

(c-c1" () reg ) (epep (i) +eg 1)



bS,=" (I4-1)04-15) +," (h-13)(5-1 1) )

4l n(CZ-Cl'(Il'H 2)+Co'|1'|2)
(13-1)(15-h)
Ejemplo 2 Definimos la sucesion recursiva S, . 3 =S, 4+ 7 + S, + 1 + 28, sujeta a las condiciones Sy =1, S; =1, S, = 1.
El polinomio caracteristico de la matriz A es:

P(A)= A .2

cuyas raices son 2, - % + ;1\/3 -5- —l\/_ Por (7)) se tiene que S,, corresponde a:

S, =@2)" (- (CE v (- i EivVE) 1 (34 5iVE) (-4 4iVE)) |
" (-(-3#+5v3)) (- (-1-4iv3))

1 1 mn (=12 (-3-FivE) 12 (-3 §ivE))

2+ 5V (Chawa) (- avaN( L3

(- - 38 i i)

= §2n + 2 sin (3n7) + 7 cos (3n7)

De esta forma:

Sn=$2”+ @siﬂ(%nw)Jr%cos(%mr) ¥nnelNU{ 0}

nos da el criterio de asociacion explicito de la sucesion definida por recurrencia.

Sucesiones Definidas por una Relacion de Recurrencia Homogénea Lineal con Coeficientes Constantes de
Orden Cuatro

Dada la sucesion:
Sp+4=BaSyv3+ BaSy2+ BiSy++ BoSy
sujeta a las condiciones iniciales Sy = ¢, S; = ¢, Sy = ¢,y S3 = c¢3, el polinomio caracteristico definido para la matriz A esta dado por:
P(A):A"ﬁshs'ﬁz‘!‘z'ﬂl}i'ﬂo
siendo Ay, Ay, Az, Ag sus raices distintas dos a dos.

Recurriendo a la expresion (6 ):

4 4
=>Sn:Z }%i‘\?zctl-m( '1)m+1Mm-[j
=1 m=1
donde Myl = 1y:
4 4 &1 0
Mj=8 .. & ¢ O+ "rdINIEr££3

=1 ; ~
G 7 e i IN,I£ jE4
R U PR ER P

ot
hqu:1(|q—|j) "q.ql IN,1£ g£4

Jjtaq

Je3-cy(atlsHayrer (alsthlytsly)c 1150 ),
(H-)i-b)(1-ly)

h Jez-cp (It aHlayrer (Il lytsly)co el o150 ),

(I 1) 2-ly)

b S,=l

®)



|3n(03_02-(|2+| 1+|4)+C1(|2|1+| 2|4+|1|4)_CO )=
(13- D(I3-)(1 3-1g)

| J(ez-co (i) tey (bl a3+ )-co 11 01)

4

(41 Da-b)(1 4-13)

.|2.|1.|4

Ejemplo 3 Definimos la sucesion recursiva S, 1 4 = %Sn 13- BSy1 2+ Sy 41 - Sy sujeta a las condiciones Sy=2,8,=-3,8,=4,8;=7.

El polinomio caracteristico de la matriz A es:

PA)= A -IX+ L yx+1)

cuyas raices son 1, 2,(1 - 1), (1 +i). Por (8) se tiene que S, corresponde a:

S, = (1)" (74 (34+(1 =D+ (14+4)) —3( 3 (1—i)+-3 (L+)+{1—i)-(14+)) =2 3-(1—i)-(14+4)) +
=

(-Ha--Na-+)
()" A= 0H0— (i)80-( P (i) ()21 =) (1)
2 (E-1)(z-(1-9)(3-(1+D)
1—-i" (T (G 1+ (41)) -8 51 +3-(148)+1-(141)) =2 5-1-(1+4))
((1—i)-1)((1—) - I)((1—)—(1+4)
1 +9)" (T—a-(3+1+(1—9) -3( §-14+ (1 —)+1-(1-0)) -2-}-1-(1-4))
((1+8)-)((1+8) - L)1+ - (1)

= —34 + 1827 _ 2oincos (Lng) + B257sin (Inw)

De esta forma:

Sp=—34+ 182 _ %‘ﬁf‘cosﬁmr) + %2’5"sin (tnm)

¥n,n € INVU {0}

nos da el criterio de asociacion explicito de la sucesion definida por recurrencia.nos da el criterio de asociacion explicito de la sucesion definida por recurrencia.

Sucesiones Definidas por una Relacion de Recurrencia Homogénea Lineal con Coeficientes Constantes de
Orden Cinco

Dada la sucesion
Sn+5= BaSn+at BaSu+3 T BaSn+2F BiSuv 1+ BoS
sujeta a las condiciones iniciales Sy = cy, S; = ¢y, Sy = ¢y, S3 = c3y Sy = ¢y, el polinomio caracteristico definido para la matriz A estd dado por:
P(X) = NS By X - B X% - B, N - B X - By
siendo Xy, Ag, Ag, Ay sus raices distintas dos a dos.
Recurriendo a la expresion (6 ):

5

b
=='Sn:2 h/‘\? C4-m( 'J)m—HM‘]m—I]
=1

m=1

donde My = 1y:

; s 5 5 . VriieIN,1<r<t<4
Mj = ZJ‘,=1 Zj,=j,+1 o 'EJ‘-,=J‘-._,+1 Hr;;‘}‘.f
I FF

Vj,jeN,1<j<5 .

hq=l'[§:1 A =X)" VYgqelN,1<q<5
J7q

tenemos que el término n-ésimo de la sucesion S, corresponde a: ( 9')



D ca—ca(PatAg+Aa+AgHea(da Aat Aada HAadg+AaAatAs At Aads) —e1(dadgAatAodsAstAadarstAaAadp)tegha-dg-da-dg |
1 (ha—2a)(A1—23) (A1 —A) (A1 —A5)

AR ca—calAd+Ag+ A+ A5 )Healda Aa A Aa +A 1 A5+ AgAa+Ag A+ Aadg) —ca{AaAdada+ A Ag An+HAaAaAs+ A Aa A oo A -Ag- Ay Ay +
2 (Ra—A1)R2—A3)(Fa —Aa){A2—As)

o\" ca—ca(A1+ At A +As)teald datAsda+A1 A5+ AaAat-Aadst Aads) —e1{AsdadatAsdadstdadadst MAadsHogAn-da-da-ds |
(Ra=A1)(As—A2)(3g — 2] (As—25)

AR Gz —calA+ Aot As +As)+eald Aot Aada+As st AaAstAa At Aads) —e1(AsAadg+ A Ao dstdada st M AsdshcoAi-da-da-ds |
4 (ha—A1)As—A2)(As —2g)(Aa—A5)

AP fa=cs (A +Aot+Aa+Aa)tealAs AatAsAa+As Ayt Aodat+AodatAaAs)—ca (A Aadat+As doNa+AaAadat+ A Aada)+eo-As-Ae-Ag Ay
5 (s=21) s —22) (s —Aa) (As—ha}

Ejemplo 4 Definimos la sucesion recursiva S, . 5 =- 28, 1 4+ 95, + 3-18S,, +  + 528, 4 1 - 40S,, sujeta a las condiciones Sy =2, S;=-1,

=1
El polinomio caracteristico de la matriz A es:

P(X) =X + 228 -9X3 + 18X - 52X + 40

cuyas raices son 1, 2, - 5, 2i, - 2i. Por ((9) se tiene que S,, corresponde a:

S, = (1)" Lol2=5+2i-20)—1- (B4 2(i) 2 (20 HB)(2i)(=B)-(~20) +(2) (28} -
n= (=2) (L) (1-B)(1+20)

H(2(=8) (20 42A=5)- (=2} () 228} 4-(2)-28-(-20))+-22-(=5)-(28)-(=24)
(1-2){1+5){1-20)(1+2)

@" 1-1-(1 542 2d) —1-(1-( - 5)+1 (28)+-1-(—2i) +(—5) - (i) + (—8)-( ~ i)+ (28) (- 2i) ) -
(2-1)(2+5)(2—2i)(2+28)

H(1(=5)(28) 1 {(=5)- (= 2+ (—5)-(2d) - (—2i) +(1)-(24)-(~20) )+ 21 (—5)2ir(—2i) |
(2-1){2+5)(2-20)(2+24)

+(1-(=5)-(28) +1 (—5)-(=24)+(—5)-(2d) -(=2d)+-(1)-(2§)-(—2{))+ 21 (-5)-2é-( 24} +
(2-1){2+5)(2—-2i)(2+2)

(=5)" 1=t -(14242i-2i)—1.(1-241 (zi)+1( 2i)4-2- (2:‘)+z( 24)4(24) -(—24) )4+
(=5-1)(=5—2)(—5-24){-5+27)

+(1-2-(20)+12-(— 3t')+2 (3‘) (= 2:')+{1) (2d)- ( 20421 -2(20)(=24) |
(—5-D)(-5-2)(—b—Zi)(—b+2)

(20" L2520 (22642 (B 12 (2i) L8 (2i)) 4
i) (2-2)- (@i 15)- @i+ )

+1-2-(—5)+1-9-(—2i)42-(—5)-(—2i)4 (1)-(—5)(—2i)42-1-2-(—5)-(— 2=).
(2i-1)-(2i—2)-(2+5)-(F27)

1 (142-542i) —(2-5+2i-+2:(=8)42-(2i) +(=5)- (20)) +
(20" ( (—a?—( S ({ 3‘_)'_5) {(_t')_( ‘_))( 1)

2O B042 (8 G (1) 5}(20)4212(-5) (20
(T gy g g

=8 - Z2n4 0 (-1)"5" + B2 cos jnw — ELL27 sin L

S2=-1, S3=1 y S4



De esta forma:

— 41 _2pn g 10 (_qy*En 4 B3 1w 5dl im 1
Sn=15 — 332 "+ gop (—1)7 5" + 55527 cos gnw — 552" sin gnw

Yn,n € IV U {0}

nos da el criterio de asociacion explicito de

Para terminar, la resolucion de problemas estd intimamente relacionada con la capacidad del individuo para crear algoritmos. La logica algoritmica es en esencia una
logica matematica. Desde este punto de vista, como docentes, nuestra responsabilidad en la ensefianza de la matematica debe estar orientada por este sentido pedagogico.
El algoritmo desarrollado en este trabajo, es una aplicacion que representa nuestra responsabilidad de ensefiar a los estudiantes, a utilizar el conocimiento matemdtico de

una manera sistematica. De tal modo, que éstos tengan la capacidad de conciliar la academia con sus necesidades reflejadas en problemas que de una u otra forma,
impliquen su inventiva estructurada.
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