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Resumen

El circuncentro (O), baricentro (G) y ortocentro (H) de todo tridngulo estén alineados en la recta
de Euler y verifican la relacién mGH = 2-mOG. En el presente articulo se define baricentro (G) y
ortocentro (H) de un cuadrildtero inscriptible de circuncentro (O) y se demuestra que dichos puntos
estan alineados y verifican la relacion mGH = 3 - mOG.
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1. Introduccion

En los Elementos (Libro IV, Proposicién 5) de Euclides ya figura la concurrencia de las mediatrices de
los lados de un tridngulo en el circuncentro. Es en obras de Arquimedes donde aparece la concurrencia
de medianas (Fl equilibrio de los planos, Proposicién 13) y alturas de un tridngulo (Libro de los Lemas,
Proposicién 5) en baricentro y ortocentro respectivamente. Durante 2000 afios estos puntos tuvieron una
existencia independiente uno del otro. Habria que esperar a Leonard Euler (1707 + 76 = 1783) para
reparar en que dichos puntos estaban alineados y por si fuera poco que la distancia del baricentro al
ortocentro era el doble de la distancia del circuncentro al baricentro.

El presente articulo busca responder a la siguiente interrogante: ;Cual sera la situacién de estos puntos
en un cuadrilatero?.

Para ello tendremos que generalizar la idea de baricentro, circuncentro y ortocentro y buscar definirlos
en un cuadrilatero.

Empecemos por senalar que sélo tendra sentido hablar de circuncentro de un cuadrilatero en el caso en
que este sea inscriptible.



2. Recta de Euler en triangulos
Proposicion 1

El circuncentro (O), baricentro (G) y ortocentro (H) de un tridngulo estén alineados y verifican la relacién
mGH = 2.mOG.

Figura 1:
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Figura 2:

Demostracién

Aqui E el simétrico de C respecto de O, AH es perpendicular a BC por ser altura de AABC, EB es
perpendicular a BC por ser EC didgmetro de () ABC, por lo que AH es paralela a EB; del mismo modo
BH es paralela a FA. El cuadrildtero JAEBH es paralelogramo por lo que sus diagonales AB y EH se
cortan en su punto medio M por lo que CM es mediana de AABC'y ademés mediana de ACEH. Como
O es punto medio de CFE el segmento OH es mediana de ACEH por lo que el punto G de interseccién
de OH y CM es baricentro de ACEH de donde usando la propiedad de las medianas de un tridngulo
que demostraremos a continuacién podemos afirmar que O, G, H estan alineados y mGH = 2-mOG.



3. Baricentro de un cuadrilatero

Entendiendo como baricentro de un segmento a su punto medio, definimos las medianas de un tridngulo
como los segmentos que unen cada vértice del triangulo con el baricentro del lado opuesto, se cumple la
siguiente proposicién.

Proposicién 2

Las medianas de un tridngulo concurren en un punto que divide a cada mediana en dos segmentos uno
doble del otro.

Demostracion

Las medianas AN y CM se cortan en G, @ y R los puntos medios de CG y AG respectivamente.
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Figura 3:

MN y QR son paralelos e iguales entre si por ser paralelos a AC e iguales a su mitad por lo que el
cuadrilatero OM NQR es paralelogramo, de donde G es punto medio de sus diagonales QM y RN.

En resumen: AR = RG = GN y CQ = QG = GM. (1)

Procediendo de forma analoga: considerando que las medianas AN y BP se cortan en G/, llamando Q'
y S a los respectivos puntos medios de AG’ y BG’, como NP y R'S son paralelos a AB e iguales a su
mitad el cuadrildtero ON PR'S es paralelogramo de donde G’ es punto medio de sus diagonales SPy R'N.

En resumen: AR = R'G’ = G'Ny BS=SG' =G'P.(2)

Por lo visto en (1) se cumple que AR = RG = GN y de lo visto en (2) se cumple que AR’ = R'G’ =
G'N por lo que debe ser G = G.




Figura 4:

Definicién [Baricentro].
Llamaremos baricentro de un triangulo al punto de interseccién de sus medianas.
Definicién [Medianas de un cuadrildtero].

Definimos las medianas de un cuadrilatero como los segmentos que unen cada vértice con los baricentros
de los triangulos que forman los tres vértices restantes.

Proposicién 3

Se cumple la siguiente proposicion:

Las medianas de un cuadrilatero concurren en un punto que divide a cada mediana en dos segmentos uno
triple del otro.

Demostracién

S y T los baricentros de AABC' y ABCD respectivamente. AT y DS se cortan en G.

mN7A = @ =3 de donde
- mNS  mNT
por el reciproco de Tales podemos afirmar que T'S y DA son paralelas y por tanto que los tridngu-
GA GD AD
los AGTS y AGAD son semejantes, se cumple asi que mes _ mes _ mas y como ademds
o mGT mGS m1S
mAD — mND

——— = ——— =3 podemos concluir que mGA = 3-mGT y mGD = 3-mGS (1)
mIS  mNT

Por lo demostrado acerca de las medianas de un tridngulo se cumple que

Razonado de manera analoga, si las medianas AT y BU se cortan en G’ se cumple que

mG’A = 3-mG'T y mG'B = 3-mG'U. (2)



A partir de lo visto en (1) el punto G pertenece al segmento AT y cumple que mGA = 3-mGT y por
lo visto en (2) el punto G’ pertenece al segmento AT también cumple que mG’A = 3 - mG'T, de donde
podemos concluir que G’ = G.
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Figura 6:

Definicién [Baricentro de un cuadrilatero].

Llamaremos baricentro de un cuadrildtero al punto de intersecciéon de sus medianas.

4. Ortocentro de un cuadrilatero
Proposicién 4

Sea AABC triangulo de circuncentro O. Sean A’, B’, C’ simétricos de O respecto de BC, CA, y AB
respectivamente, entonces las circunferencias () (04, A’), (O(OA, B’), (O(OA,C") pasan por un mismo



punto H.

Demostracién

Figura 7:

El cuadrildtero JOAB’'C' es rombo al igual que el cuadrildtero OOCA’'B por lo que el cuadrildtero
OAB’'A’'B es paralelogramo, de donde mAB = mB’A’.

Las circunferencias (D(0A, A") v (O(OA, B’) se cortan en H.

Los tridngulos AAOB y AA’HB' son congruentes por tener los tres lados congruentes y como ademés
por ser JABA’B’ paralelogramo AB es paralela a B’A’ por lo que JOAH A’ es paralelogramo. (1)

Procediendo de forma analoga, el cuadrilatero JOAC’B es rombo al igual que el cuadrilatero JOBA'C
por lo que JAC’A’C' es paralelogramo, de donde mAC = mC’A’.

Las circunferencias (D(0A, A’) y (O(OA,C’) se cortan en H'.

Los tridngulos AAOC y AA'H'C’ son congruentes por tener los tres lados congruentes y como ademas
por ser JAC’ A'C' paralelogramo es AC' paralela a C’ A’ por lo que JAOH'A’ es paralelogramo. (2)

En (1) y (2) vimos que DOAHA’ y OOAH'A’ son paralelogramos que coinciden en tres de sus vértices
por lo que debe ser H' = H.



Figura 8:

Definicién [Ortocentro de un tridngulo.]

Definimos como ortocentro del tridngulo AABC' al punto H determinado en la propiedad anterior.

Figura 9:

{,Coincide el ortocentro del triangulo AABC definido de esta manera con el punto de interseccién de sus
alturas?

Como OA’ es perpendicular a BC, al ser JAOA’H paralelogramo, se cumple que AH también es per-
pendicular a BC'. De la misma forma BH y C'H son perpendiculares a C'A y AB respectivamente. H es
entonces punto de interseccion de las alturas de AABC.



Proposicion 5

Sea AABC un tridngulo cualquiera de ortocentro H y circuncentro O. Siendo M el punto medio de AB
se cumple que C'H es paralelo a OM y mCH = 2-mOM.

Figura 10:

Demostracion

Si CE es didmetro de () ABC se cumple: AH y BE son paralelas por ser ambas perpendiculares a
CE, al igual que BH y EA son paralelas por ser ambas perpendiculares a C'A, entonces OBEAH es
paralelogramo y como M es punto medio de AB también M es punto medio de EH y como O es punto
medio de C'F se cumple que OM es paralelo a CH y 2 - mOM.

Proposiciéon 6

Sea JABCD un cuadrildtero inscrito en (O(0OA,0), A', B’, C', D' ortocentros de ABCD, AACD,
AABD, AABC respectivamente. Las circunferencias (D(0A4, A"), O(0A, B"), O(0A,C"), H(OA,D")

pasan por un mismo punto H.
Demostracién

Sean D' y A’ ortocentros de AABC y ABCD respectivamente. Si N es el punto medio de BC, por
lo demostrado previamente AD’ es paralela a ON y mAD’ = 2-mON, y también DA’ es paralela a
ON y mDA’ = 2-mON por lo que AD’ es paralela a DA’ y mAD’ = mDA’ de donde JAD'A’D es
paralelogramo y por lo tanto mAD = DA,




Figura 11:

Las circunferencias (D(OA,D") vy (D(OA, A’) se cortan en H y otro punto.

Los tridngulos AAOD y AA’HD’ son iguales por tener los tres lados iguales, entonces JOD'HD es
paralelogramo. (1)

Procediendo de forma andloga, D’ y C’ ortocentros de AABC y AABD respectivamente.

Si M es el punto medio de AB, por lo demostrado previamente DC” es paralela a OM y mDC” = 2-mOM,
y también C'D’ es paralela a OM y mCD’" = 2-mOM por lo que DC” es paralela a CD" y mDC" = mCD’
de donde ODC’'D’C es paralelogramo y por lo tanto mCD = mC’D’.

Las circunferencias (D(OA, D") y (D(OA,C") se cortan en H'.
Los tridngulos ACOD y AC'H'D’ son iguales, entonces JOD'H'D es paralelogramo. (2)

En resumen: por lo demostrado en (1) y (2) los cuadrildteros OOD'HD y OOD'H'D son paralelogramos
que coinciden en tres de sus vértices, por lo tanto debe ser H = H'.

Razonando de la misma manera podemos demostrar que (D(OA, B’) siendo B’ ortocentro de AACD,
pasa por H.

Definicién [Ortocentro de un cuadrildtero.]

Definimos como ortocentro del cuadrilatero inscriptible JABC' D al punto H determinado en la propiedad



Figura 12

Figura 13
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anterior.

Los cuadrildteros JABCD y OA'B’C’'D’, al igual que O y H sus circuncentros respectivos se correspon-
den en una simetria central de centro P, punto de interseccién de AA’, BB’, CC', DD'.

De los visto hasta el momento JABA’B’, OBCB'C’, OCDC’'D’, ODAD’A’ son paralelogramos por lo
que los segmentos AA’, BB’, CC’, DD’ tienen punto medio comtn P.

Los cuadrildteros JABCD y OA'B’C’'D’ se corresponden entonces en una simetria central de centro P.

También se corresponden en la misma simetria central los puntos O y H, circuncentros de JABCD y
OA’B’C' D’ respectivamente, por lo que P es punto medio de OH.

Figura 14:

5. Recta de Euler en cuadrilateros
Proposiciéon 7

El circuncentro (O), baricentro (G) y ortocentro (H) de un cuadrildtero inscriptible estan alineados y
verifican la relacién mGH = 3 - mOG.

Demostracién

O circuncentro de AABC' (1)
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D’ ortocentro de AABC' (2)
Gp baricentro de AABC' (3)

Entonces de (1), (2), (3), se concluye que
0,Gp, D’ alineados (4)
mG7, =2-mOGp (5)

Co(D) = E entonces O punto medio de DE entonces D’O mediana de ADED’ (6)

Figura 16:
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Entonces de (4), (5), (6), se concluye que

Gp baricentro de ADED’ (7)

Mp punto medio de D'E (8)

Entonces de (7), (8) se concluye que

mDGp =2-mGpMp (9)

Gp baricentro de AABC' (10)

Si G baricentro de DABCD (baricentro de un cuadrildtero) entonces D, G, Gp alineados (11)
mDG =3-mGGp (12)

Entonces de (9), (10), (11), (12) se concluye que
G punto medio de DMp (13)

O punto medio de DE (14)
Si OH N DD’ = {P}entoncesP punto medio de DD’ (por lo visto en 6) (15)
Mp punto medio de D'E (16)

Entonces de (13), (14), (15), (16) se concluye que
G punto medio de OP (17)

P punto medio de OH (por lo visto en 6) (18)
Entonces de (17), (18), se concluye que
-, 0, G, H alineados y mGH = 3 - mOG

6. Conclusiones

La forma en que fue definido el baricentro de un cuadrilatero cualquiera permite que pueda definirse por
recurrencia el baricentro de un poligono cualquiera. También por recurrencia puede definirse el ortocentro
de un poligono inscriptible cualquiera.

Para poder hablar de circuncentro de un poligono es necesario que este sea inscriptible.

La demostracién vista para la recta de Euler en cuadrildteros inscriptibles permite una reformulacién para
poligonos inscriptibles cualesquiera: el circuncentro (O) baricentro (G) y ortocentro (H) de un poligono
inscriptible de n lados estdn alineados y verifican la relacién mGH = (n — 1)mOG
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