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Resumen.

Usando el método de variación de parámetros, construimos la solución partic-
ular de una ecuación diferencial de segundo orden. Luego demostramos que es
una representación diferente pero equivalente a aquella solución construida por el
método de reducción de orden.
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1.1 Introducción

De la teoría de ecuaciones diferenciales no homogéneas se sabe que los métodos
de variación de parámetros y funciones de Green dan representaciones idénticas
de la solución particular [Bender y Orszag (2001)]. A pesar de que no está ampli-
amente diseminado, otro método que se puede utilizar para construir la solución
particular es el método de reducción de orden [Hildebrand (1976)]. Pero aparente-
mente nadie ha demostrado en la literatura la relación que tiene con los méto-
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dos de variación de parámetros o funciones de Green [C.M. Bender, Washington
University, St. Louis Missouri, comunicación personal]. En lo que sigue, consider-
aremos una ecuación diferencial no homogénea de segundo orden, y escogeremos
la función, que hace la ecuación no homogénea, ser la función delta de Dirac. Por lo
tanto, la solución particular construida por los métodos de variación de parámet-
ros y reducción de orden es la función de Green asociada con operadores difer-
enciales de segundo orden. Demostraremos que estas dos son representaciones
diferentes pero equivalentes de la solución particular.

Demostración. Consideramos la ecuación diferencial

d2y

dx2
+ a1 (x)

dy

dx
+ a0 (x) y = f (x) . (1.1)

Si en los intervalos donde a1 (x) y a0 (x) son continuas, conocemos las soluciones
linealmente independientes del problema homogéneo, digamos y1 (x) y y2 (x), el
método de variación de parámetros da la solución particular [Bender y Orszag
(2001)]

yVP
p (x) = −y1 (x)

x
∫

y2 (ξ) f (ξ)

W (ξ)
dξ + y2 (x)

x
∫

y1 (ξ) f (ξ)

W (ξ)
dξ, (1.2)

en donde W es el Wronskiano de y1 y y2:

W (ξ) = y1 (ξ) y′2 (ξ) − y′1 (ξ) y2 (ξ) , (1.3)

y prima denota la primera derivada con respecto a ξ. Especializando la función
que hace (1.1) no homogénea a la función delta de Dirac

f (x) = δ
(

x − x′
)

, (1.4)

y substituyendo (1.4) en (1.2), lo que resulta es una representación de la función
de Green asociada con el operador diferencial de (1.1) [Bender y Orszag (2001)]:
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gVP
(

x|x′
)

= −
y1 (x) y2 (x′)

W (x′)
+

y2 (x) y1 (x′)

W (x′)
. (1.5)

La solución particular de (1.1), por el método de reducción de orden [Hildebrand
(1976)], está dada por

yRO
I (x) = y1 (x)

x
∫

dη

y2
1 (η) p (η)

η
∫

y1 (ξ)p (ξ) f (ξ) dξ

(6)

+y2 (x)

x
∫

dη

y2
2 (η) p (η)

η
∫

y2 (ξ)p (ξ) f (ξ) dξ

en donde

p (x) =

x
∫

a1 (ζ) dζ. (1.6)

La formula de Abel [Bender y Orszag (2001)] relaciona (1.3) con (1.6) en la sigu-
iente manera:

W (x) =
A

p (x)
(1.7)

donde A es una constante arbitraria.

Substituyendo (1.7) en (6), tenemos

yRO
I (x) = y1 (x)

x
∫

W (η) dη

y2
1 (η)

η
∫

y1 (ξ) f (ξ)

W (ξ)
dξ
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(9)

+y2 (x)

x
∫

W (η) dη

y2
2 (η)

η
∫

y2 (ξ) f (ξ)

W (ξ)
dξ.

Construimos otra representación de la función de Green asociada con el oper-
ador diferencial de (1.1), de acuerdo con el método de reducción de orden, sub-
stituyendo (1.4) en (9):

gRO
(

x|x′
)

=
y1 (x) y1 (x′)

W (x′)

x
∫

W (η)

y2
1 (η)

dη +
y2 (x) y2 (x′)

W (x′)

x
∫

W (η)

y2
2 (η)

dη. (1.8)

Si las soluciones particulares de (1.1) por los métodos de variación de parámet-
ros y reducción de orden dan el mismo resultado, las funciones de Green (1.5) y
(1.8) deben de ser iguales. Asumiendo igualdad término por término, tenemos las
siguientes alternativas: o

−y2

(

x′
)

= y1

(

x′
)

x
∫

W (η)

y2
1 (η)

dη y y1

(

x′
)

= y2

(

x′
)

x
∫

W (η)

y2
21 (η)

dη (1.9)

o

−y1 (x) = y2 (x)

x
∫

W (η)

y2
2 (η)

dη y y2 (x) = y1 (x)

x
∫

W (η)

y2
1 (η)

dη (1.10)

Mientras que los términos a la izquierda del signo de igualdad de (11) son sola-
mente funciones de x′ y los términos del lado derecho son funciones de x′ y x,
ambos lados de las ecuaciones en (12) son solamente funciones de x. Por lo tanto
escogemos la segunda alternativa como la correcta. Tenemos entonces

x
∫

W (η)

y2
2 (η)

dη = −
y1 (x)

y2 (x)
y

x
∫

W (η)

y2
1 (η)

dη =
y2 (x)

y1 (x)
, (1.11)
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y por inversión de las integrales,

W (x)

y2
2 (x)

= −
d

dx

[

y1 (x)

y2 (x)

]

y
W (x)

y2
1 (x)

=
d

dx

[

y2 (x)

y1 (x)

]

(1.12)

que dan la relación en (1.3). Por lo tanto hemos demostrado la igualdad de las
funciones de Green usando los métodos de variación de parámetros y reducción
de orden, y, por lo tanto, los dos métodos dan diferentes pero equivalentes repre-
sentaciones de la solución particular de (1.1).

EJEMPLO 1.1 Como se puede apreciar, las representaciones de la función de Green
asociadas con el operador diferencial de (1.1), ecuaciones (1.5) y (1.8), son singu-
lares. Usaremos un ejemplo de una ecuación diferencial cuyas soluciones del prob-
lema homogéneo pasan por cero, y encontraremos que los métodos de variación
de parámetros y reducción de orden dan la misma función de Green.
Consideraremos la ecuación diferencial

d2y (x)

dx2
+ y (x) = 0 (1.13)

que tiene las soluciones

y1 (x) = sin x y y2 (x) = cos x (1.14)

con Wronskiano

W = −1. (1.15)

Substitución de (1.14) y (1.15) en (1.5) y (1.8), nos da la función de Green [invariante
bajo traslaciones porque los coeficientes de (1.13) son constantes]

gVP
(

x|x′
)

= gRO
(

x|x′
)

= g
(

x − x′
)

= sin
(

x − x′
)

. (1.16)
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