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l. 1 Introduccion

“God may not play dice with the universe, but something strange is going on with the
prime numbers.” Paul Erdds, 1913-1996.

“Interestingly, the error O§/nIn3 n) predicted by the Riemann hypothesis is essentially

the same type of error one would have expected if the primes were distributed randomly.
(The law of large numbers.) Thus the Riemann hypothesis asserts (in some sense) that
the primes are pseudorandom - they behave randomly, even though they are actually
deterministic. But there could be some sort of “conspiracy” between members of the
sequence to secretly behave in a highly “biase” or “non-random” manner. How does
one disprove a conspiracy?.” Terence Tao, Field Medal 2006.

Este trabajo muestra cdmo algunos métodos estadisticos y probabilisticos son usados en
teoria de nimeros. Aunque en este contexto no se puede definir una medida de probabilidad
en el sentido del modelo axiomatico, los métodos probabilisticos se han usado para orientar
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investigaciones acerca del comportamiento en promedi@sd@imeros primos. Algunos

de estos resultados se usan para hacer estimaciones acerca de la eficiencia en promedio de
algunos algoritmos para factorizar enteros. Consideramos dos métodos de factorizacion,
“ensayo y error” y el método “rho” de Pollard. Los enteros grandes tienen generalmente
factores primos pequefios. Es normal tratar de detectar factores menore< quan £0

método de ensayo y error y factores de hasta doce o trece digitos con alguna variacion
eficiente del método rho de Pollard. Los nimeros “duros” de factorizar requieren algorit-
mos mas sofisticados (un nimero duro podria ser, a la fecha, un entero de unos trescientos
digitos con solo dos factores primos muy grandes). Aln asi, estos algoritmos (a la fecha)
han tenido algun éxito solo con nimeros (duros) de hasta unas doscientos digitos, tras un
largo esfuerzo computacional.

Ademas de discutir algunos algoritmos, se presenta la implementacién en Java. En el
apéndice se presentan algunas implementaciones en VBA Excel.

1 . 2 A los nimeros primos les gustan los juegos de azar.

1.2.1 ¢La probabilidad de que un niumero natural, tomado al azar, sea
divisible por pes 1/p?

¢, Qué significa “tomar un nimero natural al azar"?. Los naturales son un conjunto infinito,
asi que no tiene sentido decir que vamos a tomar un ndmero al azar. Lo que si podemos es
tomar un nimero de manera aleatoria en un conjunto f{dita, ...,n} y luego (atendiendo

a la nocion frecuencista de probabilidad) ver que pasass hace grande (i.a.— ).

Hagamos un pequefio experimento: Fijamos un ndnperoseleccionamos de manera
aleatoria un nimero en el conjunfd,2,...,n} y verificamos si es divisible pop. El
experimento lo repetimom veces y calculamos la frecuencia relativa.

En la tabla que sigue, hacemos este experimento varias veces, payap.
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n m p Frecuencia relativa
100000 10000 5 0.1944
0.2083
0.2053
0.1993
10000000 100000 5 0.20093
0.19946
0.1997
0.20089
100000000 1000000 5 0.199574
0.199647

Tabla 1.1

Y efectivamente, parece que “la probabilidad” de que un nimero tomado al azar en el
conjunto{1,2,...,n} sea divisible popes 1/

De una manera sintética: S&(n) = los multiplos dep en el conjunto{1,2,...,n}.
Podemos calcular la la proporcion de estos multiplos en este conjunto, es decir, podemos

Ep(n)

calcularT para varios valores de

n Mltiplosdep=5  Proporcion

100 20 0.2

10230 2046 0.2

100009 20001 0.199992

1000000 199999 0.199999
Tabla 1.2

Parece que en el conjun{d., 2, ...,n}, la proporcion de los multiplos de=5 se aproxima
a 1/5,conformen se hace grande. ¢ Significa esto que la probabilidad de que un nimero
natural, tomado al azar, sea divisible por 5 es 1/57. Por ahora, lo Ginico que podemos decir
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es gue este experimento sugiere que la densidad (o la proppds los multiplos de 5 en
{1,2,...,n} parece ser 1/5 conformese hace grande. Generalizando,

Definicion 1.1 SeaE un conjunto de enteros positivos con alguna propiedad especial y
seaE(N) =E N {1,2,...,N}. La densidad (o medida relativa) dese define como

siempre y cuando este limite exista.

¢ Es esta densidad una medida de probabilidad?. Para establecer una medida de probabilidad
P, en el modelo axiomético, necesitamos un conjuRt¢‘espacio muestral”). Ef2 hay

una colecciénE de subconjuntog; (unac—algebra sobr®), llamados “eventos”, con
medida de probabilidaB(E;) conocida. La idea es extender estas medidas a una coleccién
mas amplia de subconjuntos @ P es una medida de probabilidad si cumple los axiomas

1. P(E) > 0 para todoE; € Q,

2. Si{E;} esuna coleccion de conjuntos disjuntos dos a dds, esntonces
P (U Ej) =Y PE))
j ]
3. PQ)=1

Cuando el espacio muestr@l es finito y los posibles resultados tienen igual probabilidad

[E|

entoncesP(E) = - define una medida de probabilidad.

Q|

La densidadD no es una medida de probabilidad porque no cumple el axioma 2.

La idea de la demostraciéh [21] usa el Teorema de Mertens (ver mas adelante). Si denotamos con
Ep los mltiplos positivos dep y si suponemos que hay una medida de probabiliftaen Z* tal
queP(Ep) = 1/p, entoncesP (Ep N Eq) = (1-1/p) (1—1/q) parap,q primos distintos. De manera



inductiva y utilizando el teorema de Mertens se llega a Bggm}) =0 para cada entero positiv.
Luego,

P( U {m}) =14 yP(m) =0

meZ*

Aungue en el esquema frecuencista se puede ver la densidad como la “probabilidad” de
que un entero positivo, escogido aleatoriamente, perteneEcaagui identificamos este
término condensidad o proporcién. Tenemos,

. - 1 o
Teorema 1.1 La densidad de los naturales divisibles por p gs es decir, si [ es el
conjunto de enteros positivos divisibles poremtonces

. Ep(n 1
D[Ep] = lim Eln) 1
Nn—oo n p
Prueba:Para calcular el limite necesitamos una expresion anafiica E,(n). Como
existenp,r tales quen= pk+r con 0<r < p, entonceskp< n< (k+1)p, es decir,
hay exactamentd multiplos positivos dep que son menores o igualesra Luego

n—r

Por lo tanto,

I
3
I
\
|
|
I
\

1.2.2 Teorema de los Nimeros Primos

1(x) denota la cantidad de primos que no excereRor ejemplo,(2) =1, 1(10) =4

y (/1000 = 11.
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Para la funcionm(x) no hay una férmula sencilla. Algunas férmulas actuales son varia-
ciones un poco mas eficientes que la formula recursiva de Legendre (1808).

Férmula de Legendre.

Esta férmula esta basada en el principio de inclusion-extiuBasicamente dice que el
conjunto{1,2,...,[x]} es launién del entero 1os primos< x y los enteros compuestos
<X,

[X] = 1+ 1(x) 4+ #{ enteros compuestas x}

Un entero compuesto eh={1,2,....[x]} tiene al menos un divisor primo menor o igual
a fxﬂ. Esto nos ayuda a detectar los nUmeros compuestés asolo tenemos que contar
los elementos dé con un divisor primo< /X.

IX]] = nsin<x<n+1. Entonces s||x/p|| = k significaquekp<x, i.e. p<2p<... <
k- p < x. Luego, la cantidad de entergsx divisibles porp es || x/p].

Ahora, ¢ #{enteros compuestas x} es igual a al conteo total de los multiplos de cada
primo p; < 4/x? No, pues este conteo incluye a los propios prirpgsasi que hay que
reponer conm(,/X) para hacer una correcciéon. Pero también habria que restar los com-
puestos que son divisibles ppry p; pues fueron contados dos veces, pero esto haria que
los numeros divisibles pop;, pj, p« fueran descontados una vez mas de lo necesario asi
gue hay que agregar una correccion para estos nimeros, y asi sucesivamente.

EJEMPLO 1.1 Si x = 30, los primos menores qugy/30| =5 son 23 y 5.
130/2]|= 15 cuenta{2,4,6,8,10,12,14,16,18,20,22,24,26,28,30}
|I30/3]|= 10 cuenta{3,6,9,12,15,18,21,24,27,30}

|30/5]|= 6 cuenta{5,10,15,20,25,30}

En el conteq30/2 ]|+ (|30/3 ]|+ |30/5]:

e se contaron los primos 2.y 5.

1Esto es asi pues sic Ay si n= ab, no podria pasar quey b sean ambos> /X pues seria una contradiccion
puesn < X.



e 6,12,18,24,30 fueron contados dos veces como multiplos dé& 2,
e 10,20,30 fueron contados dos veces como multiplos dé& 2,
e 15,30 fueron contados dos veces como multiplos d& 3,

e 30 fue contado tres veces como multiplo d8 ., 5.

Finalmente,

#{ enteros compuestes30} = [30/2]]+|30/3]+(30/5]
130/(2-3)] - 130/(2-5)] - 30/(3-5)]|
+ |130/2-3+5)]
= 31-3-5-3-2+1=19

El dltimo sumando se agrega pues el 30 fue contado tres veces pero también se resto tres
veces.

Observe ahora que €f1,2,...,30} hay 19 compuestos y el asi que quedan 10 primos.

Seap; eli—ésimo primo. La formula de Legendre es,

14+ m(x) = 1t(vX) +[Ix]] - piézﬁ Lﬂ " pi<;§gﬁ [pixpj} B pi<Pj<Z|0k§ﬁ {pi:jpk} i

Para efectos de implementacién es mejor paner1i(/X) y entonces la férmula queda

14+m(x) =7(vx) + ] _i; [;] +i<12§d [pixpj] _i<j<;§a {pi:ipk} '

EJEMPLO 1.2 Calcularm(100)
Solucién:Como +/100= 10, solo usamos los primo&2,3,5,7}.
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1+m100) = 7Y(10)+|100]
—(|1200/2 |+ || 100/3 ||+ || 100/5 |1+ || 100/7])
+[/100/2-3]|+(|100/2- 5| +| 100/2- 7||+||100/3-5]|+ || 100/3- 7|/ + || 100/5- 7|
—(|[100/2-3-5|+]100/2-3-7||+||100/2-3-7||+ || 100/3-5-7]|)
+]1100/3-3-5-7]
= 4+100—(50+33+20+14)+ (16+10+7+6+4+2)— (3+2+0+1)+0 = 26

El problema con esta formula es la cantidad de calculos que se necesita para calcular las
correcciones.

Las cantidad de partes entetps/(pi, pi, - -- pi, )| corresponde a la cantidad de subconjun-
tos novacioqis, iy, - ,ix} de{1,2,...,a}, esdecir, hay que calculaf 2 1 partes enteras.

Si quisieramos calcular(10°3), entonces, puesto quél03 = 10'8, tendriamos que tener
los primos< 10'® y calcular las partes enter@s/(pkl Pry - Pi; )] que corresponden al cal-
culo de todos los subconjuntos {i& 2, ..., 7(10'8) }. Comort(10'8) = 24739954287740860,
tendriamos que calcular

22473995428774086g 1 partes enteras.

gue constituye un nimero nada razonable de calculos.

Formula de Meisel.

La formula de Meisel es un re-arreglo de la formula de LegerRivagamos

X X X
Legendréx,a) = {} — { } + [ ]+
é ) i; Pi i<]Z§u Pi Pj i<j<Z§or Pi Pj Pk

Asi T(x) = [x] — 1+ o — Legendréx,a) dondea = 1i(y/X), es decir,Legend(&, o) —a
cuenta la cantidad de nUmeros compuestoso, en otras palabras, los nimeros con
al menos un divisor primo inferior & = /.

Ahora Legendréx,a) va a tener un significado mas amplio:6E N,



X X X
Legendréx,a) = {} - { } + [ ] +
é i; Pi i<Jz§a Pi Pj i<j;§a Pi Pj Pk

es decir, Legendf®,a) —a cuenta los compuestos x que son divisibles por pri-
mos < py. La resta es necesaria pues la manera de contar cuenta también los primos

pla p27 crey pO(

Ahora, dividamos los enteros en cuatro grupgs}, {primos < x}, C3 U C4 = los com-
puestos< x.

[X] = 1+ T(X) + #C3 + #Cy

#Cs3 : Es la cantidad de niUmeros compuestos con al menos un divisor primg. py, €s
decir Legendréx, o) —a.

#C,4 son los compuestos x cuyos divisores primos son py : Aqui es donde entra en
juego la escogencia de para determinar la cantidad de factores primos de estos nimeros.

Seap; eli—ésimo primo. Seamq y pg tal quep3 <x< p3 .,y pé <X< pﬁH. En otras
palabrasa = (%) y B = 1(\/X).

Consideremos la descomposicion primade Cs4, N= pj, - Pi, - - - Pi, cona < pj; < Pi, <
<Py Yy K>2.Comopk,; < pip P, P SX< P, = k=2.

Asi que estos nimeros &) son de la formepykp; <X, a+k<j, k=1,2,...
Pero la cantidad de nimergg,, pj es igual a la cantidad dejs tal quep; < x/p

TUX/ Py ) — (@ +K).

a+k:
Ademasa < a+k < B puessia+k=p, pg-pg= pﬁ < X pero pgy1pj > pfa+1 > X.

Asi, usando la formulg "—ti = n(n—1)/2,

o= Y (Mx/p) (-1} =2BB-1-Zal@-1)+ ¥ mx/n)

a<i<p a<i<p
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¢, Cudl es la ganancia?

Mientras que con la formula de Legendre necesitamos comagex) y calcular con pri-
mos < ,/X; con la formula de Meisel solo necesitamos conocer hasf) y calcular
con primos< X < /x.

EJEMPLO 1.3 1.1 Calculei(100) usando la formula de Meisel.

Solucion:Meisel: Como o = 1i(v/100) = 2 y B = 1(+/100) =4, solo vamos a usar los
primospy =2, p2=3,p3=5,psa=7.

Legendrél00,2) = |100/2]+(100/3|+||100/2-3]]
= 50+33-16=67

Meisel(100,2,4) = m(100/5)+1(100/7)
= T(20)+m(4)=8+6=14

Asi, (100) =100+ 6—-0—67—14=25

A la fecha (2007) se conoce(x) hastax = 10°2. Mathematica(Wolfram Research Inc.)
implementari(x) con el comand®rimePi[X] hastax~ 8 x 10*3. En esta implementacion,
si x es pequefio, se calcutéx) usando coladoy si es grande se usa el algoritmo Lagarias-
Miller-Odlyzko.

Estimacion asintética de mi(x). Teorema de los nimeros primos.

Lafrecuenciarelativar(n)/n calculala proporcién de primos en el conjurte- {1,2,...,n}.

Aunque la distribucién de los primos entre los enteros es muy irregular, el comportamiento
promedio si parece ser agradable. Basado en un estudio empirico de tablas de niUmeros pri-
mos, Legendre y Gauss (en 1792, a la edad de 15 afios) conjeturan que la ley que gobierna
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. . . 1
el cocientert(n)/n es aproximadamente iguala—.

In(n)

En [9] se indica que Gauss y Legendre llegaron a este resultado, de manera independiente,
estudiando la densidad de primos en intervalos que difieren en potencias de diez: notaron
gue la proporcion de primos en intervalos centradosxenld' decrece lentamente y
disminuye aproximadamente a la mitad cada vez que pasamos dé. Este fendmeno

es muy bien modelado por I(x) pues 1/n(x?) = 0.5/In(x).

EJEMPLO 1.4 Frecuencia relativa y estimacion.

n m(n) m(n)/n 1/In(n)
10" | 664579 0.0664579 0.0620420
168 | 5761455 0.0576145 0.0542868

10° | 50847534 0.0508475 0.0482549
100 | 455052511 0.0455052  0.0434294
101 | 4118054813  0.0411805 0.0394813
10! | 37607912018 0.0376079 0.0361912

Tabla 1.3

Acerca de este descubrimiento, Gauss escribié a uno de sus ex-alumnos, Johann Franz
Encke, en 1849

“Cuando era un muchacho considere el problema de cuantos primos habia hasta

un punto dado. Lo que encontré fue que la densidad de primos alrededor de x es
aproximadamentd /In(x).”

La manera de interpretar esto es qua s un numero “cercano” ® entonces es primo
con “probabilidad” 1 In(x). Claro, un nUmero dado es 0 no es primo, pero esta manera de
ver las cosas ayuda a entender de manera muy intuitiva muchas cosas acerca de los primos.

Lo que afirma Gauss es lo siguiente/Si es “pequefio” comparado con(en el mundillo
asintético esto quiere decir qi&/x — 0 conformex — ) entonces
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T(X+Ax)—1(x) 1
Ax “In(x)

T[(X#))(_H(X) es la densidad de primos en le interviko X+ Ax] ﬁ es el prome-

dio estimado en este intervalo.

Por esto decimos: 1ri(x) es la “probabilidad” de que un nimem en las cercanias de
X, sea primo.

Para hacer un experimento, podemos tofhas /X (que claramente es dominada pfr

X (X + AX) — T(X) X+ A:))( — 1) In?x)

10 2 0.632 0.434

100 4 0.4 0.217
1000 5 0.158 0.144
10000 11 0.11 0.108
100000 24 0.075 0.086
1000000 75 0.075 0.072
10000000 197 0.0622 0.062
100000000 551 0.0551 0.054
1000000000 1510 0.0477 0.048
10000000000 4306 0.0430 0.043
100000000000 12491 0.0395 0.039
100000000000d 36249 0.0362 0.036

Hadamard y de la Vallée Poussin probaron en 1896, usando métodos basados en analisis
complejo, el

. * dt :
Teorema 1.2 (Teorema de los Ndmeros Primos)  Seali(x) = no" (x) ~ li(x), es
2
T(x)

decir, limy_eo —— =1

li (x)
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La conjetura de Legendre ergx) ~ x/In(x). Esta expresion se usa mucho cuando se
hacen estimaciones “gruesas”

T(x)
X/ In(x)

Prueba:Para relacionar 1K) con x/In(x), integramos por partes,

Teorema 1.3 li(X) ~ x/In(x), es decir limy_c

li(x) = /len(f[)’ tomamosu=1/In(t) y dv=dt,
ot " X, “l/dt
B W[/z Ind(t)
X X dt 2
= ——+4 | ——+Ki, tomamosu=1/In“(t) y dv=dt,

In(x) J2 In?(t)

= ot t2 [ K
T 2 i)

X d X
Ahora vamos a mostrar que/2 ——+Ky=0 (|2> Para esto, vamos a usar el
J2 n<x

t
In3(t)
hecho de qug/x = O (x/In?x).

. . X dt X
Primero que todo observemos que solo necesitamos mostr qf:ng6 =0 m
2 1n n=(x

X o . )

pues comom tiende a infinito, podemos desprecigs. Ademas podemos ajustar la
n=(x

constante involucrada en la definicién d&agrande para “absorver” el coeficiente 2.

X e VX X VX X

Como/ :/ +/ +/ = K+/ +/ , NOS vamos a concentrar en estas dos Ul-
2 2 e VX e VX

timas integrales.

1
Puesto que<t — "t < 1. Luego,

VX dt VX VX dt
—— < 1dt = x—e < X, esdecir, / ——— =0(x/In?x).
/e () /e Vx=e< VX e e~ O
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. X - .
Ahora, la otra integral. Puesto gqtie: x entoncesf > 1. Multiplicando la segunda integral

X
por i obtenemos,

/X dt <X/X dt
vEIndt) T xtInd(t)’

Usando la sustituciém = Int,

X

X/X a X<|n2t>
wEtindt) -2 )| &

_ X<1 1)
B 2P /X 2In®x
1 X
X——s =~ = 0O(x/In?x

2In”\/x  In?x (x/In*x)

Finalmente, lix) = % +0(x/In?x).

La definicion deD—grande nos permite dividir a ambos lados poinx, entonces

li(x)
/inx ~ LrO/Inx)

y como 1/nx — 0 conformex — oo,

li(x) ~ x/In(x)

como queriamos.

()
x—o X/ IN(X)
error relativoque se aproxima a cero conforme— o, aunque el error absoluto nos puede
parecer muy grande.

=1 debe entenderse en el sentido de gy (x) aproximaTt(x) con un

Por ejemplo, sh = 10 (un nimero pequefio, de unos 13 digitos solamente) entonces, una
estimacion der(10'®) = 346065536839 seria 1 In(10') ~ 334072678387El error
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relativo es(m(n) — n/In(n))/m(n) =0.034, es decir un 31%.

1200
1000 P
800 -

600 -

400 z7

200

>
2000 4000 6000 8000 10000

Figura 1.1 Comparando/In(x) con 11(X).

1.2.3 Teorema de Mertens.

¢ Qué mide(l—i) <1—;> (1_;> e — 2§|p—|§G, (1_:>?

p primo

1/p es, asecas, la proporcion de nimeros en el confh, ...,n} que son divisibles por
p. Luego 1—-1/p seria la proporcion de nimeros en este conjunto que no son divisibles

por p.

Aqui estamos asumiendo demasiado porque esta proporcion no es exactarpefistd /
namero solo es una aproximacion.

q
seria la proporcion de nimeros en el conjufitg2, ...,n}, que no son divisibles porp ni

por g.

Si“serdivisible pop” es un evento independiente de “ser divisibleqp’or<1 — i) <1 — 1>

En general, |'| (1— > seria una estimacion de la proporciéon de nimeros en el con-
2<p=G,

p primo,

junto {1,2,...,n}, que son divisibles por ninguno de los primos menores o igual@és a
Esto si tiene utilidad practica, como veremos mas adelante.
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Hay que tener algunos cuidados con esta férmula. Si la “probabilidad” de que un que un miseE@rimo
es la probabilidad de que no sea divisible por un pripne /X, entonces podriamos concluir erroneamente que

Pr[Xesprimo] = ﬂ <1— %)

2<psyX,
p primo
i 1
Esta conclusion no es correcta pueﬂ <17 B) 2% 1/In(x) como estable el Teorema de Mertens (Teorema

2<p<yX
pprimo

L3).

EJEMPLO 1.5 Hagamos un experimento. Seig=#{m< n: m es divisible por 23,5,07}.

n dn dn/n

103790| 80066 0.771423065805954
949971| 732835 0.771428812037420Q
400044 | 308605 0.771427642959274
117131| 90359 0.771435401388189
124679| 96181 0.771429029748393

© W U1 W

Tabla 1.4

La proporcion de niumeros naturalesn divisibles por 23,5 es~ 0.7714. Asi, 1—
0.7714=0.2286 es la proporcion de nimeros€h2,...,n} queno son divisibles por los
primos 23,5y 7.

. 1 1 1 1
Y efectlvamente,(l — 2) (1 — 3) (1 — 5) (1 — 7) =0.228571.

Siintentamos calcular el producto para cantidades cada vez grandes de primos, rdpidamente
empezaremos a tener problemas con el computador. En vez de esto, podemos usar el
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Teorema 1.4 (Férmula de Mertens)
1 ey 2
1-=-] = — + 0O(1/In(x)9), y eslaconstante de Euler
2<p<x, p In(x)

P primo

Para efectos practicos consideramos la expresion

1—— ~ —

1 eV 05615 .
2<p=<x, ( p) In(x) In(x) SIX — @ (1.1

p primo

Sustituyendo eri {1l.1% por x>° encontramos que

1 2¢Y 112292
I_l 1—— ~N — ] N X —
2<pak p In(x) In(x)
P primo
EJEMPLO 1.6 Usando la férmula de Mertens.
2eY
X (1-1/p) T
s e
100000 0.0965 0.0975
100000000000000 0.034833774529614024 0.03483410793219258

Tabla 1.5

También, multiplicandd (T11) por 2a férmula

© ( 1 1) 2eY 112292
a<h p In(G)  In(G)
p primo
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nos daria la proporcion aproximada de nimeros impares quiementun factor primo
<G.

EJEMPLO 1.7 Calculando la proporcién aproximada de impares
sin factores primos< G.

Proporcion approx de impares

© sin factores primos< G.
100 0.243839
1000 0.162559
10000 0.121919
100000 0.0975355
1000000 0.0812796
10000000 0.0696682
100000000 0.0609597
1000000000 0.0541864
10000000000 0.0487678

Tabla 1.6

Esta tabla nos informa que “tipicamente”, los nUmeros grandes tienen factores primos pe-
quefios.

En resumen: El teorema de los nimeros primos establecerfliees aproximadamente
igual ax/Inx en el sentido de qua(x)/(x/Inx) converge a 1 conforme— . Se cree
que la densidad de primos en las cercaniaz de aproximadamente Iy, es decir, un
entero tomado aleatoriamente en las cercanias tilene una probabilidad 1rix de ser
primo.

G
El producto |'| (1—[1)> se puede usar para obtener la proporcion aproximada de

3<p,
P primo

nameros impares que no tienen un factor prifaé.
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También podemos estimar otras cosas. Para contar la cantidad de primos que hay entre
/X y x: Escribimos todos los nimeros desde 2 hastimego quitamos el 2 y todos sus
multiplos, luego quitamos el 3 y todos sus mdltiplos, luego quitamos el 5 y todos sus
multiplos, seguimos asi hasta llegar al ultimo primp< /x el cual quitamos al igual

que sus multiplos. Como cualquier entero compuestentre /X y X, tiene que tener un

factor primo < y/n entonces este entero fue quitado a esta altura del proceso. Lo que nos
gueda son solo los primos entygx y x. Este proceso de colado es una variacién de la
Criba (“colador”) de Eratéstenes.

Por ejemplo, podemos cold®, ...12} para dejar solo los primos entfe/12] =3y 12

27 37 47 5’ 67 77 87 97 1Q7 117 12

asi que solo quedan T1.

Para hacer un “colado aleatorio” para estimar la cantidad de primos\griyex, podemos

ver |'| (l— = | como una estimacién de la proporciéon de nimeros sin factores primos
p<yX

L 1 i . .

inferiores a/x. Entonces |'| (1— ) X es aproximadamente la cantidad de primos
p<vX

entre /X y Xx.

La interpretacion probabilistica en muy delicada: Si verr16|s (1— p) como la “prob-
pP<VX

abilidad” de que un namero no tenga divisores primos inferiorgs @antonces, por el

teorema de los nimeros primosﬂ (1— ) X~ X/In(x). Pero esto no es correcto: El

p<v/x
teorema de Mertens dice que

1) N 2xe*V76X/|n(X)

I (+-5)~ g

La discrepancia la produce el hecho de que la divisibilidad por diferentes primos no consti-
tuyen “ eventos suficientemente independientes” y tal vez el factbcuantifica esto en

algun sentido. Otra manera de verlo es observar que el colado de Eratdstenes que usamos
deja una fraccion 1n(x) de primos sin tocar, mientras que el colado aleatorio deja una
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fraccion mas grande, 123/In(x).

EJEMPLO 1.8 Six=10000000000000011(x) = 3204941750802 y1(,/X) = 664579.Los
primos entre,/X y x son 3204941086223 mientras que

Y
_ 1) x~ € _ 34834107932195

1
ﬂ( p) X n(
1.2.4 El nimero de primos en una progresion aritmética.

Seana y b numeros naturales y consideremos los enteros de la progresién aritmética
an+b, n=0,1,2,.... De los nimeros inferiorex en esta progresién, ¢cuantos son
primos?. Siry p(X) denota la cantidad de primesx en esta sucesion, tenemos

Teorema 1.5 (Teorema de Dirichlet) Si a y b son primos relativos entonces

im T b(X) 1

x—o  |i(X) (a)

¢ es la funcion de Euler,

¢(m) = nimero de enteros positives m y coprimos conm

En particular¢(6) =2 y $(10) =4. De acuerdo con el teorema de Dirichlet, “en el in-
finito” (es decir tomando el limite), un 50% de primos estan en cada una de las sucesiones
6n+ 1y 6n— 1 mientras que un 25% de primos se encuentra en cada una de las cuatro
sucesiones 101 y 10n+ 3. Se puede probar también que si Mad) =1 entonces la
sucesidran+ b tiene un nimero infinito de primos.

En realidad, las sucesiones 611 y 6n— 1 contienen todos los primos pues todo primo
es de la forma 6k 1 o 6k— 1. En efecto, cualquier natural es de la forma+6k con
me {0,1,2,3,4,5} (por ser“= (mod 6)’ unarelacion de equivalencia &h es decir parte

N en seis clases). Ahora, todos los enterost@k son claramente compuestos excepto
param=1y m=>5 por lo que sip es primo, entoncep=6k+1 o p=6k+5=6q—1
(sig=k+1), es decirp es de la forma 6k 1.
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1.2.5 Cantidad de factores primos de un nimero grande.

El teorema del limite central dice que si una poblacion (continua o discreta) tienepnedia
varianza finitao?, lamedia muestraX tendra una distribucién que se aproxima ala normal.

Teorema 1.6 (Limite Central) Si tenemos XX, ..., X, variables aleatorias independi-
entes, idénticamente distribuidas, con media p y variasZzaentonces, si n es suficien-
temente grande, la probabilidad de qug=SX; + X+ ... + X, esté entre ng-ac/n y

nu+poy/n es
1 (B _2p
— [ e " dt
\/21‘[/(1

EJEMPLO 1.9 Silanzamos una moneda limpia unas 10000 veces, uno espgradgroxi-
madamente 5000 veces salga “cara”. Si denotamo¥Xceri el evento “en el lanzamiento

i sale cara”, como la probabilidad que asumimos para el evento “sale cara” enfot2ces
np=n-05=5000 yo = vn-0.25= 5. Luego, para calcular la probabilidad de que el
namero de caras esté entre 4850 y 51&hemos calcular los limitesy (3. Porrazones de
ajuste del caso discreto al caso continuo, se usa un factor de correccion ¢RedgRiendo,
5000+ (a)v/50=4850-0.5 = a = —3.01 5000+ (a)v/50=5150+0.5 = B =3.01

1 3.01 —2)2
N / e "2 dt = 0997388
Tt/ -3.01

Asi, la probabilidad de que el nimero de caras esté entre 4850 y 5150 &9@88R

Si w(n) denota la cantidad de factores primosrdeesta funcion se puede denotar como
una suma de funciongs,(n), estadisticamente independientes, definidas por

1 si pn
eom={ 5 & B,

Esto sugiere que la distribucion de los valoresugi@) puede ser dada por la ley normal
(con media Inlm y desviacién estandayIninn).
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Mark Kac y Paul Erdds probaron que la densidad del conjuntonteres n para el
cual el nimero de divisores primas(n) estd comprendido entre Indn+a+/Ininn y
IniInn+BvIninn, es

1 B _2p
— e ' dt
vV 21‘[/(1

es decir, el nimero de divisores primos esté distribuido de acuerdo a la ley normal.

Teorema 1.7 Denotamos con [, a,b) la cantidad de enteros n ef8.4,...,.x} para los
cuales

w(n)—Ininn <B
Vininn ™
Entonces, conforme » oo,
1 B _2p
N(x,a,b) = (x+0o(x —/ dt
(xa.b) = (x+0(X) = |

Para efectos practicos, hacemos referencia a este teorema en estos términos

Tipicamente, el nimero de factores primos, inferiorgs@e un nimeram suficien-
temente grande es aproximadamente xin

1 . 3 Criba de Erat6stenes: CoOmo colar nUmeros primos.

La crib& de Eratéstenes es un algoritmo que permite “colar” todos los nimeros primos
menores que un nimero natural dagoeliminando los nimeros compuestos de la lista
{2,...,n}. Es simple y razonablemente eficiente.

Primero tomamos una lista de nUmef@s3, ...,n} y eliminamos de la lista los multiplos de
2. Luego tomamos el primer entero después de 2 que no fue borrado (el 3) y eliminamos
de la lista sus multiplos, y asi sucesivamente. Los nimeros que permanecen en la lista son

2Criba, tamiz y zaranda son sinénimos. Una criba es un herramienta que consiste de un cedazo usada para limpiar
el trigo u otras semillas, de impurezas. Esta accién de limpiar se le dice cribar o tamizar.
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los primos{2,3,5,7,...}.

EJEMPLO 1.10 Primos menores que= 10

Lista inicial 23456 7 8 9 10
Eliminar maltiplosde2 2 3 4 5 g 7 g 910
Resultado 2 35709

357¢9
357

Eliminar multiplos de 3 2
Resultado 2

Primer refinamiento: Tachar solo los impares

Excepto el 2,los pares no son primos, asi que podriamos “tachar” solo sobre la lista de

impares<n:
(3,5,9,..,} = {2i+3 =01, [[n;?’ﬂ}

El Gltimo impar esn o n— 1. En cualquier caso, el dltimo impar es "53] +3 pues,
Sinesimparn=2k+1y [%53] =k—1 = 2(k—1)+3=n.

Sinesparn=2ky [%53] =k-2 = 2(k-2)+3=2k—1=n-1.

Segundo refinamiento: Tachar de pf en adelante

En el pasck— ésimo hay que tachar los multiplos del primp desdepf en adelante.
Esto es asi pues en los pasos anteriores se ya se tachaiorbap,, ..., p, ; - b,

Por ejemplo, cuando nos toca tachar los mdultiplos del primga7se han eliminado los
multiplos de 23 y 5, es decir, ya se han eliminado 2 3-7,4-7,5-7 y 6-7. Por eso
iniciamos en %.

Tercer refinamiento: Tachar mientras pf <n

En el pasok— ésimo hay que tachar los multiplos del prinpg solo si pi <n. En otro
caso, nos detenemos ahi.
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¢Porque?. En el page- ésimo tachamos los multiplos del prinm desdepf en adelante,
asi que sipf > n ya no hay nada que tachar.

EJEMPLO 1.11 Encontrar los primos menores que 2Bl proceso termina cuando el
cuadrado del mayor nimero confirmado como primeceX).

1. Lalistainicial es{2,3,5,7,9,11,13,15,17,19}
2. Como 3 < 20, tachamos los mdltiplos de 3 desde=39 en adelante:

{2,3,5,7,9,11,13,15,17,19}

3. Como 3 > 20 el proceso termina aqui.

N

. Primos< 20: {2,3,5,7,11,13,17,19}

1.3.1 Algoritmo e implementacion.

1. Como yavimos, para colar los primos en el conjuf2g3, ...,n} solo consideramos
los impares:

{2i+3 : io,1,...ﬂnzgﬂ}{3,5,7,9,...}

2. Por cada primg = 2i+ 3 (tal quep? < n), debemos eliminar lomultiplos impares
de p menores que, a saber

(2k+1)p=(2k+1)(2i+3), k=i+1i+2,..

Observe que sk =i+ 1 entonces el primer mdiltiplo en ser eliminado Es=
(2i+3)(2i+3), como debe ser.
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Esto nos dice que para implementar el algoritmo solo necesitamos un arreglo (booleano)
de tamafio “quo (n-3,2)". En Java se pone “(n-3) /2"y en VBA se pone “(n-3)\2".

El arreglo lo lamamo&sPrimo [i], i=0,1,...,(n-3)/2.
Cada entrada del arreglo “EsPrimo [i]” indica si el niUmerct-A es primo o no.

Por ejemplo

EsPrimo[0] = true puesn=2-0+3= 3 es primo,

EsPrimo[1] = true puesn=2-1+3=5 es primo,

EsPrimo[2] = true puesn=2-2+3=7 es primo,

EsPrimo[3] = false puesn=2-3+3 =9 no es primo.

Si el nUmerop = 2i+ 3 es primo entoncels= (p—3)/2 y

EsPrimo[(p-3)/2] = true.

Si sabemos que = 2i+ 3 es primo, debemos poner

EsPrimo[((2k+1) (2i+3) - 3)/2] = false

pues estas entradas representan a los multjglos 1)(2i+ 3) de p. Observe que cuando
i =0,1,2 tachamos los multiplos de B,y 7; cuando = 3 entonces 2 3 =9 pero en
este momentesPrimo [3]=false asi que proseguimos car= 4, es decir, proseguimos
tachando los multiplos de 11.
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En resumen: Antes de empezar a tachar los multiplog €€2i + 3 debemos preguntar si
esPrimo[i]=true.

Algoritmo 1.1: Criba de EratOstenes
Entrada: ne N

Resultado: Primos entre 2 n

max= (n—3)/2;
boolean esPrimd] i=1,2,...max;
for i=1,2,...,maxdo

| esPrima] =True;

i=0;
while (2i+3)(2i+3)<ndo
k=i+1;
if esPrimo(i)then
while (2k+1)(2i+3) <n do
esPrimo[(Rk+1)(2i+3) — 3)/2] =False;
L k=k+1;

| i=i+1

Imprimir;

for j =1,2,...,maxdo

if esPrimoj] =Truethen
| Imprimaj

1.3.1.1 Implementacion en Java. Vamos a agregar un método a nuestra clase
“Teoria_Numeros”. El método recibe el nimero naturad > 2 y devuelve un vector
con los nimeros primos. n. Para colar los nimeros compuestos usamos un arreglo

boolean [] esPrimo = new boolean[(n-3)/2].

Al final llenamos un vector con los primos que quedan.

import java.math.BigInteger;
public class Teoria_Numeros
{

public static Vector HacerlistaPrimos(int n)
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Vector salida = new Vector(1l);

int k =1;

int max = (n-3)/2;

boolean[] esPrimo = new boolean[max+1];

for(int i = 0; i <= max; i++)
esPrimo[i]=true;

for(int i = 0; (2%i+3)*(2%i+3) <= n; i++)

{
k = i+1;
if (esPrimo[i])
{
while( ((2%k+1)*(2%i+3)) <= n)
{
esPrimo [ ((2xk+1)*(2%i+3)-3)/2]=false;
k++;
}
}
}

salida.addElement (new Integer(2));
for(int i = 0; i <=max; i++)
{ if(esPrimo[il)

salida.addElement (new Integer(2%i+3));
}
salida.trimToSize();
return salida;

}

public static void main(String[] args)

{
System.out.println("\n\n");
Y R S

int n = 100;
Vector primos;
primos = HacerlistaPrimos(n);
//Cantidad de primos <= n
System.out.println("Primos <="+ n+": "+primos.size()+"\n");
//imprimir vector (lista de primos)
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for(int p = 1; p < primos.size(); p++)

{
Integer num = (Integer)primos.elementAt(p);
System.out.println(""+(int)num.intValue());
}
Y R
System.out.println("\n\n");
3

1.3.1.2 Uso de la memoria  En teoria, los arreglos pueden tener tamafio maximo
Integer.MAX_INT = 231 —1=2147483647 (pensemos también en la posibilidad de un
arreglo multidimensional!). Pero en la practica, el maximo tamafio del array depende del
hardware de la computadora. El sistema le asigna una cantidad de memoria a cada apli-
cacion; para valores grandes depuede pasar que se nos agote la memoria (veremos el
mensaje “Out0fMemory Error”). Podemos asignar una cantidad de memoria apropiada
para el programa “cribaEratostenes.java” desde la linea de comandaes siuy grande.

Por ejemplo, para calcular los primos menores que100000000se puede usar la in-
struccion

C:\usrdir> java -Xmx1000m -Xms1000m Teoria_Numeros
suponiendo que el archivo “Teoria_Numeros. java” se encuentra €n\usrdir.

Esta instruccion asigna al programa una memoria inicial (Xmx) de 1000 MB y una memo-
ria maxima (Xms) de 1000 MB (siempre y cuando existan tales recursos de memoria en
nuestro sistema).

En todo caso hay que tener en cuenta los siguientes datos

n Primos< n

10 4

100 25

1000 168

10 000 1229

100 000 9592

1 000 000 78 498

10 000 000 664 579
100 000 000 5761 455

1 000 000 000 50 847 534
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10 000 000 000 455052 511
100 000 000 000 4118 054 813
1 000 000 000 000 37 607 912 018

10 000 000 000 000 346 065 536 839

1.3.1.3 Implementacién en Excel.  Para la implementacion en Excel usamos un
cuaderno como el de la figufa{lL.2).

El nimeron lo leemos en la celdd4,1). El cédigo VBA incluye una subrutina para
imprimir en formato de tabla, camcols columnas. Este Ultimo parametro es opcional y
tiene valor default 10También incluye otra subrutina para limpiar las celdas para que no
haya confusion entre los datos de uno y otro calculo.

A B c D E F G H I J K
1
2 |Primos = n Imprimir en tabla. SoemEnlls BRliaE s
3 n Nimero de columnas
4 1000 25
5
6 2 3 5 7 11 13 17 19 23 29 A
7 101 103 107 109 113 127 131 1371 139 149 1M
8 233 239 211 251 257 263 269 271 277 281 283
9 383 389 397 4 409 419 421 431 433 439 M43
10 547 557 563 569 &Th| 517 587 593 599 601 607

Figura 1.2 Primos< n.

Imprimir en formato de tabla

Para esto usamos la subrutina

Imprimir(ByRef Arr() As Long, fi, co, Optional ncols As Variant).

La impresion inicia en la celda “(fi,co)”. Para imprimir en formato de tabla usamos
Cells(fi + k, co + j) con el nimero de columngsvariando de O acols-1. Para
reiniciar j en cero actualizamogconj = j Mod ncols. Para cambiar la fila usamos
k. Esta variable aumenta en 1 cada vez gjllega ancols-1. Esto se hace con division
entera: k = k + j \ (ncols - 1)
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Subrutina para borrar celdas

Para esto usamos la subrutina

LimpiaCeldas(fi, co, ncols).

Cuando hacemos calculos de distinto tamafio es conveniente borrar las celdas de los cal-
culos anteriores para evitar confusiones. La subrutina inicia en la ¢eidao) y borra

ncols columnas a la derecha. Luego pasa a la siguiente fila y hace lo mismo. Prosigue de
igual forma hasta que encuentre la celda+k, co) vacia.

Option Explicit

Private Sub CommandButtonl_Click()

Dim n, ncols

n = Cells(4, 1)

ncols = Cells(4, 3)

Call Imprimir(ERATOSTENES(n), 6, 1, ncols)
End Sub

> Imprime arreglo en formato de tabla con '"ncols" columnas,
> iniciando en la celda (fi,co)
Sub Imprimir(ByRef Arr() As Long, fi, co, Optional ncols As Variant)
Dim i, j, k
> Limpia celdas

> f = fila en que inicia la limpieza
> co = columna en q inicia la limpieza
> ncols = nmero de columnas a borrar

Call LimpiaCeldas(fi, co, ncols)
If IsMissing(ncols) = True Then
ncols = 10
End If
’Imprimir
j=0
k=0
For i = 0 To UBound(Arr)
Cells(fi + k, co + j) = Arr(i)
k =k + j \ (ncols - 1) ’k aumenta 1 cada vez que j llegue a ncols-1
j=3+1
j j Mod ncols ’j=0,1,2,...,ncols-1
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Next i

End Sub

Function ERATOSTENES(n) As Long()
Dim i, j, k, pos, contaPrimos
Dim max As Long
Dim esPrimo() As Boolean
Dim Primos() As Long
max (n - 3) \ 2’ Divisin entera
ReDim esPrimo(max + 1)
ReDim Primos(max + 1)
For i = 0 To max
esPrimo(i) = True
Next i
contaPrimos = 0
Primos(0) = 2 ’contado el 2

j=0
While (2 * j +3) * (2 *x j +3) <=n
k=3 +1

If esPrimo(j) Then
While (2 * k + 1) * (2 % j + 3) <=n
pos = ((2 xk + 1) * (2% j +3)-3)\2
esPrimo(pos) = False

k=k+1
Wend
End If
j=3+t1
Wend

For i = 0 To max
If esPrimo(i) Then
contaPrimos = contaPrimos + 1 ’3,5,...
Primos(contaPrimos) = 2 * i + 3
End If
Next i

ReDim Preserve Primos(contaPrimos) ’Cortamos el vector
ERATOSTENES = Primos()
End Function
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Private Sub LimpiaCeldas(fi, co, nc)

Dim k, j
k=0
While LenB(Cells(fi + k, co)) <> 0 > celda no vac\’ia
For j = 0 To nc
Cells(fi + k, co + j) = "" ° borra la fila hasta nc columnas
Next j
k=k+1
Wend
End Sub

1.3.2 Primosentre My nN.

Para encontrar todos los primos entney n (con m < n) procedemos como si estuvier-
amos colando primos en la lis{2,3,...,n}, solo que eliminamos los multiplos que estan
entremy n: Eliminamos los multiplos de los primgs para los cualep? < n (o también

p <+/n), que estan entrm y n.

Multiplos de p entre my n

Para los primog inferiores a,/n, buscamos el primer mdltiplo de entremy n.
Sim-1=pg+r,0<r<p = p@O+1)>m

Asi, los multiplos dep mayores o iguales m son

p(@+1), p(@+2), p(@+3), ... con g=quom-—1,p)

EJEMPLO 1.12 Para encontrar los primos entne= 10 y n = 30, debemos eliminar los
multiplos de los primos< v/30~ 5. Es decir, los mdltiplos de los primgs= 2,3,5.

Como 10-1=2-4+1, el 2 eliminalos nimeros 2@ k) =8+ 2k, k> 1; es decir
{10,12,...,30}

Como 10-1=3-340, el 3 eliminalos nimeros 3 k) =9+ 3k, k> 1; es decir
{12,15,18,21,24,27,30}

Como 10-1=5-1+4, el 5 eliminalos nimeros & k) =5+ 5k, k > 1; es decir
{10,15,20,25}
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Finalmente nos quedan los primos 13,17,19,23,29.

1.3.2.1 Algoritmo. Como antes, solo consideramos los impares entrg n. Si
ponemos

min= qua/m+1—3,2) y max= quo(n—3,2)

entonces 2min+ 3 es el primer impae> my 2-max+ 3 es el primer impak n. Asi, los
impares entren y n son los elementos del conjunf@-i+3 : i = min,....max

Como antes, usamos un arreglo booleag®rimo (i) coni = min,...,max esPrimo (i)
representa al nimero- P+ 3.

EJEMPLO 1.13 Sim=11y 20, [(m+1-3)/2]=4y [(n—3)/2] =8. Luego 24+3=
11y 2.843=19.

Para aplicar el colado necesitamos los primos/n. Esta lista de primos la obtenemos
con la funciénEratostenes (isqrt(n)) . Aqui hacemos uso de la funcidrqrt (n)
(algoritmo??).

Para cada primg, en la lista,

1. sim< piz, tachamos los multiplos impares ge como antes,

if m< p? then
k= (pi - 1)/2;
while (2k+1)p, <ndo

L esPrimo[(2k+1)p, — 3)/2] =False;

a ~ W N P

k=k+1,

Note que sk = (p, — 1)/2 entonceq2k+1)p, = p?
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2. si pi2 < m, tachamos desde el primer mditiplo impar pleque superen:

Los multiplos dep, que superam son
p,(q+k) cong=quo(m—1,p). De esta ) _m1)/p:

lista solo nos intgresan los maltiplos irr_1§_ g;: rem(q,ZF;’;

pares. Esto requiere un pequefio analigis| k=qp;

aritmético. 5 mp=(2k+1-q2+0)-p;
Como p, es impar,p (q+k) es impar Wh"ig;ﬁi&g}%f 3)/2] —False:
solo si g+ k es impar. Poniendap, = K=Kk+1: ’
rem(,2) entonce§2k+1—a + q) es mp= (2k+1—-q2+q)-p,
impar sik=qp, g2 +1,.... En efecto, -

1 if p?<mthen

© 0N o

[ 2k+1+qg si g espar. Aqui k=02=0,1,...
2ktl-0p +q= 2k + q si q esimpar. Aqui k=g =1,2,...
Luego, los multiplos impares dg son los elementos del conjunto
{(2k+1-2 +q)-p : g2=rem(@,2) y k=02,02+1,...}

La manera de tachar los multiplos imparesgleaparece arriba.



a A~ W N B

© 00 N O

10
11
12
13

14
15
16
17
18
19
20
21
22

23

25
26

Ahora podemos armar el algoritmo completo.
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Algoritmo 1.2: Colado de primos entren y n.

Entrada: nme N conm< n.
Resultado: Primos entren y n
Primo() =una lista de primos< /n;
min= (m+1-3)/2; max= (n—3)/2;
esPrimoi], i = min,...,max;
for j =min,....maxdo

| esPrimoj] =True;

np = cantidad de primos en la lista Primos;

Suponemos Prim@) = 2;

fori=1,2,...npdo

if m< p? then

k=(p—1)/2;

while (2k+1)p, <ndo
esPrimo[(Rk+1)p, — 3)/2] =False;

L k=k+1,

p? < mthen
q=(m-1)/p;
g2 =rem(@@,2);
K=0p;
mp= (2k+1—G+0d)-p;
while mp<n do
esPrimo[np— 3)/2] =False;
k=k+1,;
mp=(2k+1-0g2+q)-p

=

Imprimir;

for j =min,....maxdo

if esPrimoj] =Truethen
| Imprima 2«i+3

1.3.2.2 Implementacién en Excel. Para la implementacion en Excel usamos un

cuaderno como el de la figufa{lL.3).
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my n los leemos en la celddd,1), (4,2). Como antes, el cddigo VBA hace referencia
a las subrutinas para imprimir en formato de tabla y limpiar las celdas (séccionl1.3.1.3).

A B C D E F G H I
Primos entremy n Imprimir en tabla. Fldsls

m n Numero de columnas

900 1100 5

907 911 919 929 937
941 947 953 967 971

-S| P LD [N =

Figura 1.3 Primos< n.

En VBA Excel podemos declarar un arreglo que inicier@ny finalice enmax como el
algoritmo. Por eso, la implementacién es muy directa.

Option Explicit

Private Sub CommandButtonl_Click()

Dim n, m, ncols

m = Cells(4, 1)

n = Cells(4, 2)

ncols = Cells(4, 4)

Call Imprimir(PrimosMN(m, n), 6, 1, ncols)
End Sub

Sub Imprimir(ByRef Arr() As Long, fi, co, Optional ncols As Variant)
End Sub

Function ERATOSTENES(n) As Long()

End Sub

Function isqrt(n) As Long

Dim xk, xkml

If n = 1 Then

xkml = 1
End If



If n > 1 Then
xk = n
xkml = n \ 2
While xkml < xk
xk = xkml
xkml = (xk + n \ xk) \ 2
Wend
End If
isqrt = xkml
End Function
’m<n
Function PrimosMN(m, n) As Long()
Dim i, j, k, pos, contaPrimos, mp, q, g2
Dim min, max
Dim esPrimo() As Boolean
Dim primo() As Long
Dim PrimosMaN() As Long

Int((m + 1 - 3) \ 2)
Int((n - 3) \ 2)

min
max

ReDim esPrimo(min To max)
ReDim PrimosMaN((n - m + 2) \ 2)
For i = min To max
esPrimo(i) = True
Next i

primo = ERATOSTENES (isqrt(n))

For i = 1 To UBound(primo) ’primo(1)=3

If m <= primo(i) * primo(i) Then
k = (primo(i) - 1) \ 2
While (2 * k + 1) * primo(i) <= n
esPrimo(((2 * k + 1) * primo(i) - 3) \ 2) = False
k=k +1
Wend

End If

If primo(i) * primo(i) < m Then
qg=(@- 1 \ primo(i) ’p(gq+tk)-> p*k
q2 = q Mod 2
k = q2
mp = (2 *xk +1-¢g2+ q * primo(i) ’m\’ultiplos impares

37
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While mp <= n
esPrimo((mp - 3) \ 2) = False
k=k+1
mp = (2 *xk+1-9g2+ q) * primo(di)
Wend
End If
Next i

If m > 2 Then
contaPrimos = 0
Else
contaPrimos = 1
PrimosMaN(0) = 2
End If

For i = min To max
If esPrimo(i) Then
PrimosMaN(contaPrimos) = 2 * i + 3
contaPrimos = contaPrimos + 1 ’3,5,...
End If
Next i

If 1 <= contaPrimos Then

ReDim Preserve PrimosMaN(contaPrimos - 1)
Else

ReDim PrimosMaN(0)

End If

PrimosMN = PrimosMaN()
End Function

1.4 Factorizacion por ensayo y error.
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1.4.1 Introduccién

El método mas sencillo de factorizacion (y muy util) es el métodéaderizacion por
ensayo y error(FEE). Este método va probando con los posibles divisores tHasta
encontrar una factorizacion de este nimero.

En vez de probar con todos los posibles divisores (fes decir, en vez de usfarerza bruta)
podemos hacer algunos refinamientos para lograr un algoritmo mas eficiente en el sentido
de reducir las pruebas a un conjunto de nimeros mas pequefio, en el que se encuentren los
divisores pequefios de

1.4.2 Probando con una progresion aritmética.

Como estamos buscando factores pequefios gedemos usar el siguiente teorema,

Teorema 1.8
Sine Z* admite la factorizaciom = ab, cona,b € Z* entoncesa<./n o b<./Mn.

Prueba.Procedemos por contradiccién,asi> v/n y b>/n entoncesab> \/ny/n=n
lo cual, por hipétesis, no es cierto.

Del teorema anterior se puede deducir que

¢ Sin no tiene factoresl con 1< d < ,/n, entonce: es primo.

e Almenos uno de los factores aeees menor que/n (no necesariamente todos). Por
ejemplo 14= 2.7 solo tiene un factor menor quél4d ~ 3.74166)

De acuerdo al teorema fundamental de la aritmética, Cualquier nimero natliréhc-

toriza, de manera Unica (excepto por el orden) como producto de primos. Esto nos dice
que la estrategia 6ptima de factorizacion seria probar con los primos menorgs ke
problema es que si es muy grande el primer problema seria que el calculo de los primos
de prueba duraria siglos (sin considerar los problemas de almacenar estos nimeros).
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Recientemente (2005) se factorizé un niimero de 200@ifRSA-200). Se tardé cerca de
18 meses en completar la factorizacién con un esfuerzo computacional equivalente a 53
afios de trabajo de un CPU 2.2 GHz Opteron.

1.4.3 Algoritmo.

Identificar si un nimero es primo es generalmente facil, pero factorizar un namero (grande)
arbitrario no es sencillo. El método de factorizacion de un nunhenqarobando con di-

visores primos (“trial division”) consiste en probar dividir con primos pequefios. Para

esto se debe previamente almacenar una tabla suficientemente grande de nimeros primos
0 generar la tabla cada vez. Como ya vimos en la criba de Eratéstenes, esta manera de
proceder trae consigo problemas de tiempo y de memoria. En realidad es mas ventajoso
proceder de otra manera.

e Parahacerlapruebas de divisibilidad usamos los enteros 2, 3y la sucesitn 6k
1,2,....

Esta eleccidn cubre todos los primos e incluye divisiones por algunos nimeros com-

puestos (25,35,...) pero la implementacién es sencilla y el programa suficientemente
rapido (para nimeros no muy grandes) que vale la pena permitirse estas divisiones
inGtiles.

e Las divisiones Utiles son las divisiones por nimeros primos, pues detectamos los
factores que buscamos. Por el teorema de los nimeros primog(Gay G/InG
ndmeros primos inferiores@, ésta seria la cantidad aproximada de divisiones Utiles.

LosnUmeros 2, 3y 6k1, ke N constituyen, hablando en grueso, una tercera parte
parte). En{1,2,....G} hay ~ G/3 de estos nimeros. En est8$3 nimeros estan
G/InG
=3/InG
G/3 /

los (G) ~ G/InG primos inferiores &, es decir, hariamos:

divisiones Uutiles.

3Se trata del caso mas complicado, un nimero que factoriza como producto de dos primos (casi) del mismo
tamafio.
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Si probamos con todos los nimeros, tendriamos que hace22H@L.6 mas calcu-
los para obtener un 22% de divisiones utiles.

Cuando se juzga la rapidez de un programa se toma en cuenta el tiempo de corrida
en elpeor casm se toma en cuenta &mpo promedio de corridgcosto de corrida

del programa si se aplica a muchos numeros). Como ya sabemos (por el Teorema de
Mertens) hay un porcentaje muy pequefio de niUmeros impares sin divisd@es

asi que en promedio, nuestra implementacién terminard bastante antes de alcanzar
el limite G (el “peor caso” no es muy frecuente) por lo que tendremos un programa
con un comportamiento deseable.

Detalles de la implementacion.

e Para la implementacion necesitamos saber cémo generar los enteros de la forma
6k+ 1. Alternando el-1 y el 1 obtenemos la sucesion

5,7,11,13,17,19, ...

que iniciando en 5se obtiene alternando los sumandos 2 yFdrmalmente, si
m, = 6k—1 y si s = 6k+ 1 entonces, podemos poner la sucesion como

7, 11, 137~"7rrk7 S(J rTl(+17 S(Jrl?"'

Ahora, notemos que, = Mk +2 y quemg; 1 = & +4 = mg+ 6. La sucesién es

77 117 137"'7”1(’ rrl(—"_z? rr‘(+67 w+l+27 n“(+l+6""

En el programa debemos probar si el nimero es divisible por 2, por 3 y ejecutamos
el ciclo

p=>5;

While p <G Do{

Probar divisibilidad por p
Probar divisibilidad por p+ 2
p=p+6}
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e Encadapaso debemos verificar si el divisor de prgetieanzo el limite MifG,+/N}.
Si se quiere evitar el calculo de la raiz, se puede usar el hecho de gue ¢iN
entoncesp > N/p.

Algoritmo 1.3: Factorizacién por Ensayo y Error.

Entrada: Ne N, G< /N
Resultado: Un factorp < G de N si hubiera.
p=>5;
if N es divisible por2 o 3 then
| Imprimir factor;
else
while p< G do
if N esdivisible por p o p-2 then
Imprimir factor;
break;
end
p=p+6

end
end

1.4.4 Implementacion en Java.

Creamos una clase que busca factores primos de un ni¥hésta un limiteG. En el
programaG= Min {V/N,G}.

Usamos un métodpeducir (N,p) que verifica sip es factor, si es asi, continua dividi-
endo porp hasta que el residuo no sea cero. Retorna la patteqlee no ha sido factorizada.

El métodoFactzar_Ensayo_Error (N, G) llama al métodareducir(N,p) para cada
p=2,3,7,11,13,.... hasta que se alcanza el limi&

import java.util.Vector;
import java.math.BigInteger;

public class Ensayo_Error
{

private Vector salida = new Vector(1);
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static BigInteger Ge = new BigInteger("10000000");//10°7
BigInteger UNO = new BigInteger("1");

BigInteger DOS = new BigInteger("2");

BigInteger TRES = new BigInteger("3");

BigInteger SEIS = new BigInteger("4");

BigInteger Nf;

int pos = 1; //posicin del exponente del factor

public Emsayo_Error(){}

public BigInteger reducir(BigInteger Ne, BigInteger p)

{

Y7/

int exp = 0, posAct = pos;
BigInteger residuo;
residuo = Ne.mod(p);

if (residuo.compareTo(BigInteger.ZERO)==0)

{
salida.addElement(p); //p es objeto Biglnteger
salida.addElement (BigInteger.ONE); //exponente
pos = pos+2; //posicin del siguiente exponente (si hubiera)

}

while(residuo.compareTo(BigInteger.ZER0D)==0)

{

Ne = Ne.divide(p); // Ne = Ne/p
residuo = Ne.mod(p);

exp=exp+1;

salida.set(posAct, new BigInteger(""+exp)); //p es objeto BigInteger
}

return Ne;

public Vector Factzar_Ensayo_Error(BigInteger Ne, BigInteger 1imG)

{

BigInteger p = new BigInteger("5");

Nf = Ne;
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Nf
Nf

reducir (Nf, DOS);
reducir (Nf, TRES);

while(p.compareTo(1imG)<=0)

{
Nf= reducir(Nf, p); //dividir por p
Nf= reducir(Nf, p.add(D0S)); //dividir por p+2
p = p.add(SEIS); //p=p+6

}

if (Nf.compareTo(BigInteger.ONE)>0)
{
salida.addElement (Nf); //p es objeto BigInteger
salida.addElement (BigInteger.ONE); //exponente
}

return salida;

// Solo un argumento.
public Vector Factzar_Ensayo_Error (BigInteger Ne)

{

}

BigInteger 1imG = Ge.min(raiz(Ne));
return Factzar_Ensayo_Error (Ne, 1imG);

//raz cuadrada
public BigInteger raiz(BigInteger n)

{

n.divide(D0OS);
n;

BigInteger xkml
BigInteger xk

if (n.compareTo(BigInteger.ONE)< 0)
return xkml=n;
while(xk.add (xkml.negate()) .compareTo(BigInteger.ONE)>0)

{
xk=xkm1 ;
xkml=xkml.add(n.divide(xkml));
xkm1=xkml.divide (D0OS);

}

return xkml;
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}
//Imprimir
public String print(Vector lista)
{
String tira="";
for(int p = 0; p < lista.size(); p++)
{
if (p%2==0) tira= tira+lista.elementAt(p);
else tira= tira+"""+lista.elementAt(p)+" * ";
}
return tira.substring(0,tira.length()-3);
}

public static void main(String[] args)

{
BigInteger 1imG;
BigInteger Nduro = new BigInteger("2388005888439481");
BigInteger N new BigInteger("27633027771706698949") ;
Ensayo_Error 0bj new Ensayo_Error();
Vector factores;

factores = Obj.Factzar_Ensayo_Error(N); //factoriza

//Imprimir vector de factores primos

System.out.println("\n\n");

System.out.println("N = "+N+"\n\n");

System.out.println("Hay " +factores.size()/2+" factores primos <= " + Ge+"\n\n");
System.out.println("N = "+0bj.print(factores)+"\n\n");
System.out.println("\n\n");

3

Al ejecutar este programa cdw = 36736765356528997665579después de varios se-
gundos la salida es

N = 27633027771706698949
Hay 3 factores primos <= 100000
N =772 % 3671°3 * 408011°1
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15 Método de factorizacion “rho” de Pollard.

1.5.1 Introduccion.

En el método de factorizacion por ensayo y error, en su versiobn mas cruda, probamos con
todos los numeros entre 2\N para hallar un factor dil. Sino lo hallamosN es primo.

En vez de hacer estas /N pasos (en el peor caso), vamos a escoger una lista aleatoria
de nimeros, mas pequefia qudl, y probar con ellos.

A menudo se construyen sucesioseado-aleatorias gxi, X2, ... usando una iteracion de
la formaxi+1 = f(x)(modN), con xg = randon{O,N — 1). Entonces{xo,X1,...} C Zn.
Por lo tanto losq’s se empiezan a repetir en algin momento.

La idea es esta: Supongamos que ya calculamos la sucesinxy, ... y que es “sufi-
cientemente aleatoria”. Si es un factor primo dé&\ y si

{xi = x;(modp)
Xi % Xj(modN)

entonces, coma; — Xj; = kp, resulta que MCD{ — xj,N) es un factor no trivial déN.

Claro, no conocemop, pero conocemos log's, asi que podemos revelar la existencia de
p con el célculo del MCD: En la practica se requiere comparar, de manera eficiente, los
con losx; hasta revelar la presencia del facwia el calculo del MCDx; — xj,N).

X, = Xj(modp)
= MCD(x —Xj,N) es factor no trivial deN
X # Xj(modN)

Si X, X1,X2,... €S “suficientemente aleatoria”, hay una probabilidad muy alta de que en-
contremos pronto una “repeticion” del tipe = xj (modp) antes de que esta repeticion
ocurra (mod N).
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Antes de entrar en los detalles del algoritmo y su eficiencia, veamos un ejemplo.

EJEMPLO 1.14 SeaN = 1387. Para crear una sucesién “seudoaleatoria” usaffgs=
x> —1yx =2. Luego,

Xo 2
X1 = X—1(modN)
es decir,
{Xo0,X1,%2,...} = {2,3,8,63,1194,

1186,177,814,996,310,396,84,120,529,1053 595,339,
1186,177,814,996,310,396,84,120,529,1053595,339, ...}

Luego, “por inspeccién” logramos ver que 1138 (modN) y luego usamos el detector
de factores: MCD1186— 8,N) = 19. Y efectivamente, 19 es un factor de 13&h este
caso detectamos directamente un factor primdde

Por supuesto, no se trata de comparar todos;®son losx;’s paraj < i. El método de
factorizacion “rho” de Pollard, en la variante de R. Brent, usa un algoritmo para detectar rap-
idamente un ciclo en una sucesidn ([4]) y hacer solo unas cuantas comparaciones. Es decir,
queremos detectar rapidamemnte= x; (modp) usando la sucesior 1 = f(x) (modN)

(que alcanza un ciclo un poco mas tarde) y el test MCB;,N).

Tipicamente necesitamos ur@s,/p) operaciones. Elargumento es heuristico y se expone
mas adelante. Basicamente lo que se muestra es que, como en el problema del cumpleafios,
dos nimerosq y Xj, tomados de manera aleatoria, son congruentes mquiatn prob-

abilidad mayor que 1/después de que hayan sido seleccionados ui@g,Yp nimeros.

Aunque la sucesiom 1 = f(x) (modN) cae en un ciclo en unad(v/N) operaciones, es
muy probable que detectemgs= xj (modp) en unosO(,/p) pasos. Sp~ VN entonces
encontrariamos un factor d¢ en unosO(N1/4) pasos. Esto nos dice que el algoritmo
“rho” de Pollard factorizaN? con el mismo esfuerzo computacional con el que el método
de ensayo y error factorizs.
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1.5.2 Algoritmo.

Laalgoritmo original de R. Brentcompaxg  conx;, donde 2+ —2<1 < j <2kt 1.
Los detalles de como esta manera de proceder detectan rapidamente un ciclo en una suce-
sién no se ven aqui pero pueden encontrarselen [4] y [22].

EJEMPLO 1.15 SeanN = 3968039, f(x) =x2 -1y xo = 2. Luego,

MCD(x1 — x3,N)
MCD(x3 — xg,N) =
MCD(X?, — X7, N)
MCD(X7 —X12, N)
MCD(X7 —X13, N)
MCD(X7*X14,N) =
MCD(X7 — X15, N)

Il
PR RRPRRRPR

MCD(X@g— Xo6, N)
MCD(X63—X97,N)
MCD(xg3 —X9g,N) =
MCD (63— X99,N)
(
(
(
(

MCD X63 — X100, N)
MCD X63 — X101, N)
N)
N)

Il
PRRPRRPRRRRR

MCD(Xs3 — X102
MCD(Xe3 — X103,

987

N =1987-1997.

En general, hay muchos casos en los que MCB(xj,N) = 1. En vez de calcular
todos estos MCD¥,N), MCD(z,N),..., calculamos unos pocos MCQ,N), donde
&= I—llj(:lzj (modN). Brent sugiere escogérentre InN y N'/# pero lejos de cualquiera
de los dos extremod ([4]). Ries€l([9]) sugiere torkaromo un mdultiplo de 100.

EJEMPLO 1.16 SeanN = 3968039, f(x) = x> — 1 y X = 2. Luego, tomanddk = 30
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30
Qso:ﬂlzj (modN) = 3105033, MCD(Qzo,N) = 1
Qoo = |Jzi (modN) = 782878,  MCD(Qgeo,N) = 1987
j=31

El algoritmo que vamos a describir aqui es otra variante del algoritmo de Erent ([5]) que
es mas sencillo de implementar.

Se calcula MCDX; — xj,N) parai =0,1,3,7,15,...y j=i+1,..,2i+1 hasta que, o
Xi = Xj (modN) (en este caso se debe escoger @irthiferente o unxy diferente) o que un
factor no trivial deN sea encontrado.

Observe que si = 2K— 1 entoncesj = 2i+1 = 251 — 1, es decir el Gltimoj seré el
‘nuevo’ i. Por tanto, en el algoritmo actualizamgsal final delFor, haciendo la asig-
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nacionx = Xpi+1 = Xj.

Algoritmo 1.4: Método rho de Pollard (variante de R. Brent)

Entrada: Ne N, f, xg
Resultado: Un factorp de N o mensaje de falla.

salir=false;
k=0;
Xi = Xo,
while salir=falsedo
i=2k—1;
for j=i+1,i+2,...,2i+1do
Xj = f(Xo) (modN);
if x =x; then
salir=true;
Imprimir “El método fallé. Reintentar cambiandoo X ”;
Exit For;

g=MCD(% —x},N);

if 1<g<N then
salir=true;
Imprimir N=N/g-g;
Exit For;

| X0 =Xj;

Xi = Xj,
| k++;

1.5.3 Implementacién en Java.

La implementacién sigue paso a paso el algoritmo.

import java.math.Biglnteger;
public class rhoPollard

{
rhoPollard () {}

public BigInteger f(BigInteger x)
{
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return x.multiply(x).add(BigInteger.ONE);//x"2+1

public void FactorPollard(BigInteger N)

{
int i, k;
BigInteger xi,xj;
BigInteger g = BigInteger.ONE;
BigInteger xO = new Biglnteger(""+2);;
boolean salir = false;

k = 0;
xi= x0;
xj= x0;
while(salir==false)
{ i=(int) (Math.pow(2,k)-1);
for(int j=i+1l; j<=2%i+1l; j++)
{
xj=f (x0) .mod (N) ;
if (xi.compareTo(xj)==0)//si son iguales
{salir=true;
System.out.print ("Fallo"+"\n\n");
break;
}
g= N.gcd(xi.subtract(xj));
if (g.compareTo(BigInteger.ONE)==1 &% g.compareTo(N)==-1)//1<g<N
{salir=true;
System.out.print ("Factor = "+g+"\n\n");
break;
}
x0=xj;
}
xi=xj;
k++;
}
System.out.print(N+" = "+g+" . "+N.divide(g)+"\n\n");
}

public static void main(String[] args)
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{
System.out.print ("\n\n");
rhoPollard obj = new rhoPollard();
BigInteger N = new BigInteger("39680399966886876527") ;
obj.FactorPollard(N);
System.out.print ("\n\n");
}
Y/

Seria bueno implementar una variante con el prod@gte- |‘|'j‘:1 zj (modN).

1.5.4 Complejidad.

En el método de Pollard-Brent,1 = f(X) (modN) entonces, sif entra en un ciclo, se
mantiene en este ciclo. Esto es asi pue(si) = x; = f(xy1) = f(f(x)) = f(x)) =

Xj+]_.

Sia#0,—2, se ha establecido de manera empirica (aunque no ha sido probado todavia),

gque esta es una sucesion de numeros suficientemente aleatoria que se vuelve periddica
después de unaS(,/p) pasos.

Lo de que se vuelva periodica, en algo parecid®@/p) pasos, es facil de entender

si consideramos gdroblema del cumpleafigsbirthday problem”): ¢ Cuantas personas se
necesita seleccionar, de manera aleatoria, de tal manera que la probabilidad de que al menos
dos de ellas cumplan afios el mismo dia, exceda 1/27?

Sitomamos+ 1 objetos (con reemplazo) d¢ la probabilidad de queean diferentess

1 2 n
Pr(n) = (1 N> <1 N) (17 N)
Puesto que Irf{— x) > —Xx, si x es suficientemente pequefio,

1 n %nz
InP S Sk~ -2
nPr(n) > N kzl N

Por tanto, para estar seguros qgn) < 1/2 necesitamos

n>+vN-v2In2 ~ 1.1774VN.
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Ahora, si no tomamos en cuenta que los afios tienen distinto nimero de dias (digamos
que son deN = 365 dias) y que hay meses en que hay mas nacimientos que otros, el
razonamiento anterior dice que si en un cuartoimay23 personas, la probabilidad de que

al menos dos coincidan en su fecha de nacimiento es mas grande que 1/2.

Ahora bien, ¢ qué tan grande debelsele tal manera que al menos dos enteros, escogidos
de manera aleatoria, sean congruentes (p)axbn probabilidad mayor que 1/2?

Bueno, en este cadd = p y k debe cumplir

1 2 k—1 1
Priy=(1-=)(1-2).. (1-52) <2
0= (15) (15) - (-57) <
1k—l
Asi, InPr(k) = 5 > i = Prk ~e Kk=1/2p | yego,Pr(k) ~1/2 sik~ /2pIn2~

=1
1.18,/p.
Bien, siN = p-m con p primoy p < /N y seleccionamos de manera aleatoria algo mas
de ,/p enterosx; entonces la probabilidad de que = xj (modp) coni # j, es mayor
que 1/2.

16 Pruebas de Primalidad.

1.6.1 Introduccién.

Para decidir si un nimene pequefio es primo, podemos usar el método de ensayo y error
para verificar que no tiene divisores primos inferioregia

Para un ndmero un poco mas grande, la estrategia usual es primero verificar si tiene divi-
sores primos pequefios, sino se usa el test para seudoprimos fuertes de Miller-Rabin con
unas pocas basgs (con p; primo) y usualmente se combina con el test de Lucas. Esta
manera de proceder decide de manera correcta si un nimero es primo o no, hasta cierta
cota 1#. Es decir, la combinacion de algoritmos decide de manera correnta 4io™

Sino, decide de manera correcta solamente con una alta probabilidad y cabe la (remota)
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posibilidad de declarar un nimero compuesto como primo.

Aqui solo vamos a tratar rapidamente la prueba de Miller-Rabin.

1.6.2 Prueba de primalidad de Miller Rabin.

Iniciamos con test de primalidad de Fermat, por razones histdricas. Esta prueba se basa el
el teorema,

Teorema 1.9 (Fermat)
Sea p primo. Si MCD4,p) =1 entonces & ! = 1(modp).

Este teorema nos dice quersies primo ya es un entero tal que 4 a < n—1, entonces
a" 1 = 1(modn).

Por tanto, para probar que es compuestdastaria encontrar £ a<n—1 tal que
a" 1 #£1(modn).

Definicion 1.2 Sea n compuesto. Un enteto< a < n— 1 para el que &1 #1(modn),
se llama “testigo de Fermat” para n.

Un testigo de Fermat pam seria un testigo de no-primalidad. De manera similar, un
ndmero 1< a<n-—1 para el quea™! = 1(modn), apoya la posibilidad de que sea
primo,

Definicion 1.3 Sea n un entero compuesto y sea a un entero para eltgah <n—1
y a"1 = 1(modn). Entonces se dice que n es un seudoprimo respecto a la bask a.
entero a se le llama un “embaucador de Fermat” para n.

Por ejemplo,n = 645=3-5-43 es un seudoprimo en base 2 pulst2= 1(modn).
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Es curioso que los seudoprimos en base 2 sean muy escasos. Por ejemplo, hay 882206716
primos inferiores a & 10'° y solo hay 19685 seudoprimos en base 2 inferiores 4@

Esto nos dice que la base 2 parece ser muy poco “embaucadora” en el sentido de que si
tomamos un nimero granaede manera aleatoria y si verificamos gqie2= 1(modn),

entonces es muy probable gnesea primo. También los seudoprimos en base 3 son muy
escasos y es altamente improbable que si tomamos un nimero grdedaanera aleato-

ria, este sea compuesto y que a la vez sea simultaneamente seudoprimo en base 2 y base
3.

Es decir, si un nimera pasa los dos test'2! = 1(modn) y 3! = 1(modn); es muy
probable que sea primo.

Sin embargo, hay enterescompuestos para los cual@s* = 1(modn) para todoa que
cumpla MCDg@,n) =1. A estos enteros se les llama ndmeros de Carmichael.

Por ejemplo,n=561=3-11-17 es ndmero de Carmichael. Aunque este conjunto de
nameros es infinito, son mas bien raros (poco densos). En los primeros 100000000 nameros
naturales hay 2051 seudoprimos en base 2 y solo 252 nimeros de Carmichael.

Nuestra situacion es esta: Es poco probable que un nUmero compuesto pase varios test de
“primalidad” a"! = 1(modn) excepto los nimeros de Carmichael, que son compuestos
y pasan todos estos test.

Hay otro test, llamado “test fuerte de seudo-primalidad en Basécual los nUmeros de
Carmichael no pasan. Ademas, si tomarkagimeros de manera aleatodg ay, ...,ax Y

si n pasa este test en cada una de las basgsodemos decir que la probabilidad de que
nos equivoquemos al declararcomo primo es menor que 19.4Por ejemplo, sk = 200

la probabilidad de que nos equivoquemose$0 120

Teorema 1.10 Sea n un primo impar y sea-nl = 2°r con r impar. Sea a un entero
tal que MCD@,n) = 1. Entonces, 0 'a= 1(modn) o &' = —1(modn) para algin
j7 0 < jS_ 1.

Con base en el teorema anterior, tenemos
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Definicién 1.4 Sea n impary compuestoy sea b= 25 con r impar. Sed <a<n-1.

(i) Si & #1( modn) y si 2 =#—1( modn) para0< j <s—1, entonces a es
llamado un testigo fuerte (de no-primalidad) de n.

(i) Sia =1( modn)ysi 2= —1( modn)para0< j<s—1, entonces n sedice
un seudoprimo fuerte en la base Al entero a se le llama “embaucador fuerte”.

Asi, un seudoprimo fuerte en basea es un nimero que actda como un primo en el sentido
del teorem&71.10.

Teorema 1.11 (Rabin)

. 1 .
Si n es un entero compuesto, a lo suTade todos los nimeros d <a<n-1, son
embaucadores fuertes de n.

Supongamos que tenemos un numero compuest@mamosk numeros{as,az, ...,ax}
de manera aleatoria y aplicamos el test fuerte de seudo-primalidacba cada uno de
de estas bases. Entonces, hay menos que un chance en cuatro degune sea testigo
de no-primalidad den, y menos que un chance en cuatro de ggeno sea testigo de
no-primalidad den, etc. Sin es primo, pasa el test para cualquéer. n. Si cadag; falla
en probar quen es compuesto, entonces la probabilidad de equivocarnos al degiregie

primo es inferior aﬂ.
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1.6.3 Algoritmo.

Algoritmo 1.5: Miller-Rabin
Entrada: n> 3 y un pardmetro de seguridad- 1.
Resultado: “nes primo” 0 “n es compuesto”.
Calculer y stal quen—1= 2%, r impar;
fori=1,2,...,t do
a=Random2,n—2);
y =a' (modn);
if y21yy#n—1then
=1
while j<s—1yy#n—-1do

y=y* (modn);

if y=1then

L return “Compuesto”;

j=i+1;
if y#n—1then
| return “Compuesto”;

return “Primo”;

El algoritmo[ L5 verifica si en cada baaese satisface la definicidn 1.4. En la lineas,
y=1, entoncesa?" = 1 (modn). Puesto que este es el caso cuaatlo' #+1 (mod
n) entonces es compuesto. Esto es asi pues?ss y?(modn) pero six #+y (modn),

entonces MCDX—y,n) es un factor no trivial d&. En la linea 12si y# n—1, entonces
a es un testigo fuerte de.

Si el algoritmd_1.b declara compuestsmantonces es definitivamente compuesto, por
el teorema 1.70. S es primo, es declarado primo. Bies compuesto, la probabilidad de
que el algoritmo lo declare primo es inferior a 1/4

El algoritmd L5 requiere, para— 1= 2/r conr impar, t(2+ j)Inn pasost es el nimero
de bases.

Una estrategia que se usa a veces es fijar las bases. Se toman como base algunos de los
primeros primos en vez de tomarlas de manera aleatoria. El resultado importante aqui es
este: Sipy, p2,..., Pt Son los primerod primos y siy; es el mas pequefio entero com-
puesto el cual es seudoprimo para todas las bpsg®, ..., p;, entonces el algoritmo de
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Miller-Rabin, con las baseps, pz, ..., pt, Siempre responde de manera correcta<iy.
Para 1<t < 8 tenemos

Wt

2047

1373653
25326001
3215031751
2152302898747
3474749660383
341550071728321
341550071728321

O~NOUTAWN R

1.6.4 Implementacion en Java.

Enlaclase BigInteger de Java yaviene implementado el métada modPow (BigInteger
r, BigInteger N) paracalculay=a" (modN). Paracalcular y s solo se divideN — 1
por dos hasta que el residuo sea diferente de cero.

En esta implementacion usamos los primeros ocho primos como bases. Asi el algoritmo
responde de manera totalmente correctd si 341550071728321.

import java.math.Biglnteger;
import java.util.*;

public class Miller_Rabin
{
public Miller_Rabin(){}

public boolean esPrimoMR(BigInteger N)

{
//n>3 e impar. Respuesta 100% segura si N <341 550 071 728 321
BigInteger N1 = N.subtract(BigInteger.ONE);//N-1
BigInteger DOS = new BigInteger("2");
int (] primo = {2,3,5,7,11,13,17,19};
int s = 0;
boolean esPrimo = true;

BigInteger a,r,y;
int Js
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//n-1 =2"s r
while(N1.remainder (D0OS) .compareTo(BigInteger.ZERD)==0)
{ N1=N1.divide(DOS);

s=s+1;
}
r = Ni;
N1 = N.subtract(BigInteger.ONE);

for(int i=0; i<=7; i++)

{
a = new BigInteger(""+primo[il);
y = a.modPow(r, N);
if( y.compareTo(BigInteger.ONE) !=0 && y.compareTo(N1)!=0)
{
j=1;
while(j<= s-1 && y.compareTo(N1)!=0 )
{
y = y.modPow(D0OS, N);
if (y.compareTo(BigInteger.ONE)==0) esPrimo=false;
jtts
¥
if (y.compareTo(N1) !=0) esPrimo = false;
}
}

return esPrimo;

public static void main(String[] args)

{

System.out.println("\n\n");
BigInteger N = new BigInteger("6658378974");
Miller_Rabin obj = new Miller_Rabin();

System.out.println(N+" es primo = "+obj.esPrimoMR(N)+"\n\n");

System.out.println("\n\n");
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Apéndice A
Notacion O grandey
algoritmos.

En esta primera parte vamos a establecer algunos resultados que nos servirdn mas adelante
para hacer estimaciones que nos ayuden a analizar los algoritmos que nos ocupan. Como
vamos a hablar de algunos topicos de la teoria de nUmeros en términos de comportamiento
promedio, necesitamos establecer algunas ideas y teoremas antes de entrar a la parte algo-
ritmica.

A.1l Notacisn 0 grande

La notacionO grande se usa para comparar funciones “complicadas” con funciones mas
familiares.

Por ejemplo, en teoria analitica de nimeros, es frecuente ver el producto

(=3 (=3) (=5) - 0 (=)

p primo

Probabilidad, Nimeros Primos y Factorizacion de Enteros. Java y VBA&lter Mora F. 61
Derechos Reservad@s) 2009 Revista digital Matematica, Educacion e Internet (www.cidse.itcr.ac.cr/revistamate/)
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Este producto nos da una estimacion de la proporcién (o ded)stte enteros positivos
sin factores primos inferiores @ (en un conjunto{1,2,...,n}). Si x es muy grande, se
vuelve complicado calcular este producto porque no es facil obtener todos los primos que
uno quiera en un tiempo razonable. En vez de eso, tenemos la férmula de Mertens (1874)

|:| (1— ;) = lgg\;—ko(l/logz(x))

p primo

Esta formula dice que el producto es comparable a la funeidpilogx, con la cual nos
podemos sentir mas comodos. Aail’ ~ 0.561459 yO(l/IogZ(x)) , la estimacion del
“error” en esta comparacion, indica una funcién inferior a un multiplo died?(x) si x
es suficientemente grande.

Definicion A.1 Si h(x) > 0 para toda x> a, escribimos
f(x) =O(h(x)) siexiste C talque|f(x)| <Ch(x) paratoda x> a. (A.1)
Escribimos

f(x) =g(x)+0(h(x)
si existe C tal quéf(x) —g(x)| <Ch(x) siempre que % a

También podemos pensar en H@))” como una funcioén que es dominada poix) a
partir de alginx > a.

Definicion A.2 Si

- f(x)
Mo =1

decimos que f es asintéticamente igual a g conforme % y escribimos,

f(x) ~ g(x) conforme Xx— co
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En los siguientes ejemplos se exponen algunos resultados y algunos métodos que vamos a
usar mas adelante con la intencién de que las pruebas queden de tamafio aceptable.

EJEMPLO A1 Si h(x) > 0 para todax > a y si h es acotada, entoncéses O(1). En
particular serx) = O(1)

X
EJEMPLO A2 /X=0| —5—
VX (Inz(x))
Lo que hacemos es relaciongfx con Inx) usando (la expansion en serie d®) Sea
y=In(x). Luegoe’ = 5§ oy¥/k! > y*/41, asi que

24¢ >y* — In*(x) < 24x
—  In?(x)y/x < V24x
— VX< V24 X

In2(x)

EJEMPLO A3 Si n,d # 0¢€ N entonces[n/d] = n/d+ O(1). Aqui, [X| denota la parte
entera dex.

En efecto, por el algoritmo de la division, exi#te € Z talquen=k-d+r con 0<r < d
..n r n n—r
o también— = k+ —. Luego,{—} =k=——.

d d d d
Ahora, ’ [g} — g = é < 1 para cada > 0. Asi, tenemogn/d) =n/d + O(1), tomando
, T | . L 1
EJEMPLO A4 Aunque la serie armomcaz — es divergente, la funciom, = z — es
&k ek

muy Util en teoria analitica de niUmeros. La funcidn) cuenta cuantos divisores tiene
n n

Vamos a mostrar qu§ (k) =nH(n)+0(n) y entonces,z 1(k) = nin(n)+0O(n).
k=1 k=1

Primero, vamos a mostrar, usando argumentos geométricos, que existe una nimero real
llamadaconstante de Euler, tal que

Hn=1In(n)+y+0O(1/n).
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Prueba.Hay que mostrar quéC tal que 0< H,—In(n)—y< C-1/n paran > ngp.

Usando integral de Riemann,

n—ll n1
v - :/ Zdx+ Ep i.e. Ho1 = In(n)+Ex
& k 1 X

area =1/2

drea = 1/(n-1) N

y=1/x 1/nf—4--- e e——

(@) (b)

FiguraA.1 Comparando el areln(n) con la sumaHp.

Geométricamentd;l,_1 corresponde a la suma de las areas de los rectangulos desde
1 hastan y E, la sumade las areas de las porciones de los rectangulos sobre la curva

y=1/x

En el grafico(b) de la figurd/A.l vemos quE, < 1 paratodan > 1, asi queE, es
una funcion den, que se mantiene acotada y es creciente, por lo tanto esta funcién
tiene un limite, el cual vamos a denotar cprAsi, nIim E, =v. En particular, para

cadan fijo, y> E,.

Comoy— E, corresponde a la suma (infinita) de las areas de las regiones sombreadas
en la figurd A2, se establece la desigualdad
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1/n

FiguraA.2 y—Ep. de donde

0<y—(Hn-1—In(n)) <1/n.

Ahora restamos 1/a ambos lados para
hacer que aparezda,, tenemos

1
A >Hp—In(n)—y>0
gue era lo que queriamos demostrar.
Aunque en la demostracion se establéte— In(n) —y < 1/n, la estimacion del error

O(1/n) corresponde a una funcion dominada por un multiplo de Yé&amos ahora al-
gunos célculos que pretender evidenciar el significadode'n).

n Hn In(n) [Hh—In(n)—y| 1/n

170000| 12.62077232 12.62076938 2.941173680 6 5.88235294 106
180000| 12.67793057 12.67792779 2.777775200° % 5.55555555¢ 106
190000| 12.73199764 12.73199501 2.631576630 % 5.2631578% 106
200000| 12.78329081 12.78328831 2.49999%910 ¢ 5 x10°6

Observando las dos ultimas columnas se puede establecer una mejor estimacién del error

con 1 todavia mejor coré 1 I
2n” ) 2n 122"
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11
H | -
: n U A i P

100000| 12.090146129863427 12.090146129863427

150000| 12.495609571309556 12.495609571309554

200000| 12.783290810429621 12.783290810429623

También, de estas tablas se puede obtener la aproximpaeidh577216

n

n
Segundo, vamos a mostrar q% (k) =nH(n)+0(n) y que z 1(k) = nin(n)+0O(n).
k=1 k=1
Podemos poner(k) como una suma que corre sobre los divisorekda (k) = ;1.
dlk

Luego,

n n

ZT(k): z 1

k=1 k=1dlk

La idea es usar argumentos de divisibilidad para usar la expansion del dieniplo &I8. Si
entoncek = d-c < n. Esto nos dice que el conjunto de todos los divisores positivos de los
namerosk inferiores o iguales a, se puede describir como el conjunto de todos los pares
(c,d) con la propiedactd < n (por supuesto, se puede hacer una demostracion formal
probando la doble implicacion “<—=").

Ahora,cd <n <= d <n A c<n/d. Entonces podemos escribir,

n
(k) = 1= 1
kzl ( ) C[Cj%n dén cgzn/d

La suma Z 1 corre sobre los enteros positivos menores o igualefaigdeEsto nos da
c<n/d
[n/d] sumandos, i.e. Z 1=[n/d]. Finalmente, usando el ejemploA.3,

c<n/d
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o = 3y
5 (v/d+o)

dZ n/d + dz o(1)

= n; 1/d +; 0@1)

= nH,+0(n)

En los ejercicios se pide mostrar, usando la figura A.1,gye- log(n) +O(1). Usando
este hecho,

n

Z T(k) =nHy+0O(n) =n{In(n) +O(1)} + O(n) =nin(n) +O(n).
K=1

(Los pequenios detalles que faltan se completan en los ejercicios)

EJERCICIOS
A.l Probarque$ O(1) =0(n)

<n
A.2 Probar quenO(1) + O(n) =0(n)
A3 Usar lafigurdAll para probar qu, = log(n) +O(1).

A4 Probar que%og(n) =140(1/n)

A5 Probar que,/nH, = /nlog(n) +O(y/n)
A.6 Probar queH, —log(n) ~ vy
A.7 Probar queH, ~ log(n)
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A. 2 Estimacion de la complejidad computacional de un

algoritmo.

La teoria de la complejidad estudia la cantidad de pasos necesarios para resolver un
problema dado. Lo que nos interesa aqui es como el nUmero de pasos crece en funcion del
tamafio de la entrada (“input”), despreciando detalles de hardware.

Tiempo de corrida.

El tiempo de corrida de un algoritmo es, simplificando, el nimero de pasos que se ejecutan
al recibir una entrada de tamaifio Cada paso tiene un costa; distinto, pero hacemos
caso omiso de este hecho y solo contamos el nimero de pasos.

La complejidadT(n) de un algoritmo es el niUmero de pasos necesario para resolver
un problema de tamafio (input) Un algoritmo es de orden a lo sunggn) si existen
constantex y M tales que,

T(n)<cgn), Yyn>M

En este caso escribimdg(n) = O(g(n)). Esta definicion dice que esencialmefiteno
crece mas rapido qug El interés, por supuesto, funcionggjue crecimiento “lento”.

Clases de complejidad.

Las funcionesg usadas para medir complejidad computacional se dividen en diferentes
clases de complejidad.

Si un algoritmo es de orde®(Inn) tienecomplejidad logaritmicaEsto indica que es un
algoritmo muy eficiente pues si pasamos de un input de tamafiotro de tamafio 2rel
algoritmo hace pocos pasos adicionales pugn) < cln2n=cIn2 + clnn<c(1+Inn).

Otra importante clase de algoritmos, son los de or@éninn). Muchos algoritmos de
ordenamiento son de esta clase.

Los algoritmos de ordem(nk) se dicen deeomplejidad polinomialHay muchos algo-
ritmos importantes de orde@(n?), O(n%). Si el exponente es muy grande, el algoritmo
usualmente se vuelve ineficiente.



EJERCICIOS 69

Si g es exponencial, decimos que el algoritmo tieamplejidad exponenciadla mayoria
de estos algoritmos no son practicos.

EJEMPLO A5 e SiT(n)=n3+4 entonced (n) =0(n?) puesn®+4<cn’ sic> 1.

e SiT(n)=n°+4n+In(n)+5 entoncesT (n) = O(n°).

Para ver esto, solo es necesario observarrgugominaa los otros sumandos para
n suficientemente grande.

En particular,n® > In(n) si n > 1: Seah(n) =n®—In(n). Entoncesh’(n) =
5* —1/n>0 sin> 1 entonces es creciente. Luegb(n) > h(1) >0 sin> 1.

EJEMPLO A.6 Consideremos el siguiente fragmento de cédigo,

while (N > 1)

En este ejemplo, cada iteracién requiere una compard@i®n’ y una divisién‘N/2° .
Obviamos el costo de estas operaciones y contamos el nimero de pasos.

Silaentrada es un nimero reeéntonces la variabld almacenaralos valords,n/2,n/2% n/28, ...}
En elk—ésimo paso, la variabldl almacena el nimera/2¢! y el ciclo se detiene si

n/2-1 < 1, es decir, el ciclo se detiene en el momento guel > Ig(n). Asi que se

ejecutan aproximadamente 2hg&4-2 pasos para un input de “tamafio” Por lo tanto es

el tiempo de corrida €3 (n) =0O(Ig(n))

EJEMPLO A.7 En el siguiente codigo, contamos los ceros en un arregmtamanioN.

int count = 0;
for (int 1 = 0; i < N; i++)
if (ali] == 0) count++;\\
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Los pasos son

Declaracion de variables 2

Asignacion de variables 2

Comparacione$<N N+1
Comparaciones[i] == N

Accesos al arrag [] N

Incrementos <2N

Total AN+5<T(N)<5N+5

Observe que el incremenia+ se realizaN veces mientras que el incremertount++ se
realiza como maximdN veces (solo si el arreglo[] tiene todas las entradas nulas).

El tiempo de corrida €3 (n) =O(n).

EJEMPLO A.8 En el siguiente codigo, contamos las entrafiasj) tal queali] + a[j] = 0.
a[] es un arreglo de tamafié.

int count = 0;
for (int i = 0; i < N; i++)
for (int j = i+1; j < N; j++)
if (al[i]l + alj]l == 0) count++;

N
Para el conteo, usamos la identidi:l i =1/2N(N+1)
i=

Declaracion de variables N+2

Asignacion de variables N+2
Comparaciones<N, J<N 1/2N+1)(N+2)
Comparaciones[i] + al[j]l == 1/2N(N—-1)
Accesos al array [] N(N-1)

Incrementos (maximdi2, minimoNZ2 —N) < N2

5+N+3N?<T(N) <3N?+2N+5

El tiempo de corrida e$ (n) = O(n?)
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EJEMPLO A9 1. Sif,g:N — R*, muestre que Maxf{(n),g(n)} = O(f(n)+g(n)).
Solucion.

Hay que demostrar que existg M tal que Max{f (n),g(n)} <c-(f(n)+g(n)), vn>
M.

Por definicion de méaximo, M&¥{n),g(n)} < f(n)+g(n). Asi, la definicion de
O-grande se cumplepacc=1y M =1,

Max{ f(n),g(m)} < 1-(f(n)+g(n)) ¥n> 1.

2. Muestre que 21 = O(2") pero 2"+ O(2")
Solucion.
A.) Hay que demostrar que existey M tal que 2+1 <c-2" ¥Yn> M.
21 = 02" pues 2+1 <2.2" vn.

B.) Por contradiccion2?? # O(2") pues si 2" < ¢c2" — 2" < ¢ y esto no puede
ser pues 2 no es acotada superiormenté € creciente).

3. Muestre quef € O(g) no implica necesariamente qges O(f)
Solucién.
Un ejemplo es suficiente.

Por ejemplo,n = O(n?) pero n? # O(n) puesf(n) =n no es acotada.

4. Sif(n)>1ylgg(n)] > 1 entonces muestre quesE O(g) = Ig[f] € O(lg[a])
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Solucién.

Hay que demostrar que existey M tal que Igf(n) <ci-lgg(n), Vn> M.

fe O(g) = f(n)<cg(n), Yn>M. Luego, Igf(n)<lg(cg(n)) =Ig c+lg g(n)
por serlg una funcién creciente.

Como lgp(n)] >1 = Igc < Igc-lgg(n), entonces

lg f(n)<lgc+lgg(n) < (lgc+1)lgg(n), vn>M.

Asi que basta tomar; =g c+ 1 para que se cumpla la definicion @egrande.

5. Calcule el tiempo de corrida del siguiente programa

public class ThreeSum {

// retorna el n\’umero de distintos (i, j, k)

// tal que (ali] + a[j] + alk] == 0)
public static int count(int[] a) {
int N = a.length;
int cnt = 0;

for (int i = 0; 1 < N; i++)

for (int j = i+1; j < N; j++)
for (int k = j+1; k < N; k++)
if (ali] + alj]l + alk] == 0) cnt++;

return cnt;

3

Solucién.
Debemos contar los pasos que hace el programa.

El término dominante en el tiempo de corrida es la cantidadcdesas a la instruc-
cion‘if (ali] + a[j] + alk] == 0) cnt++;’. Contar este nUmero de accesos
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sera suficiente para establecer el tiempo de corrida.

En el conteo que sigue usamos las formulas

M 1
_Zi = SMM+1) (A.2)
v,
’ZiZ = FMM+1)@M+1). (A.3)

Para contar cuantas veces se ejecutef elel tercerfor, observemos que esié
solo se ejecuta (pasa el task N) si j <N —2, es decir, si <N-—3.

i j Veces que se ejecuta#t del 3erfor

N—-1
0 1toN > (N=K) =1+2+...+N-2
K=2
N-1
1 2 to N > (N-K)=1+2+..+N-3
K=3
N—-3 N-2 to N 1
N—-2 N-1to N No se ejecuta
Asi, elif del tercerfor se ejecuta
N N

Zz(l+2+...+N—j) = zz(l/Z(N—j)(N—jnLl)) por (A.2)
=

=
i2

- i(’z—(N+1/2)j+'\f+';)

3 N2
_ % _ N7 + g usando[(A.R) yI(A.B)
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Finalmente,T (n) = O(n3).

Nota: Otra forma de contar es observando que el programa recorre todos los tripletes,
con componentes distinta§, j,k) de un conjunto d&\ elementos (el arregla[1),
es decir,
N N® N2 N
=1/6N(N—1)(N-2) = — — =
(5) = /enm- N2 = -+ 5

Tamafio del input en teoria de nimeros.

El tamafio del “input” depende de la clase de problema que estemos analizando. En los

algoritmos de busqueda y ordenamiento el tamafio de la entrada es el nUmero de datos. En
teoria algoritmica de numeros, el tamafio de la entrada es el nUmero de digitos del nimero
de entrada y la complejidad se mide en términos de cantidad de operaciones de bits.

Nimero de digitos.
La representacion en babe= 2 de un enterm es (dx_1dk—2 - --do)2 donde

n=d 12+ 2224 +do2° d € {0,1}
EJEMPLO A.10 219 = 1024= (1000000000Q)

Si 21 < n< 2¢ entonces tienek digitos en basé = 2.

EJEMPLO A.11 210 < 210 < 211 3sin = 210 tiene 11 digitos en base 2.

27 =128<201< 256= 28 asin=201 tiene 8 digitos en base En efecto, 20k=
(110010013

El nimerok de digitos, en basb = 2, de un nimeron # 0 se puede calcular con la
formula

k= [logy|nf] +1= {Ilnngzn)q o
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EJEMPLO A.12 Sin= 210 entoncesk = [l0g,(21%)] +1=10+1=11

Si n=201 entonce& = [log,(201)] +1 = [7.65105.]+1=18

Recordemos que acostumbra usam™@n vez de log(n). En términos de “O—grande”,
el nimero de bits da es[Ig(n)] +1= O(lgn) =O(Inn). Se acostumbra decir “el nUmero
de bits den esO(Inn)".

La sumar dos nameros de tamafm IrequiereO(Inn) operaciones de bits y la multipli-
cacion y la divisionO(Inn)?.

Complejidad polinomial en teoria de nimeros

EJEMPLO A.13 e Supongamos que un nUmero se representa cofd bits, es decir,
B=lgn|+1 on=0(2°9M).

Si un algoritmo que recibe un enterp tiene complejidadO(n) en términos del
namero de operaciones aritméticantonces, si por cada operacién aritmética se
hacenO(Inn)? operaciones de bits, el algoritmo tiene complejidad

O(n) = O(n(nn)?)
- o(z'“”(|nn)2)

en términos de operaciones de bits.

Es decir, un algoritmo con complejidad polinomial en términos del nimero de op-

eraciones aritméticas, tiene complejidad exponencial en términos de operaciones de

bit.

e El algoritmo de Euclides para calcular MCDb) con a < b requiereO(Ina) op-

eraciones aritméticas (pues un teorema de Lamé (1844) establece que el nUmero de
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divisiones necesarias para calcular el M@Mm) es a lo sumo cinco veces el nimero

de digitos decimales da, es decir O(log,,a)). Esto corresponde &(Ina)® en
términos de operaciones de bits (asumiendo como antes que divisiones y multiplica-
ciones necesita®(Inn)? operaciones de bit).



Apéndice B
Implementaciones en VBA
para Excel.

B. 1 Introduccion.

Para hacer las implementaciones en VBA para Excel necesitamos Xnumbers, un comple-
mento (gratuito) para VBA y VB. Xnumbers nos permite manejar nimeros grandes de
hasta 200 digitos. XNumbers se puede obtener en
http://digilander.libero.it/foxes/SoftwareDownload.htm

Aqui usamos un “dll”, Xnumbers.d11. Para usarlo y hacer el cuaderno Excel portable,
debemos proceder como sigue,

1. Ponemo&numbers.d11 en al misma carpeta del cuaderno Excel,

2. En el editor de Visual Basic, hacemos una referencia (Herramientas-Referencias-
Examinar). Con esto ya podemos usar las funciones de este paquete.
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. Para hacer el cuaderno portable (para que funcione erugrRRC) insertamos un

mo&dulo enThisWorkBook Yy pegamos el cédigo

Option Explicit

Sub Installation_Procedure()

’ Installation Procedure

> v. 6/10/2004

Dim myTitle As String
myTitle = "XNUMBERS"
’Activate the error handler
On Error Resume Next

’Check if Excel allows to make changes to VBA project
Excel_Security_Check
If Err <> 0 Then GoTo Error_handler

’Remove old reference to this VBA project (if any)
VBA_Link_Remove "DLLXnumbers"

’Add the reference to this VBA project
VBA_Link_Add "xnumbers.dl1l"
If Err <> 0 Then GoTo Error_handler

’Check if the ActiveX works
ActiveX_test "xnumbers.dll"
If Err <> 0 Then
Err.Clear
’The activeX may be to register. Do it.
DLL_Register "xnumbers.dll"
If Err <> O Then GoTo Error_handler
MsgBox "Xnumbers.dll registering...", vbInformation
’Repeat the check
ActiveX_test "xnumbers.dll"
If Err <> O Then GoTo Error_handler
End If

Exit Sub
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Error_handler:
’Something has gone wrong. Show a message
MsgBox Err.Description, vbCritical, myTitle
Exit Sub

End Sub

Sub VBA_Link_Add(DLLname)
’Links a DLL library to an XLA project
Dim LibFile, Msg
LibFile = ThisWorkbook.Path & "\" & DLLname
If Dir(LibFile) <> "" Then
ThisWorkbook.VBProject.References.AddFromFile LibFile
Else
Msg = "Unable to find " & LibFile
Err.Raise vbObjectError + 513, , Msg
End If
End Sub

Sub VBA_Link_Remove(FileLinked)
’Removes the Links of a DLL library from a XLA project
On Error Resume Next
With ThisWorkbook.VBProject
.References.Remove .References(FileLinked)
End With
End Sub

Sub Excel_Security_Check()

’Shows a warning if Excel not allowes to change a XLA project
Dim Msg As String, myTitle As String

myTitle = "XNUMBERS addin"

If Excel_VBA_Protection Then

Msg = "Your Excel security restriction does not allow to install this addin."
Err.Raise vbObjectError + 513, , Msg

End If

End Sub

Private Function Excel_VBA_Protection() As Boolean
> Checks if Excel has the VBA protection. Returns true/false
Dim tmp
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On E

rror Resume Next

tmp = ThisWorkbook.VBProject.Name

If E

Else

End
End

Sub

> Checks if the Xnumbers ActiveX works

Dim
On E

Exit
Erro

End

rr <> 0 Then
Excel_VBA_Protection = True
Excel_VBA_Protection = False
If

Function

ActiveX_test (ActiveXname)

Msg, Xnum As New Xnumbers
rror GoTo Error_handler
With Xnum

End With
Sub
r_handler:

Msg = Err.Description & " <" & ActiveXname & ">"
3, , Msg

Err.Raise vbObjectError + 51
Sub

Private Sub DLL_Register(DLLname, Optional UnReg = False)

’Tries to register the Xnumbers ActiveX

Dim DLLfile, Msg, Save_path, cmd_line

Save_path = CurDir
Path_Change ThisWorkbook.Pat
If Dir(DLLname) <> "" Then
If UnReg = False Then

cmd_line = "REGSVR32 /s
Else

cmd_line = "REGSVR32 /u /s " + DLLname

End If
Shell cmd_line
Else
Msg = "Unable to find "
Err.Raise vbObjectError
End If
Path_Change Save_path

h

" + DLLname

& DLLfile

+ 513,

, Msg

’register silent

’unregister silent
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End Sub

Sub Path_Change (myPath)
’change global path (drive+path)
Dim myDrive
myDrive = Left(myPath, 1)
ChDrive myDrive
ChDir myPath
End Sub

———————— test routines ---—-—-—---—————-
Sub DLL_Register_test()

DLL_Register "xnumbers.dll"
End Sub

Sub DLL_UnRegister_test()
DLL_Register "xnumbers.dll", True
End Sub

Sub VBA_Link_Remove_test ()
VBA_Link_Remove "DLLXnumbers"
End Sub

Adicionalmente, debera permitir macros (nivel de proteccion bajo) y en el menud “Her-
ramientas - Opciones - Seguridad - Seguridad de Macros - Fuentes de Confianza” debera
habilitar la opcién “Confiar en el acceso a proyectos Visual Basic”.

Si usamos Excel, debemos tener el cuidado de leer e imprimir estos niUmeros en celdas con
formato de texto. Esta propiedad puede ser establecida desde el mismo cédigo VBA.

B.2 Algoritmos Basicos.

Para los algoritmos de este trabajo, necesitamos el MCD, calculo de residuos, potencias
mdbdulo m e inversos multiplicativos efl,. EI complemento XNumbers para VB y para
VBA para Excel, viene cogcd y xPowMod. El céalculo de residuos modulm se puede
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hacer conxPowMod. Los inversos requieren implementar el algoritmo extendido de Eu-
clides puesPowMod no permite potencias negativas.

B.2.1 Célculo de inversos multiplicativos en Zm

Seaac Zy. Si ay m son primos relativosa! existe. En este caso, existert tal
quesa+tm= 1. Usualmentes;t se calculam usando el algoritmo extendido de Euclides.
Luegoa ! =s mod m. El algoritmo es como sigue,

Algoritmo B.1: Inverso Multiplicativo modm.
Entrada: a€ Zn
Resultado: a-*modm, si existe.
Calcularx,t tal quexa+tm= MCD(a,m);
if MCD(a,m)> 1 then
| a~*modm no existe
else
| return s modm

Para hacer una implementacion en Excel, hacemos un cuaderno con el ralmera
celdaA10. Imprimos en la celda12. EIl médulo lo leemos en la celda 2.

A

a Inversao Multiplicativo

=] a

10 [ 45325662562564257 6257 275685484554485
11 m {médulo) a
12 31 17

’BOTON

Private Sub CommandButton2_Click()
Call invMult

End Sub

’Necesitamos una funci\’on signo
Function MPSgn(x)

Dim MP As New Xnumbers

Dim salida

salida =1
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If MP.xComp(x) = 1 Then
salida = 1
Else: salida = -1

End If

MPSgn = salida

End Function

Sub invMult ()

Dim MP As New Xnumbers

Dim a, m, ¢, c1, d, d1, d2, q, r, x, t
MP.DigitsMax = 100

’Entran a y m, sale a”-1 mod m

a Cells(10, 1)

m Cells(12, 1)

’algoritmo extendido de Euclides

¢ = MP.xAbs(a)

d = MP.xAbs(m)

cl = "q1"
d1 = "o"
c2 = "o"
a2 = "1

While MP.xComp(d) <> 0

q = MP.xDivInt(c, d)

r = MP.xSub(c, MP.xMult(q, 4))
rl = MP.xSub(cl, MP.xMult(q, d41))
r2 = MP.xSub(c2, MP.xMult(q, d2))

c =d
cl =d1
c2 = d2
d =r1
di =r1
d2 = r2
Wend

x = MP.xDivInt(cl, MPSgn(a) * MPSgn(c))
Cells(12, 2).NumberFormat = "@" ’pasar a formato texto
If mcd > 1 Then

83
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Cells(12, 2)
Else: Cells(12, 2)
End If

Set MP = Nothing ’destruir el objeto.

End Sub

B.2.2  Algoritmo rho de Pollard.

"Inverso no existe"
MP.xPowMod(x, 1, m)

’Escribe el n\’umero

El nameroN queremos factorizar, lo leemos en la celda (en formato tegto) a factor-

izacion la imprimimos en la celdzs

rho Pollard

3
4
&
b [ 45326662562664 2676257 27 5605484554455

La subrutina VBA es

’BOTON

Private Sub CommandButtoni_Click()
Call rhoPollard

End Sub

Sub rhoPollard()

Dim MP As New Xnumbers

Dim salir As Boolean

Dim n, nc, i, k, xj, x0, g

MP.DigitsMax = 100
n = Cells(6, 1)
k=0

x0 = 2

xi = x0

salir = False

While salir = False

= & 7 H0B513251251268515251 4551 37096916857
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i=2"k-1
For j=1+1To2xx1i+1
xj = MP.xPowMod(MP.xSub(MP.xPow(x0, 2), 1), 1, n) ’x"2-1
If MP.xComp(xi, xj) = O Then
salir = True
Cells(6, 2) =" EIl m\’etodo fall\’o, cambie f o x0"
Exit For
End If
g = MP.xAbs(MP.xGCD(MP.xSub(xi, xj), n)) ’MCD(xi-xj,n)
If MP.xComp(1l, g) = -1 And MP.xComp(g, n) = -1 Then
salir = True
Cells(6, 2).NumberFormat = "@" ’los XNumbers son texto
Cells(6, 2) =" ="+ g+ " x " + MP.xDivInt(n, g)
Exit For
End If
x0 = xj
Next j
xi = xj
k=k +1
Wend
Set MP = Nothing
End Sub
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