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El objetivo de este libro es la visualizacién interactiva en 2D y en 3D. La mayoria de los gréficos, vienen con una
liga a una aplicacién, llamada usualmente “demostracién” (aplicacion interactiva), que se corre con Wolfram
CDFPlayer (libre). Las “aplicaciones interactivas” son un archivo .cdf que se ejecuta con WOLFRAM CDFPLA-
YER y requieren haber instalado en la computadora esta aplicacion WOLFRAM CDFPLAYER. La aplicacién es
gratuita. Esta es una nueva edicién donde se ha optimizado las aplicaciones cdf y se han agregado dos capitulos:
Vectores, Rectas y Planos (y también coordenadas polares), Parametrizacion y Funciones Vectoriales. Muchos de
los ejemplos y ejercicios de este libro han aparecido en exdimenes, en el curso de Célculo Superior del Instituto
Tecnolégico de Costa Rica.

El lector puede visualizar la teoria y muchos de los ejemplos, e interactuar con las figuras en la aplicacion
interactiva, usando el ratén. La idea es visualizar no solo el espacio tridimensional, también poder entrenar
en visualizar cortes de superficies, intersecciones y proyecciones de una superficie o un sélido, en algunos de
los planos XY, XZ o YZ. Este conocimiento se aplica después en el calculo de integrales dobles, triples, de
linea y de superficie. Varias aplicaciones interactivas se usan para visualizar la dindmica de una definicién
o un teorema y su alcance y significado. Como es conocido, la visualizacién interactiva funciona bien como
complemento y requiere “narrativa” por parte del profesor, para obtener buenos resultados en la ensefianza.
También es deseable ejercicios de verbalizacién, en algunas actividades, por parte del estudiante

Este libro tiene dos opciones: Con la “opcién 17, el libro viene con un folder CSCDF con las aplicaciones interactivas cdf. Con la “opcién

2” el libro solo es un pdf con ligas a Internet (la liga descarga la aplicacién interactiva desde Internet, y el CDFPlayer la ejecuta).
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1.1

Muchas de los teoremas del calculo en varias variables requieren la nocién de vector y los calculos basicos con
vectores. Este capitulo es un resumen de la obra "Vizualizacién interactiva. Vectores Rectas y Planos" [22].

Vectores

Puntos. A partir de la representaciéon de R, como una recta numérica, los elementos (a,b) € R? se asocian
con puntos de un plano definido por dos rectas perpendiculares que al mismo tiempo definen un sistema de
coordenadas rectangulares donde la interseccon representa al origen de coordenadas (0, 0) y cada par ordenado
(a, b) se asocia con un punto de coordenada a en la recta horizontal (eje X) y la coordenada b en la recta vertical
(eje Y). Analégamente, los puntos (a, b, c) € R3 se asocian con puntos en el espacio tridimensional definido con
tres rectas mutuamente perpendiculares. Estas rectas forman los ejes del sistema de coordenadas rectangulares

(ejes X, Yy Z).

Seleccione y arrastre el punto P (verde) Wolfram CDF Player
Puntos en 2D Puntos en 3D {2‘\‘
P
Zpe--- *
1
1
i
L
4 2 2 1.5
P
2 \ /
4L

LR AN

Figura 1.1: Un punto P en dos y en tres dimensiones
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Vectores. En fisica, la velocidad y direccién de un flujo en un punto puede estar representada por una flecha.
La longitud de la flecha representa la velocidad del flujo en ese punto y la orientacién de la flecha indica la
direccién del movimiento en ese punto. A estas flechas se les llaman vectores. En general, los “vectores” son
simplemente los elementos de conjuntos mds generales llamados “espacios vectoriales”.

Los conjuntos R, R?,IR3,...,R™ se pueden ver como conjuntos de puntos tanto como conjuntos de vectores.
Recordemos que

o R?={(vi,v,) talque vi,v; € R}

o R3={(vi,v,v3) talque vi,vp,v3€ R}

e R" = {(vl,vz,...,vn) tal que vi,v2,..,vn € R}
Notacion. Los puntos se denotan con las letras maytsculas, P, Q, R etc. mientras que los vectores se denotan
como U, V, W... o también como u, v, w. El vector nulo en R™ se denota con 0 = (0,0, ...,0). A veces conside-
ramos los vectores que van desde el origen O = (0,0, ...,0) hasta el punto P, en este caso escribimos OP. Los

vectores que van desde el punto P; hasta el punto P, los denotamos con P1P,. En el contexto de los vectores,
los ntimeros reales serdn llamados escalares y se denotardn con letras mintsculas cursivas tales como «, 3, k, etc.

Algunos célculos requieren combinar las notaciones de puntos y vectores porque lo que se requiere es usar
solamente las coordenadas.

Seleccione y arrastre el vector 7 oelpunto P (verde) Wolfram CDF Player
4

“
V/a

Punto y vector en 2D Punto y vector en 3D

<
v

Figura 1.2: Un punto P y un vector v, en dos y en tres dimensiones

Traslacion. Muchas veces necesitamos hacer traslaciones de un vector v hasta el punto P. La traslaciéon de v
conserva de su magnitud y su direccién y su cola estd en el punto P mientras que la punta estd en el punto
P+v.
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i Wolfram CDF Player

Traslpcion

\P

‘\' } ,

Figura 1.3: Traslacién de un vector v a un punto P

=|

1.2 Operaciones Basicas

Igualdad. Dos vectores son iguales si tienen, en el mismo orden, los mismos componentes.

Definiciéon 1.1 (Igualdad).

Siv=(vi,Vp,..,Vn) YW= (W, Wy,..,wyn) € R™, entonces v=wsiysolosivi =wj, vz =Wy, ..., vp =
Wn. En particular, siv, w € R3, entonces v = w si ysolosivy =wy, vo =Wy, V3 =ws. I

Seav=(1,3,3) y w=(3,1,3) , entonces v # w.

Suma y resta. En un vector cada componente se inter- A
preta como un desplazamiento en la direccion del eje i
respectivo, si v = (v1,v2) y w = (w1, w,) entonces
el vector suma tiene como primera componente la
suma de los desplazamientos en en el eje X, es decir,
v1 +wyp y como segunda componente la suma de los
desplazamientos en en el eje Y, es decir, vo + wy. Asi
V+ W= (v + Wi, vo +Wwp). .

W l)l
Es natural definir la suma y resta de vectores en R™ como una suma o resta, componente a componente.
Definicién 1.2 (Suma).

Siv = (vi,V2, ..., Vn) YW = (W, Wy, ..., Wy ) € R", entonces v+ w = (v + Wy, v2 + Wy, ..., vy + Wy ). En
particular, siv = (v1,v2,v3), W= (w1, Wy, W3) € R3, entonces v+ w = (V1 + W1, Vo + Wa, v3 + W3) I


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/
https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/Libros/LibrosCDF/CSCDF/cdfAVCap1-1.2VectoresTraslacion.cdf
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Seleccione y arrastre los vectores v y W (verdes) Wolfram CDF Player
4

Pz, A\
A // )
141 v+ X
U2 \\\ i
\
\
. \
wy w \
) vy
wy 41 "
v

Figura 1.4: Suma de vectores

Definicién 1.3 (Resta).

Siv=(vi,V2,...,Vvn) YW = (W, Wy, ..., W) € R", entonces v—w = (vi —Wy,V2 — Wy, ..., Vvn —Wp ). En
particular, siv = (vi,v2,v3) € R3 YW = (W1, Wy, W3) € R3, entonces v —w = (Vi — W1, V2 — W, V3 — W3) I

—

Seleccione y arrastre los vectores v y w Wolfram CDF Player

Resta de vectores en 2D Resta de vectores en 3D 7/“;

A

4 2 2 -
2t
V-w
~al w
X %
Figura 1.5: Resta de vectores
a.) Seav=(1,3,4) yw=(3,1,4), entonces b.) Seav = (1,3,4) yw = (3,1,4) , entonces

v+w=(1+3,3+1,4+4)=(4,4,8) v-w=(-220) y w—v=(2,-20).
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- >
V- W (traslacion)

—
V

Definicion 1.4 (Vector desplazamiento)
Dados dos puntos P = (p1,P2,P3), Q = (q1,92,93) € R3, el vector de desplazamiento de P a Q es
PQ =0Q —OP = (q1 —p1,92 — P2, 43 — P3) I

Formalmente es un vector anclado en el origen, pero también usamos la traslacién del vector, desde P hasta Q.

Seleccione y arrastre los vectores los puntos verdes ~ Wolfram CDF Player

Vector de despl azan ento Z;N

PG = 00— 0P PQ = 00— 0P

-4 R
X %

Figura 1.6: Vector desplazamiento de P a Q
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Ejemplo 1.3

Sea P=(0,3,1), Q=1(1,2,4) y R=(10,1,6). Entonces

OR = OP + PQ + QR.

Paralelogramos. Dados tres puntos no colineales P, Q, R € R3, podemos construir un paralelogramo con tres
de sus vértices en estos puntos y determinamos un cuarto punto usando suma, resta y traslacion de vectores.
En efecto, si consideramos los vectores PQ y PR entonces el cuarto vértice S cumple

PS =PQ + PR

es decir, el cuarto vértice S seria
S=Q—-P+R—-P+P=Q+R-P

Seleccione y arrastre los puntos P, Q o R

Detalles del paralelogramo M Wolfram CDF Player

I
P=(0,0512), Q=(-1.2.1.), R=(1.15% };}/’

Figura 1.7: Paralelogramo de vértices P, Q,RyS=Q +R—P

Ejemplo 1.4

Sea P =(1,2,-1),Q =(1,4,3) y R=(1,—1,5). Nos interesa determinar un punto S de manera que
PQRS sea un paralelogramo. Si se considera el paralelogramo con lados PQ y PR unidos por el vértice
P, por la interpretacién de la suma, el vértice opuesto a P, que es el vértice que denominamos como S,
cumple con la igualdad:

PS =PQ + PR,



https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/
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esdecir, S=Q—P+R—-—P+P=(0,2,4)+(0,-3,6) +(1,2,—1) =(1,1,9)
|

Multiplicacion por un escalar. Un escalamiento de un vector, por un factor k € R, se logra multiplicando cada
componente por el mismo ntimero real k

Definicion 1.5 (Multiplicaciéon por un escalar).

Consideremos el vector v = (vq, V2, ..., vn) € R™ y el escalar k € R, entonces kv = (kv,kvy, ..., kvyn). En
particular, siv = (vi,Vvp,v3) € R3 y el escalar k € R, entonces kv = (kvq, kvp, kvs) I

Seleccione y arrastre el vector 7(verde)o el deslizador para A Wolfram CDF Player

4
Escal amiento (arrastre para escalar el vector) J
5
-3 -2 -1 - 1 - 2 3 A
Escal ar un vector en 2D Escal ar un vector en 3D
— 3 — 3
2 2
A
7z
2t
IV
v
-4 2 2 3 ]
-2} /
v
-4l
| i
)
Figura 1.8: Escalamiento de v
2v = (2,6,8)
Seav = (1,3,4) entonces
1y, — (13 4
v = (333)

Vector unitario. Un vector v es unitario si longitud es 1
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Ejemplo 1.6 (Vectores unitarios i, j, y k)

Hay tres vectores unitarios muy usados:
y y

a) i=(1,0,0)
b.) §=(0,1,0)

c) k=1(0,0,1)

Cualquier vector de R3 se puede escribir como una combinacion lineal de estos tres vectores:

(a,b,c) =a i—l—bj—i—cf(

|
Ejemplo 1.7 (Combinacion lineal de dos o mads vectores)
Seau=(4,—-1,1),v=(0,05,3) y w=(0,3,0.5).
a)u+05v+w = (4,-1,1)4+10.5(0,05,3) + (0,3,0.5]
= (4,-1,1)+(0,3.25,2)
= (4,2.25,3)
bJu+tv+ sw = (4,—-1,1)+[t(0,0.5,3) +s(0,3,0.5]
= (4,-1,1)+ (0, 3s+0.5t, 0.5s+ 3t)
= (4, —1+4+3s+0.5t, 1+0.5s+3t)
)
v
W+ 05y +w
4 ____::::~ 05V +w
7"\ /////////////// wo o =Y
x &
[

1.3 Propiedades de los vectores

Las propiedades mas ttiles de los vectores, segtin lo que ha demostrado la experiencia, se enuncian en el
siguiente teorema,
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Teorema 1.1 (Propiedades de los vectores).
Siv,w,uc R"y «x, 3 € R entonces,

1.) Conmutatividad: v+w=w+v 5) lv=v

2.) Asociatividad: u+ (v+w) = (u+v)+w 6.) apfv=oc(pv)

3.) 0 es el elemento neutro:v+0=v 7) a(v+wW)=av+ oaw
4.) Inversos aditivos: v+ —v =0 8) (x+B)v=av+pv

1.4 Producto punto y norma.

El producto punto (o escalar) es una operacioén entre vectores que devuelve un escalar. Esta operacién es
introducida para expresar algebraicamente la idea geométrica de magnitud y dngulo entre vectores.

Definicién 1.6 (Producto punto o interior).
Siv = (v1,Vv2,...,Vn), W= (W1, Wy, .., Wn) € R™ entonces el producto punto (o escalar) v - w se define de

la siguiente manera,
V- W=V] - W] + Vo -Wr+..+Vv, -Wn €R

En particular, si v = (vq,v2,v3), W = (w1, Wp, w3) € R3, entonces v-wW =vy - Wi + Vo - Wy +v3-w3 € R I

Ejemplo 1.8

a.) Seanv = (—1,3,4) y w= (1,0, V2) entonces
vow = —1-143-04+4-V2 = 421

b.) Seau = (a,b,c) entonces
u-u = a>+b2+¢2

De aqui se deduce queu-u > 0y que u-u =0 solamente si u = 0.

Ejemplo 1.9

Sea A =(2,—1,1), B=(-1,1,0) y el vector a = (3, —2,3). Entonces,

Cdlculo en Varias Variables. Visualizacién Interactiva. Walter Mora F.
Derechos Reservados © 2022 Revista digital Matemética, Educacion e Internet (https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/)
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Si b=AB=(-1,1,0)—(2,—1,1) = (-3,2,—1)

!

Propiedades del producto punto. En los cdlculos que usan el producto punto es frecuente invocar las propieda-
des que se enuncian en el teorema que sigue. También, el producto punto se generaliza como el producto interno
(en contraposicion con el producto exterior). Las propiedades que permanecen en esta generalizacion son,

Teorema 1.2 (Propiedades del producto punto).
Consideremos los vectores v, w,u € R™ y « € R, entonces

1.) v-v>0si v # 0 (el producto punto es definido positivo)
2) V- W=W:-V

3)u-(v+w)=u-v+u-w

4) (av) -w=0a(v-w)

Ejemplo 1.10

Es claro que si se cumple la igualdad u - v = u - w no es valido afirmar que v = w. Consideremos un
contraejemplo con vectores en R3; siendou = (4,—1,2), v=(1,2,—1) yw=1(0,21).

u-v=(4,-12)-(1,2,-1)=0
pero V#EW
u-w=(4-12)-(0,2,1)=0

Norma (Euclidiana). La norma define la longitud de un vector desde el punto de vista de la geometria euclideana
usual

Definicién 1.7 (Norma).
Siv = (vi,v2,..,vn) € R™ entonces la norma de este vector se denota |[v|]| y se define de la siguiente
manera,

V]| = Vv -v= v%—i—v%—i—...—i—v%

En particular, si w = (wq,w;) € R? y v=(v,v,V3) € R3,

wll = vw-w = /w2 +w3

Ml = Vv = M2 433 +2 I
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. —>
Seleccione y arrastre el vector V

|7]| = 27 Wolfram CDF Player
A J
I v
]
I N
N
L L L L , L L L >

Figura 1.9: Norma de v

Observemos que
o v.v=|v|P

e Ladistanciade A a B esd(A,B) =|B—A|

e |Av]| = [Al|lv]] con A € R.

2
a.) Sea w = (1,0,v/2) entonces |lw| = \/12 +02+ (\@) =3

b.) Ladistanciade A = (x,y,z) a B=(1,-3,2) es [[B— Al =+/(x—1)2+ (y +3)2+ (z—2)?

Teorema 1.3 (Propiedades de la norma).
Consideremos los vectores v,w € R™ y o« € R, entonces,

a.) [vil>0 vy |lv=0 siysélosi v=0
b.) [lecv]| = |od[[V|
c.) |Iv+wl < [lvl| + [[w]] (desigualdad triangular)

d.) [v-w| <||v]||/[w] (desigualdad de Cauchy-Schwarz)
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Definicién 1.8 (Vector unitario).
Un vector v se dice unitario si su norma es 1. Es comtin escribir ¥ para indicar que este vector es unitario. I

e Si |[v]| # 0 entonces es unitario pues [[v]| =

: il =
4l (VI (vl
e Elvector w = (cos 6,sin 0) es unitario para todo 6 € R, pues |[(cos6,sin0)|| = v/cos?0 + sen? 6 = 1.

a.) (Vectores unitarios) Sea w = (1,0, 2), entonces
Jll= ] < [l - 7=
[[wll [[w [[wll V5
b.) Sea w = (1,0,2) entonces ||—2w]| =2|w| =25
|
1.5 Angulo entre vectores.
Razonando en R®, a partir de la Ley de los cosenos
podemos establecer una relacién entre el producto
punto, normas y angulos, como se muestra a conti- Z{&
nuacion.
Ley de los cosenos. Si a,b y cson las longitudes de |w -7 |
los lados de un tridngulo arbitrario, se tiene la relacién = w
¢> = a®*+b% — 2ab cos O [kl 0/ |17
donde 0 es el dngulo entre los lados de longitud a y b.
X . .
= -
.& Y

Para visualizar esta ley usando vectores, consideremos Figura 1.10: Angulo entre dos vectores

el tridngulo determinado por los vectors v, w € R3,
como se muestra en la figura. Entonces

v —wl? = [[v]* + [[wl][* — 2||v]| [lw]lcos 6 (%)

ahora, puesto que
v —w[? = (v—w)-(v—w) = v+ [w]*—2v-w

entonces, despejando en (*) obtenemos
v-w = |v]|[lwl] cos ®

Cdlculo en Varias Variables. Visualizacién Interactiva. Walter Mora F.
Derechos Reservados © 2022 Revista digital Matemaética, Educacion e Internet (https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/)
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Angulo entre vectores en R™. Si v, w € R™ son vectores no nulos, entonces usando la desigualdad de Cauchy-
Schwarz,

v-wl < [lv] Iwl

y, por la propiedad del valor absoluto x| < k <= —k < x < k para un namero k > 0, obtenemos
—[villiwll < v-w < [|vI[[[wl]

y entonces

V-W
1< — < L.
vl lwll

Por tanto, se puede garantizar que para v,w € R™ vectores no nulos, siempre es posible encontrar un tinico
0 € [0, ] tal que v - w = ||v|||lw]| cos 6. Formalmente,

Definicion 1.9
Siv,w € R™ son vectores no nulos, el angulo entre v y w, denotado <v, w, es el tinico 6 € [0, 7] tal que

vl lwll

. VW
v-w = ||v]||lw]| cos®, ie. © =arccos () I

X — —
Seleccione y arrastre los vectores V y W

J V,wWa1.22 Wolfram CDF Player
/'/\

)
.—,//

Figura 1.11: Angulo entre vectores

Dos vectores son ortogonales si al menos uno de ellos es nulo o si el dangulo entre ellos es 7/2

. . Tt . .
Observe que si v-w =0 entonces 6 = arccos | = | = =, es decir, v y w son perpendiculares!
[[v[] [Iwl] 2

Por ejemplo, si tenemos dos vectores no nulos v = (x,y) y w = (—y, x), estos vectores son perpendiculares
pues v-w =0, esdecir, 6 =m/2.
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Definicién 1.10 (Paralelismo y perpendicularidad)
Dos vectores no nulos u,v € R™

a.) son paralelossi<u,v=0 o <u,v =, esdeciru = Av paraalgin A € R.

b.) son perpendiculares si <u, v =7/2. Enestecasou-v = 0. I

Ejemplo 1.13

Sean w = (1,0,v2) y v=(=21, Vv2) entonces w y v
son ortogonales pues w-v=-2+2=0

||
Ejemplo 1.14
Sean w = (2,0,2) y v =(0,2,2) entonces el dngulo entre w 7
W y ves -
1 Y
0 = arc cos <2> =m/3;
pues,
V-W V-W 1 \
cos@=——— — 0 =arccos <> = arc cos <) X
(vl [[wl| [IvI|[wl| 2
%
||

Los cosenos directores de un vector no nulo, son las componentes de un vector unitario.

Sea w = OP = (wq, Wy, W3), sus cosenos directores son,

W2 w3
cos o = cosp=-—, cosy=-—

wi
[wll”

donde «, {3, v son los dngulos directores de w

[[wll [[wll

o angulo entre OP y la parte positiva del eje X

: angulo entre OP y la parte positiva del eje Y
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v: angulo entre OP y la parte positiva del eje Z

e Observe que en este caso, si w es unitario, entonces w = (cos &, cos 3, cosvy)

1.6 Proyeccioén ortogonal

Geométricamente lo que queremos es determinar el vector que se obtiene al proyec- v
tar ortogonalmente el vector v # 0 sobre el vector w. Si denotamos a este vector N
. . vV, =
con proy,, entonces, de acuerdo con la figura, se debe cumplir que +
-,
w
e v| = proy,, = tw, es decir, esta proyeccién es un multiplo de w (paralelo a w)
e v, =w-(v—tw) =0, esdecir, el vector resta es perpendicular a w
Entonces v se puede descomponer como la suma de sus componentes ortogonales v =v| + v
Ademas podemos deducir una férmula para la proyeccion:
v
rovyY = tw prOYW = tw
prOyw \' %
== — proy = w
WV W ow-w
w-v—w-tw = 0 t =
w-w

Seleccione y arrastre los vectores verdes

Proy’  Proy%[]
Y G Wolfram CDF Player
4
4

4

Figura 1.12: Proyeccién de v sobre w

Definicion 1.11 (Proyeccion ortogonal de v sobre w).
Siv,w e R™ con w # 0. Se llama proyeccién ortogonal de v sobre w al vector

<l
sl
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escalar

e Una interpretacion del producto punto: Tomando la norma H proy; H y despejando el producto punto,
obtenemos que

v-wl = | proyy || - Iwl

) A4 . o
Si ponemos A = H proy . H entonces, este producto punto es un escalamiento de w, es decir, “A veces la
longitud de w”.

e Componentes orfogonales (de una fuerza): Si 6 = <v,w con 0 € [0,71/2], entonces

v V-W
10 H = —— =||v|cos® pues cosO =
PROYwl = Tiwl] P VIl TFwll

V-W
[ ]

v w
e pro =||v|]|cos® ——. El escalar ||v||cos 0 se llama la componente de v respecto de w
proy p P

escalar

>
A\

<l

|| Flsen(6) j

—

- v W
||V||53n(9)ﬁ w
\' >
X o N W
||f‘>||cos(9) 1 [| V]| cos(6) =
Figura 1.13: F = ||F||cos(0) 1 + [|F|[sen(0)j Figura 1.14: Componentes ortogonales de v respecto a w

Sean v = (5,0,v/2) y W= (2,1,v/2) entonces

pmva _ w.vw:172(2,1,\/§):<24 12 12\@)

w-w 777

W WV 12
proy, = %Vv:ﬁ(&o,\[z) = (

60 0 12v2
27" 27
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v
proy_,
? w
T W N
y WJ_
-
»- Vv
S W—a x
proy_,
v
Figura 1.15: w Figura 1.16: v
igura 1.15: proy igura 1.16: proy .

Ejemplo 1.16

Consideremos un tridgngulo determinado por los puntos A, B, C € R3. Podemos calcular la altura y el 4rea
de la siguiente manera,

Sean v = AB, w = AC, entonces la altura es h = |lv — proyy, || . Luego, como la base mide ||w]|, entonces

N
u

Area — llwl| [|v ; proyy.||

Ejemplo 1.17

Sea A =(2,2,2), B=(1,1,0) y C=(0,2,2). Nos interesa Calcular el punto Q’ en el segmento BC tal
que el segmento AE sea la “altura” del triangulo AABC sobre este segmento.

Sean v = BA, w = BC, usando proyecciones observamos
que el punto buscado es

Q' =B + proyy,.

Q’ se puede obtener como la suma de los vectores Q y
proyy, o también, como la traslacién de proyy, al punto B.



https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

1.7 Producto Cruz en R? (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematicay/). 28

1.7 Producto Cruz en R?
El producto cruz entre dos vectores u, v € R?, es un vector que es simtltaneamente perpendicular a cada uno

de los vectores. Se usa la notacion u x v para este producto.

Definicion 1.12
Consideremos los vectores u = (1, up, uz) € R3 y v =(vi,v,V3) € R3. El producto cruz u x v se define

de la siguiente manera,
k I

u x v =(upvz — ugvp) i+ (uzvy — uyvz)j+ (wvy — upvy)

— —
Seleccione y arrastre los vectores V y W (verdes)

- —> — —
vV X W w X v
M o Wolfram CDF Player

Producto cruz j~'

=l

X %

Figura 1.17: Producto cruz

Un recurso nemotécnico es ver la férmula como la multiplicacién de las diagonales de un arreglo 3 x 3 (el
determinante de una matriz). En los productos de las diagonales que van de izquierda a derecha, se les debe

cambiar el signo.

Por ejemplo,
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4 = - -
i § kl1j
(5,0,v2) x (2,1,v/2) =|5 0 V215 0 =(0—+v2, 2v2-52,5-0)
2 1 V2]2 1

La posicién del vector v X w se puede establecer con la “regla de la mano derecha”,

{ *wa

Ejemplo 1.18

@5i i=(1,0,0), §=1(0,1,0) y k = (0,0,1); entonces
ixj=k jxk=1y kxi=j
@Sean u = (5,0,v2) yv:(2,1,\/§) entonces
1] k
uxv = |5 0 V2| = (—V2,-3V2,5)
2 1 V2
i) k
vxu = [2 1 V2| = (V2 3V2 -5
50 V2

Ejemplo 1.19

Dados los vectoresu =31—j+ k y v= 1+ j+ kse tiene que

>
—t
—t)

uxv=|3 —1 k|=(-2,-2,4)

1 1 1

Ademas, u x v es ortogonal a u y v. En efecto
(uxv)-u=(-2,-24)-(3,-1,1)=—6+2+4=0

(uxv)-v=(-2-24)-(1,1,1)=-2-2+4=0
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Ejemplo 1.20

Vamos a determinar un vector unitario y ortogonal a los vectores (2, —2,3) y (3, —3,2). Entonces

i ]k
w=|[2 -2 3|=(550 = [w]|=+v52+52=5V2

3 =3 2

Luego, si u es el vector que satisface ambas condiciones, se cumple que

Teorema 1.4 (Propiedades del producto cruz).
Consideremos los vectores u,v,w € R’ y « € R, entonces
1) v-(vxw)=0
2) w-(vxw)=0
3) |[Ivx wl?Z=|v|?|[w|? — (v-w)? (identidad de Lagrange)
4) vw = —(WXV)
5) ux (v+w) =uxv+uxw
6) U+ V)XW =UuXwW+VvXXWwW
7) a(vxw) = (av) Xxw = v X (aw)
8) vx0=0xv=0
9.) Si v y w son paralelos, entonces v x w = 0
—

e Observe que 10 tenemos una propiedad de asociatividad para el producto cruz.

Producto cruz y dngulo entre dos vectores. Como v - w = ||v||||lw]| cos® entonces, usando la identidad de
Lagrange,

v x wi? = VI [wl? — (v-w)? = VP IIwl*(1 —cos?8) = [lv x w|| = [[ul| |[v|]|sen 0
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Area. Consideremos un paralelogramo determinado por dos vectores
u, v € R?, como se ve en la figura de la derecha. De la igualdad de
Lagrange se puede deducir la férmula (de area): Si 0 es el angulo entre
estos vectores, el drea del paralelogramo es,

A = |lull lv][sin® = [fu x v|

Si u, v € R2, entonces podemos redefinir u, v como vectores en R3,
en el plano XY, es decir, u = (uy,u,0), v = (v1,v,0) € R3. De esta
manera, el drea del paralelograma generado por estos dos vectores es

u; up

[l(w1,u2,0) x (v1,v2,0)]| = ‘Det < )‘ = UV — Vil

Vi V2

Volumen. Consideremos un paralelepipedo en el espacio determinado por tres vectores no coplanares u, v, w €
R3, como se ve en la figura. El volumen del paralelepipedo es “4rea de la base x altura”. Como ya sabemos,
el drea de la base es el drea del paralelogramo generado por u y v, es decir, |[u x v||. La altura la calculamos
como la norma de la proyeccién de w sobre u x v. Entonces tenemos

v (ux v

Volumen = |lu x v|| Hproy:;v H = [ju x v|| [luxv|]| = |w-(uxv)| (1.1)

XV llu x v|?
— —
Seleccione y arrastre los vectores V y W (verdes)

Producto cruz Wolfram CDF Player

-

Figura 1.18: Volumen del paralelepipedo
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Esta formula se puede calcular como el determinante de la matriz A cuyas filas son los vectores u, vy w, en
cualquier orden. (Det(A) se interpreta como un volumen orientado).

v, = V =|w:(uxv)|=|Det(A)

El 4rea del tridngulo con vértices en P = (1, 3,0),
Q=(212)y R=(-3,1,3)es

Det| -1 2 2

IQP x QR[] | > 01 [ 110 15
2 o 2 - 2 2 = ¥
||
El volumen del paralelepipedo determinado por los vectores u = (1,3,-2), v=(2,1,4), w = (-3,1,6) es
1 3 -2
V =|w:(uxv)| = |Det 2 1 4 =80

-3 1 6

||

@ En general, dados n — 1 vectores en R™, es posible encontrar un vector perpendicular a todos los n —1
anteriores. Sin embargo no tenemos un producto cruz (que cumpla las propiedades del teorema 1.7 ) para dos
vectores de R?, R*, R?, etc. Si un “producto cruz” cumple las propiedades del teorema 1.7, solo podria existir
enen R!, R3 y R7 (ver [8]). El de R, es trivial solo el de R? es ttil, el de R” es patolégico.

Ejercicios
@ 1.7.1 Seanu = (1,2,1),v=(2,0,—1). Calculeu - v.

@ 1.7.2 Determine un vector v unitario en la direccién del vector (2,—1,1,3).
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1.8

@ 1.7.3 Hallar un vector unitario perpendicular a los vectoresu = (1,0,1) y v = (2,—-1,1).

@ 1.7.4 Demuestre que P = (—2,1,6),Q = (2,4,5) y R = (—1,—2,1) corresponden a los vértices de un tridngulo
rectangulo.

@ 1.7.5 Verifique que el tridngulo con vértices A = (2,3,—4), B = (3,1,2) y C = (7,0,1) es un tridngulo
rectdngulo. Calcule su 4rea.

@ 1.7.6 Demostrar que los vectores (cos 0,sen 0,0) y (—sen6, cos 6,0) son ortogonales.

\4
@ 1.7.7 Sean vy w vectores no nulos de R™. Encuentre el coseno del d&ngulo entre vy proy_. -

@ 1.7.8 Sean A = (1,1,1), B = (3,-1,1) y C = (7/3,-1/3,7/3). Verifique que el tridngulo AABC es
rectdngulo y calcule su 4rea.

@ 1.7.9 Determine el &ngulo que forma los vectoresu = (1,2, -3) yv=(-3,1,2).
@ 1.7.10 Dado el vector u = <\@, 1, 1) , hallar el angulo formado entre el vector u y el eje Y.

@ 1.7.11 Encuentre un vector unitario que forme un dngulo de 7t radianes con el eje X.

@ 1.7.12 Determine el drea de un tridngulo cuyos vértices estdn dados por los puntos

A=(1,11),B=(233),C=(322)

Rectas en R3.

Consideremos la recta L que pasa por Py por Q (P # Q). Esta recta es paralela al vector v = PQ, por lo tanto,
dado un punto R = (x,y,z) € L, se debe cumplir que

PR = tv, osea R—P = tv; teR

dedonde . = {(x,uy,z) € R® : (x,y,z) = OP + tv}. Escribimos L: (x,y,z) = P+t-vo también
L(t) =P+t v

—
Seleccioney arrastre el vector V , el punto P (verde)o el deslizador para [

Ecuaci 6n vectorial (parangétrica) de una recta

L: (x,y,2)=P+t-V Wolfram CDF Player
t RS 4
-2 -1 hd hd > ~'
I'n ;
X

=

Figura 1.19: Ecuacién vectorial de una recta
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Definicion 1.13 (Rectas).
Si L es una recta que pasa por los puntos distintos P = (p1,p2,p3), Q = (q1,92,93) ysiv = PQ,
entonces
a.) Una ecuacién vectorial de Les (x,y,z) = P+tv, te€R. A vecesescribimos L(t)= P+1t-v.
x(t) = p1+t-w
. . , ) t = t-v
b.) Despejandox, y y z obtenemos las ecuaciones parametricas de L : ylt) P2 2
z(t) = pst+t-vs
c.) Sicadav; # 0, despejando "t" obtenemos las ecuaciones simétricas de L:
L N B
Vi V2 V3 I

Recta que pasa por dos puntos. Sila recta L contiene a los puntos (distintos) P y Q, entonces una ecuaciéon
vectorial para L es L: (x,y,z) = P+ tPQ, t € R. La ecuacion de una recta no es tinica. Podemos escoger
dos puntos cualesquiera (distintos) de una recta y obtenemos ecuaciones equivalentes.

Seleccione y arrastre los puntos Py Q

Ver detalles [V] Wolfram CDF Player

A
Recta que pasa por dos puntos . /

L:(x,y,2) :P+IF7Q) conte€R

Figura 1.20: Recta que pasa por dos puntos
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Ejemplo 1.23

Consideremos la recta L que pasa por P = (1,3,2) y
Q = (2,1,4).Enestecasov = PQ = Q—P = (1,-2,2),
1
uego ,
- .
e Ecuacion vectorial: (x,y,z) = (1,3,2) +t(1,-2,2)

e Ecuaciones parametricas:

R
x(t) = 1+t 4
z(t) = 242t <

e Ecuaciones simétricas:

x—1 y-3 z—2
1 =2 2

Ejemplo 1.24

a.) Consideremos la recta L que pasa por P = (1,3,-2) y Q = (2,1,—2). En este caso
v=Q-P = (1,-2,0), luego

Ecuacién vectorial: L: (x,y,z) = (1,3,—2) +t(1,-2,0)

Ecuaciones pardmetricas:

x(t) = 1+t
z(t) = -2
e Ecuaciones simétricas:
x—1 oy -— 3 , — o
1 =27 a

b.) Consideremos la recta L; de ecuaciones simétricas,

x+1 y+2
= et —1
3 2 2

entonces L; va en la direcciondev = (3,2,1)
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Punto medio.

e Observe que el segmento que va de P a Q es el conjunto de puntos

{P+t(Q—P); tel01]}

e Enparticular,sit = %, obtenemos el punto medio del segmento

t=20
P+Q Figura 1.21: Punto medio

2

1
P+2(Q-P) =

Angulo, paralelismo y perpendicularidad. Consideremos dos rectas,
Li: (x,y,z) = P+tv, teR N Lp: (x,y,z) = Q+sw; seR
oL | L, siysolosi v || w
oL L Lsiysolosi v L w

e Eldngulo entre Ly y L, es el angulo entre vy w

. - —
Seleccione y arrastre los vectores V y W y los puntos Py 0]

Rectas Paralelas [ |  Rectas Perpendiculares [ | Wolfram CDF Player

Li:(x,y,z)= (1 0 1)+ ¢ (075 0., 1.5), Lp:(x,yz) = (-1 1, 1)+ ¢ (-0.275, 0., 0.962) j“

v

Figura 1.22: Angulo, paralelismo y perpendicularidad

Hallar una ecuacion vectorial de la recta que pasa por el punto P = (1,—2,4) y es paralela a la recta que
pasa por los puntos Q = (—5,7,0)yR = (6,-3,3)
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Solucién: Encontramos el vector director QR restando su extremo R de su origen Q
OR = (6+5,-3—-7,3—-0) = (11,-10,3)
Una ecuacion vectorial de la recta es

L: (x,y,z)=(1,—-2,4)+t-(11,-10,3)

|
1.9 Distancia de un punto a una recta
Seleccione y arrastre los vectores o los puntos verdes
Detalles [/ Wolfram CDF Player
Distancia del punto Q sobre a la recta L J
d(Q,L)=d(Q,Q)
Figura 1.23: Distancia de un punto a una recta.
Sea L unarecta, L: (x,y,z) = P+ tu. Queremos calcular la distancia minima de un punto Q a L y, también

el punto Q' € L en el que se alcanza este minimo. Por supuesto, la distancia minima es la longitud del segmento
perpendicular que va desde Q a L.

La distancia (minima) de Q alarecta L se puede calcular de varias maneras.

P
Usando proyecciones. La distancia minima de Q alarectaes || PQ — proyuQ | y esta distancia minima se

P
alcanzaen Q' = P+ proyuQ

Cdlculo en Varias Variables. Visualizacién Interactiva. Walter Mora F.
Derechos Reservados © 2022 Revista digital Matemaética, Educacion e Internet (https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/)
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Usando el area de un paralelogramo. Si P,R € L, el drea del paralelogramo determinado por estos tres puntos

es

P PR

A = basexh = [PR||-h = [[PQxPR|| — d(Q,L) = h = ”(ﬁl’?{H”

. B ) _[IPQ x |
omo podemos tomar R € L tal que |[PR|| = [[ul|, tenemos la férmula d(Q,L) = |[ull

Cdilculo algebraico. Como d(Q,L) = d(Q,Q’) con Q" = P+ tmu y como QQ’ L u, entonces

Q-Qlu=0 — (Q-P—tmuu =0 — tm:w

De aqui obtenemos que d(Q,L) = d(Q,Q’) con Q' = P+

Usando cdlculo diferencial. Podemos calcular la distancia d(Q, L) resolviendo un problema de optimizacién:

Minimizar f(t) = [|Q — Q’|> = |||Q —P —t- u||%. Derivando respecto a t obtenemos t = t,, igual que enel
péarrafo anterior.

Ejemplo 1.26

Sea Q = (2,2,5) y consideremoslarecta L: (x,y,z) = (2,0,1)+t-
(0,2,1). Para calcular la distancia de Q a L, tomamos P = (2,0,1) y
u = (0,2,1). para proyectar. La distanciade Q = (2,2,5) a L es

IPQ xul H (~6,0,0) H 6
[|ul| V5 V5
P 6 12 6
O también || PQ — proyuQ | = H (O,—S,S) H = 7
~aY
La distancia minima se alcanza en
PQ 16 13
Q = P+p1‘0yu = (2,,5> eL
Ejemplo 1.27
Determine la distancia del punto P = (1,3,4) a la recta
L:(xy,z) = (1,2,-1)+t(1,-2,1),teR
Solucion: Consideremos el punto Q = (1,2,—1) enlarectaL.El vectoru = QP = (1,3,4) —
(1,2,—1) = (0,1,5). Ahora determinamos el vector proyecciéon de QP = (0,1,5) sobre el vector

d =(1,-21)

P = |||d||2d B T+dr1 b= 5=l = (2’ 1’2)
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1.10

Entonces
QP 1 1\ (-1_9
QP_prOyu - (01 1/5) (2/ 1/ 2) - ( 2 /2/ 2)

Asi, la distancia del punto P a la recta L es

Ejercicios

@ 1.9.1 Considere las rectas Ls(t) = (1,1,1) +t(1,—1,1) y Lg(t) = (3,—1,1) +t(—1,1,2). ;Son estas rectas
ortogonales (perpendiculares)?

@ 1.9.2 Calcule la distancia del punto Q = (1,1,2) alarecta L(t): (2,3,2) +t(1,2,0).

@ 1.9.3 Hallar una ecuacion vectorial de la recta que pasa por el punto A = (1, —2,4) y es paralela a la recta

que pasa por los puntos B = (—5,7,0) y C=(6,-3,3).

-2 3 1
@ 1.9.4 Hallar la distancia entre el punto (—2,3,0) y la recta X 1= Y ;— _z + .

2
@ 1.9.5 Considerelarecta L1(t) = (1,1,1)+t(1,—1,1) . Determine dos rectas de ecuacién L, : (x,y,z) = P+tv
y L3 (x,y,z) = Q+tw tal que

a.) Ly y L3 estdn en el plano XY
b.) L, y L3 son perpendiculares
c.) Ly y L3 son perpendiculares a L;

Ecuacioén vectorial del plano

Una recta esta determinada por dos puntos distintos y un plano TT estd determinado por tres puntos P,Q,R €
R3, no colineales. Los vectores PQ y PR “generan el plano” y decimos que una ecuacion vectorial de TT es

M: (x,y,z) = P+tPQ+sPR; t,scR

Seleccioney arrastre los puntos P, 0 o R Wolfram CDF Player Seleccione y arrastre los puntos P, Q o R Wolfram CDF Player
P=(0.-0212), Q= (-1.121), R=( L.O.B.:ki/.‘ P=(0.-024.2), Q= (-1.1.21.), R=( 1..0.&‘1
IT: (x,y2)=P+ :PQ +sPR, st €R (0.2208)=P +1.(-1.1.4-0.2) +1.(1.1.~0.2)
4

Detalles [ | e s Detalles E
P 0 Parémetros
- L4 ! t ———
|
& ' s —0—
t L)
o |
= —— ! ; |
2 | ]
X X

Figura 1.24: Ecuacion vectorial 1T: (x,y,z) =P +t-v+s-w con v,w no paralelos.
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Ejemplo 1.28

Consideremos un plano IT que pasa por los puntos
no colineales P = (0,0,0),Q = (-1,2,1) vy
R = (1,1,1).

Como PQ = (-1,2,1) y PR =,(1,1,1) entonces
una ecuacién vectorial del plano TT es

m: (x,y,z) = (0,0,0)+t(—1,2,1)+s(1,1,1), t,s € R

Ecuacién normal y cartesiana del plano

Un plano TT se puede determinar si se conocer un punto P € T y un vector normal n # 0 al plano.Si P,Q € TI
entonces el segmento PQ esta en el plano, por lo que n L PQ. De esta manera, un punto (x,y,z) € TT siy sélo
si

n-(P—(x,y,z)) =0, esdecir, n-(x,y,z) = n-P (Ecuacién normal)

Si desarrollamos una ecuaciéon normal, obtenemos una ecuacion cartesiana del plano TI. Si n = (a,b,c),
entonces

(a,b,¢)-(x,y,z2) =n-P = |ax+by+cz =d| con d = n-P (ecuacion cartesiana)

Seleccione y arrastre los vectores el punto Wolfram CDF Player

7 =(040408), I1:04x+04y+087=18

Z

Figura 1.25: Ecuacion cartesiana del plano
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Ejemplo 1.29

Determine una ecuaciéon cartesiana del plano
IT que pasa por los puntos no colineales
P = (0/010)/ Q = (_112/1) Y R = (1/111)

Solucion: Como PQ = (-1,2,1) y PR =,(1,1,1),
podemos tomar como vector normal n = PRxPQ =
(1,2,—3) entonces,como n-P = 0,

Mm: Ix+2y—-3z =0

También podriaser n = PQ x PR = (—1,-2,3) y
entonces

m: —~x-2y+3z =20

Las ecuaciénes son equivalentes (multiplicando por
—1 a ambos lados).

]
Ejemplo 1.30
Determine una ecuacién normal de un plano que contiene al punto (2, —3, 1)y tiene como un vector normal
n=(-3,2,-2)
Solucion: Sean X = (x,y,z) un punto cualquiera del planoy Q = (2,—3,1) el punto contenido en el
plano. Entonces se tiene que
OX:n =0 — ((X/U/Z)_(21_3/1))'(_3/21_2) =0
= x—2,y+3,2z—1)-(-3,2,-2) =0
= 3x—-2)+2y+3)+-2(z—1) =0
= 3x+2y—2z+14 = 0.
Asi, una ecuaciéon normal del plano es —3x +2y —2z+ 14 = 0.
]

Puntos no colineales. Cuando una ecuacién del plano requiere tres puntos no colineales, podemos usar la
prueba del determinante : Los tres puntos P = (p1,p2,p3), Q = (q1,92,93) vy R = (r,12,13) € R3 son no
colineales si

P1 P2 P3
1 92 q3 | #0
Ty T2 T3
Determinar una ecuacién normal del plano que contiene los puntos P = (1,1,—4),Q = (2,-2,3) y

R = (-3,1,4).

Solucion: Los puntos son no colineales. Para obtener una ecuacién normal del plano es necesario hallar
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un vector normal a este, es decir un vector perpendicular a dicho plano. Supongamos quen = (a,b,c)
es el vector normal. Los segmentos PQ y PR son segmentos en el plano, entonces el vector normal es
perpendicular a los vectores PQ y PR, asi

POQO-n=0 y PR-n=0

Entonces
PQ = (2/ -2, 3) - (11 1, _4) = (1/ -3, 7)
PQ-n = 0 = (1,-3,7)-(a,bc) =0 = a—-3b+7c =0
Luego,
PR = (_3/ 1/4) - (1/ 1/ _4) = (_41018)
PR-n = 0 (-40,8):-(a,b,c) = 0 = —4a+8 = 0
Resolviendo este sistema de ecuaciones se llegaaquea = 2c y b = 3cdonde c se puede elegir
libremente. Entonces (a,b,c) = (2¢,3c,c) = ¢(2,3,1),c € R. Asi, una ecuacién normal del plano es
[(X/U/Z) - (1/ 1/ _4)] * (2/3/1) = 0
La ecuacién cartesiana se obtiene asi:
(X_1/U_1/Z+4)'(21311) =0
2x+3y+z =1
|
Ejemplo 1.32
Determine una ecuacién normal del plano que contiene a los puntos A = (1,2,3),B = (-3,-1,0) y

C = (2,-23).
Solucion: Los puntos son no colineales. Para resolver el problema es posible tomar cualquier combinacion
de vectores no paralelos, pero por facilidad se recomienda que los mismos tenga un punto de origen en

comun. Entoncesu = AB y v = AC, asi un vector normal n para el plano buscado es dado por u x v.
Resolvemos

u = AB = (_31_110)_(1/2/3) = (_41_31_3)
v = AC = (21_213)_(1/213) = (11_4-/0)

esto implica que

n=uxv=|-4 -3 -3 =-12i—37+19k = (-12,-3,19)
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Como los puntos A, B y C estdn contenidos en el plano, se puede tomar cualquiera de ellos, para esto
considere el punto A. El plano esta formado por todos los puntos X = (x,y,z) que cumplen

AX-n = 0 = ((xy,2)—(1,23)) (-12,-3,19) = 0
= (x-1y—2,2z-3)-(-12,-3,19) = 0
= —12x—-3y+192—-39 = 0
una ecuacion cartesiana del plano es —12x —3y +192 -39 = 0
|

1.12

Planos: Paralelismo, perpendicularidad y dngulo

El angulo entre planos lo podemos establecer con los vectores normales, y entre planos y rectas lo podemos
establecer con un vector paralelo a la recta (el vector direccién, por ejemplo) y un vector normal.

Definicion 1.14 (Planos: Paralelismo, perpendicularidad y dngulo)
Sing y ny, son dos vectores normales a T1; y T1,, respectivamente, entonces

o [Ty || Tl siysdlosing || ny

e l; L Tlpsiysélosing L ny

angulo entre los vectores normales 0 = «I1y, TT, = <ny, n,

e El dngulo 0 entre los planos TT; con un vector normal n; y TTp con un vector normal ny, es el I

. — —
Seleccione y arrastre los vectores V y W y los puntos Py Q

Planos Paralelos [ ]  Planos Perpendiculares [ |  Angulo M

4 V,W~153  \wolfram CDF Player

Figura 1.26: Planos: Angulo, perpendicularidad y paralelismo
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Ejemplo 1.33

Considere el plano TTy : 2x —3y +z = 1. Determine una ecuacién cartesiana de un plano Tl si se sabe
que este plano es perpendicular al plano TTy y que pasapor Q = (1,1,0) y R = (0,2,1).

Solucion: Este problema tiene infinitas soluciones, es decir, hay infinidad de planos que cumplen las
condiciones indicadas. Vamos a determinar una solucién particular.

n; = (2,—3,1) es un vector normal de TI;. Sea
n, = (a,b,c) un vector normal a TT,. Como Ty L TI,
entonces n; -n; = 0. Pero también, como R,Q € Tlp,
entonces np - QR = 0. Son dos ecuacidnes y tres
incognitas a,b y c, asi que tendremos infinitas soluciones
y solo debemos escoger una solucién particular.

ni -np =0 2a—3b+c = 0
= = ¢ = a—-b y 3a—4b = 0
n-QR = 0 a—b—c =0
Una solucioén particular se obtiene poniendo, por ejemplo, a = 4, b = 3 yportanto ¢ = 1. De

este modo, un plano T, que cumple las condiciones, tiene una ecuacién cartesiana

dx+3y+z = (431)-Q = Th:4x+3y+z = 7

Ejemplo 1.34

Considere el plano TT; : 2x—3y+2z = 1. Determine
una ecuacioén cartesiana del plano T, si se sabe que
este plano es paralelo al plano TI; y que pasa por

Q = (1,1,1).

Solucién: n; = (2,—3,1) es un vector normal de TT;.
Como TTy || TT; entonces podemos tomar como un
vector normal de 1T, a n, = (2,—3,1). Entonces una
ecuacion cartesiana de TT, es

s/
(2, _311) . (lelz) = (21 _311) : (1/ 111)
= IMh: 2x—-3y+z = 0
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1.13 Rectas y planos

Una recta L; estd contenida en el plano Ty si al
menos dos puntos de esta recta estdn en T1;. En otro
caso, larecta L; interseca al plano TTy en un punto o
es paralela a T1; y ajena a éL

Dada unarecta Ly : (x,y,z) = P+tv, t € R, hay
una infinidad de planos que la contienen: Si Q ¢ Ly,
un plano que contiene a L; es el plano T1; que pasa
por Q ydos puntos P y R de L;. También podemos
tomar como un vector normal a este plano al vector
n; = v x PQ.

Dadas dos rectas diferentes L; : (x,y,2) =
P+tv, te R yLy: (x,yz) = Q+tu te R,
siempre es posible encontrar dos planos paralelos TT;
y Tlp, que contienen a L y L, respectivamente. Un

vector normal a estos dos planos es u x v. Figura 1.28
Ejemplo 1.35
Consideremos larectaL; : (x,y,z) = (1,2,1) +t(0,2,3). Determine una ecuacion cartesiana del plano

Ty que contenga a la recta L; y al punto P = (0,0, —1) (que no estd en Ly).

Solucion: Para encontrar una ecuacién cartesiana del plano TT;, buscamos tres puntos no colineales en
este plano; el punto P que ya tenemos y dos puntos de la recta. Para obtener estos dos puntos de la recta,
le damos una par de valores al parametro t.

Enestecasocont = 0 y t = 1 obtenemos los dos puntos
que faltan. Tres puntos no colineales en el plano IT; son

P =(00-1),Q = (1,21), R = (1,4,4)

Estos puntos no son colineales pues

_ = O
= N O
—_
I
|
N
N
o

Bien, ahora tomemos

n = QPxRP = (1,2,2) x (1,4,5) = (2,-3,2)

Como n-OP = —2, una ecuacion cartesiana es

M 2x—=3y+2z = -2
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Ejemplo 1.36

Considere los planos TTy : 2x +2y +2z =5 y Tl : 3x — 2y + 2z = 3. Estos planos se intersecan, la recta
de intersecciones L: (x,y,z) = (O, %,2) +t- (1,0, —%) , t € R. Determine un plano T13, distinto de los
dos anteriores, tal que los tres planos TT;,T1, y Tl3 se intersecan en L.

Solucion: Como TT3 contiene a la recta L, tomamos ﬂ
dos puntos de esta recta y un tercer punto fuera de la

recta y de los otros dos planos, con estos tres puntos

podemos obtener una ecuacién cartesiana de este

plano.

Sean P = (0,1,2), Q = (1,%,1—83) enlarectay R =
(1,2,1) un punto ajeno a la recta y a los otros dos
planos. Entonces tomando n3 = PQ x PR = ( %, %, %)

obtenemos la ecucién cartesiana

9 5 3 53 \ -
ng.RX-ng‘f‘EZ—E

Definicion 1.15 (Rectas y planos: Paralelismo, perpendicularidad y dngulo).

Consideremos larectaL; : (x,y,z) = P+tv yelplanoTly: a;x + by +ciz = d;. Entonces, siendo
n; un vector normal a Ty,

oL | ITysiysblosing L v
oL, L Tlijsiysdlosing || v
° Angulo (agudo): <« L,Tl; = - — <ang, v

Seleccione y arrastre los vectores o los puntos

Angulo ﬁ,H,L v Interseccién | Wolfram CDF Player

S U, 06 = JTI1,L~097 j

X
Figura 1.29: Angulo entre rectas y planos e intersecciéon
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Ejemplo 1.37

Determine el &ngulo que forma la recta de interseccién de los planos
Mm:x+y—3 =0

My:3x+y—z = 0
conelplanoIT:2x +y+z+4 = 0.

Solucion: Sea L la recta de interseccion de los planos TT; y Tl». Si v es el vector director de la recta L,
entonces se cumple que
vV = np, XNy,

dondenp, = (1,1,0) y np, = (3,1,—1). Entonces

—>
—>
=~

v=1|11 0| =(-11-2)

31 -1
Calculando el dngulo haciendo uno del vector normal al plano IT se tiene que

cos H—oc = senx = 211 -(=11=2) 3 1 —
2 - - V6 -6 6 2

o

T
Asf, el 4ngulo que forman la recta L y el plano IT es igual a G

Ejemplo 1.38

Determine una ecuacién cartesiana del plano ITy si este que contiene al punto P = (1,1,1) y es paralelo a
lasrectas Ly : (x,y,z) = (1,2,1)+1t(0,2,3), y L: (xyz) = (1,0,1)+t(50,0)

Solucion: De acuerdo a la teoria, un vector normal a TT; debe ser perpendicular a (0,2,3) y a (5,0,0);
entonces para encontrar una ecuacion cartesiana del plano Iy, podemos tomar

n = (0,2,3) % (50,00 = (0,15,—10)

Comon-OP = 5, una ecuacién cartesianaes Il; : 15y — 10z = 5
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|
Ejemplo 1.39
Determine una ecuacién cartesiana del plano TT; que sea
perpendicular ala recta
Li: (x,y,2z) = (1,2,1) +t(0,2,3)
y que contenga al punto P = (1,1,1).
Solucion: Para encontrar una ecuacion cartesiana del plano
Ty, podemos tomarn = (0,2,3). Comon-OP = 5, una
ecuacion cartesiana es
ﬂ] : Zy +3z =5
|

Ejemplo 1.40

Se considera larecta L : { x+2y

y+2z i Z yelpunto P = (1,2,3).

Nos interesa calcular una ecuaciéon paramétrica del plano T que es perpendicular a la recta L y contiene el

punto P.
Consideremos los planos Ty : x +2y = 7 y Tl,:y+2z = 4. Esclaro que un vector normal al plano
Mesnm, = (1,2,0) y ny, = (0,1,2) corresponde a un vector normal al plano TT,.

Si el plano IT es perpendicular a la recta L se cumple que npy, || TT y npy, || TT.

Luego una ecuacioén vectorial del plano IT estd dada por:
m: (x,y,z) = (1,2,3)+t-(1,2,00+s-(0,1,2),t,s € R

Por lo tanto una ecuacién paramétrica del plano IT es

x = 1+t
y =24+2t+s; t,seR
z = 342s



https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

1.14 Coordenadas Polares. (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/). 49
Ejemplo 1.41
Determinar una ecuacién del plano que pasa por el punto A = (2,—1,1) y es paralelo al plano
3x+y—5z+4+9 = 0.
Solucion: Un plano paralelo al plano 3x +y —5z+9 = 0 tiene por ecuaciéon3x +y —5z+d = 0, esto
porque los vectores normales son paralelos, en ese caso es el vector (3,1, —5). Dado que el plano buscado
contiene al punto A = (2,—1, 1) entonces sustiuyendo obtenemos
x+y—5z2+d = 0 = 32)+-1-51)+d = 0 = d = 0.
Por lo tanto, una ecuacién del planoes 3x +y —5z = 0.
|
Ejercicios
@ 1.13.1 Sean A = (1,1,1), B = (-2,1,2) y C = (3,-3,0).
1. Calcule una ecuacién vectorial de la recta L; que pasapor Ay B
2. Calcule una ecuacién vectorial del plano TT; que contiene a los puntos A,B y C
3. Calcule una ecuacién cartesiana del plano TT; que contiene a los puntos A,B y C
@ 1.13.2 Calcule una ecuacion cartesiana del plano TT, que contiene alarecta L3 : (x,y,z) = t(1,0,3) y

1.14

pasapor Q = (—2,-2,2).

@ 1.13.3 Calcule una ecuacién cartesiana del plano TT3 que contiene al punto Q = (—2,—2,2) y es paralelo al
plano Tly: x+2y—z = 1.

@ 1.13.4 Determine una ecuacion cartesiana del plano TT que contiene al punto (1,1,1) y que es que paralelo a
las rectas Ls(t) = (1,1,1) +t(1,—1,1) y Le(t) = (3,—1,1) +t(—-1,1,2).

@ 1.13.5 Considere el plano TT de ecuacién vectorial TT: (1,2,0) +t(—2,4,1) +s(1,1,2). ¢Cudles de los
siguientes puntos (0,0,0), (1,2,0) y (2,—3,—3), estan en el plano TT?

Coordenadas Polares.

A veces es necesario hacer cambios de variable. En R? nos interesa pasar de coordenadas cartesianas (x,y) a
otro tipo de coordenadas mds adecuado (u,v) para simplificar los cdlculos. En particular son muy tiles las
coordenadas polares para describir figuras con “simetria circular”.

Las coordenadas de un punto en el plano también se pueden establecer fijando un punto O, llamado polo
u origen y construyendo un eje con punto inicial O. Este eje lo llamamos Eje Polar. Este nuevo sistema de
coordendas se llama “sistema de coordenadas polares”.
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A cada punto P en el plano se le pueden asignar las coordenadas (r,0) (llamadas coordenadas polares del punto)
de la manera que se indica en la figura que sigue,

P(r,0)

AL » Eje polar

0
Polo
Figura 1.30: Coordenadas polares de P.

e 1 esladistancia de O a P. Més adelante la tomaremos como una “distancia dirigida”, es decir, el signo
“—" invierte la direccion.

e 0 es el angulo desde el Eje Polar hasta el segmento OP

Ejemplo 1.42

a.) Elpunto P (2, T estd a 2 unidades del polo. El 4ngulo desde el Eje Polar hasta OP es 0 = E.
p 3 p g )

b.) El punto 3,—E estd a 3 unidades del polo. El &ngulo desde el Eje Polar hasta OQ es 0 = T
P 6 p & J

c.) El punto R <3, 1iﬂ> estd a 3 unidades del polo. El dngulo desde el Eje Polar hasta OR es
o= 1"

6

o[

2N ()

2 3
0=-3% [o="5"
3 3T Q(g’ _%) 3 R(3’ 11%)
2 2 2

Figura 1.31: Puntos P, Q y R.

Ejemplo 1.43 (r como “distancia dirigida”)

a.) Elpunto P (2, T estd a 2 unidades del polo. El 4ngulo desde el Eje Polar hasta OP es 0 = Z[.
p 3 p g )

b.) El punto -2, T estd a 2 unidades del Polo pero en direccién opuesta a P. El angulo desde el
p 3 P P g

Eje Polar hasta OP es 0 = g


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

1.14 Coordenadas Polares. (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/). 51

w3

WIZN
&
2
I
&

2
Figura 1.32: r como “distancia dirigida”

c.) El punto P (2, g) tambien se puede representar como P (2, g + 27T> y como P <—2,g + 7'(>

No unicidad. A diferencia de las coordenadas rectdngulares de un punto, en coordenadas polares la
representacion no es tinica: P(r,0) también se puede representar como P(r,0 =+ 2k7) con k € Z.

Ademas como 1 la tomamos como una distancia dirigida, entonces P(r,0) también se puede representar como
P(—r,0 £+ (2k+1)7) con k € Z.

Adicionalmente, el Polo se puede representar con O(0,0) con 6 € R.

Ejercicios
@ 1.14.1 Represente, en un sistema de coordenadas polares, los siguientes puntos,

a.) (2,7 c) (3,7m/4) e.) (—3,5m/4)
b.) (—2,7) d.) (3,97/4) f.) (0,2m)
Conversion de coordenadas

Para empezar podemos establecer una relacion inicial entre la coordenada (r,0) de un punto P y sus
respectivas coordenadas cartesianas. La relacion se puede ver usando una figura,
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Figura 1.33: Conversion de coordenadas
Conversion de coordenadas polares a coordendas rectangulares. Deducimos que si tenemos las coordenadas

polares (r,08) de un punto P, entonces las coordenadas cartesianas de P son (x,y) con

x = T1cCos0
y = r1senb

Conversion de coordendas rectangulares a coordenadas polares. Si tenemos las coordenadas (x,y) de un
punto P, podemos determinar un juego de coordenadas polares con r > 0 y 6 € [0, 27[.

La funcién "arctan" usualmente la tomamos como la inversa de la funcién tangente, por tanto la funcién
"arctan" devuelve dngulos en el intervalo ] — /2, m/2]. Es costumbre hacer algunos ajustes a la funcién
arcotangente de tal manera que, dado u punto punto (x,y), podamos obtener un juego de coordenadas (r,6)
con el angulo correcto.
Dado en punto (x,y), un juego de coordenadas polares para este punto es (r,0) con

T o= X2+ y2

arctan(y/x) si x>0 (IyIV cuadrante)

arctan(y/x) + m si  x <0 (IIyIcuadrante)
0 — 72—T si x=0 'y y>0

g si x=0 y y<0

0 si x=0 y y=0 (convenio)

Ejemplo 1.44 (Conversion de coordenadas polares a coordendas rectangulares)

a.) Consideremos el punto P(+/3,7/3). Para hacer la conversién a coordenadas rectangulares, usamos
la férmula que establecimos mds arriba.

x = +/3cosm/3 = \f /3
(r,0) = (V3, /3) = —  (xy) = (23 ;)
y = V3senm/3 = %

b.) Consideremos el punto P(—/3,7/3). Para hacer la conversién a coordenadas rectangulares,
usamos la férmula que establecimos més arriba.
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x = —/3cosm/3 = —\f A3
(r,0) = (—V3, n/3) — =  (xy) = (2' 2)
3
y = —V3senmn/3 = —5

Ejemplo 1.45 (Conversion de coordendas rectangulares a coordenadas polares)

a.) Consideremos el punto P(—1,1). Para hacer la conversién a coordenadas polares, usamos la
férmula que establecimos mads arriba. Observemos que P(—1,1) estd en Il cuadrante.

r= 42
(xy)=(-1,1 = = (r,e)—(ﬁ, 3”)

0 = arctan (}1) + 7T = —g 1

b.) Consideremos el punto P(0,2). Para hacer la conversion a coordenadas polares, usamos la férmula
que establecimos mads arriba. Observemos que P(0,2) estd en el eje Y.

r= Vi=2
(le) =(0,2) = — (r,0) = (2/ E)

T
2

Ejercicios

@ 1.14.2 Haga la conversion a coordenadas cartesianas de los siguientes puntos,

a.) (1,7'[) C-) (2/7.[/3)

b.) (—1,7) d.) (—2,7/3)
@ 1.14.3 Haga una conversion a coordenadas polares de los siguientes puntos,
a.) (0,-5)

d) (v3,-V3)
e) (v2,v3)

b.) (-5,0)

) (—V3,-V3)
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Curvas en coordenadas polares

Para hacer la conversién de la ecuaciéon de una curva en coordenadas rectagulares a una ecuacioén en coordenadas
polares, usamos las relaciones

rcosb
= rsenb

r:\/xz—i—yz, {:

A veces es posible despejar r = g(0), con excepcién de algunos valores de 1, y este despeje atin asi es adecuado
para nuestros cdlculos.

Los dos primeros ejemplos que siguen son las curvas mds simples: r =constante y 6 = constante.
Ejemplo 1.46 (Circunferencias y rayos)
a.) Las circunferencia x?> +y? = a? tiene ecuacién polar T = a (funcién constante).

En efecto, sustituyendo obtenemos

/3
2y = & >
? = d
B

LN
N2

3n
2

Figura 1.34: Circunferencia r =2

b.) Larecta de ecuacién y = mx (una recta que pasa por el origen) tiene ecuacién 0 = arctan(m)
En efecto, sustituyendo obtenemos . y = V3

o

s
Yy = mx 3
rsen® = mrcosO /
T / 0
tan0 = m
® = arctan(m)

3
2

. s
Por ejemplo, la recta y = +/3x tiene ecuacién en pola- Figura1.35: Recta 0 = =

res 0 = arctan /3 = g



https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

1.14 Coordenadas Polares. (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/).

55

Ejemplo 1.47 (Ecuacion polares de una curva)

Obtener una ecuacién en coordenadas polares de la curva (x? +y?)% =2%x.

Solucion: Sustituyendo, A

o +y?)P? = 2% .

(2)? = 25rcoso

™ = 2%rcos6
\
Figura 1.36: Curva (x? +y?)® = 25x.

r = 2v/cos®

Ejercicios

@ 1.14.4 Obtener una ecuacién en coordenadas polares para la curva x* +y% = 4.

@ 1.14.5 Obtener una ecuacién en coordenadas polares para la curva (x —2)2 +y% =4.

@ 1.14.6 Obtener una ecuacién en coordenadas polares para la curva (y —2)% + (x —1)> = 5.
@ 1.14.7 Obtener una ecuacién en coordenadas polares para la curva (y —2)? +x? = 4.

@ 1.14.8 Obtener una ecuacién en coordenadas polares para la curva (x? +y?2)3 = x°.
@ 1.14.9 Obtener una ecuacién en coordenadas polares para la curva y = v/3 x

@ 1.14.10 Obtener una ecuacién en coordenadas polares para la curva (x +1)2+y? =1

@ 1.14.11 Obtener una ecuacién en coordenadas polares para la curva x? +y? = 2y/x2 +y2 + x

Simetria

En el ejemplo 1.50 podemos notar que la grafica presenta simetria respecto al eje Y. Haber notado esto nos
hubiera permitido conocer propiedades de simetria de la grafica.Hay una manera de verificar si una curva
presenta simetria respecto a la linea 0 = 71/2, respecto al Eje Polar y respecto al Polo. Estas pruebas de simetria
solo dan “condiciones suficientes”, es decir, si la prueba de simetria falla, podria ser todavia que la curva
presente simetria. Esto es asi porque como las coordenadas en polares no son tinicas, las curvas pueden tener
ecuaciones alternativas. En algunas de estas ecuaciones las pruebas de simetria funcionan, en otras no.

Pruebas de simetria. En este curso solo consideramos tres pruebas de simetria.
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(r,6) (=r,—0) (r,0)
( , T — 9) (r9 9) T+ 9
0 N Pt
pis 0 S i
SE e
e o
(r, —9) (r,m+ 9)
(-r, m—6) (=, 0)
3 3
2 3n 2
Figura 1.37: Simetria respecto al Eje Po- 2 Figura 1.39: Simetria respecto al Polo
lar Figura 1.38: Simetria respecto a Eje Co-
polar
(Pruebas de simetria: Suficientes pero no necesarias)
Prueba de simetria Aplicar a r = f(0) y simplificar
Simetria respecto a la recta 6 = /2 flmr—0)=1fO) o —1=7Ff(—0))
Simetria respecto al Eje Polar f(—0)=f0) o —r=~f(nt—0)
Simetria respecto al Polo flmr+0)=fO) o —1=1(0)

Ejemplo 1.48

al Eje Polar pues

La curva de ecuacién r =3 +2cos 0 es simétrica respecto

f(0) =3+2cos® =— f(—0)=3+2cos(—0)=3+2cos6

(ST

r=3+2cos 6

\\

/j2345

3n
2

Figura 1.40: La curva r =3 + 2 cos 0 presenta sime-

tria respecto al Eje Polar

Representacion grafica en coordenadas polares.

En general, en este curso, nos interesan curvas de ecuaciéon r = ¢(6). La manera de hacer la representacién
gréfica de curvas sencillas es (por ahora) representar algunos puntos de la curva y usar propiedades de simetria
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para completar el gréfico.

Ejemplo 1.49

Realizar el grafico de la funcién r =2 cos 0

' Coordenadas Polares

| Caso:r = g(#)
Sistema

: r=2
r=2cosf

r=2sent

| r=1=2cosfl

5
Tangentes al polo: # = % yfi= ?JT

Solucion: Hacemos una tabla de valores para esta funciéon tomando valores de 6 en [0, 27].

Wolfram CDF Player

r=1+sen3d
r=1-send

j r=2vcos20

[ comparti | €3 (3 w0 M DB D

Tabla de Valores

@ r=1-2cosf

0 -1

L =

. 073

a

3 0.

i

> L
o

: 2
in

P 273
n 3
i

= 273
an 2

3 i
an

= 1
a 0.

: .
o .om
2n =,

Ejemplo 1.50

Realizar el gréfico de la funcién r = 4sen6

Solucion: Hacemos una tabla de valores para esta
funcion tomando valores de 6 en [0, 2.

0| m/6 | /3 | n/2|2n/3 | 5n/6 | m| 71/6

ol 2 [2v3] 4 | 23| 2 |o0o]| -2

3

Figura 1.41: Grafica de v =4sen®

@ Observe que, para esta funcién, en realidad solo se necesita una tabla de valores en [0, 7]
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Maximos, ceros y tangentes al polo.

Una ayuda adicional para realizar el grafico de una curva con ecuacién en coordenadas polares, es co-
nocer los dngulos para los que || es maximo y para los cuales r = 0 y adicionalmete conocer las tangentes al polo.

Maximo valor de [r|. Para curvas sencillas podemos obtner el valor maximo de [r| por inspeccién, usando el
hechodeque —1 <sen® <1y —1 <cos® <1
dr

Adionalmente podriamos aplicar célculo: Los puntos criticos los obtenemos resolviendo la ecuacién T 0.

Ceros. Resolvemos la ecuacién trigonométrica f(0) =0

Tangentes al Polo. Sea C una curva de ecuacién r = f(0) con f una funcién derivable. Si la gréfica de C pasa
por el Polo cuando 0 = « entonces f(x) = 0.

Una tangente 6 = « ala curva r = f(0) es una “tangente al polo” si f(«) = 0.

x = f(0)cosB

Como r = f(0), y = f(0)send

y entonces, las pendientes de las tangentes vienen dadas por

dy

diy_@_f’(ﬁ)sene—kf(ﬁ)cose
dx  dx  f/(0)cos® — f(0)sen®

do

(Cuidado: La pendiente de la tangente no es f/(0)) !!!

Asfi, larecta © = o« es una tangente a la curva si existe la derivada

dy () sen ot 4 f() cos &
dx |g_q /(o) cos oc — f(ot) sen o

d
El caso mads sencillo es cuando f(x) =0 y f’(«) # 0, en este caso: d—li =tan «.
0=«

Tangentes y Tangentes al Polo

e Lalinea 0 = « es una tangente al polo en la gréfica de la curva ,C si f(x) =0y /() #0

d
e Lalinea O = o es una tangente al polo vertical, en la grafica dela curva C, si f(&x) =0y ‘d?c’ — 00

si O — «

e Lalinea © = « es una tangente al polo horizontal, en la grafica de la curva C, si f(ad) =0y
dy
— =0.
dx |g_q

e También puede pasar que la derivada solo exista como un limite unilateral o que dy/dx se tenga
que calcular como una forma indeterminada en el caso de que f(x) =0 y /() = 0.
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Realizar el grafico de la curva de ecuaciéon r =1 —2cos 0.

Solucion: Para realizar la grafica vamos a aplicar las pruebas de simetria, vamos a calcular los valores
maximos, los ceros y las tangentes al polo. Finalmente haremos una tabla de valores.

a.) Simetria: La curva es simétrica respecto al Eje Polar.

b.) El valor méaximo de |r| : Por inspeccién: Como 2 > —2cos6 > —2, entonces el valor maximo es
|l =3 cuando 6 =7t

1
c.) Cerosen [0,271]: 1 —2cos® =0 — cose:§ = 0=mn/3 y 0=>5mn/3.

d.) Tangentes al Polo en [0, 27 : La funcién se anula en o = 71/3, 571/3. Como 1/(0) =2sen® y como
v/(m/3) #0 y r/(57/3) # 0, entonces las rectas 6 = 7/3 y © = 57/3 son dos tangentes al Polo.

e.) Tabla de valores y grdfico

m 5w Wolfram CDF Player
Tangentes al polo: f = =¥ f= 3 ¢
Coordenadas Polares
| Tabla de Valores
Caso: r = g(#)
@ r=1-2cosf
Sistema ] -1
. 2
r=2 5 0.73
“; Q.
r=2cos 2 .
2z
r=2sent oE Py
3
r=1=2cosf 52,1 o
r=14sen3d n 3
= 273
r=1-senf ;
—3'1 2.
r=2v'cos20 S T
2z
e 0.
3
n 3
= 0.73
2n -1,

| compartir | ) (B W Mﬁﬂ‘m@

Nota sobre tangentes al Polo. Si f’ no esta definida en el cero 6 = x entonces no se pueden definir tangentes
al Polo para este valor del dngulo. Como ya indicamos, puede pasar que la derivada solo exista como un limite
unilateral o que dy/dx se tenga que calcular como una forma indeterminada en el caso de que f(x) = 0

y f’'(«) = 0. Por ejemplo, la curva de ecuaciéon r = /cos(20) tiene ceros en 6 = +7/4 pero su derivada
— 20
r'(0) = L() esta definida solo si cos(20) > 0. Atn asi, la derivada existe como limite unilateral:

\/cos(20)


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/
https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/Libros/LibrosCDF/CSCDF/cdfCap1-CDFCSCoordenadasPolares.cdf

1.14 Coordenadas Polares. (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/).

60

Figura 1.42: Las rectas 0 = 47t/4 son tangentes al Polo.

Las rectas 0 = +7m/4 son “tangentes en el limite”, pues como

x =71(0)cosd

y=r1(0)send
Entonces,
— 20
dy sen(29) sen 6 + /cos(20) cos 0
dy g0 1/(0)sen6 +1(0)cos6 cos(20) . 7T
dx  dx 1/(0)cos® —1(0) sen 0 ~ —sen(20) o bSO 4
—————cos0 — /cos(20) sen 0
de cos(20)
Ejercicios

@ 1.14.12 Realizar el gréfico de las curvas cuya ecuacién se indica en la lista que sigue. Usar simetria, ceros,
valores maxomo de |r|, tangentes al Polo y una tabla de valores.

1. =2 4. r =3senb 7. r=4cos20
2. 6 =3m/4 5. r=2+4+3cos0 8. r=4sen20
3. r=3cos0 6. T=2—3cosHO

Interseccion entre dos curvas

Si tenemos dos curvas C;: 1= g1(0) y Co: v = g2(0), si estas curvas se intersecan, entonces la ecuacién
g(9) = g2(0) podria darlos algunos puntos de interseccién entre ambas curvas y en algunos caso no todos
(debido a la no unicidad de las coordenadas polares). Si se yiene una representacion gréfica, la podemos usar
como orientacién de los puntos de interseccién que se esperan.
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Determine los dos puntos de interseccién entre las curvas Y
Ci:r=2y Cy: r=4sen(20), en el I cuadrante.

r =4sen?20

>X

r = 4sen?20

SO|UCi6n: Como Cl tr=2 y C2 T = 4sen(2e) entonces v 5
resolvemos 2 = 4sen(20) ==

1
2 = 4sen(20) =— sen(20) = 5
E+2k7r
0 6
2
e -
m— — + 2k
6 = —O

T
De est luci , i f=—vyv0=_"—
e eStas soluciones, nos sirven 12 y 1

Determine el tinico punto de interseccion, en el II cuadrante,
entre las curvas C;: 1 =1—-2cos0 y Co: v =2sen. \

»!
>
ST

~ 1.57079

1 = 2sen(0)

Solucion: Como C;: r=1—2cos0 y Cp: T =2send entonces resolvemos 1 —2cos =2sen6
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1—2cos® = 2sen(0),
elevamos al cuadrado,
1—4cos0+4cos’®@ = 4sen?0
—3—4cos0+8cos?® = 0,

hacemos sustitucién y resolvemos,

44+ +/112
16
44112
0 = arccos (16>+2k7r
44+ /112
cosf = T
44112
0 = —arccos BT + 2km

De todas las posibilidades, en el II cuadrante el tnico punto de interseccién seria 6; =

arc cos (4_16112> ~ 1.994

Curvas especiales

Hay muchas curvas importantes que tienen una ecuacién simple en coordenadas polares. A continuacién
hacemos un resumen de algunas de estas curvas.

r r r I
2 2 2 2
T 0 T 0 T 0 T 0
3 3 3n 3n
2 2 2 2
=3 2o << )
b b b b
Figura 1.43: Caracoles r=a=£bcos6, a>0, b>0.

También son caracoles las curvas de ecuacién r = a + bsen 0, solo que “abren en direccion del eje Y”
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3n
2
r = acosnf

r=acos 0

Circulo

SR
ST

3 3

r = asinnf

r = asinnf
Figura 1.44: Rosas de n pétalos si n es impar y de 2n pétalos si n es par

r = acosnb

s s n
2 2 2
N0 ()
: AP oo
e
a

3n 3n 3n

2 2 2
r=asin r2 = a%sin 26 r2 = a?cos 26
Circulo Lemniscata Lemniscata

Figura 1.45: Circunferencias y Lemniscatas
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2.1

2 — Secciones Conicas

Introduccion.

Las secciones cénicas son curvas se pueden obtener como curvas de intersecciéon
entre un plano y un cono. Las cénicas “propias” son la parédbola, la elipse y la hipér-
bola. La circunferencia es un caso especial de elipse. En coordenadas rectangulares,

una conica tiene “ecuacion general”

AX* +Bxy+Cy?*+Dx+Ey+F=0. (2.1)

A A

at at

2.

Eje focal
I . A AR Eje focal
N e I
| - - |

1 i\ 2 3 1 2

2t 2t
a.) Pardbolay? —4x —2y +5=0 b.) Elipse 2x?+2xy—4x+2y?—2y—4 =0 c.) Hipérbola 2x*> —6x —y>*+y—1=0

Sin embargo, hay casos en los que esta ecuacién general no tiene soluciones (no hay lugar geométrico) o el
conjunto solucién es por ejemplo un punto o dos rectas. Estos casos especiales se llaman “cénicas degeneradas”.
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Usando la teoria de formas cuadraticas podemos obtener un criterio para clasificar las cénicas a partir de su
ecuacién general.

Teorema 2.1

Sea C la conica de ecuacién Ax?+Bxy+Cy?>+Dx+Ey+F =0.Si A =4ACF—AE>—B2F+BDE—CD?,
entonces

a.) si B2—4AC =0y A # 0, tenemos que C una paréabola.
b.) si B2—4AC <0y A #0, tenemos que C una elipse.

c.) si BZ—4AC >0y A #0, tenemos que C una hipérbola.

Conicas con rotacion. El apéndice A trata varias maneras de identificar y/o parametrizar cénicas con rotacion.

Si tenemos una cénica “no degenerada”, de ecuacion
Ax?+Bxy+Cy>+Dx+Ey+F=0.

con B # 0, el “eje focal” no es paralelo a los ejes X ni Y y la cOnica presenta una rotacién respecto a estos ejes.
Esta rotacion se puede “eliminar” haciendo un cambio de variable que nos da una cénica de la misma clase, sin
rotacion, respecto al sistema X'Y’, es decir, la ecuacién respecto a este sistema tiene la forma.

A/ (X/)Z—i-C/(y/)2+D/X/+E/y/+F/:0.

Conica en posicion estandar. Si B = 0, el “eje focal” es paralelo al eje X o es paralelo al eje Y. En este caso
decimos que la conica estd en “posicion estandar”. La ecuacion de una cénica en posicién estdndar es

Ax2+Cy?’+Dx+Ey+F=0.

Si la cénica estd en “posicién estdndar”, completando cuadrados podemos obtener la llamada “ecuacién
canénica”. Con esta ecuacion es mds fécil clasificar la conica y obtener las caracteristicas mds importantes de la
curva.

Preliminares

Completar el cuadrado. En el tema de conicas es muy ttil la “completacion de cuadrados” pues nos permite
reducir ecuaciones del tipo Ax? + Cy? + Dx + Ey + F = 0 a una ecuacién m4s natural y con m4s informacién.
Una manera de completar cuadrados es

2
2 B < b) b2
ax“+bx+c=a|{x+—) ——+c
2a
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a.) Completar el cuadrado en 4x* — 8x

_8\2 (_§)72
Solucién: 4x>—8x = 4 (x+2 i) _ (=8

= 4(x—1)2—4

b.) Completar el cuadrado eny? + 4y — 8

2
4
Solucién: y?>+4y—8 = <y+> — 8 = (y+2?2-12

Lugares geométricos. Informalmente, un “lugar geométrico” es el “rastro” o la “huella” que deja un punto
que se mueve de acuerdo a una ley especificada. En lo que a nosotros concierne, usaremos esta definicién: Un
“lugar geométrico” es el conjunto de todos los puntos (usualmente los puntos de una curva o una superficie)
que satisfacen algun criterio o propiedad.

Ejemplo 2.2 (Lugar geométrico).

Una circunferencia en el plano es el lugar geométrico de los puntos
que equidistan de un punto O llamado “centro”.

Nos interesa la ecuacién en coordenadas rectangulares de la curva que se YA

forma: Una circunferencia de radio a estd formada por todos los

puntos (x,y) que estdn a una distancia “a” del centro O = (h, k).

Entonces L 0O g
Ivy)—(hkll=a = /(x—h2+(y—k2=a h X

Figura 2.1: Lugar geométrico

— (x—h)?>+ (y—k)? = a?

La ecuacién (x —h)? + (y — k)? = a” es la versién en coordenadas rectangulares para una circunferencia
de centro (h, k) y radio a.
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2.2 La Pardabola

Definicion 2.1 (La pardbola como lugar geométrico).
En un plano, una paréabola es el lugar geométrico de todos los puntos Q equidistantes de un punto fijo F
(lamado foco) y de una recta fija { (lamada directriz) que no contiene a F, es decir, d(Q,F) = d(Q, {).

Parabola como lugar geométrico:d(Q,F) =d(Q, {)

A Wolfram CDF Player

4

Directriz { ~7

Eje focal

Compartir|o o E‘
Figura 2.2: Parabola I

Propiedad focal de la pardbola: En Fisica, la ley de reflexién establece que si un rayo de luz {; toca una
superficie pulida m en un punto Q, este rayo es reflejado a lo largo de otra recta ¢, de tal manera que si n
es la rectanormala m en Q, el &ngulo de incidencia « es igual al &ngulo de reflexion (3. Esta ley combina
muy bien con la llamada “propiedad focal” de la pardbola: La normal a la pardbola en cualquier punto Q de la
pardbola forma dngulos iguales con el segmento FQ (que corresponde a 1) y la recta que pasa por Q y es paralela al eje
de simetria de la pardbola (que corresponde a {5 ).

Aplicaciones. Las antenas utilizadas preferentemente en las comunicaciones via satélite son las antenas
parabdlicas. Las sefiales que inciden sobre su superficie se reflejan y alimentan el foco de la parabola, donde
se encuentra el elemento receptor (también podria ser un elemento emisor). Son antenas parabélicas de foco
primario. La propiedad focal de la parabola también se usa para el disefio de los focos de los automéviles, en
este caso se debe usar un lente para desviar la luz de tal manera que no afecte a los conductores que vienen de
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frente,

Directriz, eje, vértice y foco. La recta que pasa por F y es perpendicular
a L sellama “eje” o “eje de simetria”. El punto de la pardbola que esta
sobre este eje transversal se llama vértice y lo denotamos con V. Por la
definicién de la pardbola, el vértice estd a la misma distancia de la recta
¢ y del Foco. Esta distancia la denotamos con p

Ecuacién canédnica.
De acuerdo al teorema 2.1, en coordenadas rectangu- . -~~~ el A G g el (N, TG
lares, una pardbola tiene ecuacién general Wolfram CDF Player

4
AX? +Bxy+ Cy?’+Dx+Ey+F=0

Si B # 0, el “eje focal” no es paralelo al eje X ni al
eje Y. En este caso, la pardbola presenta una rotacién
respecto a estos ejes. La rotacion se puede eliminar
(respecto a los nuevos ejes X', Y’) haciendo el cambio
de variable (ver apéndice A ).

Si B = 0, la conica estd en posicion estdndar y la
directriz es paralela al eje X o paralela al eje Y. Compartr | @) (3 W

Figura 2.3: Pardbola con rotacion: B # 0

Pardbola en posicion estdndar: Directriz paralela al eje Y. Y
Si la directriz es paralela al eje Y y si V = (h, k), entonces
hay dos posibilidades: la pardbola abre a la izquierda o abre
a la derecha.

Y

En el caso de que la pardbola abre a la derecha, el foco es
F=(h+pk)

Los puntos Q = (x,y) de la pardbola satisfacen d(Q,F) =
d(Q, ), es decir,

Vix=h=pP2+y—k? = x—h+p
(x—h=PP+(y—k? = (x—h+p)?

(y—K? = 4p(x—h)
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Como P > 0, entonces x > h como se espera. Asi, si la pardbola abre hacia la derecha, su ecuacion canonica es
(y—k)>=4p(x—h) con p>0.

En el caso de que la pardbola abra a la izquierda, el focoes F = (h —p, k). Los puntos Q = (x,y) de la parabola
satisfacen d(Q,F) = d(Q, L). Procediendo como antes,

Voe—n+pR2+ly—k?2 = x—h—F = (y—k? =4p(x—h) con p=—F.
Como p = —p, el focoes F = (h+ p, k) nuevamente.

En ambos casos, la ecuacién simplificada es (y — k)> = 4p(x — h) donde p = [p|. Con esta notacién, si
p > 0, la pardbola abre a la derecha y si p < 0, la parabola abre a la izquierda. Esta ecuacién es llamada
ecuacién candnica o natural. Esta ecuacion es especial pues contiene la informacion del vértice, el foco y la directriz.

Pardbola (y — k)2 = 4p(x — h)

Wolfram CDF Player

AY YA 4

Y y=+ e .Q

F/,l '
_’,_______J,__________

Lk 25 S e

>

<

>

) S g
+

i

/
<Y

Compartir | o ] w

Figura 2.4: Pardbola con directriz { : y = h — p, paralela al eje Y.

Hallar la ecuacién canénica, el vértice, el foco y la directriz de la pardbola cuya ecuacién es
y? — 6y —2x + 17 = 0. Ademas realice la gréfica.
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Solucién: Para hallar la ecuacién canénica debemos completar cuadrados.

y>—6y—2x+17 = 0

_ 2 2
<y+2_61> —fﬁ—zww =0

(y—32-9—-2x+17 = 0
(y—3)° = 2(x—4)
e ElvérticeesV =(4,3)ycomo 4p=2 = p=1/2>0.
e Laparabola abre hacia la derecha y tiene el focoen F = (4 + 1, 3).

e La directriz es la recta de ecuacién € : x =4 — % La gréfica se muestra en la figura.

YA /
vl F
——————————————— p— 7,
|
| |
| |
|
| |
| |
| |
| |
| |
L
35 4 45 ;
Figura 2.5: Pardbola (y — 3=2 (x—4)

Ejemplo 2.4

Hallar la ecuacién canénica de la pardbola con vértice en (—1,2) y que contiene los puntos (0,3) y (0,1).
Indique las caracteristicas principales y realizace la representacion gréfica.

Solucion: Es conveniente hacer un dibujo y representar los
datos. De acuerdo a la figura a al derecha, lo que tenemos es
una parabola que abre a la derecha y su ecuacién seria

(y—2)* =4p(x+1)

Para determinar p usamos el hecho de que el punto (0, 3)
estd en la pardbola y, por tanto, satisface la ecuacién: Susti-
tuyendo x = 0 y y = 3 obtenemos

(3—22=4p(0+1) = p=-



https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

2.2

La Parabola (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/). 72

La ecuacion de la parabola es (y — 2)2=(x+1)
Observe que el otro punto (0, 1) solo lo usamos para establecer que la pardbola abre a la derecha.
Caracteristicas principales:

e Vértice (—1,2)

1
F —1+-,2
° oco< +4,>
1

e Directriz: La recta vertical de ecuaciéon x = —1 — 1

e a.) Interseccién conel eje Xen x =3
b.) Interseccién conelejeYeny=1y y=3

Pardbola en posicion estandar: Directriz paralela al eje X. De manera andloga al caso anterior, si la directriz es
paralela al eje X, entonces la ecuacion canénica de la pardbola es

(x —h)* =4p(y — k)

de tal manera que si p > 0, la pardbola abre hacia arriba y si p < 0, la pardbola abre hacia abajo. En resumen,
si la directriz es paralela al eje X o paralela al eje Y, y si el vértice es V = (h, k), la ecuacién candnica es

Pardbola (x — h)? = 4p(y — k)

Wolfram CDF Player

Y p<0;p=-p Y

I SR

Figura 2.6: Pardbola con directriz { : y = k — p, paralela al eje X.

Hallar la ecuacién canénica, el vértice, el foco y la directriz de la pardbola cuya ecuacién es
2x2 — 4x — 2y — 4 = 0. Ademas realice la gréfica.
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Solucién: Para hallar la ecuacién canénica debemos completar cuadrados.

2% —4x—2y—4 = 0

(x—1?% = (y+3)

e ElvérticeesV =(1,—-3)ycomo 4p=1 = p=1/4>0.

e La parabola abre hacia la derecha y tiene el focoen F = (1, —3 + 1)

1)
e La directriz es la recta de ecuacion {: y =—3 — i. A
2
o Interseccibneje X: 2x> —4x—4=0 = x= .
1+V3 \ /
-2 -1 1 2 3 >
e Interseccibneje Y: 2y—4=0 = y=-2 !

La grafica se muestra en la figura. ;

-4

Figura 2.7: Parébola (x — 1)? = (y+3)

|
Ejemplo 2.6
Hallar la ecuacién canénica de la pardbola con vértice en (—2,4) y foco en (-2, 3). Realizar la grafica.
. p=-—1 YA
Solucion: Dado que el vértice y el foco tienen igual abscisa,
el eje de la parabola es vertical, ademds las distancia entre el v
foco y el vértice es [p| =1 y como abre hacia abajo, p = —1. 14
Entonces la ecuacion canénica es, AN 3
| N
|
(x+2)?=-4(y—4) : |
La directriz es la recta y = 5 . La grafica se muestra en la :
figura. : »
-9 X
|
Ejercicios

@ 2.2.1 Determine la ecuacién canénica de las siguientes parabolas,
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1.y =2x2—4x+1.

2. 9y>—-8x—-3=0
3. Y2 +2y —4x =7

4, x2+2x—2y+5:O

5. x2—y+2=0

@ 2.2.2 Determine la ecuacién canénica de la pardbola con vértice en (1, 3) y foco en (2, 3).

@ 2.2.3 Determine la ecuacién canénica de la pardbola con eje focal paralelo al eje X y que pasa por los puntos
(0/ O)/ (_1/ 2) y (_2/ _2)

@ 2.2.4 Determine la ecuacién candnica de la pardbola con vértice en (—1,1) y directriz y = 0.
@ 2.2.5 Determine la ecuacién canénica de la pardbola con foco en (3,4) y directriz x =7.

@ 2.2.6 Determine la ecuacién candnica de la parabola con vértice en (2,3), eje focal paralelo al eje Y y que
pasa por el punto (4,5).

@ 2.2.7 Determine la ecuacién canénica y el foco de la parabola (o las parabolas) que satisfacen simultanea-
mente las siguientes condiciones:

a.) vérticeen (2,0),

b.) contiene al punto P = (8,b) conb >0,
c.) la distancia de P a la directriz es 10,
d.) eje de simetria paralelo al eje Y.

@ 2.2.8 Determine la ecuacién candnica y realice la representacion grafica (incluye foco e intersecciones con los

. . . 47
ejes) de la pardbola con vértice estd en (5, —2) y cuya directriz es la recta de ecuacion x = —

9
@ 2.2.9 Hay tres parabolas que satisfacen simultdneamente las condiciones que siguen. Determine la ecuacién
canodnica de cada una de estas pardbolas y el valor de b en cada caso.
a.) Vértice en (2,0),
b.) contiene al punto P = (b,8) con b > 2,
c.) la distancia de P a la directriz es 10.

@ 2.2.10 En la definicién de la pardbola como un lugar geométrico se indica que el foco no esta en la directriz.
¢Qué pasa si el foco estd en la directriz?

b A
@ 2.2.11 Verificar que el vértice de la pardbola y = ax? + bx + ¢ es el punto <_2a' _4a> .
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@ 2.2.12 Determine la ecuacién del lugar geométrico de los puntos Q del plano XY tales que equidistan del
punto (2,3) y de la recta de ecuacion x = 4.

2.3 La Elipse

Definicion 2.2 (La elipse como lugar geométrico).

En un plano, una elipse es el lugar geométrico de todos los puntos Q cuya suma de distancias a dos
puntos fijos, F; y F,, (Ilamados focos), es constante (una constante mayor que d(Fy, F,)). Sila suma es la
constante 2a, con 2a > d(Fq, F»), entonces

d(QIFl) + d(Ql FZ) =2a

Parébola como lugar geométrico: d(Q,F;)+d(Q,F>) =2a con 2a > d(F},F,)

n
28 U S Wolfram CDF Player

d(Q,F1)+4d(Q,F2) 4+4. 8 j\

Compartir|° K 4 E I

Propiedad focal de la elipse. La elipse también tiene una “propiedad focal” andloga a la de la parédbola: La
normal a la elipse en cualquier punto Q de la elipse forma dngulos iguales con el segmento F1Q y el segmento F,Q

Figura 2.8: Propiedad focal de la elipse

Como en el caso de la pardbola, también la propiedad focal de la elipse se usa para el disefio de focos para
automovil y de reflectores para las lamparas que vemos en el consultorio del dentista,
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Eje menor, eje mayor, centro y vértices. Supongamos que los
focos de la elipse son F; y F,. Ademads, d(Q,Fy) + d(Q, F2) =2a
con 2a > d(Fy,Fp). La recta que pasa por los focos se llama
eje focal. Este eje focal corta a la elipse en dos puntos Vi, V;
llamados vértices. El segmento de recta que une los vértices se
llama eje mayor. El punto en la mitad del eje mayor se llama centro
de la elipse. El eje normal es el eje que pasa por el centro y es
perpendicular al eje focal. Este eje normal corta a la elipse en dos
puntos A y A’. El segmento que une estos dos puntos se llama
eje menotr.

De acuerdo a la definicién de la elipse, la distancia entre los
vértices es 2a y cada vértice estd a una distancia de a unidades
del centro.

Si la longitud del semieje menor es b, entonces como el tridngulo
AF1AF, es isOsceles, entonces d(A,F;) = a y se obtiene que la
distancia de cada foco al centro es ¢ con c¢? = a? — b.

Ecuacién candnica.

En coordenadas rectangulares, una elipse tiene ecuacién general

A2 +Bxy+Cy>+Dx+Ey+F=0 con B2—4AC<0 y A#0

Si B # 0, el “eje focal” no es paralelo al eje X ni al eje Y. En este caso, la elipse presenta una rotacion respecto a
estos ejes. La rotacion se puede eliminar (respecto a los nuevos ejes X’, Y’) haciendo el cambio de variable (ver
apéndice A ). Si B =0, la conica estd en posicién estdndar y la directriz es paralela al eje X o paralela al eje Y.

Elipse:  Ax> + Bxy+Cy* + Dx+Ey+F =0, con A# 0y B> —4AC < 0
13x2 9xy 73y? Wolfram CDF Player

S 1
100 50 400 j

Compamr[o g
1

Figura 2.9: Elipse con rotacién
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Elipse en posicion estandar: eje focal paralelo al eje Y. En

YA
este caso, si el centro es (h, k), entonces F; = (h,k+¢c) y k+c
F» = (h,k —c). Los puntos (x,y) de la elipse satisfacen

d((x,y), F1) + d((x,y), F2) = 2a,

ke
es decir,

k—cq
V=24 (y —k+ e/ (x—h)2+ [y —k—c)? =2a

Ahora simplificamos la ecuacién,

2
<\/(x—h)2+(y—k+c)2> =

a?—c(y—k)
elevamos al cuadrando,

2
<2a—\/(x—h)2+(y—k—c)2>

a\/(x—h)2+(y—k+c)2,

a* 4+ 2a’%c(y — k) + c?(y —k)?

a?(x —h)? + a®(y —k)? + 2a’c(y — k) 2¢?

+ a“c”,
sustituyendo ¢? = a? — b?,

—h)? _ )2
—b*(y—%k)? = d*(x—h)?—a’b? (x bzh) X (y—X)

a?

—

=1

x —h)? —k)? . . .
La ecuacién simplificada ( 5 ) Y 5 ) = 1, se le llama ecuacion canonica o natural. Contiene toda la
a
informacioén para determinar la longitud de los semiejes, la longitud c, focos y vértices.

Eje mayor paralelo al eje X. En este caso, si el centro es

(h, k), entonces F; = (h—c, k) y F» = (h+c¢, k). Los puntos
(x,y) de la elipse satisfacen

d((X/U)/Fl) + d((XIH)IFZ) = 2(1,

es decir,

Vox—htc2 4+ y—k2+/(x—h—c)? + (y—k)? = 2a.

h—c h h+c ,X

Figura 2.10: Elipse con eje mayor paralelo al eje X
—h 2 —k 2
Como antes, la ecuacion simplificada queda (x—h) =k

5 5— = 1. A esta ecuacion se le llama ecuacion
a
canonica o natural. Contiene toda la informacién para determinar la longitud de los semiejes, la longitud c,
focos y vértices., En resumen,
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Elipse sin rotacion. “a” es la longitud del semieje mayor

Wolfram CDF Player
)2 B2 4
(@=h?, w=h?_, g

a? b?

=<

2= g2 — b2

Compartir|o &

Circunferencia de radio a. Formalmente, la curva que delimita un circulo se llama circunferencia. Por abuso del
lenguaje se habla de un “circulo de radio a”. La circunferencia es un caso especial de elipse en la que los focos
son iguales y coinciden con el centro de la circunferencia. En este caso, a2 = b? = a?. Por lo tanto, la ecuacién
de la circunferencia de un circulo con centro en O = (h, k) yradioa, es

—h)2 —k)?
(x—h) +(y k) =1 otambién (x—h)*+ (y—k)?=d?

a? a?

T T T '
h X
Figura 2.11: Circunferencia de radio a centra-

daen (h, k)

Hallar la ecuacién canénica de la elipse 4 x? + y> — 8x + 4y — 8 = 0. Realizar su gréfica identificando los
vértices, los focos y el centro.
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Solucion: Para hallar la ecuacién canénica debemos
completar el cuadrado de la expresién en ambas
variables x e y.

42 +y*—8x+4y—-8 = 0
4x? —8x+y>+4y—8 = 0

4x—17+(y+27° = 16

(x—1)%  (y+2)
4 + 16

=1

e Comoa?=16 yb*> =4, entoncesa=4 yb =2.

El centro es (h, k) = (1, —2). La elipse tiene eje mayor paralelo al eje Y.

Ahora, ¢? =16 —4 = ¢ = /12. Los focos son (1,2 4 /12) y los vértices son (1,—6), (1,2).

Las intersecciones con los ejes son y ~ —5.46, y ~ 1.46, x =~ —0.73 y x = 2.73.

Ejemplo 2.8

Determine la ecuacién canénica y las caracteristicas mds importantes de la elipse cuyo eje mayor tiene

extremos (—3,5) y (7,5) y cuyo eje menor tiene extremos (2,2) y (2, 8).

Solucion: El centro es el punto medio entre (—3,5) y (7,5),
es decir, (2,5). El semieje mayor mide a =5 y el semieje
menor mide b = 3.

e Como el eje mayor es paralelo al eje X, la ecuaciéon
canonica es,
_ 92 52
(x—=2? (y=5° _,
25 9

e Como c?2=25-9, entonces ¢ =4 y los focos son (2 £
4,5). Los vértices son (2 +5,5). Las intersecciones con el
eje Yson y~225yy~775.

Ejemplo 2.9

Determine la ecuaciéon canénica de la elipse con focos en (2,5) y (2,3) y que contiene al punto (3,6).

Realizar la gréfica.

Solucion: Por la posicion de los focos, el eje mayor es paralelo al eje Y. Ademds también de-

ducimos que el centro es (h, k) = (2,4) y que ¢ = 1. Como ¢

= a? — b?, tenemos b? = a? — 1.
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Hasta ahora tenemos que la ecuacién canoénica es

(x—=2)*  (y—4)7?
be . y _

1
a2

Como b? =a?—1 y como la elipse contiene al punto (3,6),
este punto satisface esta ecuacion, es decir,

(3—2)2  (6—4)?
b? + a?

1 4 2

ac—1 a : | : : —

X

= 1,

(x —2)? . (y—4)?
24+v5 3445

Como b%? = a2 —1 > 0, la tinica solucién es

y~ 346, y~4.54.

= 1. Las intersecciones con el eje Y son

Ejemplo 2.10

Determine la ecuacién de la circunferencia de radio 2 con centro en el vértice de la pardbola de foco (1, —1)
y directrizx = —3. Realizar la grafica.

Solucion: Como el vértice de una pardbola esta a la mitad del
camino entre el foco y la directriz entonces (h, k) = (-1, —1).
La ecuacién de la circunferencia es

(x+1)2+(y+1)7? =4

Las intersecciones con el eje X son x ~ —2.73 y x ~ 0.73.
Las intersecciones con el eje Y son y ~ —2.73 y y ~ 0.73.
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Ejercicios
@ 2.3.1 Considere la elipse a la derecha. Si se sabe que el punto

(—1/2, 5/4) esta en la elipse, determine su ecuacién canodnica,
sus focos y sus vértices.

<Y

@ 2.3.2 En cada caso, obtener la ecuacién candnica de la elipse.

(y—1?%  5(x+2)?* x> vy
XZ x UZ ) .92

@ 2.3.3 Considere la cénica4x? + y? — 16x — 6y + 21 = 0. Realizar su gréfica identificando los vértices, los
focos, el centro y la interseccién con los ejes.

@ 2.3.4 Determine la ecuacion de la elipse cuyo centro esté en el origen, contiene al punto (—1,3) y uno de sus
vértices es (0,5). Realizar la gréfica.

@ 2.3.5 Determine la ecuacién canénica de la elipse con vértices en (3,1), (3,9) y eje menor de longitud 6.

Realizar la gréfica.

@ 2.3.6 Determinar la ecuacién canénica de la elipse si se sabe que es tangente a los ejes en el primer cuadrante
y uno de sus vértices es (8,2).

@ 2.3.7 Determine la ecuacién canénica y los demads elementos de la elipse con centro en (0,0), eje mayor
horizontal y los puntos (3,1) y (4,0) estan en la elipse.

@ 2.3.8 Determine la ecuacién canénica y los demads elementos de la elipse con centro en (2,1), longitud del
eje menor 2 ul y eje mayor vertical y de longitud 6 ul.

@ 2.3.9 Hallar la ecuacién candnica y los demds elementos de la elipse que tiene un vértice y un foco en
comtin con la pardbola y? + 4x = 32 y que tiene su otro foco en el origen.

@ 2.3.10 Determine la ecuacién canénica y los demas elementos de la elipse cuya suma de distancias a los
puntos (£3,0) es 16.

@2.3.11 Considere la c6nica de ecuacién 9y? + 16x* + 54y — 64x + 1 = 0. Verifique que se trata de una elipse e
indique sus caracteristicas principales.
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@ 2.3.12 Se tiene un circulo inscrito en un cuadrado tal y como se
muestra en la figura que sigue. Determinar el radio.

@ 2.3.13 Considere la conica C de ecuacién x*> — 4x + 8y + 12 = 0. Determine la ecuacién canénica y las
caracteristicas mas importantes, de la elipse que cumple simtltaneamente con las siguientes condiciones,

a.) Su centro coincide en el vértice de la conica C
b.) La distancia entre sus focos es 4 y estdn en la recta x =2
c.) La distancia de un foco al vértice mds cercano es 3

@ 2.3.14 Determine la ecuacién candnica de la elipse que satisface simultdneamente las siguientes condiciones:

a.) Elvértice V; de la elipse coincide con el foco de la parébola de ecuacion (x — 2)? = —4y + 24.
b.) El vértice V, de la elipse coincide con el centro de la hipérbola de ecuacién x? — 4x — y? + 2y = —2.
c.) La elipse contiene el punto (1,2).

@ 2.3.15 En la definicién de la elipse como un lugar geométrico se indica que 2a > d(Fy, F2). ;Qué pasa si
2a < d(Fl, Fz) ?

2.4 La Hipérbola.

Definicion 2.3 (La hipérbola como lugar geométrico).

En un plano, una hipérbola es el lugar geométrico de todos los puntos Q tales que el valor absoluto
de la diferencia de sus distancias a dos puntos fijos del plano, F; yF,, (llamados focos), es constante
(una constante menor que d(Fy, F»)). Si la diferencia es la constante 2a, con 2a < d(Fy, F2), entonces
|d(Qr Fl) - d(QI F2)| =2a

Hipérbola como lugar geométrico: d(Q,F;) —d(Q,F,) =2a con 2a > d(F,F,)

2a M 4
J Wolfram CDF Player

J
[d(Q.F1)-d(Q,F2)] 4

Compartirlo Sy M™M I
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Propiedad focal de la hipérbola. La hipérbola también
tiene una “propiedad focal” andloga a la de la elipse y la
parabola: La normal a la hipérbola en cualquier punto Q de
la hipérbola, forma dngulos iguales con el segmento F1Q y el
segmentos Fp, Q

La propiedad focal de la hipérbola tiene varias aplicaciones.
Por ejemplo, en la construccién de telescopios.

Ejes, centro y vértices. Supongamos que los focos de la
hipérbola son F; y Fp. Ademas, |d(Q,F1) —d(Q,F2)| =2a
con 2a < d(Fy, F2). La recta que pasa por los focos se llama
eje focal. Este eje focal corta a la hipérbola en dos puntos
Vi, V, llamados vértices. El segmento de recta que une los
vértices se llama ¢je transversal o transverso. El punto medio
de este eje se llama centro de la hipérbola.

De la definicién de la hipérbola se puede deducir que la
distancia entre los vértices es 2a y cada vértice estd a una
distancia de a unidades del centro.

Si la distancia del centro a cada uno de los focos es ¢, como
¢ > a, podemos formar el tridngulo isésceles AV;V,A que
se muestra en la figura de la derecha. La altura de este trian-
gulo la denotamos con b. El ¢je conjugado es el segmento
AA’ (enla figura de la derecha) y mide 2b. Este segmento
pasa por el centro y es perpendicular al eje focal. Claramente,
este el semieje conjugado tiene longitud b vy, por pitagoras,

c? = a® + b2

Ecuacién candnica.

En coordenadas rectangulares, una hipérbola tiene ecuacion general

Ax?+Bxy+ Cy?+Dx+Ey+F=0 con B2—4AC>0 y A#0
Si B # 0, el “eje focal” no es paralelo al eje X ni al eje Y. En este caso, la hipérbola presenta una rotacién
respecto a estos ejes. La rotacion se puede eliminar (respecto a los nuevos ejes X', Y’) haciendo el cambio de

variable (ver apéndice A ).

Si B =0, la conica estd en posicién estdndar y la directriz es paralela al eje X o paralela al eje Y.
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Hipérbola: Ecuacién general Ax?+Bxy+Cy?>+Dx+Ey+F =0, con A# 0y B> —4AC >0
Wolfram CDF Player

12x? 5xy 2y?

S—

L 9 1

Figura 2.12: Hipérbola con rotaciéon

Hipérbola en posicion estandar: Directriz paralela al eje X. En este caso,
si el centro es (h, k), entonces F; = (h+¢,k) y F, = (h —c¢,k). Los
puntos Q = (x,y) de la hipérbola satisfacen

|d(Q1 Fl) - d(Q; F2)| =2a,

es decir,

‘\/(x—h+c)2+(y—k)2—\/(x—h—c)2+(y—k)2 ~2a

Para simplificar un poco el «calculo, supongamos que
d(Q,F) — d(Q,F2) > 0 (el otro caso es es totalmente similar),
entonces

2 2
<\/(xh+c)2+(yk)2> - (Za\/(xhc)2+(yk)2>,

c(x—h)—a*> = a\/(x—h—C)2+(y—k)2,

elevamos al cuadrado,

(2—a®)(x—h)?—ad*(y—k)? = d*(c*—a?),
(x—h)?  (y—k)?
2  2-az 1

(x—h)> (y—k?

) e . y L .

— a%, la ecuacioén simplificada seria 5 — 5 = 1, esta ecuacién se le llama
a

ecuacion canonica o natural. Contiene toda la informacién para determinar la longitud de los semiejes, c, focos y

vértices.

2

Poniendo b? = ¢
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Hipérbola en posicion estandar: Eje focal paralela al eje Y. YA
En este caso, si el centro es (h, k), entonces F; = (h,k —c¢) (h,k +c)
y F2 = (h,k 4+ c). Los puntos Q = (x,y) de la hipérbola
satisfacen

|d(Q, F1) — d(Ql F)l =2a,

es decir,

’\/(x—h)z—l—(y—k+c)2—\/(x—h)2+(y—k—c)z =2a.

Como antes, la ecuacion simplificada queda

(h,k —c¢)

(y—k)? (x—h)?
a2 b2

=1.

A esta ecuacion se le llama ecuacion canonica o natural. Contiene toda la informacién para determinar la longitud
de los semiejes, c, focos y vértices.

Asintotas de la hipérbola. Consideremos las ecuaciones canénicas de la hipérbola. Para determinar las asintotas
oblicuas de la hipérbola se necesita despejar y en ambas ecuaciones y analizar el comportamiento “asintotico
de la funcién” para x suficientemente grande. Informalmente,

_ k)2 _h)2

—h)? —%k)? b b
(x ) _(U ) -1 > y=k+—/(x—h)2—a?2 = y~k+—(x—h) si x—=>+oco
a2 b2 a a

Teorema 2.2 (Asintotas de la hipérbola).

(y—k? (x—h? x—h)?  (y—k)?

Fa hipérbola de ecuacién Zz ;- 1 Fa hipérbola de ecuacién 2 oz = 1
tiene asintotas tiene asintotas
@ b
U:kig(X—h) y:kj:a(x—h)
> X
'X -
I

b b
Para probar el teorema se requiere verficar, por ejemplo, que 1_1&1 k+ . (x —h)2—a? — (kj: . (xh)) =0.
X o0
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Este limite es del tipo 0 - co y se resuelve reacomodando el limite como el limite de un cociente y aplicando

luego la regla de L'Hospital.

En resumen,

Hipérbolas.
Wolfram CDF Player
S
—hH)2 _ )2 4
(x 2h) (y 2k) _1 (y — k)? (- h)? ,
a b a2 b2
YA YA
k 2 =a®+ b
o X X
h—c hea h htahte o >

Compartir | o o w

Identifique y trace la gréfica de la cénica de ecuacion 4y? — 9x? + 36x — 24y — 36 = 0, indicando centro,
vértices, focos, asintotas e interseccién con los ejes.
Solucion: Completando cuadrados obtenemos

4(y—3)2—9(x—2)> =36
por lo que la ecuacién canénica es

(y-32 (x—27
9 4 a

Se trata de un hipérbola con eje transversal vertical y cen-
troen(2,3). Como a = 3yb = 2 entoncesc = v/13. Los
vértices sonv; = (2,0) y v» = (2,6) y los focos sonF; =
(2,3 —+/13) yF=(2,3+ v/13). Las intersecciones con los
ejessy~—124, y~724y x =2.
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Hallar la ecuacidon candnica, los focos, los vértices
y las asintotas de la hipérbola cuya ecuacién es
9x* —y? —36x — 6y + 18 = 0. Realizar la grafica. Y

o=

Solucion: Completando el cuadrado en ambas variables,

9(x*—4x+4—4)— (> +6y+9-9)+18 = 0
9(x—2%—(y+3?% = 9

(x—-2° +3° _ |
1 9 B

Por tanto, el centro estd en (2,—3), a = 1, b = 3y
?=a’+b? = 2=10 = c=+10

Los vértices estdn en (1,—3), (3,—3), los focos en (2 +
v10,-3) y las asintotas son y = +3(x —2) — 3. Las intersec-
ciones con los ejes son y ~ —8.19, y ~ 2.196, x ~ 0.58 y
x =~ 3.41.

Ejemplo 2.13

Hallar la ecuacion canénica de la hipérbola con n
vértices en (3,—5) y (3,1) y asintotas y =2x—8 y

y = —2x + 4. Ademas calcule los focos y realice la \
gréfica.

Solucion: Como los vértices son vértices en (3,—5) y
(3,1), el centro es (3, —2). Ademas, la hipérbola tiene
eje transversal vertical y a = 3. Por otro lado, por el
teorema de las asintotas,

a a

Por tanto, la ecuacién candnica es

y+2? (x—3)
o
El valor de c estd dado por

=1
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Los focos estdan en (3, —2 — %) y (3, —2+ %). Las intersecciones con el eje Y sony ~ —8.70, y =~ 4.70.
|

Ejercicios

@ 2.4.1 Determine la ecuacién canénica y los demds elementos de las hipérbolas de ecuacién
1. 36x2 — 64y? = 2304

2. x2—2x—y?—6y+9=0

9 6y y2
L —= 42 22 _Z -
3 5+ X+ x 5 5 0
42 16x  y? 2
4 — — — —=—42y— - =
3 3 5—i—y 3 0

@ 2.4.2 Determine la ecuacién candnica de la hipérbola con focos en (1,4) y (1,—4) y con a = 3.

@ 2.4.3 Determine la ecuacién canénica de la hipérbola con centro en (—4,1) y un vértice en (2,1) y semieje
conjugado de longitud 4.

@ 2.4.4 Determine la ecuacién canénica de la hipérbola de ecuacién 9x* — 16y? — 18x — 64y — 199 = 0.

@ 2.4.5 Determine la ecuaciéon candnica de la hipérbola con vértices en (0,2) y (6,2) y asintotas
y=2/3x N y=4—2/3x.

@ 2.4.6 Determine la ecuacién canénica de la hipérbola que contiene al punto (4,6) y cuyas asintotas son
y=+V3x.

@ 2.4.7 Determine la ecuacién de la hipérbola con centro en el origen y que contiene los puntos (3,1) y (9,5).

@ 2.4.8 Determine la ecuacion candnica y realice la representacion gréfica de la hipérbola cuyo eje focal es
paralelo al eje X, el centro es (2,0), una asintota tiene ecuacién y = 2x — 4 y un foco estd a una distancia de V5
unidades del centro.
@ 2.4.9 Determine la ecuacién canénica de de la hipérbola que satisface simultdineamente las siguientes
condiciones,

a.) El centro de la hipérbola coincide con el vértice de la pardbola de ecuacién y? — 2y + 8x + 17 = 0.

b.) Uno de sus focos se ubica en (3,1)
c.) Uno de sus vértices se ubicaen (1,1).

Realice la gréfica e indique sus principales caracteristicas.
X2 2
@ 2.4.10 Determine el tipo de cénica representada por la ecuaciéon — +

. k_16:1 en los casos
1. Sik > 16
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2.5i0<k<16
3.51k<0

@ 2.4.11 Determine la ecuacién candnica y las caracteristicas de la cénica que contiene a los puntos P = (x, y)
para los cuales |d(P,A) — d(P,B)| =2 donde A = (—3,0) y B = (—3,3). Realizar la grafica.

@ 2.4.12 Realice el dibujo de la seccién cénica de ecuacién 9(x —1)? — (y + 1)? = 9. Indique ademas todas sus
caracteristicas.

@ 2.4.13 En la definicién de la hipérbola como un lugar geométrico se indica que 2a < d(Fy, F2) . ;Qué pasa si
2a > d(Fy, F2)?
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3.1

Espacio tridimensional. Coordenadas cartesianas.

Una vez que se ha especificado una unidad de medida, un niimero x €
punto en una linea, un par (x,y) € R? se puede usar para representar

R puede ser usado para representar un
un punto en un plano,

YA
(z,y)
Yl i
0 r T X
(a) Punto en una linea (b) Punto en el plano

De manera anéloga, un triple (x,y,z) € R® se puede usar para representar
un punto en el espacio tridimensional. Tomamos un punto fijo cualquiera O,
llamado origen, y tres planos distintos, mutuamente perpendiculares, que pa-

san por O. Los planos se intersecan en pares en tres rectas (ejes) mutua
perpendiculares que pasan por O llamadas X, Y y Z. Para hacer la

sentacion en un plano podemos trazar el eje Y y el eje Z de frente y la parte
positiva del eje X se representa en una direccién aproximadamente sur-oeste,

para simular profundidad (perpectiva). Dibujamos (x,y) en el plano

desde este punto, dibujamos un segmento paralelo al eje Z y orientado de

acuerdo al signo de z y de longitud |z|, como se muestra en la figura.

mente
repre-

XYy,

Los puntos en el eje X tienen coordenadas (x,0,0), x € R, los puntos en el eje Y tienen coordenadas
(0,y4,0), y € R ylos puntos en el eje Z tienen coordenadas (0,0,z), z € R. En la figura que sigue se

muestran cinco ejemplos de puntos en el espacio.
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Wolfram CDF Player

ZA Z* JN

3*»(07073) 31

1+(2,1,3)

(0,1,0),

Figura 3.1: Puntos (2,0,0), (0,1,0), (0,0,3),(2,1,3) y (2,—1,0).

Planos XY, XZ y YZ. Hay tres planos que contienen un par de ejes coordenados: El plano XY es el plano que
contiene el eje X y el eje Y, el plano XZ es el plano que contiene el eje X y el eje Z y el plano YZ es el plano
que contiene el eje Y y el eje Z.

Wolfram CDF Player
4.

z4 z z J

\Y X
X i
Compartir| @) (& W

Figura 3.2: Planos XY, XZy YZ

El primer octante. Los planos XY, XZ y YZ dividen el espacio en ocho partes llamadas octantes. El primer octante
corresponde a la parte positiva de los ejes.

Wolfram CDF Player

Y
X

Figura 3.4: Primer octante

Figura 3.5: Habitacion en el primer oc-
tante

b 1@ ® W

Figura 3.3: Octantes
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Vistas isométricas de un punto. Considere el punto Py, . = (a,b,c) en el espacio tridimensional, se define Ia
vista de este punto en el plano XY como el punto P, = (a,b,0). Andlogamente se define la vista en el plano
YZ como Py, = (0,b,c) ylavista en el plano XZ como Py, = (a,0,c). Estas vistas también se denominan
“proyecciones perpendiculares” del punto en el plano respectivo.

Proyeccién sobre Y Z

Z Z
C ~ <
\TPm,y,z
|
a . L b
Y TN X,
< Ppy ¥
Punto P, , . Proyeccién sobre XY
Z A\ Z\
CT—--+P,. Pz g
g !
| |
;' !
X Do X a &
£ by pZ Y

Proyeccién sobre X Z

3.2 Funciones escalares de dos variables

Definicién 3.1
Una funcién escalar de dos variables f : R> — R con dominio D C R?, asigna a cada par (x,y) € D, un
tnico ntimero real denotado con f(x,y). El gréfico de f esel conjunto Gf ={(x,y,z) : x,ye D y z= I

f(x,y)}-

La representacion grdfica de f en un dominio D, corresponde a la representacion de todos los puntos (x,y, z)
que satisfacen la ecuacion z = f(x,y) o F(x,y,z) =0, con (x,y) € D.
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2 2
Superficie S: z = cos (% + %) +2 en el dominio D = [0,1] x [0,1]

Wolfram CDF Player

Compartirlo Sy M

2
Figura 3.6: Representacion grafica de la superficie S: z = cos (XZ + %2) +2 eneldominio D =[0,1] x [0,1]

El criterio (férmula) que define a f puede ser explicito o implicito. Para hablar de una funcién de dos
variables se escribe z = f(x,y) o F(x,y,z) = 0. Es usual asociar la representacién grafica de f con su ecuaciéon
y hablar informalmente de “la superficie” S de ecuacién z = f(x,y), o brevemente, “la superficie S : z = f(x,y)”

Ejemplo 3.2

e Forma explicita: Sea S: z = x? +y? o equivalentemente S: f(x,y) = x* +y%
a) f(1,2)=12+22=5 = (1,2,5)€ S

b) f(0,3)=02+32=9 = (0,3,9) € S

e Forma implicita: Sea S : x24+y?+2z? =1, entonces S: F(x,y,z) =0 con F(x,y,z) = x> +y>+22—1 =0.
a) Como 124+024+02—1=0 = F(1,0,00=0 = (1,0,0) € S

b)Si (1,1,z) € S = 12+124+22-1=0 = z=+1

Dominio y representacion grdfica del dominio
Como en funciones de wuna variable, el dominio madximo de f es el conjunto de
puntos (x,y) € R? tal que z = f(x,y) esté bien definida. Escribimos D¢ =
{(x,y) € R? tal que JdJz€ R con z= f(x,y)}. En el caso de funciones definidas de manera im-
plicita, tenemos D = {(x,y) € R? tal que Jze€ R con F(x,y,z)= 0}.
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Ejemplo 3.3

1
El dominio de la funcién z= ——— es D¢ = R2 —{(0,0)}
Xty

Figura 3.7: Dominio D¢ = R? —{(0,0)}

Representacién gréfica de dominios definidos por desigualdades. El dominio de una funcién f : R>>R es a
veces una region en el plano, definida por desigualdades y por igualdades. Para hacer la representacion grafica
del dominio de f, necesitamos dibujar regiones con ecuaciones del tipo x § gly)ovy § h(x).

YA YA

A

>
, X

Figura 3.8: Representacién de regiones definidas por desigualdades

Ejemplo 3.4

Determine el dominio de la funcion z =

Vx—y+I+y
In(x? —y)

y realice la representacion grafica de este

dominio.

Solucion: El dominio de esta funcion esta conformado por pares ordenados (x,y) que satisfacen las
siguientes restricciones:

e Para v/x —y + 1 necesitamos x —y+12>0
e Para ,/y necesitamos y > 0
e Para In(x?> —y) necesitamos x> —y #1 A x> —y >0

Dominio: DZ:{(X,y)ERZ tal que x—y+1>0,y>0,x2—y>0/\XZ—yyél}
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Representacién grdfica. Para realizar la representacion grafica del dominio debemos realizar la repre-
sentacion gréfica de cada una de las regiones que se indican y obtener la interseccién de estas tres
regiones.

Elbordeeslarecta y=x+1

e Regionl: x—y+12>0

Region 1: y<x+1

Elbordeeslarecta y=20
e Region2: y >0

Region 2: y=0

Elbordeeslacurva y=x
o Region3: x2—y#1 A x>*—y>0 Region 3:  y < x?

Eliminar la curva y=x*-1

y=x+1
El borde es la recta y=x+1
Region 1: y<x+1 ‘
Elbordeeslarecta y=0 5
Region 2: >0 1 y=0
g Y Pl .
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Elbordeeslacurva y=x
Region3: y<x? .

Eliminar lacurva y=x*-1 |

yew: |

Figura 3.9: Representacién grafica del dominio de la funcién

Ejemplo 3.5

2
Determine y realice la representacion grafica del dominio de la funcién f(x,y) = In(x—y?) +1/1— y2 — %

2
. . X .
Solucion: Necesitamos que x — y2 >0yque 11— yz ) > 0, es decir,

2
D¢ = {(X,y)GRZ talque x>y*> y y2+ngl}

Representacion grafica: El dominio de f es la inferseccion de la region x > y? (region a la derecha de la
2 2

arabola x = y?, sin incluirla) y de la regién y? + x < 1 (el interior de la elipse y? + X incluyendo
p y & > P > y

la elipse).
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Y )

Figura 3.10: D¢

{(x,y) € R?* talque x> y?

En la figura que sigue aparece la superficie y su dominio.

Z

2
Figura 3.11: Suerficie f(x,y) = In(x —y?) + /1 —y2 — % y su dominio

Ejercicios

Vix—4)2+y2 -1
Xy

@ 3.2.1 Considere la funcién f(x,y) . Indique el dominio méximo de f y realice la

representacion gréfica.

2 _x —
@ 3.2.2 Considere la funciéon f(x,y) = Viy+12—x—1

. Indique el dominio maximo de f y realice la

log(x —y)
representacion grafica.
. . 3y —6x+3 . .. . .
@ 3.2.3 Considere la funcién f(x,y) = i1 Indique el dominio maximo de f y realice la representa-
cién grafica.
1—x2— %2
@ 3.2.4 Considere la funcién f(x,y) = — + /x —y. Indique el dominio maximo de f y realice la

representacion gréfica.
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3.3 Curvas y Superficies en R? en coordenadas cartesianas.

Nos interesan las superficies de ecuacién z = f(x,y), es decir, las superficies formadas por los puntos (x,y, z)
que satisfacen la ecuaciéon z = f(x,y) o también en la forma F(x,y,z) =0.

A veces decimos “superficie de ecuacién (explicita) z = f(x,y) ” o “superficie de ecuacién (implicita) F(x,y,z) =
0”. Unbosquejo de una superficie se puede hacer con un conjunto de curvas; a estas curvas se les llama ‘trazas’ o
‘cortes verticales y horizontales’. En esta seccién vamos a ocuparnos con superficies simples: Planos, superficies
cilindricas y superficies cuadricas.

Curvas en el espacio.

Hay curvas en el plano XY que se pueden describir por medio de una ecuacioén cartesiana F(x,y) = c. Por
ejemplo, una circunferencia de radio a tiene ecuacién: x> + y?> = a. Desde este punto de vista, una curva C
definida por esta ecuaciéon es un conjunto de puntos, a saber,

C={xy) € R*|F(x,y) =c}
Las curvas en R® podrian ser definidas por un par de ecuaciones (como interseccién de dos superficies),
Filx,y,z) =c1; Flxyz) =c,
Curvas en los planos XY, XZ y YZ. Es usual asumir que una curva de ecuacién F(x,y) = 0, estd en el plano XY.
En el espacio tridimensional indicamos la ecuacién de la curva y el plano dénde esta curva “vive”. En general,

“F(x,y) = 0; z = 0” es la ecuacién de una curva en el plano XY. De manera analoga, “F(x,z) = 0; y = 0”
corresponde a una curva en el plano XZ y “F(y,z) = 0; x = 0” corresponde a una curva en el plano YZ.

Ejemplo 3.6
x—1)2 (z+1)?

a.) Un elipse de ecuacién (  t =1 (enel

Wolfram CDF Player
// \

plano XZ), en el espacio tridimensional tendria ecua-
cion 5 )
(x —1) (z+1)
=1, =0.
i 9 k

Compartir | o X Jual
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b.) Una circunferencia en el plano XY, de radio a y cen- Wolfram CDF Player
trada en el origen, tiene ecuacién cartesiana x? +y? = 7 4\ */f~
a?. Enel espacio tridimensional tendria ecuaciéon

Y
a
X a
camonr| @ & 9
||
Ejemplo 3.7
Realizar la representacién gréfica, en el espacio, delacurva C; : x+y=3;, z=0
Solucién:
Lacurva C : x+y =3; z=0, corresponde a una recta en el plano XY. Interseca al eje X en x =3 y al
eje Yeny=3.
Y Wolfram CDF Player
4
3 e
Y
-1
-1t
Figura 3.12: Recta x +y = 3 en el plano XY Figura 3.13: Recta x +y = 3 en el espacio tridimensional
|

Ejemplo 3.8

Realizar la representaciéon grafica, de la curva Wolfram COF Player
C:(x—22+(z-22=1y=0. z) J
. =0
oDtz - D=L Y
Solucién: Lacurva C : (x—2)>+(z—2)2=1;, y=0
corresponde a una circunferencia de radio 1 en el
plano XZ. Su centroes (2,0,2). 2
e
X /
comorr 1@ ® @
|
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Ejemplo 3.9

Realizar la representacion grafica, en el espacio, de la D

7 -

curva C3 : z=2—y% x=0.

Solucién: La curva Cz eslapardbola : y? = —(z—2)
(concava hacia abajo) en el plano YZ. El vértice es
(0,0,2) einterseca al eje X en x = V2 y X = —V2.

Compartir| @) (3 W' M)

Ejercicios

@ 3.3.1 Realizar la representacion gréfica, en el espacio, de las curvas
1. z=4—%% y=0.
2. (z—2)2+(y—2)%2=4; x=0.

(y—1)2

1 +x2=1; z=0.

7. yz—x2:4; z=0.
@3.3.2 ;Bs (x —1)2 + (y +2)2 + 2% = 0 la ecuacién de una curva?

Planos
Posiblemente los planos son las superficies més sencillas de dibujar. La ecuacion cartesiana de

un plano es ax + by + cz = d con con a® + b? + c% # 0 (se prohibe el caso a = b = ¢ = 0).
~.,  Para realizar la representacion grafica de un plano TT nos basamos en el hecho de que si P, Q
/ son dos puntos en este plano, entonces la recta (o cualquier segmento de ella) que contiene a
estos puntos, estéd en el plano. En la practica necesitamos al menos dos segmentos de recta para
dibujar una parte del plano, mediante un tridngulo o un paralelogramo.

Planos de ecuacion cartesiana con dos variables ausentes.
La ausencia de variables en la ecuacién solo significa que estas variables tienen coeficiente nulo y, por tanto,
estas variables pueden tomar valores arbitrarios.
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Por ejemploel plano TT: 0-x+0-y+2z =2 esel plano z = 2, es decir, TT ={(x,y,2)

adelante,
e Elplano x = a esel plano 1T ={(a,y,2z) : y,z€ R}
e Elplano y =b esel plano IT={(x,b,z) : x,z€ R}

e Elplano z =c esel plano T ={(x,y,c) : x,y € R}.

Ejemplo 3.10

El plano TT: z = 0 lo constituyen todos los puntos de la
forma (x,y,0) con x,y € R arbitrarios, es decir, el plano
z =0esel plano XY.

: x,y € R}. De aqui en

Wolfram CDF Player

Compartir | @) §3 W M

Ejemplo 3.11

a.) Dibujar el plano z = 2.

Solucion: El plano z = 2 lo constituyen todos los
puntos de la forma (x,y,2) con x,y € R arbitrarios,
es decir, es un plano paralelo al plano XY que pasa
por la coordenada z = 2.

b.) Dibujar el plano y = 3.

Solucion: El plano TT: y = 3 lo constituyen todos
los puntos de la forma (x,3,z) con x,z € R, es decir,
es un plano paralelo al plano YZ que pasa por la
coordenada y = 3.

Compamr|o [ T4 M

Wolfram CDF Player

Wolfram CDF Player
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Planos de ecuacién cartesiana con una variable ausente.
Cuando hay una variable ausente (i.e., una variable con coeficiente nulo), el plano esta ‘generado’ por la recta
determinada por las variables presentes.

Ejemplo 3.12

a.) Dibujar el plano x +y = 2.

Wolfram CDF Player

Solucién: El plano TT: x +y = 2 es el conjunto de
puntos
{xy,z) : x+y=2,z€ R}

Las coordenadas x e y estdin sobre la recta
x+Yy =2, z=0 ylacoordenada z es arbitraria.

2 r+y=2 z€R

compars 1@ ® w [F

Wolfram CDF Player
4

b.) Dibujar el plano y + z = 3.
z 7

Solucién: El plano TT : y +z = 3 es el conjunto de
puntos
{xy,z) :y+z=3,x€ R}

Las coordenadas y y z estin sobre la recta
y+z =23, x =0 ylacoordenada x es arbitraria.

Planos de ecuacion cartesiana sin variables ausentes. Podemos distinguir entre los que pasan por el
origen y los que no.

Una forma sencilla para dibujar planos que no contienen el origen consiste en determinar la interseccion
del plano con cada eje coordenado y trazar los segmentos de recta que unen estos puntos (estos segmentos
estdn contenidos en el plano). En caso necesario, se pueden extender dos de estos segmentos y formar un
paralelogramo.

Los planos que pasan por el origen se pueden dibujar determinando un par de rectas en el plano (al anular una
variable en la ecuacién cartesiana del plano se obtiene la ecuacion de una recta contenida en el plano).
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Ejemplo 3.13

Dibujar el plano 4x — 4y +2z =4

Wolfram CDF Player

Solucion: El plano interseca a los ejes coordenados en

x =1, y=—1y z=2. Podemos usar el segmento
quevade x =1 a y = —1 y el segmento que va de
y =—1 a z = 2. Con estos dos segmentos podemos

dibujar un paralelogramo.

Plano
do—4y+22=4

Comparti | @) (& W M

Planos que contienen el origen. Para dibujar planos que contienen el origen se anula una de las variables y
se dibuja una primera recta resultante en el plano correspondiente. Luego se anula otra variable y se dibuja
una segunda recta en el plano correspondiente. Tomamos dos segmentos, uno en cada recta y formamos un
paralelogramo.

Ejemplo 3.14

Dibujar el plano x +y —2z = 0.

Wolfram CDF Player

Solucion: El plano x +y — 2z = 0 pasa por el origen.

e Siy=0,larecta x+0—2z2=0,y=0 estaenel x — 22 =0;
plano. = ©

e Six=0,larecta 0+y—2z2=0;x =0 estaenel

plano.
Podemos wusar un segmento de la recta X
x—2z = 0; y = 0 y un segmento de la recta =~ e

y —2z =0; x =0, para dibujar un paralelogramo que
represente al plano.

Ejercicios

@ 3.3.3 Dibujar los planos que se indican a continuacién:

1. 2z4+y=2
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2. x=2
3. x—y—z=0

4. x+y—z=2

o

2x+2y+2z=2

@ 3.3.4 Dibujar el plano 4x — 4y + 2z = 4 en el primer octante.

Superficies cilindricas o “cilindros”.

El término “cilindro” tiene varios significados relacionados y puede ser un concepto algo confuso. La
palabra “cilindro” probablemente evoque la imagen de un cilindro circular recto, pero en calculo en varias
variables un cilindro (cilindro generalizado) se refiere a una superficie generada por una curva: Un cilindro
es una superficie formada por una familia de rectas paralelas, llamadas generatrices, que pasan por los
puntos respectivos de una cierta curva directriz. Si la directriz vive en un plano y si la generatriz es perpendi-
cular a este plano, el cilindro se le dice “cilindro recto”. Un cilindro es un caso particular de una superficie reglada.

En este libro solo se consideran cilindros (generalizados) de

ecuacion r(t,s) = c(t) + s - ¢;te 1l s e R donde c(t) es e
la parametrizacién de una curva que esta en alguno de los w
plano XY, YZ o XZ y ¢ es un vector perpendicular al plano

correspondiente.

Es decir, en nuestro caso, las superficies con ecuacién en dos de las tres variables x,y y z van a ser cilindros
rectos, con recta generatriz paralela al eje asociado con la variable ausente (en este libro, la recta generatriz es el
eje asociado a al variable ausente!). Por ejemplo, el cilindro de ecuacién z =1 — x? tiene generatriz paralela al
eje Y mientras que el cilindro y? + (z —1)> =1 tiene generatriz paralela al eje X.

Para dibujar el cilindro de ecuacién z = 2cos(x) + 2 primero dibujamos la curva de ecuaciéon z =
2cos(x) +2; y =0. Luego, segtin nuestro convenio, la superficie cilindrica z = 2 cos(x) + 2 tiene recta
generatriz paralela al eje Y.
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Wolfram CDF Player
Cilindro
z=2cosx+2
Compartir | @) (B W M
|
Ejemplo 3.16
El cilindro de ecuacién z = 2 — x? es una superficie , w°""'ichF e
cilindrica generada por la pardbola z =2 —x2,y = 0; z=2-a%y=0 -~
con recta generatriz paralela al eje Y.
Compartir| @) (® W [
|
Ejemplo 3.17
o s o (x—4)? —3)?
Dibujar el cilindro de ecuacién ( 1 ) + y T ) =1.
> e : o (x—4)?  (y—3) ,
Solucion: La superficie cilindrica generada por la elipse de ecuaciéon + = 1 tie-

ne su recta generatriz paralela al eje Z.
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Wolfram CDF Player

ja

(y—3)?> _
+ 6 =1,ze R

(x—4)?
4

Cona| @ ® W M
|

Ejemplo 3.18

Dibujar el cilindro de ecuacion (y —2)? + (z—2)2 = 4.
Solucion: La superficie cilindrica generada por la circunferencia (y — 2)?2 + (z —2)? = 4 tiene su recta
generatriz paralela al eje X.
Wolfram CDF Player
(y—22%2+(2-22=4; 2=0. j~
Compartir | @ (% W 4

|

3.4 Superficies cuadrdticas.

Rotar una cénica (no degenerada) alrededor de su eje focal, por ejemplo, produce un caso especial de un
conjunto mds general de superficie llamadas superficies de sequndo orden. Estas superficies satisfacen una
ecuacién de segundo grado en x, y y z y también son llamadas superficies cuadrdticas o cuddricas [17].

La curva de interseccién entre un plano y una superficie cuadratica es una cénica. Hay 17 tipos estandar de
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cuddricas, algunas de ellas son: paraboloide, esfera, esferoide, elipsoide, cono, hiperboloide, cilindro, cono
eliptico, cilindro eliptico, hiperboloide eliptico, paraboloide eliptico, etc.

Aqui solo consideramos cuadricas en posicién estdndar (sin rotacién). Estas superficies tienen ecuacién

AX?> +By? + Cz2 4+ Dx+Ey+Fz+ G =0.

Curvas de nivel y trazas.

Si S es una superficie en el espacio de ecuaciéon F(x,y,z) = 0, todos los pares (x,y) € R? que satisfacen la
ecuacion F(x,y, c) = 0 definen una curva en el plano XY (siempre y cuando este conjunto no sea vacio). A esta
curva se le llama una curva de nivel de la superficie. Geométricamente corresponden a la proyeccién sobre le
plano XY, de el corte del plano z = ¢ con la superficie S.

También nos interesa dibujar la curva como una curva en el espacio. Por abuso del lenguaje se dice “la curva
de nivel z = ¢” para indicar la curva de nivel “F(x,y,c) = 0; z = 0". A las curvas “F(x,y,c) =0; z=c” (si
existen) les llamamos ‘trazas’ o ‘cortes’ de la superficie. También son trazas las curvas “F(c,y,z) =0; x =c” y
“F(x,c,z) =0; y = c” (si existen)

Wolfram CDF Player Wolfram CDF Player

trazao corte curvas
de nivel

curva de nivel

ccccc artie | @) @ w Comparte | @) & W

Figura 3.14: Traza o corte z = ¢ y curva de nivel. Figura 3.15: Algunas curvas de nivel y algunas trazas.

Como se deduce facilmente, si nos movemos sobre una curva de nivel z = ¢, la funcién se mantiene constante.

Ejemplo 3.19

A continuacién se muestra tres superficies con algunas de sus curvas de nivel y algunas de sus trazas:

a.) S1: z=senxcosy+ 3,
b) Sy: z=x*+1y?
c.) S3: z=—3600.x>+ 0.02974x* — 5391.90y? + 0.275x>y? + 0.125y*
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Figura 3.16: Superficie S, Figura 3.18: Superficie S3
Figura 3.17: Superficie S,

Ejemplo 3.20

Consideremos la superficie de ecuacién z = x? + y2. Como
z es una suma de cuadrados, z debe ser > 0. Vamos a dibu-
jar las curvas de nivel correspondientesa z =0,1,2 y z = 3.

e La curvadenivel z=0 esel punto (0,0,0)

e [a curva de nivel z = 1 : circunferencia
1=x>4+y% z=0.

e [a curva de nivel z = 2 : circunferencia
2=x2+y% z=0.

e [a curva de nivel z = 3 : circunferencia
3=x2+y% z=0.

Wolfram CDF Player Wolfram CDF Player

Ejemplo 3.21

2 (X_?’)z.

e Lacurvadenivel z=1 eslahipérbola 1 = (y —2) 1 z=0.

—3)2
Consideremos la superficie de ecuacién z = (y — 2)? — % Vamos a dibujar las curvas de nivel
correspondientesa z=0y z = 1.
_13)2 _
e Si z =0 tenemos (y —2)> = %, es decir, un par de rectas: y =2 + (x > 3); z=0.
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||
Ejemplo 3.22
—2)2
Consideremos la superficie de ecuacién z — 1 = (x —2)% + % Dibujar las curvas de nivel
correspondientesa z=1,2,3 y z=4.
Solucién:
e Lacurvadenivel z=1 esel punto (2,2,0).
e La curvadenivel z =2 eslaelipse
- 2 (U - 2)2
1=(x—2)+>F——.
4
e Lacurva denivel z =3 esla elipse
_ 2 (y— 2)2 .
2= (x—2)"+ 1 es decir,
(x—2)*  (y—2)?
1= .
2 " 8 2 2 2
-2 -2 -2
e Lacurvadenivel z=4 eslaelipse 3 = (x —2)2 + %, es decir, 1 = x 3 ) + Y B ) .
|

Dibujar Trazas (o cortes). Con el fin de realizar el dibujo de una superficie S de ecuacién explicita z = f(x,y) o
de ecuacién implicita F(x,y,z) =0, procedemos a realizar cortes a esta superficie con planos paralelos a los
planos coordenados. Estas curvas son llamadas trazas o cortes y producen un dibujo ‘de alambre’ de la superficie
a dibujar.

Para describir las trazas por ecuaciones se procede de la siguiente manera:

e Si la traza resulta de la interseccién de la superficie S con el plano x = ¢, entonces su ecuaciéon es
“z="1(c,y); x =c"0"F(c,y,z) =0; x =c,” y se representa en el plano x =c.

e Si la traza resulta de la interseccion de la superficie S con el plano y = ¢, entonces su ecuaciéon es
“z="1f(x,c); y=c"0"F(x,c,z) =0; y =c,” y se representa en el plano y = c.

e Si la traza resulta de la interseccién de la superficie S con el plano z = ¢, entonces su ecuacién es
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“c =f(x,y), z=c"0"F(x,y,c) =0, z=c” y se representa en el plano z = c.

Ejemplo 3.23

Consideremos la superficie de ecuacion z = x2 + y2. Dibujar la traza z = 1.

Solucién: La traza z =1 es la circunferencia

1:x2—|—y2; con z=1.

La curva se representa en el plano z = 1. Como la
circunferencia vive en el plano z = 1, para dibujarla
ubicamos su centro (0,0,1) y trazamos un par de
rectas paralelas a los ejes X e Y que pasen por este
punto, estas lineas las podemos usar como “ejes” para
dibujar este tipo de elipse.

La “caja” punteada que pasa por los vérticies de la curva, nos ayuda a hacer el trazo de la curva “en

perspectiva”
|

Estrategia general: Trasladar los ejes. Para dibujar trazas, una estrategia consiste en trasladar los ejes al plano
de dibujo:x =c¢; y=c oz=c.

Wolfram CDF Player
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Figura 3.19: Traslacién de ejes

Ejemplo 3.24

Consideremos la superficie S de ecuaciéon 4(y — 1) + 4(z — 1)2 = x2. Dibujar la traza x = 2.
Solucién: Latraza x =2 eslacurva (y —1)2+ (z—1)2=1; x = 2.

Para dibujar la traza primero trasladamos los ejes al plano x = 2, luego dibujamos la curva en el plano
YZ. Finalmente dibujamos la curva “(y — 1)? + (z — 1)2 = 1; x = 2” usando los ejes Y'Z’
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Wolfram CDF Player
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Figura 3.20: Traslacién de ejes y dibujo de la traza x =2

|
Ejemplo 3.25
—2)2
Consideremos la superficie de ecuacién z — 1 = (x — 2)? + (1“44) Dibujar la traza z = 3.
Solucion: La traza z = 3 es la elipse Wolfram CDF Player
_9)2 92
(x—2) + y—2F _ 1 enelplano z=3.
2 8
. . s 3/2//\‘\:// - sY
Como la elipse vive en el plano z = 3, para dibujarla 54/
ubicamos su centro (2,2,3) y trazamos un par de X ,,/
semiejes X’ y Y’ paralelos a los ejes X e Y que pasen
por este punto, estas lineas las podemos usar para
dibujar la elipse de la manera usual. il T L
||

Cuddricas

Nos interesan las cuadricas de ecuacién Ax? + By? + Cz? + Dx + Ey + Fz + G = 0. Excepto casos degenerados,
completando cuadrados podemos obtener la ecuaciéon canénica de cada superficie cuadratica. A continuacion
se muestra algunas cuddricas en posicion estandar y centradas en el origen.

Wolfram CDF Player
o . Xy 2P 4
Elipsoide: Tiene ecuaciéon St 5t 5= 1 ~
az bz 2

Es simétrica con respecto a cada uno de los tres planos
coordenados y tiene interseccién con los ejes coordenados en
(£a,0,0), (0,£b,0) y (0,0,+£c). La traza del elipsoide sobre cada
uno de los planos coordenados es un tnico punto o una elipse.
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. . L X2y oz
Paraboloide eliptico: Tiene ecuaciéon — + = = —
a2 b2 ¢
Sus trazas sobre planos horizontales z = k son elipses:
2 y?

~ = —. Sus trazas sobre planos verticales, ya sean x =k o
a2 b2 ¢
y = k, son parébolas.

2 X2 z

Paraboloide hiperbdlico: Tiene ecuacion = — — = —

b2 a2 ¢
Sus trazas sobre planos horizontales z = k son hipérbolas
o dos rectas (z = 0). Sus trazas sobre planos verticales paralelos al
plano XZ son pardbolas que abren hacia abajo, mientras que las
trazas sobre planos verticales paralelos al plano YZ son parédbolas
que abren hacia arriba. Su gréfica tiene la forma de una silla de
montar.

2oy 2
Cono eliptico: Tiene ecuacién S+t 5=>
a2 b2z 2

Sus trazas sobre planos horizontales z = k son elipses.

Sus trazas sobre planos verticales corresponden a hipérbolas o un
par de rectas.

2 2 2
Hiperboloide de una hoja: Tiene ecuacién — + y—z — Z—Z =1
a b c

Sus trazas sobre planos horizontales z = k son elipses

X2 y2 k2
2Tt

Sus trazas sobre planos verticales son hipérbolas

Wolfram CDF Player

Wolfram CDF Player

Wolfram CDF Player
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. . . . ., Z 4
Hiperboloide de dos hojas: Tiene ecuacién — — vy _x _ 1

az b2 2

Es una superficie con dos hojas (o mantos) separadas. Sus
trazas sobre planos horizontales z = k son elipses y sobre planos
verticales son hipérbolas

Ejemplo 3.26

Asocie cada una de las cinco figuras que siguen con la respectiva ecuacién de la superficie que representa.
Para cada figura solo hay una posible ecuacién en el lado derecho.
A B2 w2
' 16 9 4
2 2 _5)2
L B. ( );—6+%+(Z45) =1
(x=52 v 2 _
C.() 6 tot1= 1
_ 52
5 D. ( )_Xz_Z2+(U 25) =1
2 42 42
E () ‘17‘—6—(y 94) + 5 =1
2 _ 52 42
E()%_&gl_%zl
2 .2
3. =57 v _z
G.() i T9 71
(x—3?2 y*_7#
H.( ) % 91
72 (U _ 5)2 x2
L()—=———F—7———=1
16 9 4
2 .2
-5
4 O R T
2 42 2
K. () ’1‘—6—(1" 94) +ZZ_1
2 2 L2
v r_ X
L.() ot T 16 1
2 2 2
5. L C )
M.(C) e+ 1
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Solucién: Las cuddricas que se muestran solo tienen traslacion en alguno de los ejes. La idea es asociar la
cuddrica con la ecuacién centrada en el origen y luego aplicar una traslacion en el eje respectivo.

x> (y—=3p2 _ 2 (x=5?%  y* z
1. M]—+—— 7= — . . A
M6+~ 4 S IRk T:
(x — 5)2 UZ z 2 2 (y— 5)2
2. . —+ — = . J—xc — L= A
[Clo T+ 5+ =1 5. DI -2+00 1
ZZ (9—4)2 X2
E.] — — =
3 [ ]16 9 + 4 1

Ejemplo 3.27

Considere el parabolide eliptico de ecuacién S : z = (y —2)? + 4(x — 1)2. Dibuje por separado las tra-
zas obtenidas al intersecar S con los planos de ecuaciéon y =2, x =1, z=0 y z =4, y dibuje la superficie.
Solucioén: ~ Wolfram c;F Player

e Sisustituimos y =2 en z = (y —2)% + 4(x — 1)? Zh : ~
nos queda z = 4(x — 1)2. Entonces, la traza y = 2
corresponde a la pardbola
21

-z, y=2.

x=1)7"=7

nor| @ ® w

Wolfram CDF Player

e Latraza x =1 corresponde a la pardbola

(y—22%=z x=1
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Wolfram CDF Player

e Latraza z =4 corresponde a la elipse

(y—2)?
4

+(x—12=1, z=4

Z 4 Superficie z = (y-2)74 4(% 1)? Wolfram CDF Player

Ejemplo 3.28

Identifique y dibuje la superficie cuadratica x? + 222 —6x —y +10 =0

Solucion: Completando el cuadrado en x obtenemos el paraboloide eliptico y —1 = (x — 3)* +222. Abre
en direccién del la parte positiva del eje Y.

Trazas. La estrategia es la siguiente: El paraboloide eliptico (que estd mads arriba), se puede dibujar
con un par de elipses y una parédbola. Para obtener las elipses le damos valores a y en la ecuacién
y—1=(x—23)* 4222 Se requiere que y > 1.

e Latraza y =1 esel punto: (3,1,0).

2
e Latraza y =2 eslaelipse 1 = (x —3)2 + % en el plano y =2

(x —3)?

5 + 2% enel plano y =3

e Latraza y =3 eslaelipse 1 =

e Latraza x = 3 eslapardbola y =222 + 1 en el plano x = 3.
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Wolfram CDF Player

Compari| @ (® W [

Ejemplo 3.29

Consideremos la superficie de ecuacién z = x? + y2. Trazar la superficie usando las trazas correspondien-
tesaz=0,1,3y x=0.

Solucién:
e Latraza z =0 esel punto (0,0,0)

e Latraza z =1 esla circunferencia 1 =x? +y?; enel plano z = 1

e Latraza z = 3 es la circunferencia 3 = x2 + yz; enel plano z =3

2

e Latraza x =0 esla parabola z =y*; enel plano x =0

Ejemplo 3.30

—2)2
Consideremos la superficie de ecuaciéon z —1 = (x —2)% + (y_)

R Trazar la superficie usando las trazas

correspondientesa z=1,2,3,4 y x =2.

Solucion:

e Latraza z=1 esel punto (2,2,1)

—2)2
e Latraza z =2 eslaelipse 1 = (x —2)% + u
(x—2)*  (y—2)?

2 + 8

enel plano z = 2.

e Latraza z =3 eslaelipse 1 = en el plano z = 3.
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(x—2)2 (y—2)?
3 T 1
2

e Latraza z=4 eslaelipse 1 = enel plano z = 4.

(y—

e Latraza x =2 eslapardbola z—1 = en el plano x = 2.

Zﬂ; =4

\
e
Ejemplo 3.31

Identifique y dibuje la superficie cuadratica 4x*> —y? +22z2+4 =0.

N

z

2
Solucién: Dividiendo por 4 obtenemos: —x* + % -5 = 1, que corresponde a un hiperboloide de dos

hojas. Abre en direccién del eje Y.

Trazas. La estrategia es la siguiente: El hiperboloide de dos hojas (que estd més arriba), se puede dibujar con
dos elipses y una hipérbola por cada hoja.

2 2

. Ny z . .
Para obtener elipses, arreglamos la ecuaciéon como % —1=x*+ TR Las elipses se obtienen dando

valoresa y con [y| > 2.

e Si y = £2 obtenemos dos puntos: (0,2,0), (0,—2,0).

2 2
e Si y = £3 obtenemos la elipse SXﬁ + SZE =1 enel plano y =3 yel plano y = —3.
2 2
e Si y = +4 obtenemos la elipse 3 + i 1 enel plano y =4 yel plano y = —4.
W2 2
e Para obtener la hipérbola, ponemos x = 0 y arreglamos la ecuacién como T3 1.
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Ejercicios

@ 3.4.1 Asocie cada una de las figuras con la respectiva ecuacién de la superficie que representa. Para cada

tigura solo hay una posible ecuacion en el lado derecho.

@ 3.4.2 Dibuje cada una de las siguientes cuddricas:
1. y=(x—2?2+(z—2)?

2. 22 +y?

Wolfram CDF Player

S,

- B
4 9 1
x—5_y_2_é_0
—16 4 16

ZZ (U 3)2 XZ
_— —— =1
179 4
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@ 3.4.3 Considere la superficie de ecuacién S : 4 —z = x> + (y — 2)? + z. Dibuje por separado las curvas de
corte de S con los planos x = 0,z =3y z = 0. Y luego dibuje S.

(x —3)? . (y —3)? . (z—1)

4 9 ;

@ 3.4.4 Identifique y dibuje la superficie cuadratica

3.5 Sodlidos simples

Los sélidos simples se describen por medio de su frontera, es decir, se describen por las superficies que lo
limitan. Un sélido simple es un conjunto compacto limitado por una o varias superficies orientables (de dos
caras), sin hoyos, con borde y sin traslapes; en el interior del sélido no hay superficies ni ‘burbujas’ (la frontera
del sélido es tal que divide el espacio en dos partes: Interior y exterior).

Visualizando curvas de interseccion entre superficies

Para realizar dibujos ‘a mano’ es esencial visualizar las curvas de interseccién entre superficies. En general,
si dos superficies se cortan en una o varias curvas, una manera de bosquejar estas curvas es buscar algunos
puntos de contacto. En los casos mds sencillos, estos puntos los podemos localizar en los planos XY, XZ o YZ.
En los ejemplos que siguen, estos “puntos-guia” se sefialan con un punto rojo.

Ejemplo 3.32

Consideremos la curva C de interseccion de la superficie S1: z=1— x2 yelplano Sp: y =3, enel
primer octante.

Para dibujar esta curva, calculamos “dos puntos guia” para trazar la curva. Los puntos guia estdn en rojo
en la figura. Son el punto de intersecién entre las rectas z =1y y = 3 en el plano YZ y el punto de
interseciéon entre las rectas z=1 y y =3 enel plano XY. La curva que queremos dibujar inicia en uno
de estos puntos y termina en el otro.

Plano y =3 Superficie S;: z=1—x%> Curva de interseccion.

x &
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Corte del plans Jf— ~ Wolfram CDF Player

N

—

Ctrl- Ratén: Zoom

Shift- Ratan: Desplazar imagen | Compartir Io {3 L M a @ @

Figura 3.21: Curva de interseccion entre las superficies S;: z=1—x? yelplano S;: y =3

Ejemplo 3.33

el primer octante.

X
Consideremos la curva C de interseccién entre la superficie S;: z =4 — 7Y elplano S;: x +y =6 en

El plano S;: x +y = 6 intersecaalos ejes X e Y en x =6 y y = 6, respectivamente. Como se observa,
los puntos-guia estdn en los planos XY y YZ.

En el plano XY el punto-guia se obtiene sustituyendo x =4 en la ecuacion delarecta x +y =6, z =0;
se obtiene (4,2,0). En el plano YZ el punto-guia es claramente (0, 6,4).

Ctri- Raton: Zoom

Corte del pland —{}—

Wolfram CDF Player

Shift- Ratén: Desplazar imagen | Compartir |° Q " M a aﬁ m @

2
Figura 3.22: Curva de interseccién entre las superficies S : z =4 — % yelplano S;: x+y =6
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Ejemplo 3.34

Consideremos la superficie S : z=1—x2 yelplano Sy: y+z =2 en el primer octante. Los puntos-guia
son (1,2,0) y (0,1,1). El punto (0,1,1) se obtiene sustituyendo z = 1 en la ecuacién de la recta
y+z=2,x=0.

Corte del plano = Wolfram COF Player

#

~—t

Figura 3.23: Curva de interseccién la superficie S1: z=1—x? yelplano y +z =2

Ejemplo 3.35

Consideremos la curva de interseccién entre la superficie S1: x>+ 22 =9 yelplano Sy: y—x=—2 en
el primer octante.

El corte del plano Sy : y —x = —2 con el plano XZ esla recta x = 2 (pues sobre este plano, y = 0).
Sustituyendo x =2 en la ecuacién x? +z> =9, y = 0; obtenemos el punto de interseccién (2,0, /5).

El otro punto-guia se obtiene sustituyendo x = 3 en la ecuacién del plano S, : y —x = —2, este punto es
(3,1,0).

z Cilindro A A
P4+2=9 1

A
(3,1,0)

Figura 3.24: Curva de interseccién la superficie S1: x> +2z> =9 yelplano Sp: y—x= -2
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Ejemplo 3.36

Consideremos la superficie S;: z=1—x2 yelplano S, : 2z —y =0, en el primer octante. Para dibujar la
curva C de interserccién en el primer octante, buscamos los puntos guia. En este caso estos puntos son

(1,0,0) y (0,2,1).

Plano Sp: 2z—y =0 Plano S, y superficie S; : z=1—x> Curva de interseccién

z
2z—-y=0

u
Ejemplo 3.37
Consideremos las superficies Sy : X2 +y? =16, Sy : 2x —z2 = 0, en el primer octante. Para dibujar la
curva C de interserccién en el primer octante, buscamos los puntos guia. En este caso estos puntos son
(0,4,0) y (2,0,v/8).
EaER e e T Wolfram CDF Player
(0,4,0)
Figura 3.25: Curva de intersecci6n las superficies S1: x> +y?> =16y S»: 2x—2z2 =0
|

Perspectiva. En general, cuando dibujamos el sistema de ejes XYZ en posicién estdndar, podemos mover el
eje X un poco hacia arriba o un poco hacia abajo y esto hace que la perspectiva cambie.

En el dibujo que sigue, se muestra la interseccién del mismo cilindro y el mismo plano, la diferencia esté en la
posicién del eje X (lo que produce el cambio de perspectiva!). En el primer caso el plano se ve “desde arriba”
en el segundo caso el plano lo vemos “desde abajo”
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Figura 3.26: Efecto en la perspectiva al mover el eje X

Dibujo de sélidos simples

¢Siempre dibujamos en el | octante?. No, excepto que se pida de manera especifica. A veces se pide el
dibujo en el primer octante para simplificar el dibujo, pero para otros sélidos es obligatorio especificar el
octante para que se cumpla la especificacién de sdlido simple que dimos mds arriba y asi evitar ambigtie-
dades (recuerde que los sélidos simples son conjuntos compactos y no tienen superficies interiores ni ‘burbujas’).

El s6lido de la figura 3.5 es un “sélido simple”, limitado por lel cilindro S; : z = x*> + y? y los planos
S0t 22=2+43x, S3: z=4, S4: x=0y S5: y=0, en el primer octante.

Salido limtado por 81z :_\2+_v2, §2:2z=2+4+3x, 53: =4, 85:x=0 ¥ Ss:y=0

Wolfram COF Flayer

Separar Super cies
Sy d

Ctrl- Ratén; Zoom
| shir- Ratén: Despiazar imagen | Compartic | (G (8 W [M]

Figura 3.27: Sélido simple

Ambiguedades. Por ejemplo, el sélido Q limitadopor S1:z=2—-%% Sp:y=3; S3: x=0; S4:y=0y
S5: z=0, no esun sdlido simple pues x = 0 es una superficie interior. Si eliminamos esta superficie interior, si
tendriamos un sélido simple.
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Solido Q (no simple) limitado por S; : z = Sélido Q simple, limitado por z =2 —x% y=
2—x2;S2zy:3;83:x:0;84:y20y 3, y=0yz=0,
55 :z=0.

Los siguientes sélidos son una “variaciéon” del s6lido anterior, pero ahora se trata de s6lidos simples. En
particular muestran que la presencia de los planos “x =0, y = 0, z = 0” no implica que el s6lido esté en el
primer octante, de hecho se pueden usar estos planos especificando que el sélido estéd en otro octante. Los dos
soélido de la figura que sigue, estan limitados por las mismas superficies, pero el de la izquierda est4 en el primer
octante y el de la derecha esté en el segundo octante.

Figura 3.28: Solidos limitados por las mismas superficies, pero en distinto octante.

El dibujo de sélidos simples se hace estableciendo las rectas o las curvas de interseccion entre las superficies
que limitan el sélido.

Ejemplo 3.38

Dibujar el s6lido Q limitado por la superficie S1 : z =4—x? yelplano Sy : x+y = 4; en el primer octante

Solucion: Dibujamos ambas superrficies y observamos dos puntos-guia: (2,2,0) y (0,4,4). Esto nos
permite bosquejar la curva de interseccion entre S; y S;. Como estamos en el primer octante, en este
caso los planos x =0, y =0 y z = 0 son las otras superficies que limitan el sélido.
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Corte delplano [l Ver sdlido || Wolfram CDF Player |

Figura 3.29: Sélido Q

Ejemplo 3.39

Dibujar el sélido Q limitado por la superficie Sq: x> +2z> =16 yel plano S : y +z = 4; en el primer
octante

Solucion: Dibujamos ambas superrficies y observamos dos puntos-guia: (4,4,0) y (0,0,4). Esto nos
permite bosquejar la curva de interseccion entre S; y S;. Como estamos en el primer octante, en este
caso, los planos x =0, y =0 y z = 0 son las otras superficies que limitan el sélido.

Corte del plano

[ Ver sdlido [ | Wolfram COF Player

Figura 3.30: Sélido Q
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Ejemplo 3.40
Dibuje el s6lido Q limitado por las superficies S; : (y — 22 =x—-2, Sy : y=4 S3: x+z=26,
S4:x=0S5:y=0y Sg: z=0.
Solucion: La parte delicada es dibujar la interseccién entre las superficies S; y Ss.
El plano S3: x +z = 6 corta a la superficie S; desde x =2 hasta x = 6. El corte incia en (6,0,0) luego
el corte debe pasar por (2,2,4) (que estd encima del vértice de la parabola (y —2)? = x — 2) y finaliza en
(2,4,0).
El sélido estd limitado por la superficie Sy : x =0, por eso el s6lido “inicia” en el plano YZ y sigue hasta
el cilindro S
» }-
- X
I T — QeUYvMOSB= @ Figura 3.31: Sé6lido Q
|

Ejemplo 3.41

Dibuje el s6lido Q limitado por las superficies S : x> +y? =16, S 3x —y+z =2, enel octante.

Solucién: Primero calculamos el par de puntos-guia en los que el plano S, : #x —y +z =2 interseca al
cilindro S; : x? +y? = 16.

En el plano XZ el plano S, corta la recta x = 4 del cilindro S;. Entonces, como x = 4 y y = 0 tenemos
(sustituyendo en la ecuacién de S;) z = 2/5. Similarmente, en el plano YZ el punto de contacto se obtiene
en la interseccién de la rectay =4 y larecta —y +z = 2.

De esta manera, los puntos de primer contacto entre el cilindro y el plano, en el I octante, son los puntos
(4,0,2/5) y (0,4,6).
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Corte del plan ———fj— Ver sélido [ | Wolfram CDF Player
¥ *J ?
v
3
Figura 3.32: Sélido Q
|
Ejemplo 3.42
Dibujar el sélido Q limitado por las superficies Sy : x> +y2 =4z;S3: z+x=4; S3: y=1y Sa: x=0,
en el I octante.
Solucion: En la aplicacién interactiva puede seguir los pasos para obtener el sélido.
Wolfram COF Player
e ‘
¥
Figura 3.33: Sélido Q
|

Ejemplo 3.43

Dibuije el s6lido Q limitado por las superficies S1: x2+y> =4, Sp: z—y =3,y S3: z=0.

Solucion: El plano S, : z—y = 3 interseca al cilindro en los puntos (0,—2,1) y (0,2,5). Podemos usar
estos puntos para dirigir el bosquejo de la curva de interseccion.
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Corte del plano

j— ver slide [ Wolfram COF Flayer

7 zys P

Figura 3.34: Sélido Q

|
Ejemplo 3.44
Dibujar el solido Q limitado por la superficie
S1: z=1-—x%ylosplanos S, : 2z —y = 0;
S3:y=0; S4:x=0; enel primer octante.
Solucién: La superficie Sy : z=1—x? queda arriba y
el plano S, : 2z —y =0 queda abajo. El plano z =0
no es parte del sélido. El punto (0,2,1) se obtiene
como interseccién de las rectas z =1y 2z —y = 0.
||

Ejemplo 3.45

Dibujar el s6lido Q limitado por los planos S1: x —y+z=0; So:y+2z=2; S3: x=0y S4:z=0.

Solucion: Dibujamos ambos planos y marcamos los puntos guia para trazar el segmento de interseccion.
Uno de los puntos se obtiene como la interseccion de las rectas —y +z =0y y +z =2, y el otro como la
interseccion de las rectas x —y =0 y y = 2. Estos puntos son (0,1,1) y (2,2,0) El sélido se mantiene en
el primer octante pues esta limitado por el plano x =0 (plano YZ) y el plano z =0 (plano XY).
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Planos x —y+z=0; y+z=2; Soélido Q

g

qr—y+z=0

FIREN

|
Ejemplo 3.46
Dibujar el sélido Q limitado por la superficie
S1:z=1—%% ylosplanos 2z—y =0; x=0;, z=0
y y = 2, en el primer octante.
Solucion: Como el s6lido estéd limitado por los planos
z=0y x =0, entonces el plano 2z —y =0 queda en
la parte de arriba del sélido.
|

Ejemplo 3.47

Dibujar el solido Q limitado por la superficie 7
S1: z=1—x% yelplano S : y +z = 2; en el primer
octante.

Solucion: En este caso no es necesario especificar los
planos x =0; y =0 y z = 0; con solo especificar que
estd en el primer octante es suficiente porque en este
caso no hay ambiguedad.



https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

131

3.5 Solidos simples (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/).

Ejemplo 3.48
Dibujar el sélido Q limitado por las superficies S; : x> +y? = 1; S, : x —z* = 0 y los planos

S3:2=2—%x; S4:x=0y S5:y =0, enel primer octante.
Solucién: Tal vez sea mds sencillo dibujar primero la superficie S1: x> +y? =1 yel plano z =2 —x;

luego dibujamos la otra superficie S : x —z2 = 0.

Selido Q

Superficie S : Agregamos la superficie
plano z =2 —x Sy: x—2z2=0.

2 ———— o
|
!
I
z=2-x !
z=22 |
= 1
1
i
l !
/ ' |
2, .2 ! 1
4yt = 1e—r -
\// T 'y
//1 H 0
) : 1
2 ! 1
X T e 1

Ejemplo 3.49
Considere las superficies S; : 4(x —2) = Y2 St y+z=4, y Sz : 2x +y = 8. Con estas superficies

tenemos tres posibles s6lidos en el I octante.
a.) El Q limitado por las superficies S1, S, Sz ylosplanos S4: x =0, S5: y=0y Sg: z=0.
b.) Elsélido Q limitado por las superficies S1, So, Sz yelplano S¢: z=0.

c.) Elsolido Q limitado por las superficies S, Sy, Sz ylosplanos Ss: y=0y Sg: z=0.

Superities | | Supedicies b [sa..h.l Saiidi 2 | Silide 3 |

Si:4x—2) =, Sr:yto=d, 55 byl
‘Wolfram COF Player
4

i :

i | o @ 3 ¥ M O 5 88 @
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Ejemplo 3.50
Dibuje el sélido Q limitado por las superficies Sy : x2 +2> =4; Sp:y+x=2; S3: z=4;y Sq: y=0,
S5: x =0, en el I octante.
Solucion: Dibujamos los planos Sy : y+x = 2y S3 : z = 4; luego agregamos la otra superficie
Si:x2+22=4.
Planos Sy : y+x =2; S3: z=4. | Agregamos la superficie Solido Q
S1:x2 422 =4.
—t>» v+y=2
A}Z\&Y
Xz
|

Ejemplo 3.51

S4:x=0y S5: z=0.

Dibuije el s6lido Q limitado por la superficie S;: y =x>+2 ylosplanos S;: x—y=0; S3: x+z=2;

Solucion: Podriamos dibujar los planos S, y S3 y sus interseccién y luego agregar el cilindro S;.

Waolfram COF Playar

4

—
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Ejercicios

En los siguientes ejercicios, dibuje el s6lido limitado por las superficies que se indican.

@ 3.5.1 Dibuje el s6lido Q limitado por las superficies S; : (y —22=x—-2,S8:y=1 S3: y=4,
S4:x+z2=6, S5: x=0y Sg: z=0.

@3.5.2 Dibujar el sélido Qg limitado por las superficies x> + y> =4;z+y =2, y=1y y=0, en
el I octante.

®353 © Sélido Q, limitado por la superficie x* +y* = 4; y los planos z+y = 2; x+ 3y = 2v3
y x =0, en el I octante

,  ,; 

@354 . Solido Q3 limitado por la superficie y2 +22=1; ylosplanosx +y =2, x—y+z=0,en
el I octante.

@ 3.5.5 77 s6lido Q4 limitado por la superficie y? + z2 =4 ylos planos 2x —2y +z=2; x =0y
z=0.
@3.5.6 Sélido Qs limitado por la superficie (x—4)2+y? =4 ylosplanos x—z=0; y=-2; y=2;

yz=0con 0<x<4.

gL
Vi

@®3.5.7 =7 S6lido Qg limitado por la superficie y* + z> = 16 y los planos x +2y +z =2; x+z =
2; x=0;y z=0 enelloctante.

@ 3.5.8 = —5¢lido Qy limitado por la superficie y*> 4+ z> = 16 y los planos x +2y +z =2; x+z =
2, x=0;,yz=0enellylIV octante.

@359 7 ‘ Sélido Qg limitado por la superficie y = x> y los planos 2z +3y = 18; x +y =6; z =
3, x=0;y z=0, enelloctante.
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®3510  *'Solido Qo limitado por la superficie x> =4 — z y los planos 3z +2y =6; z=2x; y =0;
yz=0
@ 3.5.11 “Sélido Qqp limitado por la superficie z =9 — x? y los planos 5y —5x+2z =0y y =3, enel

primer octante.

e
’- '2", ’:A

bZa e

o
Solido Qi limitado por las superficies z=4 —x% 2y+z=8 y=x x=0y z=0,

@ 3.5.12
en el primer octante.

@ 3.5.13 “7“?’:“)‘Sélido Q12 limitado por las superficies z = 4 — x2/4; y=6—xy=4yy=0, enel

primer octante.

Solido Q13 limitado por las superficies z =4 — X% x+2y=4; z=4,2=0 yy=0.

®3515 7 | Selido Q14 limitado por las superficies y =2 —2x%; y =1—x2

z = 0; en el I octante.

; Yy+2z=2;, x=0y

@ 3.5.16
z =2, en el I octante.

.
.
\/zé!(k,

@ 3.5.17 Sélido Q16 limitado por las superficies x2+y?>=1; z=1—x2 enelloctante.

Solido Q15 limitado por las superficies y =2 —2x% y=1—-x% y+2z=2; x=0y

£

@ 3.5.18
el Iy IV octante.

Solido Q17 limitado por las superficiesz =1 — x% z—y=1, y=x, x=0 y z=0, en
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3.6 Proyeccion (ortogonal) de un sélido simple

Proyeccion ortogonal de un punto. La proyeccion ortogonal de un punto P en un plano TT es el punto en
este plano cuya distancia (euclidiana) a P es minima. Intuitivamente corresponde a la “sombra” del punto
proyectada perpendicularmente sobre el plano TI. En la figura que sigue se muestra la proyeccioén de un punto
P sobre cada uno de los planos XY, YZ y XZ.

Proyeccion sobre XY Proyeccién sobre YZ Proyeccién sobre XZ
Zh Zj Zh
¥ P
Yz 2¥ 1~ g
J ?P 4 P. 1 P
X v 7 X X ‘ Y
L E;y

Proyeccion ortogonal de una superficie

La proyeccién perpendicular de una superficie S sobre un plano TT es la proyeccion perpendicular de cada uno
de sus puntos sobre este plano. En este libro solo nos interesa la proyeccion de la superficie S sobre los planos

coordenados.
Ejemplo 3.52
En este ejemplo visualizamos la proyeccién de un tridngulo S sobre cada uno de los planos XY, YZ y XZ.

Proyeccion sobre XY Proyeccién sobre YZ Proyeccién sobre XZ

d

%

En la practica nos interesa describir la proyeccién de manera analitica porque, en este curso, estas proyecciones
van a ser regiones de integracion.

En general, para obtener la proyeccion sobre uno de los planos XY, XZ o YZ; primero proyectamos
ortogonalmente, algunos puntos de la superificie, sobre el plano de eleccién. La ecuacién de la proyeccién de
las curvas entre estos puntos se puede determinar usando las ecuaciones de las superficies de cuya interseccién

ellas son producto.
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Ejemplo 3.53

Consideremos la superficie S : x> + z? = 4 limitada
por el plano de ecuacién x +y = 5, en el primer
octante.

Wolfram CDF Player

i

Figura 3.35: Superficie S1: x> +2*> =4
Usaremos los vértices Vi = (2,0,0), V> =(2,3,0), V3=(0,5,2) y V4 =(0,0,2)

a.) Proyeccion sobre el plano XY. La proyeccion de los vértices es sobre sus coordenadas en el plano
XY. La curva C se proyecta sobre la recta x+y =5 (la ecuaciéon de un plano ortogonal al plano XY).

Wolfram CDF Player

Superticle S: x%+2*=4 limitado por J

5;: x+y=5 | octante.

Plang de proyeccidn
il K\"l xal Yz

Proyeccion

 —

C:x4y=5

Figura 3.36: Proyeccién de la superficie S sobre el plano XY

b.) Proyeccion sobre el plano YZ. La proyeccion de los vértices es sobre sus coordenadas en el plano
YZ. Lacurva C se proyecta sobre la curva C’. Para determinar la ecuacién de C’, usamos el hecho
de que esta curva es la proyeccién de la curva de interseccion entre S : x2 + 22 = 4 y el plano
de ecuacién x +y = 5. Como la curva estéd en el plano YZ, debemos “eliminar” la variable x :
Despejamos en una ecuacion y sustituimos en la otra.

X*+22=4 N x+y=5 = C':(5—-y)?+22=4
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Wolfram CDF Player

Ecuacian de la curva C: j
C:i+f =dnxey=5= C:(y-5/+" =4 J

Flano de proyeccicn
B

Proyeccian

B ——

Figura 3.37: Proyeccién de la superficie S sobre el plano YZ

c.) Proyeccién sobre el plano XZ. La superficie S: x? +z? = 4 es un cilindro, su proyeccion sobre este
plano es la curva que le dio origen (no una region).

Wolfram CDF Player

4

Superficie S: x*+2°=4 limitado por —t
Sy:x+y=5 loctante.

Plano de proysccion
5| xr XZI 14

Proyeccidn

—

Figura 3.38: Proyeccién de la superficie S sobre el plano XZ

Proyeccién de un sélido.

En el caso de s6lidos simples, la proyeccién se determina proyectando las superficies (posiblemente no todas)
que lo limitan.
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Ejemplo 3.54

Consideremos el sélido Q limitado por la superficie Sq : x2+2z> = 4 y los planos ecuacién S, : x+y =5,
S3:2=0, S4: z=2y S5: y=0; como se muestra en la figura que sigue.

Wolfram CDF Player

X

Figura 3.39: Solido Q

Para proyectar el sélido podriamos usar los vértices V; = (5,0,0), Vo = (2,0,0), Vz = (2,3,0),
V4 =1(0,5,2), (0,0,2) y (5,0,2).

Proyeccion sobre el plano XY. La proyeccién de los vértices es sobre sus coordenadas en el plano XY. La
curva C se proyecta sobre la recta x +y =5 (la ecuacioén de un plano ortogonal al plano XY).

Wolfram CDF Player

*— Proyeccion

Plano de proyeccién:
ﬂl Xy xE| vz |
Proyeccion

I

Separar Super cies

S1Fq—— X

Figura 3.40: Proyeccién del sélido Q sobre el plano XY

Proyeccion sobre el plano YZ. La proyeccion de los vértices es sobre sus coordenadas en el plano YZ. La
curva C se proyecta sobre la curva C’. Para determinar la ecuacién de C’, usamos el hecho de que es-
ta curva es la proyeccion de la curva de interseccién entre S : x2+2z2 = 4 y el plano de ecuacién x+y = 5.

Como la curva estd en el plano YZ, debemos “eliminar” la variable x : Despejamos en una ecuacién y
sustituimos en la otra.

X*+22=4 N x+y=5 = C':(5-y)P?+22=4 o y=5—V4—22
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Plano ge proyeccion: Wolfram CDF Player Proyeccién
ol =] =

Proyeccion
—{
Separar Super cies
S1
Sz -E
Se 3
R e e —

X

Figura 3.41: Proyeccién del sélido Q sobre el plano YZ

Proyeccion sobre el plano XZ. La superficie S: x?+z% = 4 es un cilindro, su proyeccién sobre este plano
es la curva que le dio origen. El plano z =2 proyecta sobre la recta z =2 en el plano y = 0.

Plano de proyeccién: Wolfram CDF Player
o/ ] u]
Proyeccidn
—{}
Separar Super cies
S1 {3
Sp
Sa }
Ss fmovu-—

Proyeccion

Figura 3.42: Proyeccién del sélido Q sobre el plano XZ

Ejercicios
@ 3.6.1 Dibujar las proyecciones del sélido Q si este s6lido

estd limitadoporx2 +y2=4,z+y=2;, y=1;, x=
0; y=0yz=0,enelloctante

il
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@ 3.6.2 Dibujar las proyecciones del sélido Q si este sélido
estd limitado por las superficies y = 2 — 2x%
Y= 1—x2%; y+2z=2; x=0y z=0; enelloctante.

@ 3.6.3 Dibujar las proyecciones del sélido Q si este s6lido
esté limitado por la superficie y*+z> = 4 y los planos
2x—2y+z=2, x=0y z=0.

7 A 295 —2y+z=2
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4.1

Trayectorias y parametrizaciones

Desde el punto de vista de la fisica, el movimiento de una particula en el espacio se puede describir por su po-
sicién (x,y,z) en funcién del tiempo t, es decir, (x(t),y(t),z(t)). El vector posicién en el tiempo t se denota r(t),

r(t) = (x(t), y(t), z(t)) otambién r(t) =x(t) 1+y(t)j+z(t) k, donde te [a,b]
En el plano XY seria r(t) = (x(t), y(t)) otambién r(t)=x(t) i+y(t)j
La “funcion vectorial” r: R—R"™ se puede considerar como una trayectoria de una particula en movimiento

tanto como una curva, es decir, un objeto geométrico. En este tltimo caso, el “parametro” t ya no representa
necesariamente “tiempo”

Definicion 4.1 (Trayectoria. Parametrizacion de una curva).
Una trayectoria C en R™ es una funcién continua r: [a, bl -R™.

Si la funcién vectorial r es continua en [a, b], entonces a la representacién grafica de r se le llama curva y
decimos que esta curva esta descrita paramétricamente por r(t). Escribimos

C:r(t) con te [a,b] I

Observe que la parametrizacion r induce una orientacién de C en el sentido de que la trayectoria inicia en
r(a) y termina en r(b). Algunas trayectorias ya tienen su propia orientacion y la parametrizaciéon r puede ser
que respete o no respete esta orientaciéon. Por supuesto, una curva C puede tener varias parametrizaciones.
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Ejemplo 4.1

Consideremos la trayectoria

Curva C: r(t) = (4cost. 2—4cost, 4sent), t € [0,3]
r(t) =(4cost,2—4cost, 4sent)t e [0,3] Parimkroit Wolfram CDF Player
Q o5 1 15 2 25 o ‘

2 3

Observe que,
r(0) = (4cos0,2—4cos0, 4sen0) = (4,—2,0) F( 1.80) = (-0.75, 2.80, 3.90)

r(m/2) = (0,2,4)

Parametrizacién de curvas en R?

No siempre es facil encontrar una parametrizacién de una curva en R%. Veamos algunos casos sencillos.

Funciones. Si C : y = f(x) con x € [a,b], entonces podriamos tomar como

p . . YA
pardmetro a x = t, una parametrizacion puede ser

C:r(t)=(t, f(t)) con te [a,b]

e Lossegmentos y = k se parametrizan como C: r(t) = (t, k) con t € [a, b]

e Lossegmentos x =k se parametrizan como C: r(t) = (k, t) con t € [a,b]

Elipses y circunferencias. Estas curvas se pueden parametrizar usando coordenadas polares.

Una circunferencia de radio a, centrada en el origen, se parametriza usando el &ngulo 6 como pardmetro:
x =asend y y =asen0.

La circunferencia C: x* 4+ y? = a® se puede parametrizar como

C: r(t) = (acost, asent) con te [0,2n]

Si el centro estd en (h,k) entonces se hace una traslaciéon: Si (x,y) € C : x> +y? = a® entonces

(xy)+(hk)e Ci: (x—h)?2+(y—k)?=ad


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/
https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/Libros/LibrosCDF/CSCDF/cdfCap4-TrayectoriaEjemplo1.cdf

4.1 Trayectorias y parametrizaciones (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematicay/).

(@acos0, asen0)

Figura 4.1: Una parametrizacion de la circunferencia

La circunferencia C: (x —h)? + (y — k)? = a? se puede parametrizar como

C:r(t)=(h+acost, k+asent) con te [0,2n]

Elipse. Como cos?(t) + sen?(t) = 1 entonces x(t) = acos(t) y y(t) = bsen(t) satisfacen la ecuacién
2 .2
% + % = 1. En general,

x—h)?  (y—k)?

2 + =1, entonces r(t) = (h+ acos(t), k+bsen(t)), t € [0,27]

Si la ecuacidn candnica es

Hipérbola. En calculo, las parametrizaciones usando las funciones senh(t) y cosh(t) posiblemente sean las
mejores. En otras aplicaciones, las parametrizaciones algebraicas son las adecuadas.

Como senh(t) = et_zet y como cosh(t) = et—;et, entonces cosh?(t) — senh?(t) = 1 , es decir,
x(t) = acosh(t) y y(t) = bsenh(t) satisfacen la ecuacién de la hipérbola ):; — gi = 1. En general,
Si la ecuacién candnica es (x ;2h)2 — Y gzk)z =1, entonces son dos ramas,

ri(t) = (h+acosh(t), k+bsenh(t)), te R

rn(t) = (h —acosh(t), k+bsenh(t)), te R

(y—k?  (x—hp?

Si la ecuaciéon candnica es =1, entonces son dos ramas,

b2 a?
ri(t) = (h+ asenh(t), k+ b cosh(t)), te R
r(t)y, = (h+ asenh(t), k—Db cosh(t)), te R

En el caso de la hipérbola, para estas parametrizaciones, r(0) nos da el vértice en la rama respectiva. Ademads el
p

pardmetro t se interpreta como drea de una region y se llama “angulo hipérbolico” y no es el &ngulo usual de

las funciones trigonométricas.

145
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@ Acerca del seno hipérbolico y el coseno hipérbolico.

et _ e—t
senh(t) = 5 cosh(t) + senh(t) = et
t —t
cosh(t) = % cosh(t) — senh(t) = et
tanh(t) — S0 cosh?(t) — senh?(t) = 1
cosh(t)
Inversas

arsenh(t) = In (t +Vt2 + 1) ,Vte R arcosh(t) = In (t + V2 — 1) ,t>1

e Crecimiento y sigho

I
I
I
I
I
Py
\ 4

—arcco'sh(a) arccésh(a) X arcsenh(a) X
Figura 4.2: y = cosh(t) Figura 4.3: y = senh(t)

cosh(t) > 1 paratodo t € R. Ademas, cosh(t) | si t <0y cosh(t) t+sit>0

senh(t) es creciente, ademds senh(t) >0 sit >0y senh(t) <0 sit<0.
e Ecuaciones. Como se observa en las figuras 4.2 y 4.3, se usan inversas para obtener la o las soluciones de
una ecuacion.

cosh(l) — a —s {t = arccosh(a) s a

V
—_

t = —arccosh(a)

senh(t) = a = t=arcsenh(a)

o Simetria. Usando la parametrizaciones r; y r, para cada rama, r;(0) es el vértice respectivoy ri(t) y
ri(—t) son simétricos respecto al eje focal.

Figura 4.4: Simetria
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Curvas en coordenadas polares. Consideremos la curva C: r = g(0) con 0 € [01,0;]. Como

X = T1cosb x = g(0)cosb

y = Trcosb - y = ¢g(0)cosO

entonces la curva C se puede parametrizar como C: r(0) = (g(0)cos6, g(0)send) con 6 € [01,0;]

Ejemplo 4.2

Determine una parametrizacién para las siguientes curvas:

Ci:x=-1 con ye€ [0,2]
Cr:y=2x—x%> con xé€ [0,2]

Cs3:y=0 con x € [2,3]

Solucion: En C; podemos tomar y =t, en C, podemos tomar x =t yen C3 podemos tomar x = t.

Cl : rl(t) — (_1, t) con te [0,2] Una parametrizacién de C Wolfram CDF Player
5 A j
Cr:n(t)=(t,2t—t*) con te [0,2] 1
Cz: r3(t) =(t, 0) con te [2,3]
C; . 2
£2(1.30) = (1.30,0.90)
£(0.93) = (-1, 0.93)4-} Is &

C3 t
2.5-¢_ 3

r3(2.70) = (2.70,0)

Ejemplo 4.3

Determine una parametrizacién para las circunferencias
a) Cr: (x—32+(y—22=1

b) Co: x¥*+(y—1)2%=1

Solucion: Como ambas curvas son circunferencias podemos usar como pardmetro el dngulo 6, en

coordenadas polares:
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h+ acos©

y = k+asen0

oC1:

OCZZ

17(0) = (cos 0, 2+ sen 0)

con 0 ¢ [0,27][

Las parametrizaciones son

r(0) =(83+cos6, 2+ senb)

con 0 ¢ [0,2n]

con 0e [0,27]

Parametrizacién de C;: r6) = (3+cos6,2+senb) con 8 € [0,27[, Cp: r0) = (cosB, 1+send) con 6 € [0,27[

Pardmetro 6 = 0.912

A

L b
-~ §\\

I( 0.912) =(3.610, 2.790)

Wolfram CDF Player

=
N
Whk—————

I( 0.912) =(0.612, 1.790)

Ejemplo 4.4

Solucion:

radio 2.

(z—1)?

L (x+1)2?+y*=4

(y —2)?

1/2

1/2

Abre en direccion del eje z

Para las siguientes conicas, parametrice y realice la representacién gréfica

2. z2-12—-(y-2?7=1

Una parametrizaciéon es r(t) = (—1+2cos(t)) 1 + 2sen(t)j, t € [0,2n]

1. (x4 1)?2 +y?% =4 Esla ecuacién canénica de una circunferencia en el plano xy, de centro (—1,0)
y P y y

=1 esla ecuacion canénica de una hipérbola en el plano yz, de centro (2,1).

r(t) = (2 + \/172 senh(t), 1+ \/172 cosh(t)) ,teR

Una parametrizacion es

r(t) = (2 + \/172 senh(t), 1 — \/172 COSh(t)) ,te R
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[ S ——

w ¥

Figura4.5: (x +1)>+y> =4 Figurad.6: (z—1)2—(y—2)2 =1

@ Distintas parametrizaciones. Si cambiamos de parametrizacion, probablemente cambie el recorrido del
pardmetro, en términos fisicos el recorrido de la trayectoria puede ser mds o menos rdpida.

Por ejemplo, consideremos la circunferencia C : x> + (y —1)? = 1.

e C:X*+(y—12=1 = C: r(0) =(cosb,2+send) con 0 c [0,2n]
e Como vimos en la seccién de coordenadas polares, en el ejemplo 1.50,

C:x¥*+(y—12?=1 = C:r=2senb, 0 ¢ [0,n]

= C: r(0)=(2senbcosB, 2senBsenBd), 0 € [0, 7[

® También podemos “acelerar” el recorrido de la circunferencia:

C:xX®+(y—12%=1 = C: r(0) =(cos40,2 +sen40) con 0 < [0,7/2]

Parametrizacién de curvas en R3

Rectas en R?. Como ya vimos en la seccion 1.8, si la recta L pasa por P en direcciéon de v entonces una
parametrizacion es

L:r(t) = P+tV,te R
El segmento de recta C que iniciae A y termina en B se puede parametrizar como
C:r(t) = A+t-(B—A), te [0,1]

En este caso, r(0) = A y r(1) =B
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-
Selecclane y arrastre-el vactor ¥, el punte P verdel o el deslizador para 1 Selecclone v arrastre el vector A, el punto B verdes) o el parametra ideslizadar]

I . Fil e R5
S Wolfram CDF Player o Wolfram CDF Player

L:C U2{001 2 )= (L LL)F L(L00L) ‘_f ) (;"
= [ = —

z

o 0500

B

Ctri- Ratda: Zoom

| shir- Ratiin: Desplazar wmagen | compartic | ) (3 w ] & B2 B3 @
Figura4.8: C:r(t) = A+t-(B—A), te [0,1]

Ctri- Ratdn: Zoom

Shitt- Ratdn; Desplazar imagen | Compart | o S M o G’. (>4 @
Figura4.7: L: r(t) = P+tv, te R

® Los segmentos paralelos a los ejes es mejor parametrizarlos usando x =t, y =t o z = t, segtn corresponda.

Ejemplo 4.5

Determine una parametrizacién para C = C1+Cy+C3
de la figura adjunta.

-

Solucion: El segmento C; lo parametrizamos con la
féormula r1(t) = A+t-(B—A), t € [0,1]. Para el
segmento C, podemos usar x =t como pardmetro
y para el segmento C3 podemos usar y = t como
parametro.

S nl 3)
Figura4.9: Curva C=C; + C, + C3

A

Ci:rlt) = (2,0,2) +1-1(0,2,0)— (2,0,2)] = (2—2t) i +2tj + 2 —20)k, te [0,1]
C: Cy: rz(t):ti+2j, te [0,3]

Cs: r3(t) =31+1t], te 2,4]
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Seleccione y arrastre cada pardmetro fdeslizadar) wolfram CDF Player

g

| Parémetras

Ciotd o Wi gis
0 0z 04 06 08 L

[T -, SNIPPR

Chri- Ratfin: Toam

Shift- Ratdn: Desplazar imagen | Comparti :ﬁ & wM a E: B @

Curvas en R®. Algunas curvas en R® se pueden parametrizar usando como pardmetro x =t, y=t o z=t.
También a veces se podria usar coordenadas polares. Si las curvas se obtienen como interseccién de superficies,
con la ecuacién de estas superficies que se puede deducir una parametrizacién.

Ejemplo 4.6

Determine una parametrizacién para la curva C = C; + C; + C3 que se muestra en la figura.
Ci: ¥*+(z—-1?%2=1y=0 y Csz es el trozo de curva de intersecciéon entre las superficies
S1: X2+ (z—1)2=1y Sy3: x+y=2. Cy esel segmento de recta que se indica en la figura.

Seleccions y arrastre los parametios Wolfram CDF Player

Figura 4.10: Curva C=C; + C,+ C3

Solucion:
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e Una manera de parametrizar C, es usando y =t como pardmetro:
Co: r3(t) =(0,t,2), te [0,2]
e Hay varias maneras de parametrizar C;: x>+ (z—1)2=1; y =0,
Ci: ri(t) = (cost,0,1+sent), t € [—m/2, /2]
Observe que efectivamente r;(—m/2) = (0,0,0) y r1(7/2) = (0,0,2).
También C;: r1(0) = (2senBcos6,0,2senOsenB), 6 € [0,71/2[ pues C;: v =2senb, 0 € [0,7/2]

e Para parametrizar C3 podemos usar sus coordenadas (cost,0,1 +sent) en el plano XZ y entonces
y=2—x=2—cost

(cosr,0,1+senr)_

Cz: 13(t) = (cost,2 —cost,1+sent), t € [0, 7]

También podemos usar como prametro a z = t, entonces x = /1 —(z—1? yy =2—x =2 —

1—(z—1)2,
Cz:m(t)=4/1—(t—121+2—4/1—(t—1)2)j+tk, te [0,2]

4.2 Derivada de r(t)

Vector velocidad. Sea C es una trayectoria continua parametrizada por r = r(t). En en el intervalo de tiempo
quevade t a t+ At, una particula que recorre C, se mueve de la posicién r(t) a r(t + At) yla velocidad
promedio es

r(t+At) —r(t)
At

Si la velocidad promedio tiene un limite, cuando At—0, entonces este limite lo llamamos la velocidad
(instantdnea) de la particula en el tiempo t y se denota v(t).

‘m r(t+At)—r(t)  dr(t)
At—0 At - dt
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El vector veclocidad es tangente a C en r(t) y apunta en la direccién del movimiento. La longitud de v(t),
denota v(t) = ||v(t)||, se llama rapidez de la particula.

Ejemplo 4.7

Consideremos la circunferencia C : x? +y? = 1. Esta trayectoria puede ser recorrida en diferentes
velocidades:

-

e S5i C:r(t)=costi+sent], te [0,2n] = v(t)=—senti+costjylv(t)|=1 Vte [0,2n]

e Si C: rt) =cos2ti+sen2tj, t e [0,n] == v(t) = —2sen2ti+ 2cos2tj y [v(t)l]] =2
Vte (0,27

'

r!(P)

Definicion 4.2
Sea C es una curva parametrizada por r =r(t) con t € [a, b]. Decimos que r es diferenciable ent si

dr " r(t+At) —r(t)

— = lim existe
dt At—0 At

. . dr .
La curva C se dice suave en 1 si Tt es continua, y no se anula, en todo I I
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Wolfram CDF Player

r(t-+Ar) —r(t)
At

dr(t)

Figura 4.11: Vector velocidad v(t) = i

Casos particulares.

a.) Si x(t) y y(t) son funciones derivablesen I ysi r(t) =x(t) 1+ y(t)j, entonces

dr I r(t+At) —r(t)
dt  At-0 At
— lim x(t+At) —x(t) ] y(t+At)—y(t)j\
At—0 At At

A

= x'(t) 1+y'(t)]
Es decir r'(t) =x/(t) i+ y'(t)]

b.) Si x(t), y(t) y z(t) son funciones derivablesen I ysi r(t) =x(t) 1+ y(t)j+ z(t) k entonces

dr lm r(t+At) —r(t)

dt  At—0 At
Lo x(t+AY) —x(t) . y(t+AY) —y(t),  z(t+At) —z(t) 4
N Algo At ! At )+ At k

= Xt i+y'W)j+2/ )k

Es decir r'(t) =x/(t) 1+ y/(t)j+ 2/ (1) k
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Si C: r(t) es una curva suave, entonces el vector
r’(tp) es tangente a la curva en cada punto P = r(to).
Ademads, una ecuacién de la recta tangente a la curva
en P es

Lt(t) =P+t- r/(tg)

t[‘(f) = R+f . l‘/(m)

Ejemplo 4.8

Consideremos la curva C de interseccién entre la superficie z =4 —x*> —y? y el plano x +y = 2. Una
parametrizaciéon de C es

C:r(t)=(t, 2—1t 4—t2— (2—1)?)

El punto P =r(1) = (1,1,2) estd en esta curva. Un vector tangentea C en P es
'(1) = (1,-1,0)
Una ecuacion de la recta tangente a la curvaen P es

Lt(t)=P+t- l‘l(to)



https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

4.2 Derivada de r(t) (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematicay/). 156

Ejemplo 4.9

Consideremos la curva

Curva C: r(t) = (4cost, 2 —4cost 4sent), t £ [0.3]
C: r(t) =4cost i+(2—4cost)j+4sentk, t € [0,3] extieire’s Wolfraimi COF Player
Tenemos, ~— = = = Vf
P r'(t)
dr u N i
Fri —4senti+4sentj+4costk

r’(t) es un vector tangente a C en P = r(t).

También, la curva C es suave pues r es dife-
renciable y no se anula en [0, 3]

Figura 4.12: El vector r'(t) # 0 (trasladado) es un

vector tangente a C en P =r(t)
|

Recta tangente en la direccion de un vector. La recta tangente a S en P = (pg, p1,p3) € S, en la direccién de
v = (vp, V1) se refiere a la recta tangente en P, a la curva C de interseccién entre la superficie S y el plano
generado por la recta L(t) = (po, p1,0) +t- (vo,v1,0). Si S: z = f(x,y), entonces una parametrizacién de esta

curva es

C: r(t) = (po+ tvg, p1+tvi, fpo+tvy, p1+tvi))

Como P =1r(0), un vector tangente es

)

d
r'(0) = <V0, Vi, FT f(po +tvo, p1+1tvy)

y una ecuacién de la recta tangente “en la direccién de v” seria

Lt(t) =P+t-1'(0)

Ejemplo 4.10

Consideremos la superficie S: z = /4 —x2 —y? ysea P = (xq, Yo, z0) € S. Sea la recta (en el plano XY)

L(t) = (x0,Y0,0) +t- (v1,v2,0) = (xo + tv1, yo +tvy,0)

Esta recta L genera un plano IT (perpendicular al plano XY) que interseca a la superficie S. Una ecuaciéon
paramétrica de la curva Cp de interseccion es
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Cp: r(t) = (xo +tvi, yo+tvy, \/4 — (x0 +tv1)? — (yo + tv2)?)
Entonces,
—(Xo0 + tvy)v1 — +twv)v
Y1) = (v, va, (xo 1Jvi — (Yo 2)v2
VA= (o TtV — (Yo + tv2)?
En particular, un vector tangente a la curva Cp en P = (xg,yo,20) es r'(0) (pues P = r(0)) y una
parametrizacion de la recta tangentea Cp en P esLt(t) =P+t -1’(0), te R
—XgV1 — YoV r'(0
(0) = (v v I )y g - EOL
/ 2 2
4 —x5—VYj
Vector ¥ Tangente a una curva de interseccién
z Wolfram CDF Player
T} 4,
N Nt
Mover
P = (xp.v0,3(x0.y0))
=
K
Observe que si P =r(0), el vector r’(0) es tangentea S “en la direccién del vector v = (v, v;)”
|

Reglas de derivacion

En el siguiente teorema se enuncian las reglas de derivacioén para funciones vectoriales.

Teorema 4.1
Sean u(t) y v(t) funciones vectoriales diferenciales y f: R—R una funcién derivable. Entonces,

&
dt

b) & (F(E)u(t) = (t)u(t) + (1) w'(t

a) — (u(t) +v(t)) =u’(t) +v'(t)

c.) % (u(t) - v(t)) =u’(t) - v(t) +u(t) - v/(t)
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d

d.) a (u(t) x v(t)) =u'(t) x v(t) + u(t) x v'(t)
e) S (ulf(v) = /(' (1(1)

d Cu(t)-u'(t)
f.) @ (lla(O)I) = ol siu(t)#0

Movimiento circular

La velocidad angular es una medida de la velocidad de rotacién. Se define como el dngulo girado en una
unidad de tiempo y se designa mediante la letra griega (). Su unidad en el Sistema Internacional es el radidn
por segundo (rad/s). La rapidez angular () de un cuerpo en rotacién es su tasa de rotacién medida en radianes
por unidad de tiempo. Por ejemplo, una lampara de un faro que gira a una velocidad de tres revoluciones por
minuto, tiene una rapidez angular de QO = 67 radianes por minuto. Es ttil representar la tasa de rotacién de un
cuerpo rigido alrededor de un eje en términos de un vector de velocidad angular en lugar de s6lo un escalar que
nos dé la rapidez angular. El vector de velocidad angular Q apunta en la direccion del eje de rotacién el vector
velocidad angular es un vector que es perpendicular al plano de rotacién) y su magnitud nos da la tasa de
cambio del angulo de rotacién del cuerpo por unidad de tiempo y la su orientacion especifica el sentido de la
rotacion.

Si el origen de coordenadas esta en el eje de rotacion y si r(t) es el vector de posicion en el instante t, en un
punto P del cuerpo en rotacién, entonces P se mueve a lo largo de una circunferencia de radio a = [|r(t)|/sen 6
donde 6 es el &ngulo entre Q y r(t).

Figura 4.13: Rotacién de P con velocidad angular v(t) = Q x r(t)

Entonces P viaja una distancia de 27ta en un tiempo de 27t/Q) y su rapidez lineal es

distancia 27a

fempo ~ 2/~ €0 = IQU(Ullsen 0 = Q- x(1)]

Como la direccion de Q fue definida de tal manera que Q x r(t) apunte en direccién del movimiento de P,
entonces la velocidad lineal de P en el instante t es

dr

@ =v(t) = Q xr(t)
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Ejemplo 4.11

Este ejemplo es solo ilustrativo y no indica cémo
hacer los célculos. Supongamos que una particula se
mueve sobre la trayectoria

C: r(t) = 14 3cos(2t)j+ 3sen(2t) k.
dr . A
Fri v(t) = —6sen(2t)j + 6 cos(2t) k = Q x r(t)
Entonces la velocidad angular es 2 =21 y el movi-
miento es contra-reloj alrededor del eje X. La rapidez
angulares QO =2

Ejercicios

@ 4.2.1 Determine una parametrizacién para cada una de las siguientes curvas.
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e) £)

plano y=2x (1,2,0)

@ 4.2.2 Determine una ecuacion vectorial de la recta tangentea C en P, en cada caso.
a.) C eslacurva de interseccién entre el plano y +z = 2 y la superficie S: z=x+y? y P =(-2,0,2)

b.) C eslacurva de interseccion entre el plano x+y = 1 y la superficie S: x> +y+z=1y P = (2,—1,-2)
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5.1

5 — Derivadas Parciales

Limites de funciones de varias variables.

Como en célculo en una variable, algunos teoremas los podemos aplicar bajo ciertas hipétesis de continuidad
de las derivadas. Esta seccién solo es de interés para enunciar de manera correcta algunos teoremas sobre
derivadas de gran relevancia.

Conjuntos abiertos. Un conjunto abierto U € R™ es un conjunto en el que cada uno de sus elementos tienen
un entorno V a su alrededor, contenido en U, es decir, para cada ¢ € U existe &6 > 0 tal que el entorno
Vs(c) ={ue U : |lu—c|l < §}CU. Por ejemplo, los intervalos abiertos en R o los circulos sin frontera en R?
y las esferas sin frontera en R?, son conjuntos abiertos. Estos entornos V son necesarios para poder calcular
limites en cualquier punto de U.

/’ \\\
4
1) i ) R
A 1
\ ]
C \ C /
4
\\ /
So o

- —

Figura 5.1: Entornos abiertos alrededor de c y de radio §, en R, R? y R? (con la distancia euclidiana)

En una variable, lim f(x) =L siy solo si para cualquier € > 0, existe un 6. > 0 tal que
X—Xp

0<x—x%xp<de = |f(x)—1L|<e.
La definicién de un limite en varias variables es esencialmente la misma. Claro, en R la tinica manera de

acercarse a xq es sobre una recta (el eje X). En R? se pueden tomar muchos caminos para acercarse a un punto
(x0,Yo) eigualmente en mds dimensiones. Esto hace que los limites en varias variables sean de mas cuidado.
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Definicion 5.1 (Limite en varias variables).
Sean f: R™ — R y x, a € R™. Decimos que lim f(x) = L siy solo si para cualquier € > 0, existe un
X—a
de > 0 tal que
O<|x—all<de = If(x)—LI<e. I

Ejemplo 5.1 (Limites por definici6n).

Verifique, usando la definicién de limite, que lim 2x2y2 =0.
(x,y)—(0,0)

Solucion: Dado € > 0, podemos tomar §. = /€, entonces,

Vx2+y2<ve

x2+y2<e

0 <|l(x,y) —(0,0)[] < d¢

AP <P +ylP<e pues x—yP=x*+y*—2%* >0

IR

2x*y? — 0| < e

5.2 Teoremas sobre limites

Los teoremas en una variable sobre limites de funciones constantes, funciones lineales, senos, cosenos, etc.,
asi como limites de sumas, productos, cocientes, etc. siguen siendo validos en varias variables. Pero, hay que
recordar que estos teoremas se pueden aplicar si cada limite involucrado, existe.

Teorema 5.1 (Unicidad del limite).

Si lim f(x) existe, entonces es tinico
X—X(

En particular el teorema dice que 1im f(x) no existe si al calcular con diferentes caminos para acercarse a X,
X—X0

obtenemos resultados distintos.

° lim % no existe pues se viola la unicidad del limite,
(x,y)—(0,0) X +y
. Xy x? 1
e Sinos acercamos a (0,0) sobre larecta y =x, lIim ———== 1lim -—5=7
(xy)—=(0,0) X* +y (x,y)—(0,0) 2 2

90

X
e Sinos acercamos a (0,0) sobre larecta y =0, lim % = Ilim >
(x,y)—(0,0) X~ +Yy (xy)—(0,0) X
2
X ) . .. o
° im  — 9 o existe pues se viola la unicidad del limite,

(xy)—(00) X2 + Y2
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e Sinos acercamos a (0,0) sobre larecta y =x,

2 3
(x,y)—(0,0) X* +y (x,y)—(0,0) X* 4 X (xy)—(0,0) x>+ 1
. x2y x* 1
e Sinos acercamos a (0,0) sobre la pardbola y = X2, lim = Iim — ==

(xy)—00) x* +Yy2  (xy)—00) 2x* 2

Definicién 5.2 (Continuidad)

Sea f: R™—R. La funcién f es continua en xyp € R™ si li_>m f(x) = f(xg)-
X X0

Teorema 5.2 (Continuidad. Calculo de limites).
Seanf:R™ =R y g:R"™=R funciones continuas en xg € R™. Supongamos que

lim f(x) =A yque lim g(x)=B

X—X0 X—XQ

entonces,

a.) f4g escontinuaen xo y lim (f£g)(x) =A=£B
X

—Xp

b.) f-g escontinuaen xp y lim (f-g)(x)=A" B

X—X0

c.) ; continua en xg si g(xp) #0 y xh_)f{(lo ;(X) = % siB#0

d.) Sea h: R—R continua en g(xg) = B, entonces lim h(g(x)) = h(B)

X—X(

e.) Si F(x,y) es continua para todo x,y € D C R™ ysi f(x), g(x) € D, entonces F[f(x), g(x)] es
continua en D.

P(x)
Q(x)

En particular, son continuos los polinomios P(x) en varias variables y las fracciones racionales

P(x)
Q(x)

continuas en xg si Q(xp) # 0. Ademads si existe un conjunto abierto Vy, en el que

en x = xp entonces

Iim E(x) = lim f(x)
X—Xp Q X—X(

son

= f(x) excepto talvez

El inciso d.) del teorema 5.2 nos dice que si g es continua en x, entonces las funciones usuales del célculo

cos(g(x)), sen(g(x)), In(g(x)), etc. son continuas si éstas son continuas en g(x).
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Ejemplo 5.3 (Calculo usando teoremas de limites).
El teorema 5.2 nos permite calcular limites de manera directa.
° lim  2x*y?=0
(x,y)—(0,0)
2 2
. m XY txy+yT 8
(xy)—(12) X2+ y? 5
° Im In(xy—1)=1In(1)=0
o (xy—1) (1)
2.2 _
) lim XY _ lim —(X ylx+y) =2
(ey)=(11) X—Y (xy)—(11) xX—y
lim V2x—y—2 lim V2x—y—2 2x—y+2
(xy)—(20) 2x—Yy—4  (xy)—>020) 2x—y—4 2x—y+2
°
. 2x—y—4 1
= lim S
(xy)—=(20) (2x—y—4)- (V2x—y+2) 4
|
Ejercicios
3x —
@ 5.2.1 Calcular lim X—ytz

(xy,2)—(001) XYy + z2

@ 5.2.2 Calcular lim -y
(xy)—(0,0) (x —4)sen(7t/2 + y)

5.3 Derivada Direccional

La derivada de una funcién de una variable mide la
tasa (instdntanea) de cambio de la variable dependien-
te respecto a la variable independiente. La derivada
de la funcién y = f(x) en x es,

Ay (x +h) —f(x)

.f
f'(x) = lim —2 = li
(x) A»lgo Ax h1£n>0 h

Wolfram CDF Player
4

4

- g

siempre y cuando este limite exista. Geométricamente,
la derivada de f en x es la pendiente de la recta
tangente a f en el punto (x, f(x))

Si f:R? — R, laderivadade f en xy = (xp,yg) € R?, en la direccién de un vector unitario v = (vi,v,) € R?,
mide la tasa (instdntanea) de cambio de f a través de larecta L(h) = x+ hv cuando h = 0. El cambio en x, en
larecta L, es [[xg —xp —hv|| =|[hv|]| =h (pues v es unitario). De nuevo, esta derivada en la direccién de v se

obtiene como un limite,

x+h \'

1@ @ w
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. flxo+hv)—"f(xg) .. f(xo+hviy,yo+ hva) — f(xo,yo)
lim = lim
h—0 h h—0 h

Observe que este limite es un limite de una funcién de una variable h, es decir, este limite es el tipo de limites
que calculamos en célculo en una variable.

Sea S la superficie de ecuacion z = f(x,y) y P = (xo, Yo, f(x0,Yo)) € S. Sea C la curva de intersecciéon de la

superificie S con el plano generado por la recta L (tal y como se muestra en la figura 5.2 ). Geométricamente, la
derivada (direccional) de f en P (en la direccién de v) es la pendiente de la recta tangente a la curva C en P.

Wolfram CDF Player

L

L

.
—

X

Figura 5.2: Derivada direccional en x la direccién de v

of
De particular interés son la derivada en la direccién del eje X, denotada P y la derivada en la direccion del

f , . .
y ; llamadas derivadas parciales respecto a x e y respectivamente.

eje Y, denotada

Wolfram CODF Player [ Wolfram COF Player

4

i

) v=(1,0) Figura 5.4: Derivada parcial en x en la direccién de Y

Figura 5.3: Derivada parcial en x en la direccién de X
5.4 Derivadas parciales.

Definicion 5.3 (Derivadas parciales).

Sea U C R™ un conjunto abierto y sea f: U — R. Entonces la derivada parcial de f respecto a la

of
aXi
variable x; en el punto x = (X1, ...,Xn), se define como
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of o f(x1,%2, .. xi +h, o, xn) — (X1, 000, X)) . f(x+hei) — f(x)
= lim = Ilim

0xi h—0 h h—0 h

siempre y cuando este limite exista. Aqui e; = (0, ...,,1,...0) conun 1 en la i—ésima posicién. El dominio

de

0 . . .
3 es el subconjunto de R™ en el que este limite existe.
Xi

Caso de dos variables

f 0
Cuando z = f(x,y), es comdn denotar las derivadas parciales con P a—i, zx o f,.. Segtn la definici6n,
of _ lm f(x +h,y) —f(x,y) of lm f(x,y +h) — f(x,y)
0X h—=0 h 0y h—0

, of . o
Es decir, para calcular I derivamos de manera ordinaria f respectoa x pensando en y como una constante
X

f . e
y para calcular 3 derivamos de manera oridinaria f respecto a y pensando en x como una constante. Esto

es valido siempre y cuando apliquen los teoremas de derivadas en una variable.

En tres 0 més variables, la situacién es similar: Derivamos respecto a la variable de turno, pensado en las otras
variables como “constantes”.

Notacion. Se usan distintas notaciones para las derivadas parciales. Por ejemplo, para hablar de la derivada

. . f
parcial de f respecto a x, se usan la notaciones o Ty, 04T, etc.

La notacién para evaluar una derivada parcial en un punto también puede tener variaciones. Por ejemplo, para

of
evaluar una derivada parcial de f (respecto a x) en P se usa fy(P) o también I

X|p
Ejemplo 5.4

d af
Recordemos que en una variable, si k es una constante, daf
4 [k _ _ du
du \ f(u) ()
0 0
a.) Si z =x%y?+y, calcular a—i y i
Solucion:
0z d d
2.2 2. 2 2
— _— = — - - 2
e z=XxXY +y = ™ dx<X>y +dx(y) xy“+0
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0z d d
2.2 2 2 2
_ -~ — = x2y+1
oz xy+y:>ay xdy(y)ery(y) x*2y +
3 0 0
b.) Si z= %, calcular é y £
Solucion:
3 1 1 1
oz:x—5 - %:i — - :—-i(x3):— 3x?
y Ox  Ox \y® y® dx Yo
3. 9 s
P e oy ) ey
- 1:,5 ay ay y5 ylo - ylo
|
(d df du d df du
—(f = — . — ticular — (f*(u)) =nf" (u) . — - —
dx( (u)) Y en particular dx( (W)=n (u) T dx
d daf d
S (f0g) = gl + k) 5D
Recordemos que, dx dx dx
df dg
d <f(x)) _ FIItO it
dx \ g(x) g?(x)
Siw="2 + 2 cos(z0)) calcule w ow  w
1+y?2 ’ ox’ dy Y oz
Solucioén:
ow 1 0 2 4,3\ 0 + 422 cos®(zx3) - —sen(zx3) - 3x?z
x T ox YHECs() = T+y?
o (y+ 2% cos*(zx7)) - (1 +y?) — o (1+y?) - (y + 22 cost(zx3))
L ow 0y oy
oy (1+y?)?
_ 1 (1+y?) =2y - (y + 2% cost(2x?))
(1+y?)?
ow 1 0 > 4, 3
Oa—z = TUZ'FZ(E,—’—ZCOS(ZX))

O oy a8y, 2. O (4 3
0+ e (z%) - cost(zx3) + 2 5 (cos*(zx%))

1+y?

2z - cos*(zx3) + 2% - 4cos®(zx3) - —sen(zx®) - 1-x3
1+y?



https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

5.4 Derivadas parciales. (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematicay/).

168

Ejemplo 5.6 (Evaluando derivadas)

2 0 0
El volumen de un conoes V = K, calcule —V y _V
3 O g h—a = Oh|ip h_y
Solucioén:
ov 2nrh 167
[ ] _— = = —
0T |12 h—s 3 [r—2, h— 3
oV mir? 4m
[ ] —_— = — —_
oh r=2, h=4 3 r=2, h=4 3
|
Ejemplo 5.7
- . 0z 0z
Verifique que si z = arctan(y/x), entonces x& + y@ =0.
Solucién:
= _ L 4y R
dx 1+ (y/x)2 dx \x X2+y? 7 x2 4+ y?2
oz 1 d (E) )Z’ 1 X
oy 1+ (y/x)? dy \x/  x2+y? ¥ x? +y?
0z 0z —y X
“ox y@ N sz—i-yz +yx2+yz =0
|
Ejemplo 5.8
. 5 5 ’ . 2 OW ow
Si w = z"In(x*) cos(y~), determine g(z) tal que x In(x )a +g(z) = 4w

Solucién:

Ahora,

W 2os?) L (Ind)) = 22cos(?) . 2
5 = Z cos(y?) = (In(x*)) = z*cos(y?) 8
%LZV = % (%) In(x?) cos(y?) = 2z In(x?) cos(y?)
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xln(xz)aa—v: + g(z)aa—vzv = XIn(x?) 2% cos(y?) - ; + g(z) - 2z In(x?) cos(y?)

= 222In(x?) cos(y?) + g(z) - 2z In(x?) cos(y?)

Por lo tanto, si g(z) = z tendriamos lo que se pide:

0 0
xln(xz)a—:: 26—1: = 22%In(x?) cos(y?) + z - 2z In(x?) cos(y?) = 42%In(x?)cos(y?) = 4w v
|
Ejemplo 5.9
of of
: _ 20 2y 2
Si f(t,0) = e Pp(t,0), calcule Y 30
Solucion: : En este caso, como ¢ no es conocida, sus derivadas parciales solo se dejan indicadas.
o O _ 200P
ot ot
af . a 20 20 a(b _ 20 20 ad)
* 35 = 30 (e”) - d(t,0)+e 5 = 2" . p(t,0)+e 5
||
Ejemplo 5.10
: : 5.3 G 2 4 0z 0z
Sean f,g: R—R funciones derivablesy u = x> +y°. Si z = x“g(u) + f*(u), calcule I y @
Solucion: : Como f y g no son conocidas, sus derivadas solo se dejan indicadas.
0z dg du df du
= = 2x. 279 7 3 LT
® o x-glu)tx du dx + 4P ) du dx
dg af
= 2x. 279 5y 4 3 L B4
x-g(u) +x T 5xF + 4f°(u) T 5x
0z ,dg du df du
= = Rat=A 43 () —  —
* oy X du dy + (w) du dy
dg ar
2 2 3 2
X 3y” + 4f°(u) " 3y
|

Recordemos que en una variable, si a > 0 y, f y g son derivables, entonces aplicando regla de la cadena,
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Eg(amm) _ amw.ma.%%ég
S = o
Siz= (senx)yz, calcular % y 2:
Solucién:
o % = % ([senx]yz) =y2. [senx]¥" 1. dix (senx) =y2- [senx]¥" 1. cosx
. glj = aay ([senx]”2> — [senx]V” - In(senx) - di (y?) = [senx]Y’ - In(sen x) -2y

Ejemplo 5.12 (Cdlculo directo y por definicion).

Sea f(x,y) = v/x/y. Cuando derivamos respecto a x, el factor ¢y lo podemos ver como una “constante”
y cuando derivamos respecto a y, el factor /x lo podemos ver como una “constante”.

.f
Aplicando la regla: 4 (k-f(u) =k- df ,con k constante, tenemos
du du

> - aax(wm = LR = 50

dy -

Esta es la manera de derivar f respecto a x y respecto a y usando teoremas de derivadas. Sin embargo
esto no decide si la funcién es derivable o no en (0,0). Para saber si estas derivadas parciales existen en
(0,0), se debe calcular usando la definicién,

o - 2 s ) = R

d f(0+h,0) —f _
9%10,0) = tim MOFRO ZFO0) _ 4 020 _
0x h—0 h h—0
of . f(0,0+h)—f(0,00 .. 0-0
_ — 1 = _—
dy (0,0) R0 h R0 h 0,
. . ., of | ., of
es decir, en este caso la derivada parcial I existe en (0,0) y es cero y también @ (0,0) =0.
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5.5 Derivadas parciales de orden superior

Si f es una funcion de dos variables x e y, entonces sus derivadas parciales f y fy también son funciones
de dos variables, de modo que podemos considerar sus derivadas parciales (fyx)x, (fx)y, (fy)x y (fy)y, las

cuales se llaman segundas derivadas parciales de f.

0% f
0yox oy

0% f o [of
° = — | —
0xdy ox \ dy

Si z = f(x,y), se utilizan diferentes notaciones para estas derivadas parciales,

o (fx)x =fxx =Tfn 2: = gj;
o (fx)y =fxy ZflzzazzazX
. (fy)xzfyxzlezai;
o (fyly =fyy == gi;
La notacion fyy o azzafx

que para calcular fy el orden se invierte.

Ejemplo 5.13

2
Si f(x,y) = x>+ x?y? +y3, calcule o°f

0*f  0*f
Solucion: Las primeras derivadas parciales son

of

P 3x% + 2xy? y

De donde obtenemos que :

x2” dy2’ axdy y

significa que primero derivamos con respecto a x y luego con respecto a y, mientras

o%f
oyox

f
— =2x*y + 3y?
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2 2
f 2 0-f »
w:6x+2y ® @:6}]4‘2){
o%f d . o ) o2f ) )
= — 2 =4 2 —4
dudx ~ 3y 10X T2 =4y dxdy — ox 12X YTV =4y
]
Ejemplo 5.14
Sea f:RR — R una funcién dos veces derivable y sea z = f(u) con u = x3y4. Entonces,
0 )
o S f(u) 3xPyt o = f(u) X34
ox oy L G
02 92
. a—; =f"(u) - 3x%y*- 3%yt + exytf’(u) . aﬁ — () - 433 - ey + 123y (w)
. 2z = f"(u) - 47y% - 3%yt + 1237y (w) . 2z = f(u) - 3x2yt - 43y + 123393 (w)
dyox dxdy
]

Las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales se usan para expresar leyes fisicas. Por ejemplo, la
0%u . 0%u
ox2  0y?
ce (1749 - 1827). Las soluciones de esta ecuacién se llaman funciones armoénicas y desempefian un papel
fundamental en las aplicaciones relacionadas con conduccién de calor, flujo de fluidos y potencial eléctrico.

ecuacion diferencial parcial = 0, se conoce como ecuacién de Laplace, en honor a Pierre Lapla-

Compruebe que la funcién u(x,y) = eY senx satisface la ecuacién de Laplace.

Solucion: Las primeras derivadas parciales estan dadas por

ou
o = eYcosx
0
o eYsenx
dy
con lo cual
0'u = eY senx
I
o%u
7 = eY senx
dy
0?2 0?
de donde gu + qu_ —eYsenx+eYsenx =0 v
ox2  y?



https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

5.5 Derivadas parciales de orden superior (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematicay/). 173

Ejemplo 5.16
2

o“u 0%u
La ecuacién deonda —— — a’——,
ot2 0x?

que puede ser una onda de sonido, una onda de luz o una onda que viaja a lo largo de una cuerda
vibrante. Si f y g son funciones de una sola variable dos veces derivables, compruebe que la funcién
u(x,t) = f(x + at) + g(x — at) satisface la ecuaciéon de onda.

donde a es una constante, describe el movimiento de una onda,

Solucion: Primero un cambio de variable. Sea A =x+at y B =x—at. De esta manera u = f(A)+g(B).
Las derivadas de u(x,y) con respecto a x estdn dadas por :

au_/ / aZu_ " "
a—f(A)‘i‘g(B)/ ﬁ—f(A)‘i‘g (B)

Las derivadas de u(x,y) con respecto a t estdn dadas por :

ou B %u

30 — (M) —ag'(B), o7 = a*(A) + a’g"(B)

Sustituyendo obtenemos

Pu
ot2

2
» 07U

= a*f"(A) + a’g"(B) = a’[f"(A) + ¢"(B)] = a’ 5

Ejemplo 5.17

Consideremos f y g funciones de una sola variable dos veces derivables, compruebe que la funcién
u(x,y) =xf(x +y) +yg(x +y) satisface la ecuacién diferencial parcial 11, — 211, + 11y, = 0.

Solucion: Primero un cambio de variable. Sea A = x +y, entonces u = xf(A) +yg(A). Las derivadas de
u(x,y) con respecto a x estdn dadas por

u, = f(A) +xf'(A) +yg’(A)

Uxx = F/(A) + f/(A) + xf"(A) +yg”(A) =2f'(A) +xf"(A) +yg”(A)
Uxy = f'(A) +xf"(A) + g'(A) +yg"(A)

uy =xf'(A) + g(A) +yg'(A)

uyy =xf"(A) +¢'(A) + g'(A) +yg"(A) =xf"(A) +2¢'(A) +yg”(A)

Sustituyendo,
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Uxx — 2Uny +Uyy = 2 (A)+xf"(x+y)+yg”(A) — 2f'(A) —2xf""(A) —2g'(A)

—2yg”(A) + xf"(A) +2¢'(A) +yg”"(A) =0 vV

|
Ejemplo 5.18
1
Compruebe que la funcién u(x,y) = ——————= satisface la ecuacién diferencial de Laplace en
VX2 +y? 422
62 aZ aZ
derivadas parciales a—XLZL + é + i; =0.
Solucion: Calculemos las derivadas parciales
T oy o e
o 2/t yr+2)} Yy (g2 +z2)32 P N N ST
u 2P -y 2 ou o P 2yr -2 u P —y* 427
o0x2 (x2 +y2 + 22)5/2’ oy2 - (x2 +y2 +22)5/27 0z2 (x2 +y2 + 22)5/2°
y al sumarlas obtenemos el resultado deseado.
||

Observacion: Note que las derivadas parciales mixtas fy, y fyx en el ejemplo anterior son iguales. El siguiente
teorema, da las condiciones bajo las cuales podemos afirmar que estas derivadas son iguales. El teorema es
conocido de Clairaut o también como Teorema de Schwarz.

Teorema 5.3 (Teorema de Clairaut o Teorema de Schwarz).

Sea f: D C R — R una funcién escalar donde D es un disco abierto con centro en (a,b) y radio 3, si
las funciones fxy y fyx son continuas en D, entonces

fxy(a/b) = fyx(a/ b)

Ejemplo 5.19 (Hipoétesis en el Teorema de Clairaut).

2 .2
Sea f(x,y) = xyzlejz y f(0,0) = 0. Se tiene fx(0,0) = fy(0,0) =0, pero fxy(0,0) # fyx(0,0).En

efecto, aunque fyy y fyx estdn definidas en (0,0), no son continuas en este punto. Para ver esto, podemos
calcular estas derivadas de dos maneras distintas y observar que el valor difiere. Primero derivamos
sobre la recta x = 0 y luego sobre la recta y = 0.

_ 2 __ .2
zx(0,y) = lim flhy) ~f0y) _ lim i —y)

h—0 h ~ h—>0 h(h2+4+1y?2)
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y
o f ) —f(x,0) - hx(h?—y?)
o0 = i, R T ho0 Rt y?)
Ahora
o fy(h,0)—fy(0,0) .. h—-0 o fx(0,k) —14(0,0)
(0.0 = Jim BECEIE - i 22~ 1y a00) = iy SRETEES -
. —k-=0
lim =-1
h—0

Esto muestra que fxy(0,0) # fyx(0,0). El grafico de f(x,y) muestra un salto en (0,0)

Ejercicios
Xy of of
@ 5.5.1 Sea f(X,y) == Tyz. Calcule @, a y fy (2,1).
5 ’ of of
@ 5.5.2 Sea f(x,y) =In(xY + x* +2Y) Calcule —, —.
dy 0x
2 2.2 2 12 > Pz %z
@ 5.5.3 Sea z(x,y) =2(ax + by)” — (x> +y~) con a”+ b~ = 1. Verifique que 32 + aT;Z =0.
x2 0z 0z
@554 Sea z=f <y> con f derivable. Verifique que *3x +2y— oy =0.
@ 5.5.5 Sea z = 4/xy + arctan <E> Demuestre que zxa— +z 0z X
- =4/ X q ax yay y.

@ 5.5.6 Sea k una constantey C(x,t) = t2e” x/kt

difusién)

. Verifique que esta funcién satisface la ecuacién (de

k 2c_ac
4 X2 ot

of of
@5.5.7 Sea z = f(x*y +y) - Vx +y?2. Calcule 2y

02 02
Pu Pu_,

@ 5.5.8 Verifique que u(x,y) = eY senx satisface la ecuacién de Laplace o2 T

@ 5.5.9 Sea a € R una constante. Verifique que u(x,t) = sen(x — at) + In(x + at) es solucién de la ecuacién
de onda ui = a%uyy.

@ 5510 Sea a € R una constante y f y g funciones dos veces derivables. Verifique que
u(x, t) = f(x — at) + g(x + at) es solucién de la ecuacién de onda ug; = a®iyy.
0z

0
@ 5.5.11 Verifique que z = In(e* + eY) es soluciéon de las ecuacién diferencial a—z + o =1 y dela ecuacién
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5.6

62z aZZ azl 2
if jal — . 2 _ (=) —o.
diferencia axz 3 5 <axa ) 0

@ 5.5.12 Sea f una funcién derivable en todo R y sea w(x,y) = f(ysenx). Verifique que

0 )
cos(x) a—v: + ysen(x) % = yf'(ysenx)

@5.5.13 Sea g(x,y) = x*sen(3x — 2y). Verifique la identidad

o’g . 9g
. =2—=+6x- ).
@ 5.5.14 La resistencia total R producida por tres conductores con resistencias R;, Ry, y R3 conectadas en
. L , 3 1 1 1 1 oR ) )
paralelo en un circuito eléctrico esta dado por la férmula — = — + — + —. Calcule . Sugerencia: derive

R R Ry R R,
a ambos lados respecto a R .

@ 5.5.15 Laley de gases para un gas ideal de masa fija m, temperatura absoluta T, presiéon P y volumen V

oP oV oT
es PV = mRT donde R es la constante universal de los gases ideales. Verifique que v a—¥ 3= -1

oK %K

1
@ 5.5.16 La energia cinética de un cuerpo de masa m y velocidad v es K = EmVZ. Verifique que Im 32
m ov

@ 55.17 Sea f y g funciones dos veces derivables. Sea u = x> +y? y w(x,y) = f(u) - g(y). Calcule
ow *w  %w ow

x’ x2’ dydx y ER

@ 5.5.18 Sea f y g funciones dos veces derivables. Sea w(x,y) = f(u) 4+ g(v) donde u =
w ow

ox’ dyox’

_Y
yv==_- Calcule

X
Y

2

@ 5.5.19 Sea w = e* - f(x?> — 4y?), donde f es una funcién dos veces diferenciable. Calcule ooy’

@ 5.5.20 Sea u(r,0) =1™cos(nb) con n € N una constante. Verfique que u satisface la ecuacén

Uy Ugo
— +

urr + T TT — O
Funcién diferenciable. Diferencial total.
Diferencial en una variable. Geométricamente, si f es derivable en %y entonces la ecuacién de la recta tangente
T a fen (xg, f(xg)) es

T(x) = f'(x0) (x — x0) + f(xo)

Entonces

f(xo + Ax) &~ T(xp + Ax) = f'(xp)Ax + f(xg) = f(xo+ Ax) —f(xg) = f'(xg)Ax
= Ay~ f'(xp)Ax
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El diferencial dx puede ser cualquier nimero (grande o pequefio), si dx es pequefio, Ay se puede aproximar
con el diferencial dy = f’(xq) dx. Formalmente,

Ay =f'(x)dx+e€ con lim — =0

Esto dice que f es diferenciable en xq sila distancia € entre el grafico de f y su tangente se desvanece més
rdpidamente que el desplazamiento horizontal hacia el punto de tangencia.

YA

f(xp+dx)

T
/Pendiente

f!(x0)dx + f(x0) 1 Ay dy
i) = &
f(xo_)_- v
g
:

Diferencial total en dos variables. Sea S una superficie de ecuacién z = f(x,y). El cambio en f en dos variables

es
Af = f(xo + Ax, Yo+ Ay) — f(xo,Yo)

Sea P = (x0,Yo0,20) € S y supongamos que existe el plano tangente TT a S en P. Més adelante vamos a
ver que si las derivadas parciales existen y son continuas en P, dos vectores tangentes son (1,0, fx(xo,yo)) v
(0,1,fy(x0,Y0)) que estdn en el plano tanegntea S en P. Con estos vectores tangentes obtenenos una ecuacién
vectorial del plano tangente TT (si hubiera) en P € S. Esta ecuacién vectorial es

Mr: P 4+ t-(1,0,fx(x0,Yo)) +s-(0,1,fy(x0,yo)), t,s€ R

Sitomamos t =dx y s =dy, ysi Q = (xo,Yo,22) € TI, la coordenada z de Q es
zp = f(x0,Yo) + fx(x0,Yo) dx + fy(x0,Yo)) dy
Entonces f(xo + dx, yo + dy) =~ f(xo, yo) + fx(x0,Yo) dx + fy(xo, yo) dy

Af =z1—20 S \ ------- z1=f(xo + dx, yo + dy)

-

Coodenada z del punto

7%— Plano tangente a S en P
4 :

20 =\f (X0, o)

EI Yo +dy
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Figura 5.5: Af =z — 2

Tenemos Af = f(xg + dx, yo + dy) — f(xo,Yo) =~ fx(x0,Yo) dx + fy(x0,yo) dy, es decir,

Af = £y (x0,Yo) dx + fy(x0,yo) dy

El diferencial total de f es df = f, dx + fy dy.

Coodenada z del punto
» 21= f(x0 + dx, yo + dy)

E
Coodenada z del punto

= 22= f(x0,Y0) +fx(x0,¥0) dx+ fy(x0,y0) dy

Figura 5.6: Af ~ f, (xo,Yo) dx + fy(x0,Yo)

(Funcion diferenciable)

Si la derivada Df(a) de f en a existe, decimos que f es “localmente lineal” o “diferenciable” en a si
f(a+ "x) —f(a) y Df(a) x son indistinguibles en el sentido de que su diferencia se desvanece mas répido
que [|Ax]||.

Geométricamente, en particular la funcién f es diferenciable en a = (xg,yo) si la distancia entre la
superficie y el plano

E = f(xo + Ax, yo+Ay) — [f(xo,yo) + fx(x0,Yo) dx + fy(x0,yo)]

se desvanece mas rapidamente que el desplazamiento horizontal /dx? + dy? = ||(x,y) — (x0, Yo)|| hacia
el punto de tangencia.

Definicién 5.4 (Funcion diferenciable)

Una funcién f: R2—R es diferenciable en (xg,yo) si existe un entorno alrededor de (xg,yo) en el que

(xy)—(x0u0) 1(x,Y) — (x0, yo)ll

E(x,
o 1) = 0, ) b ol ) G i ) B - By o xy) I
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Es decir, si f es diferenciable en (xp,yp), entonces en la cercanias de (xo,yo) la funcién f se puede aproximar
usando el plano tangente. Si z = f(x,y) es diferenciable, el diferencial total df = f(P) dx+f,(P) dy representa
el incremento de f a lo largo del plano tangente a f en el punto (x,y). Serfa como calcular con el plano
tangente en vez de usar la superficie S (ver figura 5.6 ).

Tenemos un teorema para caracterizar las funciones diferenciables.

Teorema 5.4 (Funcién diferenciable)
Sea f : U C R™ — R. Si las derivadas parciales de f existen y son continuas en un entorno de

(x0,Yo) € U, entonces f es diferenciable en (xo,Yo).
—

Regla de la cadena.
Recordemos que en una variable, si f(u) y u(x) son derivables, entonces la regla de la cadena establece
dr _ df du
dx  dudx
La regla de la cadena nos indica como varia f conforme recorremos la trayectoria u(x). Formalmente es la

derivada de f en presencia de un cambio de variable u. En funciones de varias variables la relacién persiste en
el siguiente sentido

Ya conocemos que si f es diferenciable en (xg,yo) entonces hay entorno alrededor de (xg,yo) en el que

. E(x,y)
Af = Ty (xp, dx + fy (xo, dy + E(x, con lim =0
x(xo,yo) dx 1y (o, yo) dy -+ Elx y) oot v0) T, 9) — (xo, o)l

En presencia de una composicién de funciones (o mejor “un cambio de variable”), tenemos

Teorema 5.5 (Regla de la cadena - Caso ).
Sean x = x(t) y y = y(t) derivables y z = f(x,y) diferenciable en (x,y) = (x(t),y(t)), entonces si
z =f(x(t),y(t)) es derivable,

dz of , of

—x'(t) + @y’m

E‘axx

Teorema 5.6 (Regla de la cadena - Caso ll.)
Sean u = u(x,y) y v = v(x,y) con derivadas parciales en (x,y). Si z = f(u,v) es diferenciable en
(u,v) = (u(x,y),v(x,y)) entonces z = f(u,v) tiene derivadas parciales de primer orden en (x,y) y

179
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oz _ dfou oy
9x  Ou 0x ov 0x
e _ dfou  df v
dy  dudy ov dy

Ejemplo 5.20

Sea z(x,y) = y/arctan(y/x) + tan(xy). Podemos hacer un cambio de variable y calcular % usando la

regla de la cadena. Sea (x,y) = arctan(y/x) y v(x,y) = tan(xy), entonces z = y/u +v.

0z 0z ou 0z Ov

o dudx | ovox
! ! —y-l + ! sec?(xy)
AVTESTR BT VA S

Al sustituir u y v obtenemos el resultado completo, si fuera necesario.

|
Sea z(x,y) = x? + 3y?, donde x = e' y y = cos(t) entonces
@ ea oay
dt  9x dt 9y dt
= 2xet—6ysen(t) = 2e>' —6cos(t)sen(t)
n

Sea z(u,v) = x2e¥’, donde x = uv y y =u? —v3 entonces
0z 0z 0x 0z dy
ou Oxou Oyou

0 6}
= 2>cey36—fL + 3x2yze‘-’3’a—li|L = 2xe¥'v + 3x2y26932u

0: _ 0z0x 020y
ov 0xdv  dy dv

0 0
= 2xe93a—: + 3x2y2693a—3 = 2xe¥u+ 3x2y2693 - —3V?
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Ejemplo 5.23

Sea f una funcién diferenciable y z(x,y) = f (x?,xy?). Para derivar usando la regla de la cadena usamos
el cambio de variable 1. = x? y v = xy?, entonces z(x,y) = f(w,v) y

o= _ of du_ dr 2y
ox  du Ox dv 0x
of of
= — .2 — 2
ou b ov Y
o _ of u of v _ 0 L or
dy  du Ody Ov dy  ou ov Y
|
Ejemplo 5.24
Sea f una funcién derivabley z = f(x,y) con x = rcos6, y = rsen, entonces
0z of 9x 0of dy of of
— = —— 4+ —— = — 0+ — 0
or 0x Or + oy or ox < + oy sen
0z _ g%—kﬁa—y _ o —rsen9+ﬁrcosﬁ
00 9x090 dyodd  Ox dy
||
: RV oV
Sea V=V(P,T). Si P(V—0b)e™Y =RT, con b,R constantes, calcule T
Solucion: V es funcion de P y T. Derivamos a ambos lados respectoa T,
0 Rvi O
3T [P(V-Db)e"Y] = 57 [RT]
P[VieRY +(V—b)e®VRV] = R
R
. v —
-t PeRV(1+ (V—Db)R)
|

Regla de la cadena y segundas derivadas parciales. Si z = f(u,v) tiene segundas derivadas parciales
continuas, entonces las derivadas parciales de f siguen siendo funciones de u y v.

Siz = f(u,v) en’concesi i(u V) —a—Zf du of v
o ox \ou ou2 dx  dvdu Ox

Esquematicamente se podria ver ast:
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d , I\
a_ (f(uv V))
X7 ) T
_f u 9f
 Ju dx IJv Ix
CIN k) (i(mu@‘)\
-— | =— \U,V 4
82f8u+ J*f dv _9%f Ju  9*f oo
du? dx Jvdu dx 0udv oYV 9v? oY
Ejemplo 5.26
of of 3%z 9%z
i z=qg(x2 leule — — —— % y %
Si z = g(x*) + f(arctanx, tany ), calcule ox’ 3y’ xdy y 2
u = x2
Solucion: : Primero un cambio de variable z = g(u) + f(v, w) con v = arctanx
w = tany
oz, of 1 of
a.) 3 9 (u)-2x+a-m+m~0
b.) & _ 9 2x ’(u)—i—L ﬁ(\) w)
7w T J 1+x2 v
2x  of 1 ’f 1 02f
o / 1" o e — . .
= 2g'(u)+2xg"(u) - 2x Toxp o T 1% <av2 72 1 vaw 0)
oz of ’
c.) P 3 0—0—a sec”y
02z 0 5 of
d.) 3%y I <sec y 3 (v,w))
_ e o%f 1 N o2f 0
N Ylovow 142 ow?
|

Ejemplo 5.27

Si z(x,y) = g(y) - f(x — 2y, y?). Calcule zy y Zxy-

zy = g(y) [fu -1+ f, -0l = g(y) fulw,v)

Zxy = g'(y)-1-fu + gly) [_quu + 31;]2fuv:|

Solucién: Cambio de variable: Sea 1. = x — 2y, v =y°. Entonces z(x,y) = g(y) f(u, V).
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Ejemplo 5.28

2
Cambio de variable: Sea z(x,y) = g(u,v) con 1 = x’y> y v = xy. Calcule 0%z

183

dyox

Solucioén:

0z ogou 0godv og ,  0g

L B2y 87 - d ) =.

0x ouodx  9Ovox ou Y + v Y

2% d [og(u,v)] 5 . B . o 0g . Oglu,v) d [9g(u,v)

- .2 — 2 L2 S
dydx ay[ ou } Y +ag["y] ow T T ov Y

*g o*g dg , dg(w,v) g *g
~ 9. —2 v, | - 2xy? dxy - —=2 4 . S, it}
[auz Wy + ovou VJ} YT A ou * ov Y [auav y + ov? vy]
0°g 0°g og | 9g(u,v) 0°g °g
—Z . oyx? — 2 x| 2xy? dxy - —=2 4 . 2y -7
[auz Yt Sveu X] WA RSt Ty Y [auav Yt 5 X}
|
Ejemplo 5.29
Sea F(u,v)=—u—vconu?=x—yy v =x+y. Siu#0yv#0, verifique
u—+v
) Fr=-— .
a) 2uv
v—u
b.) F, = .
) Fy 2uv
Solucion: Primero veamos que 2uu, =1, 2vvy =1, 2uuy = —1y 2vvy = 1. Por lo tanto
1 1 u+v
) Fu=Fuuy +Fyvy=—1-— —1.— =— .
a) ulbe Y 2u 2v 2uv
1 1 v—u
b.) Fy, =Fuu, +F,v, =-1- <_2u> -1 ™ Dy
|
Ejercicios
d
@5.7.1 Sea z=xy?>+x con x =sent y y = tan(t). Calcule d—i

d
@5.7.2 Sea w =x% +2xy +y% con x =tcost y y = tsent. Calcule a
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0z
dy

@ 5.7.4 Sea z = ¢(y) - f(x,y) con f y g funciones con derivadas de segundo orden.

0
@5.7.3 Sea z=uvu+v? con u=xy y v =arctan(y/x). Calcule a—i y

1. Calcule 9z
X
2. Calcule 0z
oy
0z 0z
3. Si x =t? =u? + 3 calcule -~ y —
1X yy=u + Cacueatyau
2
@ 5.7.5 Sea z = f(xy,x). Si f tiene derivadas parciales de segundo orden, calcular dyox
aZ
@5.7.6 Sea z = ln3(xy) + f(xy,x). Si f tiene derivadas parciales de segundo orden, calcular dyox
62
@ 5.7.7 Sea g derivable y f una funcién con derivadas parciales de segundo orden continuas. Determine I ;y

siz = f(xsen(y), g(x))
@ 5.7.8 Sea T(x,t) = e sen(2t — 3x). Determine una constante K tal que

oT 2°T oT
6a—|—3—axat —2& = K-T(x,t)
@ 5.7.9 Sea z definida mediante z = xf(y) +yg(x) ,con f y g funciones dos veces derivables. Calcule

K € R de tal manera que se verifique la identidad

%z 0z 0z
2 — —Ky—+2z=0
Y axdy ox YUy T
of of L . . 2
@5.7.10 Sea z = P + o’ donde f = f(x,y) es una funcién con derivadas de segundo orden.Si x =u”+vy
0z 0z oz o [of of
Yy = u+v?2, calcule u y s Sugerencia: P i <a(x,gi + @(x, y})

)
@ 5.7.11 Sea w = ¢g(x) + f(x,y) con x =rcos0 y y =rsen6. Calcule %

@ 5.7.12 Sea z = f(u,v), donde u = x> +y?, v = xy. Si f tiene derivadas parciales de segundo orden
fu, fuv, fuu ¥ vy continuas (es decir, f,, = fy., ). Verifique que:

%z of 0%f o%f o%f
=2 4P 44 2
ox? ou ax ou? Ty oudv Y ov?

@ 5.7.13 Sea z = f(x? + cosy, x> — 1) — g(3xy?) con g derivable y f con derivadas parciales continuas y de
segundo orden. Calcule zy,

@5.7.14 Sea z = x*f*(xy,y?) con f con derivadas parciales continuas. Calcule z y zy
@ 5.7.15 Considere z=x-f < % , e 4 3x ) +h ( x2y? ), donde f es una funcién con derivadas parciales de

0%z

oxdy’

segundo orden continuas y h una funcién con derivadas de segundo orden continuas, calcule:
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5.8

@ 5.7.16 Considere z = f(2x*y —y, x?) + g(x*> — xy), donde f es una funcién con derivadas parciales de

02
segundo orden continuas y g una funcién con derivadas de segundo orden continuas, calcule: 3 azy .
X
2 2 of of _
@ 5.7.17 Sea z =f(x*—vy, xy) donde s =x"—y y t =xy. Calcule at Y 3 (Sugerencia: Calcule z, y z, y resuelva
, of  of . .
el sistema pensando en 3t Y 3, como incognitas).
\ 0 0
@ 5.7.18 Verifique que si f es diferenciable, la funcion z = f(xy) satisface la ecuacién xa—z — é =0
X
@5.7.19 Sea u = f(r) con f derivabley 12 = x? + y? + z2. Mostrar que
ou ou ou
—— —_— —— —=rf
xax-i—y oy +Zaz rf'(r)
@ 5.7.20 Supongamos que f es una funcién con derivadas parciales de segundo orden continuas. Calcule
0’ f(u,
axazy si z(x,y) = (L;v) conu=x>yv=23y—2

@ 5.7.21 (*) Supongamos que se sabe que xg—i + yg—z = 2x*sen(xy) con x>0 y y >0 . Verifique

que aplicando un cambio de variable de (x,y) a (u,v) donde u=xy y v = x/y; entonces la ecuacion (x) se

. ., 0z
convierte en la ecuacion — = v senu. Sugerencia: Como z = z(1,v); calcule las derivadas parciales y luego despeje x v y en

u
el cambio de variable. Al sustituir, obtiene el resultado.

Derivadas de una funcién definida de manera implicita.

Supongamos que se conoce que z es una funcién de x e y, es decir, z = f(x,y), pero que z estd definida de
manera implicita por una ecuacién del tipo

F(x,y,z) =0

Estas situaciones ya las hemos encontrado antes, por ejemplo en la ecuacién de una esfera: x> +y? +z2 = a°.

Esta ecuacion define a z como una funcién de x y y y en este caso, z se puede despejar:

2=V —x2—yl y z=—/a2—2—2

Cuando una funcién estd definida de manera implicita, no siempre es posible despejarla: Si
Y2+ xz + 22 — e* —1 = 0 no hay posibilidad de despejar z = z(x,y), aunque teéricamente podria
ser posible en un entorno de algtin punto. En todo caso, si podemos calcular las derivadas parciales.

Z
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Figura 5.7: Superficie S: y?> +xz+2z> —e*—1=0

Podemos deducir, de manera informal, las férmulas para zx y z,. Supongamos que z = z(x,y) y que
F(x,y,z(x,y)) = 0 y que en algtin conjunto abierto D las derivadas parciales de z existen y la funcién F es
diferenciable en D.

Sea g(x,y) =F(x,y,z) =0, aplicando la regla de la cadena a g(x,y) = F(u,v,w), con x =u(x,y), y =v(x,y)

y w(x,y) = z(x,y), obtenemos

og oF Ju oF ov n OF ow
ox ou 0x ov 0x ow 0x

y
dg _ OF au _ OF v OF ow
dy u oy ov 0y ow dy
0 0
Ahora, como a—g =0y a—:: = (0, entonces
39 _, OF  OF 2z _
ox ou ow ox
Despejando,
oF
d =~ oF
oz _ _ % en todos los puntos de D donde #0
ox or Zl(xyz(xy))
0z
oF
Loz Qy
De manera similar, @ = — @
0z
Teorema 5.7

Si F es diferenciable en un conjunto abierto D de R™ y sila ecuaciéon F(xq,%y,...,xn) = 0 define a x,,
como una funcién diferenciable x,, = f(x1,%2,...,Xxn—1) en algtin conjunto abierto de R™ ! entonces

oF
of _
aXi B E
0Xn

F
en aquellos puntos en los que o # 0.
0Xn,
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Una funcién z = z(x,y) definida de manera implicita por F(x,y,z) = 0.

Si z = z(x,y) estd definida de manera implicita por F(x,y,z) = 0, de acuerdo a las hipétesis del teorema
5.7 , entonces

En el teorema de la funcién implicita podemos intercambiar variables. Por ejemplo, si x y z son las variables
independientes y si se cumplen las hipétesis del teorema,

K _F
Ux— Fy y UZ_ Fy.

Este teorema se puede generalizar para ecuaciones F(x,y,z,u) = 0.

Ejemplo 5.30

Sea z definida de manera implicita por F(x,y,z) = xyz+x+y —z = 0. Como se cumplen las condiciones
del teorema 5.7 entonces

z _ Kzl . Ry ozx+1
TR w1 YT R
[
Ejemplo 5.31
Calcule z, y z, si F(x,y,2z) = x* —2y* + 32> —yz +y = 0 definea z como z = z(x, y).
Solucion: Dado que F, =2x, F, = —4y —z+1, F. =6z —y, entonces si F. #0,
g - 2x
* 6z —y
1—4y—
6z —y
en R? — {(x,y) € R? : 6z(x,y) —y =0.}
|

Ejemplo 5.32

Considere la funcién z definida de manera implicita por x* +y? +z? — 1 = 0. Calcular zy, zy, z.x, Zyy

Y Zyx

Solucion:
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z esta definida de manera implicita por F(x,y,z) = x> +y%+ 22 — 1 = 0. Entonces,

Para calcular zyy, zxx Y zyy debemos notar que z, y z, no son funciones definidas de implicita, como
tal derivamos de manera ordinaria.

CIEN 6(><) 1zoxn2m%(53)

2T o T z) z2 z2 ’
, _0=) _ 2 (_y)z_l-z—yzy:_zeryz
oY dy dy z z2 7

Ejemplo 5.33

Si F(xz,yz) =0 define a z como funcién implicita de x e y y ademads cumple con las condiciones del
teorema 5.7 en cada punto de una regién D, entonces verifique que, en D, se satisface la ecuacion

0z 0z
Y- +x =

oy -

Solucion: Sea 1 = xz y v = yz, entonces F(xz,yz) = F(u,v) =0.

%z _ K _ Fu0+FR-z
oy  F.  Fu-x+Fy-y
9z _ K _ _Fz+HR-0
ox F, Fu-x+F -y
Luego
oz o _ Kz o Pz
Y oy ox Y Fu-x + Fy-y Fu-x+ Fy-y
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Ejercicios
0 0
@5.8.1 Si x*y?+sen(xyz)+2z> =4 definea z como funcién implicita de x e y, verifique que x a—i -y £ =0.
0z 0 0 0
@ 5.8.2 Sea z = f(z/xy) con f dos veces derivable. Calcule a—i, £ y verifique que xa—i — y£ =0.

@ 5.8.3 Sea g (—y, x> + y2> = 0 una ecuacién que define a z como una funcién de x e y. Verifique que si
z
Jx, gy Y g existen y son continuas en toda la regién en la que g, # 0, entonces

oz 0z _ _z(¢ —y?)
0x oy Xy
@ 5.8.4 Supongamos que g es una funcién con derivadas parciales de segundo orden continuas. Calcule
%z siz— g(u,v)
dyox “= y?

conu=y>yv=x—2

0z 0z 0%z 0%z 0%z

@5.8. = ' x’ oy’ ox2’ o2’ oxoy
5.8.5 Sea z =xIn(yz). Calcule ox” oy’ ox2’ oy? Y 0x0y

@ 5.8.6 Si f(zx,y?) = xy define a z como funcién implicita de x y y, calcule zy.
@5.8.7 Si f(zx,y?) + g(z%) =5 define a z como funcién implicita de x y y, calcule z, y zy

@ 5.8.8 Sea f una funcién con derivadas de segundo orden continuas y g una funcién dos veces derivable.
Supongamos que la ecuacién 2g(z) + f(x? , y?) = 0 define a z como funcén implicita de x y y.
0z 0z 2%z
Calcule — y —
a) Calcule Y oy b) Calcule dyox
@ 5.8.9 Repita el ejercicios anterior con la funciéon zx + f(x2,y?) = 0.

@ 5.8.10 Sea f una funcién con derivadas de segundo orden continuas y g una funcién dos veces derivable.

0 0
Supongamos que la ecuacién g(z)f3(x? , y2) = 0 definea z como funcén implicita de x y y. Calcule oz, %
pong, q g Y p y ox Y oy

@ 5.8.11 Sean F una funcién diferenciable y f una funcién derivable. La ecuacién F (f (xy), f (zz)) = 0 define a
0z
dy

@ 5.8.12 Sea z definida implicitamente por medio de la relaciéon z = x - f (%) con f una funcién con derivada

0
z como una funcién implicita de x y y Calcule a—i y

continua. Verifique que z satisface la ecuacion:

x% + % =
0x Y dy z
7x —
@ 5.8.13 Sif(x,y) = M, determine una constante K de tal manera que se cumpla la identidad
Y " q p
G =7 -flx,y) + kof
dyox VT dy

62
@ 5.8.14 Si zx + e*Y = x define a z como funcién implicita de x y y, calcule z,, zy y a—;
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@ 5.8.15 Sea f una funcién con derivadas de segundo orden continuas y g una funcién dos veces derivable. Si
aZ
y = g(z%) + f(y?, x?) define a z como funcién implicita de x y vy, calcule zy, z, y a—\;

T12Cl

P+ ————
VTV(V 4 nb)
a,b son pardmetros, R es la constante de gas y n el nimero de moles. La funcién T = T(P, V) estd definida de

@ 5.8.16 La ecuacion de Redlich-Kwong de dos pardmetros es [V—nb] —mRT =0 donde

manera implicita por esta ecuacién. Calcule 3

(*) Derivacion implicita: Caso de dos ecuaciones.

Supongamos que u = u(x,y) y v =v(x,y) son funciones definidas de manera implicita por las ecuaciones

Fix,yuv)=0 'y G(x,yuv)=0

Para deducir las expresiones para uy, Uy, Vx, vy se resuelve el sistema

dF = Fdx+Fydy +Fudu+F,dv=0

dG = Gydx+ Gydy + Gudu+ Gydv =0

Fx K

Gx GV

F.

G, G, dy

1‘Fy Fy

1
, obtenemos du = —= ‘ dx — =
Gy G\)

para duy dv. 5i | = ‘

como du = u, dx +uy dy entonces se obtienen las férmulas (siempre y cuando J # 0.)

Fr Fy F, Fo
Gx Gv Gy G\)
U, = — , U, = -
h J h J
y
Fu Fy Fu Fy
Gu Gy Gu Gx
vy = — i ,  Vx = — i

Ejemplo 5.34

Siu=u(x,y) y v=v(x,y) son funciones definidas de manera implicita por las ecuaciones

F = W¥+vV2—x2—y=0
G = u+v—x>+y=0

calcular u, y uy.

190
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1-2 142
Solucién: Como | = ‘ ]C:t ;‘; = ’ 21u 21\} = 2(u —v), entonces, u, = x(u_vv) Yy Uy = 2(1?—\\)))
|
Ejemplo 5.35
Sea z = f(x,y) definida por z = u+v donde u = u(x,y) y v = v(x,y) son funciones definidas de
manera implicita por las ecuaciones
F = ut+e*™—x=0
G = v+er V—y=0
Si u=v =0 entonces x =y = 1. Calcular z,(1,1).
Solucion: zy = uy + vy. Podemos calcular uy y vy usando las férmulas respectivas, sin embargo, para
calculos numéricos es més practico derivar respecto a x las expresiones F = 0 y G = 0. En efecto,
derivando respecto a x obtenemos
Uy +e" ™M(ue+vy) —1=0 y vy+e* V(ux—vx) =0
de modo que cuando x =1,y =1,v =u = 0 se obtiene
2uy +vx —1=0 y u,=0
conloque ux =0 vw=1six=1Ly=1v=u=0. Asique z«(1,1) =0+1=1.
|
5.10 Gradiente.
Definicién 5.5 (Campo Gradiente).
Sea f: D C R™ — R una funcién (o campo) escalar diferenciable en una regién R, entonces la funcién
(o campo) gradiente de f es la funcién vectorial Vf: R C R™ — R™ definida por
vf(xll X2y ooy Xn) = ( fX]I sz/ ocop fxn)
Enelcaso f:D CR? — R, Vf(x,y) = (fy, f )—gﬂ—ﬁ“
° = 7 /y - xr 'y) — aX ay ]
of of of »
Enelcaso f:D CR3 — R, Vf(x,y,z) = (fy, fy, f2) = P i+ @j—i— a—zk I

Interpretacién geométrica del campo gradiente. El gradiente Vz : R>—R? es un campo vectorial (campo
gradiente). Una manera de visualizar el campo gradiente graficamente es anclar en cada punto (x,y)

el respectivo vector Vz(x,y) (se traslada desde el origen). Pero también se puede anclar el vector de tal
manera que el punto quede en el medio del vector (como si el vector fuera parte de una recta tangente).
En general, la representacion grafica se hace anclando el vector de esta segunda manera y escalando el
tamafio de los vectores de tal manera que unos no se sobrepongan sobre los otros, para tener una mejor vi-
zualizacién de la direccién de “flujo” del campo gradiente. Asi lo hace el software (como Wolfram Mathematica).
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Por ejemplo, consideremos el campo Vz = (—y,x). Enla figura 5.8 a.) se dibujan dos vectores anclados en el
punto, en la figura 5.8 b.) se dibujan dos vectores anclados con el punto en el medio y en la figura 5.8 ¢.) se
hace la representacion gréfica del campo escalando los vectores, tal y como se acostumbra.

Vz(2,1) = (~1,2)

~

Y Y
N . B BEmeSNNNN \‘Q\\
:2::1‘1“\*‘\\3:‘&\\
D Y
NN
8 I- Iy
Vi) = (~11) NN
~‘\\\\\\\\\\\\
~\\\\\\\\\\\
R N T W S O
1 1 "'““HHHE
T X T X L LI I B I | J{
a.) b.) c.) Escalamiento

Figura 5.8: Campo gradiente Vz = (—y, x).

Ejemplo 5.36

Consideremos el paraboloide z — 1 = x* + y?, el campo gradiente de z es Vz = (2x,2y). Una
representacion grafica de esta superficie y de algunos vectores (trasladados) se ve en la figura 5.9 . Los
vectores apuntan en la direccién de maximo crecimiento del paraboloide (respecto al punto en el que se
evalda el gradiente) y la magnitud de estos vectores nos dan una medida de la ‘intensidad” de esta razén
de cambio.

En las figuras 5.9, 5.10 ,5.11 y 5.12 , se muestran algunas superficies y su campo gradiente (en el plano

XY)
Campo Gradiente: 7— | = ¥+ _\'3 = Wg=|2r2y). campo gradientede s 7 = 10} (_v — ;) S i
Wolfram (.'D_F Flayer
Ay
2y B VN
l'/’/’f' Pt
Figura 5.9: Vz(P) apunta en la direccin de méxi- Figura 5.10: Vz(P) apunta en la direccién de maxi-

mo crecimiento respecto a cada punto P mo crecimiento respecto a cada punto P
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Campo gradients: 2 —d = —.li.—._\'-:": .6':-:.[--3\—.2..\'.]. [ 3x—1)
. Campogradientede; =2
Wolfram COF Player (I +x*+y4)
Wolfram COF Player
f
S
N »
’44f =
N g
. 4 — 212 ; . . 3(x—1)
Figura 5.11: z—4 X*—Yy* y su campo gradiente Figura 5.12: Superficie z = 2 — - ysu
(1+x2+y?)
campo gradiente
|

Ejemplo 5.37

e Si f(x,y) = senxy + x*y?, calcule Vf(m,1).

Solucion: El gradiente estd dado por :

Vi(x,y) = (ycosxy + 2xy2) i+ (xcosxy + 2x2y) j

y evaluando

Vi(m, 1) =(2n—1) i+ (2 — ) j

o Si x2 +y?+22 =1, calcule Vz(x, y).

Solucién: Excepto en la circunferencia x*> +y? =1 (curva de nivel z = 0), se puede calcular

F. F . R
B A

e Si G(x,y,z) = x*z+ 2%y + xyz, calcule VG(x,y, z).

solucién: VG(x,y,z) = (Gx, Gy, Gz) = 2xz+yz) i + (22 +x2)] + (* +322y +x2)k
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Ejemplo 5.38

Consideremos la superficie S de ecuaciéon x? +y? + 22 = 1.

Sea P = (1/v/3,1/v/3,1/v/3) € S. z

El gradiente de z es Vz(x,y) = (—E, —z) .

Vz(P)= (-1, -1). Y

El gradiente no esta definido si z = 0 porque las derivadas parciales se indefinen (las tangentes a la
superficies sobre la circunfencia x> +y? = 1 son rectas verticales)

Gradiente, curvas y superficies de nivel.
Recordemos que si z = f(x,y) entonces la curva A

_ \Y% 1
z = ¢ (es decir, ¢ = f(x,y)) la llamamos “curva de ccfy) frlo))
nivel”. Si tenemos w = ¢(x,y, z), la superficie w =0 /
(es decir 0 = g(x,y, z)), se denomina superficie de nivel
w=0.

El gradiente es perpendicular a las curvas de nivel.
Formalmente: Consideremos una superficie suave r'(10)
S de ecuaciéon z = f(x,y). Sea C la curva de nivel
f(x,y) = c (definida en un conjunto abierto de
R?). Supongamos que C estd paramerizado por 1

r(t) = (x(t), y(t)) con t €]a,b[. Ahora, Figura 5.13: El gradiente es perpendicular a
las curvas de nivel

frt)) =c = S fx(1), yt)) =0
of ., of

Es decir, V£(r(t)) - t’(t) =0

Esto nos dice que si xp = r(tg) € C con ty € [a,b], entonces V£(r(ty)) es perpendicular al vector tangente
r'(tp), es en este sentido que decimos que el gradiente en x es perpendicular a la curva de nivel.
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Razonando de manera similar podemos establecer
quesi S es una superficie de ecuacién G(x,y,z) =0, Wolfram CDF Plaver
con G derivable con continuidad en el plano XY, y si T N 4.

P = (x0,Y0,20) € S, entonces,

1. Si se cumplen las condiciones del teorema de la
funcién implicita en P, se tiene

El vector Vz(xg,yo) es perpendicular a la curva
de nivel z = zj, es decir Vz(xp,yp) es perpen-
dicular al vector tangente en (xg,yo). Sinecesi-
tamos un vector perpendicular, podriamos usar
solamente (—Gy, —Gy). Por supuesto, si la ecua-
cién de la superficie es z = f(x,y), podemos cal-
cular el gradiente de la manera usual tomando
G =z—f(x,y) =0 yentonces G, =1.

2. El vector VG(xg,Yo,z0) es perpendicular a la superficie de nivel w = 0, es decir VG(xo, yo,z0) es
perpendicular a cada curva de la superficie S, que pasa por P = (xo, Yo, zo).

Figura 5.14: Vz(xg,Yo,zo) es perpendicular a
la curva de nivel z = zg .

Wolfram CDF Player

VGlxo.v0.20) W i xy,z) =0

=
X

Figura 5.15: VG(P) es perpendicular (al plano tangente) a S en P.

Ejemplo 5.39

Considere la curva C de ecuacién y> —x?(14+x) = 0. Sea P = (1/6, \/7/\/216) . Observe que P € C.
Calcule un vector perpendicular a la curva en P.
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Solucion: Podemos ver C como una curva de nivel
de z = y2 — x*(1 + x), concretamente la curva de
nivel z = 0.

Vz(P)

De acuerdo a la teoria, el vector Vz(P) es perpendi-
cular ala curva de nivel C en P. Veamos

Vz(x,y) = (—x% = 2x(x + 1), 2y) Figura 5.16: Vz(P) es un vector perpendicular a la
curvaen P

Vz(P) = (=5/12, V7/v/54)

Enla figura 5.16 se muestra graficamente la situacion.

Ejemplo 5.40

Considere la superficie S de ecuacion

(z—1)*+(x—2)°+(y—2)>—4=0.

O| =

Sea P = (3,2,1+ 3v/3). Observe que P € S. Calcule
un vector perpendicular a la superficie S en P.

Solucion: De acuerdo a la teoria, el vector VG(P) es
perpendicular a la curva de nivel S en P donde

Gxy,z) = =(z—1)* 4+ (x —2)* + (y —2)* — 4.

O | =

VG(XryrZ) = (Gx: Gy/ Gz)

= (2(x—2), 2(y —2), g(l_l)>

2
VG(P) = (2,0, ﬁ)

En la figura se muestra graficamente la situacién.
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5.12 Derivada direccional

Suponga que deseamos calcular la tasa de cambio de ] Wolfram COF Player
z = f(x,y) en el punto x = (xg,Yo) en la direccion 4

de un vector unitario arbitrario v = (a,b), para
esto consideremos la superficie S con ecuacién
z = f(x,y) (la grafica de f) y sea zop = f(xo,Yo) .
Entonces el punto P = (xp,Yo,20) pertenece a S.
El plano vertical generado por la recta L que pasa
por el punto (xp,yo,0) en la direcciéon del vector v,
interseca a la superficie S enla curva C.La pendiente
de la recta tangente T ala curva C enel puntoP es
la tasa de cambio de z en la direccién del vector v.

k,f'

Figura 5.17: Derivada direccional
Sea Q = (x,y,z) otro punto sobre la curva C,ysean P’ = (xp,yo) y Q' = P’+hv las proyecciones ortogonales
sobre el plano XY delos puntos P y Q, entonces

PIQ/ — QI_P/ — hV

Wolfram COF Player

para algtn escalar h. Asi pues,

X—%Xg = ha = x = xg+ ha

y—yo = hb=1y =yo+hb

Figura 5.18: |[P'Q’|| = hl|v]|

El cambio sobre recta L es ||[P’Q’|| = h|lv|]| = h pues v es unitario, por tanto la razén de cambio estd dada por

Az Az z—2zyp  f(xo+ha, yo+hb) — f(xo,yo)

Wvl- h ~  h h

y al tomar el limite cuando h — 0 (siempre y cuando este limite exista) obtenemos la tasa de cambio
instantdnea de z (con respecto a la distancia) en la direccién de v, la cual se llama derivada direccional de f
en la direccién de v.

Definicion 5.6 (Derivada direccional).

Sea f: D C R> — R una funcién escalar y sean (xg,yo) € D y v = (a,b) un vector unitario, entonces
la derivada direccional de f en (xg,yo) en la direccién del vector unitario v, estd dada por : I
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f ha, hb) — f(xq,
Dyf(xo,yo) = ]1113}) (xo + ha yo‘; ) (x0,Y0)

Aplicando regla de la cadena, obtenemos una férmula para la derivada direccional en términos del gradiente.
Supongamos que queremos calcular la derivada direccional en la direcciéon de un vector v = (a,b) no
necesariamente unitario, entonces si (x,y) = (xo + ha, yo + hb),

f(xo + ha, yo + hb) — f(xo,yo)

Dv ’ - {
f(x0,Yo) }111330 vl
1 d
= . — f(x
M an Y|
_ 1 fer
=gl \ax M T oy Y
Vv
= Vf(xg, C—
(x0,Y0) v

Teorema 5.8 (Cdlculo de la derivada direccional).

Sea f: D Cc R™ — R una funcién escalar diferenciable en D, entonces f tiene derivada direccional en
la direccién de cualquier vector nonulo v = (a,b) y esta dada por:

A a b
va ’ = f ’ T 1:X 7 Tl f 7 T
by) = VIR = g g

Ejemplo 5.41

Calcule la derivada direccional Dyf(x,y) si f(x,y) = x> —3xy +4y?> y v = (v/3, 1). Calcule Dy f(1,2).
Solucién:
e Evaluar el gradiente: Como Vf(x,y) = (3x*> — 3y, —3x +8y) entonces Vf(1,2) = (-3, 13)

o [v[=2



https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

5.12 Derivada direccional (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematicay/).

199

D.f(1,2) = V£(1,2)——
vl
3,1
e Calculo: = (=3 13)-(\[2)
V3 1
- 3YX74113-
3 5 + 32
|
Ejemplo 5.42
Calcule la derivada direccional de f(x,y,z) = x sen(yz), en el puntoP = (1,3,0) en la direccién del
vector v = i+2j— k.
Solucién:
e El vector gradiente de la funcién f esta dado por
Vi(x,y,z) = (sen(yz),xzcos(yz), xy cos(yz))
evaluando en P tenemos que V£(1,3,0) = (0,0,3).
e Por otro lado, como |[v|]| = v/6, un vector unitario en la direccién de v es
v 1 . 2 1. ( 1 2 1 >
7:71_'_7]_71(: —, —, ———F—=
vl V6 V6 6 Vo' Ve V6
v 1 2 -1 3
e Calculo: Dyf(1,3,0) = V£(1,3,0)-— = (0,0,3) | =, —=, —= | = ———=
A1.3,0) = V1,300 = 009) (J2 o ) =~
||
Componente. La férmula VF(P) .
v
va(X/U) = Vf(xly) : m v

nos dice que la derivada direccional es la componente (un escalar) del vector
gradiente Vf(P) en la direccién del vector v

Dﬂ@

Figura 5.19

Direccion de maximo y minimo cambio. Suponga que tenemos una funcién f de dos o de tres variables y
consideramos todas las posibles derivadas direccionales de f en un punto P dado. Esto proporciona las tasas
de cambio de f en todas las posibles direcciones. De modo que podemos plantear la siguiente pregunta : ;En
cudl de estas direcciones f cambia con mayor velocidad?, y ;cudl es la maxima razén de cambio?.

Intuitivamente, de acuerdo a la figura 5.19 , la derivada direccional en P aumenta conforme el vector v se

acerca al gradiente.
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Las respuestas a estas preguntas las da el siguiente teorema.

Teorema 5.9 (Direccion de maximo cambio).

Sea f: D C R2 — R una funcién escalar. El valor maximo de la derivada direccional Dyf en (x,y) es
IIVE(x,y)ll y se presenta cuando el vector no nulo v tiene la misma direccién que el vector gradiente
Vi(x,y).

Podemos justificar esto, informalmente, de la manera que sigue. Primero recordemos que si 8 = £u, v entonces
u-v=|ul-|v|cos(0). Ahora

v
Dyf(x,y) = Vi(x,y) - m

= ||V£(x,y)l| cos®.

L.V
donde 0 es el a&ngulo entre el vector unitario —

v y el vector V£(x,y).

El valor de Dyf(x,y) aumenta o disminuye solo si cos 0 VI(xy)

cambia (si giramos el vector v).

Asi que el maximo valor se obtiene cuando cos9® =1 (es

decir 6 =0). Por tanto Dyf(x,y) es mdxima cuando 6 =0 0 o

yenese caso vy Vf(x,y) son paralelos. v
Figura 5.20

Valor minimo: El valor minimo de la derivada direccional en (x,y) es —||V£(x,y)|| y ocurre cuando v tiene la
misma direccion —V£(x,y).

Observacion: f se mantiene constante sobre las curvas de nivel; la direccién (un vector U) en la que el cambio
(instantdneo) de f respecto a P es nulo es la direccién de un vector perpendicular a V£(P). Que la derivada
direccional se anule en P en la direccion de U no significa, por supuesto que en esta direccion la funcion se
mantenga constante (esto solo pasa sobre las curvas de nivel) excepto que la curva de nivel sea una recta.
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Ejemplo 5.43

Considere la placa rectangular que se muestra en la i
figura de la derecha. Si la temperatura en un punto
(x,y) dela placa esta dada por

T(x,y) =4(x—2)*>—7(y—0.4)?

determine la direccién en la que debe de ir un insecto
que esta en el punto P = (0,0), para que se caliente
lo més rdpidamente. ;Y qué debe hacer el insecto si
desea ir por un camino en el que la temperatura se
mantenga constante?

1 1 n 1

Figura 5.21: Mejor direccién, respecto a (0,0).

Solucién:

La direccion en la que la temperatura aumenta méas rapidamente respeto a P es la direccién del gradiente
(vector magenta en la figura): VT (x,y) = (8(x —2),—14(y —0.4)) = VT(0,0) = (—16,5.6)

En cuanto a la otra pregunta, aunque la derivada direccional es nula en la direccién de un vector
perpendicular al gradiente (vector rojo en la figura) esto solo dice que la razén de cambio instantaneo en
esa direccion es cero. La trayectoria en la que la temperatra se mantiene constante es la curva de nivel
T(x,y) =T(0,0) (curvas blancas). Es por ahi donde deberia caminar el insecto.

Ejemplo 5.44

Suponga que la temperatura en un punto (x, y, z) en el espacio estd dada por

B 80
S 1+x2 42y +322

T(x,y,z)

donde T estd medida en grados centigrados y x,y,z estdn en metros. ;En qué direccién aumenta mas
rapido la temperatura respecto al punto (1,1, —2)? ;Cudl es la médxima tasa de incremento ?

Solucion: El gradiente de Tes

160x X 320y X 480z R

T(x,y,z) = — — —
VT y,2) (1 +x2 +2y?2 + 322)2 ! (1+x2+2y2+322)2] (1 4+ %2+ 2y2 + 3z2)2

Evaluando en el punto P = (1,1,—2) obtenemos VT(1,1,-2) = g (— i—-27+6 R)

Por tanto, la temperatura se incrementa con mayor rapidez en la direccién del vector gradiente
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v=—i-2j+6k
La tasa mdxima de incremento es la longitud del vector gradiente |[[VT(1,1,—-2)| =
5 . . A 5v41
> [l-i-25 6k = 2
||

Ejemplo 5.45

Considere la superficie S: x?+y?+z22 =4y P = (1 /V/3,1/4/3,1/10/ 3) . Derivando implicitamente
obtenemos,

X oy 1 1 >
Vz = (—, —= Vz(P)= [ ——, —
( z z) y (P) < v10 /10
En particular, la pendiente de la recta tangente en P en la direcciéon de v = (1,1) es

(1,1)
V2

D11)z(P) = Vz(1/V3, 1/V3) - — V2~ 141421

mientras que la pendiente de la recta tangente en P en la direccién de Vz(P) es

Dy (p)2(P) = Vz(P) - vz(P) _ IVz(P)|| = —= ~ 0.44721

€
V5

Vector ¥ Direccién de maximo crecimients respecto a P as Vo P)

4.

7 Wolfram CDF Player
T— —

Mauer

F = (30,30, 2[x0. 70})
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Ejercicios
@5.12.1 Sea f(x,y) =4 —x* —y? la ecuacién de una superficie S.

1. Calcule Dyf(R) si u=(—2,1) y R=(1,—1,2) es un punto en la superficie.

2. Determine el punto P = (a,b,c) € S para el cual la derivada direccional de f en P es v/2 en direccion
deu=(-21)y V/5 enla direccién de v = (1, 1).

3. Determine un vector u para el cual la derivada direccionalen R = (1,—1,2) € S es médxima y calcule su
valor.

@5.12.2 Sea x*> + xyz + z> = 1 la ecuacién de una superficie S.
1. Calcule Dyz(Q) siu=(—2,1) y Q=(1,2,0) € S
2. Determine b € R —{0} talqueen P = (1,b,0) € S y Dyz(P) = V2.

3. Determine un vector u para el cual la derivada direccionalen R = (1,—1,1) € S es minima y calcule su
valor.

@ 5.12.3 Considere la superficie S de ecuaciéon B+xz+y=1 P=(1,1,00€ S
1. Calcule Dyz(P) donde u = (1,-2)

2. (Cudl es el méximo valor que podria alcanzar la derivada direccional en P y en cudl direcciéon v se
alcanza?

@ 5.12.4 Considere la superficie S de ecuaciéon xyz? =8z. P =(1,1,8) € S

1. Calcule Dyz(P) donde u = (-5, v/2)

2. ;Cual es el maximo valor que podria alcanzar la derivada direccional en P y en cudl direccién v se
alcanza?

@ 5.12.5 Considere la superficie S de ecuaciéon e** +xy =yz+ 1. Sea P = (0,1,0) € S. Calcule la derivada
direccional de z en P en la direccién del vector u = (1,2).

@ 5.12.6 Considere la superficie S de ecuacién X2 4+xz2 = —y%z y P=(1,0,—1) € S. Calcule Dyz(P) donde
u=(1,-1)
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5.13 Plano tangente, rectas tangentes y un vector normail.

Recta tangente “en la direccién de v”. Sea S una su-
perficie suave de ecuacién S : z = f(x,y). Como
vimos en la introduccién a las parametrizaciones de
una curva, si una curva C, contenida en S, esté para- y
metrizada como Y1) = (7 (1) (1) 2 (1))

?

Vector tangente

entonces, si tenemos un punto cualquiera es esta cur- v <
va, digamos, Q = r(t), entonces un vector tangente a L(t) = (po, p1) +tv
estacurvaen P es

r'(t) = (x'(t), y'(t), Vz(P)- (x'(t), y'(t))

La recta tangentea S: z = f(x,y) en P = (po, p1,p2) € S, “enla direccién de v = (vg,v1)” se refiere a la recta
tangente, en P, ala curva C de interseccion entre la superficie S y el plano generado por la recta

L(t) = (po,p1) +t- (vo,v1)

Como x =x(t) =po+tvo y y=y(t) =p1+tvy, lacurva C tiene ecuaciéon paramétrica

X = Ppot+tvy
C: r(t) = (po+tvo, p1+tvy, z(x, y)) con y = =pr1ttv
= 1(0)

Entonces: como P = r(0), un vector tangente en P “en la direccién de v = (vo,v1)” es

1'(0) = (vo, v1,VzP) - (vg,v1))
Por tanto una ecuacion vectorial de la recta tangente en P “en la direccién de v” seria
Lr(t) =P+t-r'(0), esdecir, Ly(t)=P+t-(vy, vi,Vz(P)-(vyv1))

Podemos multiplicar t’(0) por 1/||v|]| si queremos que esta ecuacién quede en términos de la derivada direccio-
nal,

(0
Ly(t)=P+t- ro) _ P+t- <v°, Rk DVZ(P))
vl vll” vl
Rectas tangentes en la direcciéon de v

Si S tiene ecuacién z = f(x,y) con f diferenciable, entonces una ecuacién paramétrica de la recta
tangente a P = (po, p1,p2) en la direccién del eje X se obtiene tomando v = (1,0) y una ecuacién
paramétrica de la recta tangente a P en la direccion del eje Y se obtiene tomando v = (0, 1)

o L(t)=P+t-(1,0,2:(P)) o Lilx)=(xp1,p2+(x—x0)fx(po, P1))
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e L,(t)=P+1t-(0,1,24(P)) o L,(x)=(poy P2+ (y—pi)fylpo p1))

e La recta tangente en P, en direccién de v € R? es

Ly(t) =P+t-(vo, vi, VZ(P) - (vo,Vv1))

0, en términos de la derivada direccional, Ly(t) =P +t - ( M0 ﬁ, Dyz(P) >
\"

Ivll’

Figura 5.22: v = (1,0) Figura 5.24: v = (vg,v1)
Figura 5.23: v=(0,1)

Un Vector normal. Sea S : z = f(x,y) una superficie suavey P € S. Del parrafo anterior sabemos que dos
vectores tangentesa S en P son (1, 0, z«(P)) y (0, 1, z,(P)), entonces un vector normala S en P es

N(P) = (1/ 0, ZX(P)) X (0/ 1, Zy (P)) = (_fX(P)/_fy(P)/l)

Si tenemos S: G(x,y,z) =0, entonces usamos derivaciéon implicita y (si G2(P) # 0)

N(P) = (—fx(P), —fy (P), 1) = (g 2, g)

Como solo nos interesa la direccién, podemos tomar N(P) = (G« (P), Gy(P), G.(P)) como un vector normal.

Un vector normal

No hay un solo vector normal, aunque todos tienen la misma direccién, el tamafio puede variar.
e Si S tiene ecuacién z = f(x,y) entonces si ponemos G(x,y,z) =z — f(x,y), un vector normal es
N = (—zx, —2zy,1)
e Si S estd definida de manera implicita por G(x,y,z) =0, entonces un vector normal es

Gx G

1
N; = VG = (Gy, Gy, G,) otambién Np= (=, 2Y 1) = (G, Gy, G,) si G, #0.
G.” G. G,
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Rectas tangentes yun wvector normal en P

Wolfram CDF Player

Mover

P = (x0,¥0,2(x0,30))

Figura 5.25: Tangentes y un vector normala S en P.

Ecuacion cartesiana del plano tangente. Podemos obtener la ecuacién cartesiana del plano tangente (si existie-
ra) usando un vector normal a la superficie S. Como ya vimos, si S: G(x,y,z) =0, entonces un vector normal

aSenPeSes

N(P) = VG(P)

Wolfram COF Player

VG xp,v0.20) W & a,y.z) =10

s
X
Figura 5.26: VG(P) es perpendicular (al plano tangente)a S en P.

Asi, una ecuacién del plano tangenteen P € S es

ax+by+cz=d con (a,b,c)=VG(P) y d=VG(P)P

Plano Tengente

e Sila superficie S tiene ecuacién G(x,y,z) =0 con G diferenciable, el plano tangenteen P € S

tiene ecuacion cartesiana

Gx(P)x + Gy(P)y + G.(P)z=VG(P)-P
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e Si S tiene ecuacién z = f(x,y) con f diferenciable, entonces G(x,y,z) =z —f(x,y) y VG(P) =
(=zx(P), —zy(P), 1), por tanto el plano tangente en P = (pg, p1,p2) € S tiene ecuacién cartesiana

zx(P)x + zy(P)y + z = (—2zx(P), —zy(P), 1) - (po, P1,P2)
Es decir,

zx(P) (x —=po) +zy(P) (y—p1) = z—p2

Ejemplo 5.46

Sea S la superficie de ecuacién f(x,y) = m, si (x,y) # (0,0) y f(0,0) = 0. Aunque fx(0,0) =

fy(0,0) = 0, no hay plano tangente pues la funcién es discontinua en este punto (aunque esté definida).
|

Ejemplo 5.47

Sea S una superficie de ecuacién z = In(x*> +y?) +x(y + 3) y P=(1,0,3) € S.
a.) Determine una ecuacién de la recta tangente en la direccion del eje X, es decir, en la direccién de
v =(1,0).
b.) Determine una ecuacién de la recta tangente en la direccién v = (—1, 3).
c.) Determine una ecuacién cartesiana del plano tangentea S en P

Solucion: Podemos usar las ecuaciones que indicamos maés arriba.

0 2 0
a.) Z= 277(2 +y+3 vy €21 — 5. Entonces una ecuacién de la recta tangente en la direccién del
ox x4y 0x Q
eje X es

L (t)=P+t-(1,0,5)

2x 2
b.) Como Vz = <22 +y+3, % + x) , entonces, una ecuacion de la recta tangente en la
X< + X< +

direcciéon v = (—1,3) es

L(t)=P+t-(-1,3, Vz(1,0)-(-1,3)) = P+t-(-1,3, (51)-(-1,3)) = P+t-(—1,3, —2)
0, en términos de la derivada direccional,

1 3 =2
L(t)=P+t- (- >, —=
/() < V10" V10 10>
2x 2y
Ty 43, — X 1.
Xz+y2+y+ Xz_HJz‘"X >

Un vector normal es N = (—5,—1,1) . Una ecuacién cartesiana del plano tangentea S en Q es

c.) Si G(x,y,z) =z —In(x? + y2) — x(y + 3) entonces VG = (
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‘ —5x—y+z=(-5-1,1)-(1,0,3) = —2

|
Ejemplo 5.48
Sea S la superficie de ecuacién z = x2 + 2y2. Obtener una ecuacién cartesiana del plano tangente a S en
P=(1,1,3).
Solucion:
Primera manera. En este caso zx(x,y) = 2x y zy(x,y) = 4y. Entonces una ecuacién cartesiana seria,
(L) (x=1) +2zy(L1) (y—1) = z—3,
es decir,
2x—=1)4+4(y—1) = z—3,
Otra manera. Sea S: G(x,y,z) = z— x> — 2y? = 0. Entonces un vector normal al plano tangente a S en
P es VG = (—2x, —4y, 1). Ahora, VG(1,1,3) = (—2,—4, 1), entonces una ecuacioén del plano tangente
es
—2x-4y+1z = VG(1,1,3)-P
= -3
|
Ejemplo 5.49
Consideremos la superficie S de ecuacién x?> +y?> + 2> = 1. Sea P = (1/V3,1/V/3,1/V3) € S.
Calculemos la ecuacion cartesiana del plano tangente en P.
e Laecuacionde S es G(x,y,z) =x*+y> +2z>—1=0.
e VG(x,y,z) = (2%, 2y, 2z).
e N=VG(P)=(2/V3,2/V3,2/V/3) y d=P-VG(P) =2
e Una ecuacién cartesiana del plano tangente: 2 x + 2 + 2 z =2 otambién x +y+z =3
p g * \/§ \/§ y \/g y *
|

Ejemplo 5.50

Consideremos la superficie S de ecuacién X +y?+22 =1 y P=1(0, 1, 0) € S. Calcule la ecuacién del
plano tangente a S en P.
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Solucién: Sea G(x,y,z) = x> +y2 + z> — 1. Entonces
VG(x,y,z) = (2x, 2y, 2z). Por tanto un vector
normales N = G(0,1,0) = (0, 2, 0)

La ecuacién cartesiana del plano tangentea S en P
es0-x+2-y+0-z=2, esdecir y = 1.

Observe que en este punto, como Vz(x,y) =

X X . ) . .
(—f, —f) , la derivada direccional no existe.
z' oz

Consideremos la superficie S de ecuacién x? +y? + z2 = 1. Encuentre los puntos Q = (a,b,c) € S tal
que el plano tangente en Q sea paralelo al plano 2x —y +3z =1.

Solucion: Q tiene tres incégnitas asi que necesitamos, en principio, tres ecuaciones.
e Como Q € S, esto nos da una ecuacién: a? + b? +c? = 1.

e Como el plano tangente en Q es paralelo al plano 2x —y + 3z = 1, sus vectores normales deben ser
paralelos, es decir

VG(Q) =A(2,—1,3)

esto nos da tres ecuaciones adicionales y una incégnita mds, A.

e Para encontrar Q solo debemos resolver el sistema

a?+b*+c? =1
VG(Q) = A(2,-1,3)
es decir,
(@A®+b2+c? = 1
—
(2a,2b,2¢) = A(2,—1,3) 2b = —A
2c = 3A

Resolviendo, obtenemos las dos soluciones
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1 1 3 1 1 3
Q:<_\/ﬁlm1_m>l}\:_\/2/77 y Q:<\/2/77’_\/ﬁ1\/ﬁ>/}\:\/2/77

Ejercicios

@5.13.1 Sea f(x,y) =4 —x* —y? la ecuacién de una superficie S.

1. Determine una ecuacién vectorial para la recta tangentea S en R = (1, —1,2) “en la direccién del eje X”
(en la direcciéon del vector v = (1,0))

2. Determine una ecuacion vectorial para la recta tangentea S en R = (1,—1,2) “en la direccion del eje Y”
(en la direcciéon del vector v = (0,1))

3. Determine una ecuacién vectorial para la recta tangentea S en R = (1,—1,2) “en la direcién del vector
u=(-2,1)"

4. Determine un vector normala S en R = (1,—1,2)
5. Encuentre la ecuacién cartesiana del plano tangentea S enel punto R =(1,—1,2) € S.

6. Determine un vector u para el cual la derivada direccionalen R = (1,—1,2) € S es mdxima y calcule su
valor.

@5.13.2 Sea x*> + xyz + z® = 1 la ecuacion de una superficie S. Encuentre una ecuacién cartesiana del plano
tangentea S enel punto R=(1,-1,1) € S.

@ 5.13.3 Considere la superficie S : xyz + In(xyz) —z =0y el punto P(1,1,1) € S.
a.) Determine una ecuacién del plano tangente a S en P.
b.) Determine una ecuacién de la recta tangente a S en P en la direccién del eje X.
c.) Determine una ecuacién de la recta tangente a S en P, en la direccién del vector v = (2,3).
d.) (*) Determine si hay algtin punto Q en la superficie S en la que el plano tangente sea x +y+2z =0
@ 5.13.4 Considere la superficie S : z = x> + y2.
a.) (*) ¢Existe P € S tal que una ecuacién del plano tangentea SenPes 2x +2y +z=07?
b.) Determine un punto Q € S sise sabe que las rectas tangentesa S en Q, enlas direccionesde u = (1,1) y
v = (—1,1) tienen una ecuacién vectorial L, (t) = Q+t(1,1,5) y L, (t) = Q+t(—1,1,4), respectivamente.

@ 5.13.5 Considere la superficie S de ecuacién 22 4+xz+y =1 P =(1,1,0) € S. Calcule una ecuacién
cartesiana del plano tangente en el punto P
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@ 5.13.6 Calcule una ecuacién vectorial de la recta normal a la superficie S : x*> +y? +z> = 1 en el punto

P=(1/2,1/2,1/V2)
@ 5.13.7 Considere la superficie S de ecuacién e** +xy =yz+1. Sea P =(0,1,0) € S.

1. Determine una ecuacién vectorial para la recta tangente a S en P “en la direccién del eje X” (en la
direccién del vector v = (1,0))

2. Determine una ecuacién vectorial para la recta tangente a S en P “en la direccién del eje Y” (en la
direccién del vector v = (0, 1))

3. Determine una ecuacién vectorial para la recta tangente a S en P “en la direcién del vector v = (2, —4)”
4. Calcule una ecuacion cartesiana del plano tangentea S en P.

@ 5.13.8 Considere la superficie S de ecuacién x? +xz> = —y?zy P = (1,0,—1) € S. Calcule una ecuacién
cartesiana del plano tangente a S en el punto P

@ 5.13.9 Considere la superficie S: z = cos(x + sen y)
a.) Calcule Dyz(1,1) donde v = (2,1)
b.) Calcule una ecuacién vectorial de la recta tangentea S en P = (1,1,z(1,1)) en la direccién del eje X
c.) Calcule una ecuacién vectorial de la recta tangentea S en P = (1,1,2(1,1)) en la direccién del eje Y
d.) Calcule una ecuacioén vectorial de la recta tangentea S en P = (1,1,z(1,1)) enla direccion de v = (2,1)

e.) Determine una ecuacién vectorial y una ecuacién cartesiana del plano tangentea S en P = (1,1,z(1,1))
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5.14 Introduccion

¢Por qué, en una variable, en un punto critico p, f alcanza un maximo local si f”(p) < 07?. En una variable, los
puntos criticos de f son los puntos x = p enlos que f'(p) =0 (o enlos que f’ se indefine). Muchas veces se
puede clasificar este punto critico con el signo de f”(p). Esto se puede establecer usando polinomios de Taylor.
Segtn el teorema de Taylor, en los alrededores de p

Interpretacion geométrica. Observe que le signo de f”(p) # 0 decide el signo (y por tanto la concavidad) del
polinomio de Taylor de orden dos: Como f’(p) =0,

f(x) — £(p) = 5 "(p)(x — P + Ro(p,

por tanto, la cuadréatica y = f”/(p)(x — p)? siempre es positiva o siempre es negativa y ademds domina al

resto Ry enalgun entorno de p. Si f”/(p) = 0 no podemos decir algo del signo (solo nos queda el resto Ry (p, x)).

En la figura que sigue se muestra la gréafica del polinomio de Taylor P, y la gréfica de f. Recordemos que

, f//
Pa(x) = (p) + '(p)(x —p) + <E (x— )2
A Wolfram CBF Player
J(p) e 3
fx)
! Py(x)
P - P -

Figura 5.27: El signo de f”(p) se usa para clasificar puntos criticos.

Formalmente, el signo de f(p +h) — f(p) coincide con el signo del término de segundo orden (la parabola)
y = f"(p)(x — p)? en un entorno de p

P> (x) o

Y

>
>

p P> (x)
2 con f(p) >0y f"(p) <0

Figura 5.28: Parabolas f”(p)(x — p)

5.15 Maximos y minimos locales en dos variables.

Como en calculo en una variable, los extremos locales de una funcién de dos variables son puntos donde la
funcién alcanza un maximo o un minimo en un entorno del dominio de la funcién. Si la funcién esta definida


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/
https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/Libros/LibrosCDF/CSCDF/cdfCap6-CSCDFPTaylorSimpleIntro.cdf

5.15 Maximos y minimos locales en dos variables. (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/). 214

en una region , los extremos globales son los puntos donde la funcién toma valores maximos o minimos en toda
esta region, y esto podria suceder en cualquier parte de la regién en consideracién. Recordemos que un entorno
abierto alrededor de p € R? deradio & esel conjunto Us(p) =1{x € R? : ||x — pll < 8}, es decir, un disco (sin
borde) con centro en p y de radio 5.

Definicion 5.7 (Extremos locales).

Sea f funcién de dos variables, f: R? — R f tiene un méximo local en p = (p1,p2) € R? si existe un
entorno abierto Us(p) tal que f(x,y) < f(p) paratodo (x,y) € Us(p). El punto (p1,p2, f(p)) se dice un
maximo local de f y el nimero f(p) es el mdximo de f en el entorno Us(p).

Sea f funcién de dos variables, f: R2 —; R. f tiene un minimo local en p = (p1,p2) € R? si existe un
entorno abierto Us(p) tal que f(x,y) > f(p) paratodo (x,y) € Us(p). El punto (p1,p2, f(p)) se dice un
minimo local de f y el nimero f(p) es el minimo de f en el entorno Us(p). I

Wolfram COF Player
) Maximo local
- (g1, 92/ (71.42))
L ]

Puiitos criticos

Figura 5.29: Puntos criticos y un maximo y un minimo local.

Si las desigualdades de la definicién anterior se cumplen para todos los puntos en el dominio de f, entonces f
tiene un maximo absoluto (o minimo absoluto) en p.

Puntos criticos y extremos locales

Definicién 5.8 (Punto critico).
of

of
Un punto p € R? es un punto critico de f si Vf(p) =0, es decir, si a—x(p) =0y @(p) =0 I

También si p es un punto en el interior del dominio de f, es punto critico si Vf no esta definida en este punto,
pero aqui solo consideramos extremos “suaves”.
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Definicién 5.9 (Punto de silla).
Un punto critico p donde f no alcanza un maximo ni minimo local se llama punto de silla I

Si p es un punto de silla de f, hay un entorno U, alrededor de p en el que hay elementos x para los que
f(x) — f(p) > 0 y hay elementos x en los que f(x) — f(p) < 0. Esta definicién de “punto de silla” puede variar
segun el texto.

Como en calculo en una variable, los extremos locales se alcanzan en puntos criticos, es decir, en el caso de que
f sea diferenciable, la derivada de f se anula en los puntos criticos. Pero también hay puntos criticos en los que
f no alcanza méximos ni minimos locales (los llamados puntos de silla).

Teorema 5.10

Sea U C R? un conjunto abiertoy f:U C R?> — R diferenciable, si p € R? es un extremo local de f

entonces Vf(p) =0, es decir, p es punto critico de f.
—

Wolfram CDF Player Wolfram CDF Player

Figura 5.30: En los extremos locales, Vf(p) =0 Figura 5.31: En los puntos de silla, Vf(p) =0

5.16 Clasificacion de puntos criticos

De manera anéloga al caso de una variable, usamos el polinomio de Taylor de segundo orden (como una
primera opcién) para clasificar puntos criticos.

La férmula de Taylor de sequndo orden en dos variables, alrededor de (a, b) se puede definir en un entorno U
abierto alrededor de (a,b), si f: U C R> — R, es de clase C2. En ese caso,

Ta(x,y) = fla,b)+fx(a,b)(x —a)+fy(a, b)(y—Db)
fxx(a/b)(x - a)Z + fxy(azb)(x - a)(y - b)

_|_
+ 5fyy(a, b)(y — b)?

NI—= NI=

Haciendo x = (x,y), p=(a,b), (hk)=(x—a,y—>b), A="~f(a,b), B="~(ab)y C="Fyylab) setiene
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f(x) = f(p)+fx(p)h+fy(pk+ 3 [fxx(P)h? 4+ 2fxy(p)hk + fyy(p)K?]

= f(p) + Vf(p) - (h, k) + I [Ah? +2Bhk+ Ck?] +1(x, p)

donde el resto r(x, p) disminuye més rapido que [x — pl?, es decir, xbop) -0 si x—=p

[Ix —plP?

Ahora, si p es un punto critico de f, entonces

A = fxx(p)
f(x) — f(p) = %[AthrZBthr Ck?] +r(x,p) con B = fyxylp)
C = fyylp)

Para determinar si en el el punto critico p, la funcién f alcanza un maximo o minimo local, debemos
determinar el signo de f(x) — f(p) en un entorno de p, para saber si f(x) > f(p) o f(x) < f(p). Si en cualquier
entorno de p hay puntos donde f cambia de signo, entonces tenemos un punto de silla.

La teoria es similar al caso de una variable: En presencia de extremos locales, el signo de f(x) — f(p) es el signo
de Ah?+2Bhk+ Ck? en un entorno suficientemente pequefio de cada punto critico donde f alcanza méximos
o minimos locales. Si el determinante D, = AC — B2 > 0, entonces la forma cuadratica Ah?+2Bhk + Ck?, es
siempre positiva o siempre negativa. Si D, = AC — B < 0 la forma cuadrética cambia de signo.

Podemos analizar el signo de Ah? +2Bhk + Ck? completando cuadrados. Sea D, = AC — B?, entonces

A(Ah? +2Bhk + Ck?) = (Ah+Bk)>+ (AC—B?)k> = A(Ah?2+2Bhk+Ck*) >0 si D, >0

Entonces
Ah?2+2Bhk+Ck?>0 si Dy >0 y A>0

Ah? +2Bhk+Ck?*<0 si D >0 y A<O
con esto se puede establecer que

a.) f(x)—f(p) >0 enunentornode p si D, >0 ysi A>0

b.) f(x) —f(p) <0 enunentornode p si D, >0 ysi A <0

Si Dy < 0 entonces, podemos razonar con varios casos. Por simplicidad solo consideremos dos casos con
A#0y C#0.51 B=0 entonces A y C tienen signos contrarios, por lo que la forma cuadrética cambia de
signo sobre las rectas x =0 y y = 0. Si B # 0, entonces la forma cuadratica cambia de signo sobre las rectas
y =0 y By = —Ax. Entonces se podria establecer, comparando f(x) — f(p) > 0 con la forma cuadratica, que

!Esto es asf porque debido a una propiedad de las formas cuadréticas que son siempre positivas: existe un M > 0 tal que para todo h

1
> [AR* +2Bhk + CK*] > M|jx —pl?

r(x,p)

[Ix — plP , _
cuadratica domina al resto r en este entorno. El caso de una forma cuadrética siempre negativa es similar. Se usa la misma idea si la

forma cuadratica cambia de signo para mostrar que Af también cambia de signo.

y como — 0 si x — p, entonces hay un entorno alrededor de p en el que [r(x, p)| < Ml)x — plP?, es decir, la forma
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p es un punto de silla.

Si D, =0 entonces en general, si A # 0 y B # 0, hay rectas que pasan por el origen, sobre las que el término
(Ah + Bk)? se anula, entonces f(x) — f(p) = r(x, p) sobre estas rectas, es decir, no podemos decir algo acerca
del signo de f(x) — f(p).

Wolfram CDF Player

L § | T

N 3 . ;

D,>0NA>0 D, >0NA<O D, <0 D>, =0 Dy, =0

Figura 5.32: Forma cuadrética Ah? + 2Bhk + Ck? para distintos valores de D, y A

Especificamente: Si f tiene sequndas derivadas continuas y si el determinante Dy = AC — B? es positivo, entonces el
signo de f(x) —f(p) es el signo de Ah? +2Bhk+ CKk?, en un entorno suficientemente pequefio de p. Si el determinante
H es negativo, entonces f(x) — f(p) cambia de signo con la forma cuadrdtica, en trayectorias contenidas en un entorno de

P -

En vista de la anterior afirmacién, la clasificacién de los puntos criticos depende del signo de la forma cuadratica
(si Dy # 0). El signo de la forma cuadrética es facil de establecer usando el discriminante D,. La idea geométrica
es la que se muestra a continuacion.

Teorema 5.11 (Condicién suficiente).

Sea f: U C RZ — R declase C2 en un subconjunto abierto U de R2. Consideremos el “discriminante”
Da(x,Y) = fx (%, Y) - fyy (x,y) — [fxy (x,y)]z. Si (x0,Yo) € U es punto critico de f, entonces

a.) si Da(xo,Yo) >0y fxx(x0,Yo) > 0, entonces f alcanza un minimo local en (xg,yo).
b.) si Da(xp,yo) >0y fxx(x0,Yo) < 0, entonces f alcanza un maximo local en (xg,yo).

c.) Si Da(xo,yo0) < 0, entonces (xo, Yo, f(x0,Yo)) es un punto de silla.
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z Polinomio de Taylor

Polinomio de Taylor

Figura 5.33: Polinomio de Taylor P>(x,y) y la forma cuadratica, sobre la superficie S

El teorema solo da condiciones suficientes: No nos dice algo si D2(xg,yo) = 0 pues, como ya vimos en este caso,

en un entorno de p,

f(x) —f(p) = r(x,p)

por lo que no podemos determinar el signo de f(x) — f(p) (ver el ejercicio 5.16.1 ). En este caso se podria usar
otros métodos para clasificar.

En el teorema se puede usar fy, en vez de fyx puessi Da(xg,yo) > 0, ambas tienen el mismo signo.

Ejemplo 5.52 (Polinomio de Taylor y clasisificacion de puntos criticos).

. . . 2442
Considere la superficie S: z=x e * Yl 41,

Puntos criticos.

1
fr=0 = e ¥ VH(1-2x) = 0 = x=+— (El
x ( ) 7 (E1)
fy =0 = —2xye XYt = 0 = x=0Vy=0 (E2)

Una solucién (xg,yo) del sistema requiere que se anule la ecuaciéon E1 y la ecuacién E2. La ecuacién E1
. . . 1
solo tiene como soluciones posibles x = £——. Por lo tanto, en la E2 tenemos que descartar x = 0. La

V2

solucién dels sistema es

El polinomio de Tayloren (a,b) es
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Ta(x,y) = fla,b)+fx(a,b)(x—a)+fy(a,b)(y—>b)
+ 3fxx(a,b)(x — a)? + fyy(a,b) (x — a)(y — b)

+ %fyy (a/ b)(y - b)z

El polinomio de Taylor en un punto critico Pc = (a,b) es el que sigue, la expresion en magenta es la forma
cuadrdtica que determina la clasificacion del punto critico.

Ta(x,y) = f(a,b) + % [fxx(a/b)(x_ a)z +2fxy(a/b)(x_ a)(y—b) + fyy(a/b)(y _b)z}

faoy) = e XY (4x3 — 6x)
donde fxylxy) = e_xz_y2+1(4x29*29)
fuy(x,y) = e X ¥+ (4xy? —2x)

En el c6digo que sigue, en MATHEMATICA, f[x,y] es la funcién y T[x,y] es cada polinomio de Taylor. Se
realiza la representacién gréfica en un entorno adecuado de cada punto critico.

dx=0.5; dy=0.5;
Plot3D[f[x,y],{x,-2,2},{y, -1,1}, Mesh->None],

TIx—,y-1=1+Sqrt[E/2]+1/2 (-2 Sqrt[2 E] (-(1/Sqrt[2])+x)"2-Sqrt[2 E] y"~2);
Plot3D[T[x,y],{x,0.7-dx,0.70+dx},{y, 0-dy,0+dy}, Mesh->None]

T[x—,y-1=1-Sqrt[E/2]1+1/2 (2 Sqrt[2 E] (1/Sqrt[2]+x)"2+Sqrt[2 E] y"2);
Plot3D[T[x,y],{x,0.7-dx,0.70+dx},{y, 0-dy,0+dy}, Mesh->None]

En el c6digo que sigue, en MATHEMATICA, F_i[x,y] son las formas cuadraticas:

F-1[x-,y-1=1/2 (-2 Sqrt[2 E] (-(1/Sqrt[2])+x)"2-Sqrt[2 E] y~2);

F_2[x_,y_1=1/2 (2 Sqrt[2 E] (1/Sqrt[2]+x)"2+Sqrt[2 E] y"2);

Ay

| NG

,/7>V"//
X 1
X
v

Figura 5.34: Polinomio de Taylor y las formas cuadréticas, con un solo signo!



https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

5.16

Clasificacion de puntos criticos (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/).

Dy = fox = e XY 1 (4x3 — 6x)
4x3 — 6x

D, = 672x272y2+2
4x%y — 2y

1
Pc = <ﬁ'0) D,(Pc) =4e >0
1
Pc = (_EIO) D,Pc(Pc) =4e >0

4Py —2y

Clasificacion de los puntos criticos usando el teorema 5.11

_ 672x272y2+2(1zxz _ szyz _ 4y2 . 8x4)

4xy? — 2x

fex(Pc) = —2v2e < 0

fix(Pc) =2v2e >0

1
—, 0, 1+ 9) maéximo local
(joreve

1
-’ 0,1—,/¢ minimo local
( V2 2)

Ejemplo 5.53

(111)/ (11_1)1 (_1/1) Y (_11_1)

Solucioén:
of
x Y 323 =
Puntos criticos: -
oy 3-3y2 =
dy

Clasificacién. D;(x,y) = (6x)(—6y) — (0)2

Calcule y clasifique los puntos criticos de la funcién f(x,y) = x* + 3y —y® — 3x.

0 —= x==1

0 = y==1

En este caso, cualquier combinacién de signos anula el sistema, por eso los puntos criticos son

(x0,Yo0) D1 = fxx(x0,Yo) H = Da(xg,yo) Clasificacion

(1,1) 6 —36 (1,1,0) espunto de silla
(1,-1) 6 36 (1,-1,—-1.2) es minimo local.
(—1,1) —6 36 (—1,1,1.2) es maximo local.
(—1,-1) —6 —36 (—1,—1,0) es punto de silla

La representacion gréfica de f se muestra en al figura.
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Figura 5.35: f(x,y) = x> 4+ 3y —y® —3x

Ejemplo 5.54

Calcule y clasifique los puntos criticos de la funcién f(x,y) = x* +y* — 2x* + 4xy — 2y

Solucién:
of
> 0 43 +4y—4x = 0
Puntos criticos: =
o _ 4 —4y+4x = 0 (E2)
oy
Sumando miembro a miembro obtenemos x> + 1y =0 = x = —y.

Ahora sustituimos en la ecuacién (E2), queda 43 —4x —4x =0 = x(x*—2) =0; con lo cual

obtenemos los puntos criticos

(0, 0)/ (\/E, —\/E)r (_\/E, \/i)

Clasificacién. Dj(x,y) = (12x? —4)(12y? — 4) — (4)?

(x0,Y0) D1 = fxx(x0,Yo) | H = Da(x0,Yo) Clasificacion
(0,0) —4 0 Criterio no decide.
(V2, —v2) 20 384 (V2, —V/2,—8) es minimo local.
(—V2, V2) 20 384 (—v2, V/2,—8) es minimo local.

La representacion gréfica de f se muestra en al figura. Aunque D,(0,0) = 0 y el criterio no proporciona
informacioén, la grafica a la derecha nos indica que se trata de un punto de silla.
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4

Figura 5.36: f(x,y) = x* + y* — 2x* + 4xy — 2y

OSiy:6_

of

x =0 6y —4xy —3y* =
-

of 0 6x —2x*> —6xy =

dy

y6—4x—3y) = 0 = y=0 o y=

Sea f(x,y) = 6xy — 2x*y — 3xy?. Calcule y clasifique los puntos criticos de f.

Solucion: Los puntos criticos se obtienen resolviendo el sistema Vf = (0,0),

6 —4x
3

ox—2x> —6xy = 0 (E2)

X
, al sustituir en la ecuacién (E2) obtenemos los puntos criticos (0, 2), (1, —) .

Clasificacién. Dj(x,y) = (—4y)(—6x) — [6 — 4x — 6y]?

¢ Si y =0, al sustituir en la ecuacién (E2) obtenemos los puntos criticos (0,0), (3,0).

2
3

(XOI yO)

D1 = fxx(XOIHO)

H = Da(x0,Yo)

Clasificacién

(0,0)

(3,0)

(0,2)
(1,2/3)

0
0
-8
-8/3

—36

—36

—36
12

(0,0,0) es punto de silla

(3,0,0) es punto de silla

(0,2,0) es punto de silla
(1,2/3,4/3) es maximo local.
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Wolfram CDF Player

Figura 5.37: f(x,y) = 6xy — 2x*y — 3xy?

Ejemplo 5.56

Sea z =yxe X +y?2. Calcule y clasifique los puntos criticos de z.

Solucién: Los puntos criticos se obtienen resolviendo el sistema Vz = (0,0),

0z

w0 ey —e Ny = 0 yll-x) = 0 = y=0 o x=1
— -

8z -0 e *x+2y = 0 e *x+2y = 0 (E2)

ay

I caso. Si y = 0, sustituimos en (E2) y obtenemos x = 0.

1
IT caso Si x =1 sustituimos en (E2) y obtenemos y = e’
Clasificacion. Dy (x,y) =2ye > (x —2) — (e * — e_"x)2
(x0,Yo) | D1 = fxx(x0,Yo) | H=D2(x0,Yo) Clasificacion
(0,0) 0 —-1<0 (0,0,0) es punto de silla
1 1 1
1,—— — >0 — >0 (1,—1/2e, —1/4e”) es minimo local
2e 2¢? @2
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Ejemplo 5.57

Sea z = x*y?> — x —y. Calcule y clasifique los puntos criticos de z.

Solucién: Los puntos criticos se obtienen resolviendo el sistema Vz = (0,0),

0z

7 — Y 2xy2—1 = 0 (E1)
=

2z _ 2%y—1 = 0 (E2)

dy

Como y = 0 7o es solucion, podemos despejar x = de (E1). Ahora sustituimos en (E2) y obtenemos

1
2y?
3 1 e a 3 1 3 1
y= 5 Entonces tenemos el punto critico >\ |

Clasificacién. Dj(x,y) = 2y? - 2x* — (4xy)?

(%0, Yo D1 = fxx(x0,Yo0) | H = D2a(x0,Yo) Clasificacién

)
/1 \ﬁ /1 Y \ﬁ \ﬁ 3 :
( > \/2 > 3v4 <0 2 V2 "2, es punto de silla

“Este punto también lo podriamos encontrar multiplicando a ambos lados la ecuacién 1 por x y la ecuacién 2 por y y
sustitutir 2x*y2 = x en la ecuacién 2.

Ejemplo 5.58

Calcule el volumen de la caja rectangular més grande
que esté en el primer octante con tres de sus caras
en los planos coordenados y un vértice en el plano

Wolfram CDF Player

x+2y+3z=6.
Solucion: Debemos maximizar V. = xyz. Como
z = 2 —x/3 —2y/3, el volumen de la caja es

V=xy(2—x/3—-2y/3).

Puntos criticos. Nos interesa solo x > 0 y y > 0. Entonces,

2
Ve =0 —%(—3+X+y) =0 —3+x+y = 0
E — — X.Zz, y: .
Vy =0 —%(—6+x+4y) -0 —6+x+4y = 0

2y 4 |2 2
Clasificacion. Dy (x,y) = VaxViyy — V3, = =2 - =% — [3(x+2y —3)] CAsi Dy(2,1) =4/3>0y



https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/
https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/Libros/LibrosCDF/CSCDF/cdfCap6-CSCDFEjemplo43.cdf

5.16 Clasificaciéon de puntos criticos (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/). 225

Di = Vyx(2,1) = —2/3 < 0. Esto nos dice que el volumen es maximo cuando las dimensiones de la caja
2 (o 4 3
sonx=2,y=1yz= 3 Por otro lado, el volumen méaximo es gul .
|
Ejemplo 5.59
Calcule y clasifique los puntos criticos de la funcién
f(x,y) = x2.
z
Solucion: Primero calculamos los puntos criticos
X
fx = 2x =0
Y
fy = 0=0
El sistema tiene infinitas soluciones de la forma (0,y). Asi que tenemos un namero infinito de puntos
criticos. Da(x,y) = (2)(0) — (0)? = 0 asi que este criterio no da informacién aunque, de acuerdo a la
gréfica , se trata de puntos donde f alcanza minimos locales.
||

Ejercicios

@5.16.1 '@ Calcule y clasifique los puntos criticos de la funcién f(x,y) = —3x%y + x* + xy°.
@ 5.16.2 Calcule y clasifique los puntos criticos de la funcién f(x,y) = x* + y* — 4xy + 1.

@ 5.16.3 Determine y clasifique los puntos criticos de f(x,y) = x> + 3xy? — 3x* — 3y® + 4.

b
@ 5.16.4 Sea z =xy + 2 +2 laecuacion de una superficie (con a y b constantes). Si P = (1,2) es un punto
X

critico de z, determine si en p la funcién alcanza un maximo relativo, un minimo relativo o un punto de silla.

@5.16.5 Calcular y clasificar los puntos criticos de z = 4x* — xy + y>.

@ 5.16.6 Calcule y clasifique los puntos criticos de z = (x* — yZ)e_"z_y2 .

@ 5.16.7 Hallar el punto del paraboloide P : z = x? + y2 + 2 mads cercano al punto Q = (2,2,2).
@ 5.16.8 Calcule y clasifique los puntos criticos de z = 4xy — 2x2 — y*

@5.16.9 '@ ;Cuadles deben ser las dimensiones de un envase de forma rectangular, de volumen de 10 cm®y
costo minimo, si el material de los lados de la caja cuestan 10 colones el centimetro cuadrado y el material de la

tapa y el fondo cuestan 20 colones el centimetro cuadrado?.
X X 3xy?
@ 5.16.10 Calcule y clasifique los puntos criticos de z = R +y°3



https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/
https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/LibrosCDF/CSCDF/cdfCap6-CSCDFEjercicio4.1.cdf
https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/LibrosCDF/CSCDF/cdfCap6-CSCDFEjercicio49.cdf
https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/LibrosCDF/CSCDF/cdfCap6-CSCDFEjercicio49.cdf
https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/LibrosCDF/CSCDF/cdfCap6-CSCDFEjercicio49.cdf

5.17 Maximos y minimos locales n > 3. (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematicay/).

5.17

@ 5.16.11 Calcule el volumen de la caja de base rectdingular mds grande, que tenga caras en los planos
x =0, y=0, z=0, en el primer octante, y un vértice en el plano 2x + 2y + 2z = 10 (haga un dibujo).

. X z
@ 5.16.12 Resuelva el ejercicio anterior si el plano tiene ecuacién — + y + = 1, con abc > 0 con q,b,c
a

b
nameros positivos.

@ 5.16.13 Encuentre las dimensiones da la caja de base rectdngular de maximo volumen, si el drea de su
superficie total debe ser de 64cm?

@5.16.14 Sea z = yxe X +y?. Calcule y clasifique los puntos criticos de z.

Maximos y minimos locales n > 3.

Como en cédlculo en una variable, los extremos locales de una funcién de varias variables son puntos donde la
funcién alcanza un méaximo o un minimo en un entorno del dominio de la funcién. Si la funcién esta definida
en una regién D, los extremos globales son los puntos donde la funcién toma valores maximos o minimos y esto
podria suceder en cualquier parte de la regién en consideracién. Recordemos que un entorno abierto alrededor
de p € R™ deradio 8 esel conjunto Us(p) ={x € R™ : [[x — pl| < &} (discos sin borde en R? y el interior de
esferas en R3).

Definicién 5.10 (Extremos locales).
Sea f funcién escalar de n variables, f: R™ — R.

f tiene un maximo local en p = (p1,p2,...,Pn) € R™ si existe un entorno abierto Us(p) tal que
f(x1,%2, ..., xn) < f(p) paratodo (xi,%2,...,xn) € Us(p). El punto (p1,p2,....,pn, f(p)) se dice un méximo
local de f y el nimero f(p) es el médximo de f en el entorno Us(p).

f tiene un minimo local en p = (p1,p2, ... Pn) € R™ si existe un entorno abierto Us(p) tal que
f(x1,%2, ..., xn) = f(p) paratodo (x1,x2,...,xn) € Us(p). El punto (p1,p2,...,pn, f(p)) se dice un minimo
local de f y el nimero f(p) es el minimo de f en el entorno Us(p). I

Si las desigualdades de la definicién anterior se cumplen para todos los puntos en el dominio de f, entonces f
tiene un maximo absoluto (o minimo absoluto) en p.

Puntos criticos y extremos locales
Recordemos que la derivada de f : R™ =R es Df = Vf. Un punto p € R™ es un punto critico de f si

of
Df(p) =0 (o si Df no esta definida en este punto), es decir, si 3 (p) =0, 1=1,2,..,n. Un punto critico que
i
no es ni maximo ni minimo local se llama punto de silla.

Como en célculo en una variable, los extremos locales son puntos criticos, es decir, en el caso de que f sea
diferenciable, la derivada de f se anula en los puntos criticos.

226
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Teorema 5.12
Sea U C R™ un conjunto abiertoy f: U C R™ — R diferenciable, si p € R™ es un extremo local de f

entonces Df(p) =0, es decir, p es punto critico de f.
—

Clasificacion de puntos criticos

La férmula de Taylor de segqundo orden en n variables dice que si Us(p) es un entorno alrededor de p € R™ y
f:UCR™ — R, esde clase CZen Us(p), entonces si h = (hy, .., hy) € R™, existe 0 < & < 1 tal que

n

of
fx+h) = f(x)+ }_hig -0 +Rilch) con Ri(xh) ZZ i ]a a -(x+ &h).
i=1 i=1j=1
02f 02f
6x1 6x1 axlaxn n o n 621:
Si definimos D?f = : : : , entonces Z Z hihjz———(x+&h)=h- D%*f(x+&h)-h',
: : : L— 0% 0%;
aZf aZf i=1j=1
0Xn0X;  O0XnOXn

Asi, la férmula de Taylor de segundo orden se puede escribir como,
f(x+h) =f(x) + Df(x)- h" + %h-DZf(x—s—Eh) ‘h", 0<&<1.

La matriz Hesssiana® de f en x es la matriz D?f(x).

Evaluando en un punto critico p, Df(p) = 0 y la férmula de Taylor de segundo orden queda

f(p+h) —f(p) =h-D?f(x+&h)-h', paraalgin & €]0,1[.

También se puede expresar como:
f(p+h) —f(p) =h-D*(p) -h" + ||h|/*Es(p,h), con Ex(p,h)—=0 si h—0

Como el error |[h|?Ex(p,h)—0 maés rdpido que |Ih|]2, entonces en un entorno pequefio de p, el signo de la
resta f(p +h) — f(p) es el signode h-D?*f(p)-h'.

h-D?f(p) -h" depende de h. Para establecer si h-D?f(p) - h' es positiva o negativa para todos los valores de
h en un entorno, se usa la teoria de formas cuadréticas.

Matriz definida positiva y matriz definida negativa.

2En honor a Ludwing Otto Hesse (1811 — 1874).
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Definicién 5.11
Una forma cuadrética g : R* — R, g(h) =h-A,xn -hT, es definida positiva si g(h) > 0 para todo
h e R™ y g(h) =0 solosi h =0. Similarmente, g es definida negativa si g(h) <0 paratodo he R" y
g(h) =0 solosi h =0. I

Del élgebra lineal se sabe que si A = (aij)nxn ¥

ait... ...Qin

ap; an
D1:a11, Dz—Det|: ] Dn:Det
az; az
ani... «..Ann

entonces
e h-A,xn-h' esdefinitiva positivasi Dy >0 parai=1,2,..,n

e h-Anxn-h' esdefinitiva negativa sisgn(D;) = (=)t parai=12,..,n

Test de clasificacion. Para funciones de varias variables la clasificacion de un punto critico p se puede estable-
cersi h-D?f(p)-h'" es definida positiva o definida negativa. Esto se hace calculando los menores D1, Dy, ..., Dy,.

Teorema 5.13 (Condicion suficiente).

Sea U un conjunto abiertoy f: U C R™ — R declase C> en U y p € U un punto critico de f. Si
h-D?f(p)-h' es definida positiva, entonces p es un minimo relativo de f. Similarmente, si h-D?f(p) -hT

es definida negativa, entonces p es un méximo relativo de f.
—

En la demostracion de este teorema se establece que si h - D?f(p) - h' es definida positiva entonces en la
férmula de Taylor obtenemos f(p + h) — f(p) > 0 en un entorno de p, es decir f(p) es un valor minimo
local. Similarmente, si h - D?f(p) - hT es definida negativa entonces en la férmula de Taylor obtenemos
f(p +h) —f(p) < 0 en un entorno de p, es decir f(p) es un valor maximo local.

Clasificacion de puntos criticos en el caso de dos variables.

De acuerdo a lo que hemos establecido en la seccién anterior, en el caso de dos variables es sencillo determinar
si h-D2f (p)- h' es definida positiva o definida negativa. En este caso,

fxx(P) fxy(P) hy
h-D?*f(p)-h" = (h; hy)

fyx(p) fyy(p) hy

Si f tiene derivadas parciales de segundo orden continuas, las derivadas mixtas son iguales y entonces
Di(p) = fxx(p) ¥ D2 = fxx(p) - fyy(p) — [fxy(p)]z. En este caso a veces se usa fxx(p) envezde D; y Dj(p)
envez de D».
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Teorema 5.14 (Condicién suficiente).
Sea f:R? — R de clase C® en un conjunto abierto U de R2. Sea

Da(x,Yy) = frx (%,Y) - fyy (%, y) — [fxy (%, 1)1
Si (x0,Y0) € U es punto critico de f, entonces

a.) si Da(xp,Yo) >0y fxx(x0,Yo) > 0, entonces f alcanza un minimo local en (xg,yo).

b.) si Da(xp,yo) >0y fxx(x0,Yo) <0, entonces f alcanza un maximo local en (xg,yo).

c.) Si Da(xo,yo0) <0, entonces (xo, Yo, f(x0,Yo)) es u punto de silla.

Criterio de clasificacion paran > 3.
Del teorema de Taylor y de la teoria de formas cuadréticas, podemos obtener las siguientes condiciones

suficientes para un maximo o un minimo local.

Teorema 5.15
Sea D1(p), D2(p), ..., Dn(p), n determinantes definidos como sigue:

-fxlxl (P) fX1X2 (P) e fxlxi (P)-
Di(p) = Det fXzXl (P) szxz (P) t fXZXi (P)
_inX1 (P) inXZ (P) e inXi (P)_ ixi

Entonces,

e f alcanza un un minimo en p si D1(p) > 0, D2(p) >0, ..., Dn(p) >0

e f alcanza un un maximo en p si todos los determinantes pares son positivos y todos los
determinantes impares son negativos, i. e, Di(p) > 0 sii es par Di(p) <0 sii es impar

¢ Sininguna de estas condiciones es satisfecha, entonces en p podria haber o no haber un extremo

local.
[

El criterio no decide si Di(p) = 0 para algin i
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Ejemplo 5.60

Encontrar los extremos de f(x,y,z) = x> + 3y? + 422 — 2xy — 2yz + 2xz

Solucion:
fx = x—y+z =0
e Puntos criticos: Resolvemos el sistema ¢ fy, = —x+3y—z = 0
f,= x—y+4z = 0

asi, el tnico punto critico es P = (0,0,0).

e Test: Como tenemos una funcién de tres variables, calculamos D1 (p), D2(p) y Ds(p)

fxx(P) fxy(p) fxz(p) 1 -1 1
D3(p) = Det | fyx(p) fyylp) fyz(p) | = Det -1 3 -1 |>0
fox(p)  fzy(p)  fzz(p) 1 -1 4
1 -1
Dy (p) = Det >0, Di(p) =~fxx(p)=1>0
-1 3

por lo tanto en P = (0,0,0) f alcanza un minimo local. El minimo local es (0,0, 0, f(p) )

Ejemplo 5.61

f(x,y,z) = x2 — y2 —zy.
Solucién:

e Puntos criticos: Resolvemos el sistema

fy = 2x = 0
fy= 2y—z = 0
f, = -y =0

asi, el tnico punto critico es P = (0,0, 0).
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5.18

fxx(P) fxy(P) fxz(P) 2 0
D3(p) = Det fgx(p) fyy(P) fyz(P) = Det 0o —2
f2x(p) fzy(P) f22(p) 0 —1
2 0
Ds(p) = Det ——4<0, Di(p)=fuxlp)=2>0
0 -2

Tenemos que en (0,0,0,f(0,0,0)) es un punto de silla

o Test: Como tenemos una funcién de tres variables, calculamos D1 (p), D2(p) y Ds(p)

Ejercicios

En los siguientes ejercicios calcule y clasifique (si el criterio lo permite) los puntos criticos de las siguientes

funciones:

@5.17.1 f(x,y,z) = dxy — 2x> — 3y? + 22,
@5.17.2 f(x,y,z2) =x>+y?>+22 —yz—x,
@5.17.3 f(x,y,z) =x>*—y> +xy +z
@5.17.4 f(x,y,z) = x> — 22 — zyx

@5.17.5 f(x,y,2) =x* —xy +x2> +x+y* — 22

Extremos con restricciones: Multiplicadores de Lagrange

Supéngase que queremos hallar los maximos y los minimos relativos de z = f(x,y) sujeto a la restriccién
g(x,y) = 0. Esto significa que la funcién f(x, y) solo podra ser evaluada en los puntos (x,y) que estén en la
curva de nivel g(x,y) = 0, es decir f(x,y) esta restringida (o sujeta) a g(x,y) = 0.

Una manera de resolver este problema, en el caso de un minimo local, se puede obtener con un anélisis
geométrico de la situacién: En las cercanias de un minimo local, nos desplazamos sobre g en la direccién de
maximo decrecimiento de f, hasta el punto “maés profundo” que puede alcanzarse sobre g en esta direccién.
Este punto podria ser el minimo local con restricciones que andamos buscando.
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Digamos que P = (a,b,c) es el minimo local con restricciones.
Para poder determinar este punto con una ecuacién, podemos
pensar que viajamos a “este punto mas profundo” atravesando
curvas de nivel, entonces la “altima” curva de nivel deberia ser
una curva de nivel z = ¢ tangentea g en p (si p no es un punto
terminal de g). Que estas curvas sean tangentes significa que sus
gradientes son paralelos, es decir, Vz(a,b) =AVg(a,b.) Estaes
la ecuacioén que usamos para determinar P.

El andlisis es similar para determinar un maximo local con res-
tricciones: En las cercanias de un maximo local, nos desplazamos
sobre g en la direccién de maximo crecimiento hasta el punto
mas profundo que podamos alcanzar, sobre g.

Teorema 5.16 (Multiplicadores Lagrange. Condicion de primer orden)

Sea U C R? un conjunto abierto y sean f,g: U — R funciones C! y sea x* un extremo local de f en el
conjunto D ={x € U|g(x) =0.} Entonces, si Vg(x*) # (0,0), existe A € R (que puede ser cero) tal que

VE(x*) — AVg(x*) = (0,0)

El teorema dice que los extremos locales x* de f sujetos a la restricciéon g(x,y) =0 (y Vg(x*) # (0,0)), son
puntos criticos de la funcién “lagrangiana” L(x,y,A) = f(x,y) — A g(x,y), pero no necesariamente viceversa.
Puede suceder que algunos puntos criticos de L no sean extremos locales de f sujeto a la restriccién g(x,y) = 0.

Enel caso de z = f(x,y) sujetaa g(x,y) =0, podriamos informalmente justificar el teorema asi: Supongamos
que la curva g se puede dar en forma paramétrica como r(t) = (x(t),y(t)) y sea x* =r(tg) un extremo local

d
de este problema con restricciones. Entonces, usando regla de la cadena, deberia tenerse d—f (r(t)) =0,
t=t
entonces ’
d d of of
Sl = Seue] = (Fov0+ o) = Vi) ) =0
dt t=t dt t=tg ox dy t=tg

g:r(t)= (x(0), y(®)

VE(x9

Esto nos dice que Vf(x*) es perpendicular al vector tangente a la curva de restriccién en x*, es decir, Vf(x*)
y Vg(x*) son paralelos donde se alcanzan los extremos locales (si Vg(x*) # 0)... pero no necesariamente
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viceversa.

Multiplicadares de Lagrange WD“ram CDF Piayer

Arrastre el localizador para
recorrer la restriccion gixy =0

C1n- Ratén: Zoom

Shint Ratén: Desplazer imagen | Campertr | @) (3 WF ] @ ﬂg = @

Figura 5.38: Un problema de optimizacién con restricciones.

Método de los multiplicadores de Lagrange con una restriccion:
e Para minimizar o maximizar f(xi,x2, ..., Xn) sujeta ala condicién g(x1,x2,...,xn) = 0, se busca los puntos
criticos de L(x1,Y1, ..., Xn,A) = f(x1,X2, ..., Xn) — Ag(x1, X2, ..., Xn ) (@sumimos Vg(x) # 0 en un entorno de

p)

Para hallar los puntos criticos de L(x1,Y1, ..., Xn, A) se debe resolver el sistema

Ly, — 0
Ly, ~ 0
g(X1/X21---/Xn) — 0

En tres variables, podriamos encontrar los puntos criticos del problema de optimizacién, como soluciones
del sistema

L(lel Z, }\) — f(X/UIZ) - }\ Q(Xry, Z)

A A se le llama multiplicador (de Lagrange). Observe que A podria ser cero. Esto pasa por ejemplo
cuando un extremo local con restricciones coincide con un extremo local (sin restricciones).

5.19 Clasificacion de puntos criticos para problemas con restricciones.

Para determinar si los puntos criticos son méximos, minimos o no son ni méximos ni minimos, se puede
recurrir a al criterio de la “Hessiana orlada”

Si p es un punto critico del problema
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“Optimizar la funcion objetivo: f(x1, X2, ..., xn) sujeta a la restricciéon: g(xq,x2,...,xn) =c¢”

es decir, si VL(p) =0 (con Vg(p) # 0), entonces el siguiente teorema nos da un criterio para clasificar los
puntos criticos.

Teorema 5.17
Consideremos el hessiano orlado

0 gxl(P) Ix, (P) o Oxp (P)

Ix, (P) Lxlxl(p) LX1X2 (P) e LX1Xn (P)
D) =] g.(p) Luw(P) L) - Lux(P)

Oxn (P) anxl (P) anxz (P) s anxn (P)

y los menores principales

0 g (P) 9x(P) - 9x(p)

Ix; (P) LX1X1(P) LX1X2(P) T Lxlxi(p)
DilP) =] g, (p) Luw(P) Luw®) - Lox(p)

gxi(p) inxl (P) inxz (P) T inxi(p)

Entonces, si p es un punto critico de L(xj, ..., xn,A) (asumimos Vg(x) # 0 en un entorno de p) se tiene
e En p f alcanza un minimo local si D;(p) < 0, D3(p) <O, ..., Dn(p) <0

e En p f alcanza un maximo local si todos los determinantes pares son positivos y todos los
determinantes impares son negativos, i. e.,

e Di(p) >0 sii>2, espar

e Di(p) <0 sii esimpar

0 Qxl(P)

2 .
- — X < 0
90 (p) Lo (p) (9x(pP)) (es siempre es

En el anterior teorema, no aparece D; pues Di(p) =
negativo).
Cuando aparece mads de una restriccion, se debe considerar un hessiano con més de una orla:

Si hay n variables y m restricciones (m < n) de la forma g'(x, ..., xn) = c; entonces la lagrangiana sera
) ) ¢ 1 1) i 5 },
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m

L=f(x1,..,Xn) + Z)“ Ci — g (X1, ey Xn )]
i1

y el hessiano orlado sera:

| 000 91 9 o gn

| 00---0 g 9 9w
9{ 9% gin Lxl\\ waxz L\\\’n
: 91\1 9%1 9:;l I—\n\| I—xnxz L\n\n

Casosn=2yn=3

e Cason = 2.

B 0 gx(p) 9gylp)
Da(p) = | gx(p) Lxx(p) Ly (p)
Jy (P) I—yx(P) Lyy (P)

Entonces, si p = (p1,p2,A1) es un punto critico de L(x,y,A) = f(x,y) — Al(g(x,y) — ¢) (asumimos
Vg(x,y) # 0 en un entorno de p) se tiene

e En (p1,p2) f alcanza un minimo local si D;(p) < 0,

e En (p1,p2) f alcanza un maximo local Dy(p) >0,
e Cason = 3.

0 gx(p) 9gylp) 9:z(p)
0 gx(p) gylp)
Dy(p) = | gx(p) Lux(p) sz(p) y  Dslp) = gx(P) Lx(p) Liy(p) Liz(p)
gy(p) Lyx(p) Lyy(p) gy(p) Lyx(p) Lyy(p) Lyz(p)
’ ’ 7 9z(p) Lax(p) Lay(p) Luz(p)

Entonces, si p = (p1, P2, P3,A1) es un punto critico de L(x,y, z,A) = f(x,y,z) —A(g(x,y,z) — ¢) (asumimos
Vg(x,y,z) # 0 en un entorno de p) se tiene

e En (p1,p2),p3 f alcanza un minimo local si Dy(p) <0 y D3(p) <0

e En (p1,p2,p3) f alcanza un méximo local Dy(p) >0 y D3(p) <0

Ejemplo 5.62

Optimizar f(x,y) = x> —x(y —1)2 —x+ (y — 1)?> + 1 sujeto a la restriccién 2x = (y — 1)2.

Solucion: L(x,y,A) =x> —x(y—12 —x+ (y—1)2+1 — A((y — 1) —2x)
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Puntos criticos.
Ly=2x—(y—12—1+2A = 0 E1
Ly=-2x(y—1)+2(y—1)—-2A(y—-1) = 0 E2
Lr=(y—12—-2x = 0 E3

De la ecuacién E3 tenemos 2x = (y — 1)2. Sustituyendo en E1 queda

“14+2A=0 = )\:%

Sustituyendo los resultados anteriores en E3, queda

1 vy por tanto

Yy
—(y-Diy-12-1=0 = y=0 ypor tanto
y=2

y por tanto

1
Los puntos criticos, con A =1/2,son (0,1), (— 0) y (

2/

Clasificacion.

0 —2 2(y—1)
Dy=| -2 2 2y —1)
20y—1) —2(y—1) —2A—2x+2

Ahora evaluamos los puntos criticos (con A = 1/2)

0 -2 0
e Dy(0,1,1/2)=| -2 2 0 |=-4,
0 0 1

entonces (0,1,1) es un minimo local del problema

0 -2 -2
e Dy(1/2,0,1/2)=| —2 2 2 |=8>0
2 2 0

entonces (1/2,2,5/4) es maximo local

0 -2 2
o Dy(1/2,2,1/2)=| —2 2 -2 |=8>0
2 -2 0

entonces (1/2,0,5/4) es maximo local

x=0
x=1/2
x=1/2

1
=2
»?)
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Ejemplo 5.63
Hallar los extremos de z = x% + y? sujeto a la restriccién x + 4y = 2.
Solucién: La funcién lagrangiana es L(x,y,A) = x* +y% — A(x + 4y — 2).
Ly =2x—A = 0 = ?\:2XD
Puntos criticos: { Ly =2y —4A = 0 = y=4& :”\:i xzi y:ﬁ
' ) P, 7 T Yo
a=2—x—4y = = Xx=-—
A x — 4y 0 X 17
Asi, el tni to criti P 2 8
riti P=( =, =
si, el tinico punto critico es 17 17
Clasificacion: Usemos el teorema para clasificar los puntos criticos. En este caso, solo debemos calcular el
hessiano orlado D,
- 0 gx(p) gy(p) 01 4
DZ(P) = gx(P) LXX(p) ny (P) =12 0]|=-34<0
gy(p) Lyx(p) Lyylp) 4 0 2
i 2 8 f 2 8 2 8 1 es un minimo local del problema con restricciones
1 qu A/ 4 A7 4m = I’ 907 4
e\ 177177 " \177 17 17'17°17 P
|

Ejemplo 5.64

Hallar los extremos de z = x*> + y?> sujeto a la
restriccion x + 4y? = 2.

Solucion: Este ejemplo es una pequefia variacion
del anterior, excepto que la solucién del sistema no
lineal es de més cuidado. La funcién lagrangiana es
L(x,y,A) = x> +y% — A(x + 4y —2).

Ly =2x—A =0 E

Puntos criticos: ¢ Ly, =2y—8\y = 0 E2

x+442—-2 = 0 E3
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¢ Si despejamos primero A = 2x en E1 y sustituimos en E2, queda

2y—8(2x)y=0 = 2y(1-8x)=0 =

x| —= O

. . 1
Pero estos valores de x y y no satisfacen la e cuacion E3: 3 +4-0% —2 #0. Por tanto se descartan.

o Podemos iniciar despejando x = 2 — 4y? en E3 y sustituir en E1,

2—42)—A=0 = A=4—8

Ahora sustituimos en E2 y queda

2y —8(4—8y2)ly=0 — 2y(1-16+32y*) =0 — 5
y = H3;

Como ya usamos las tres ecuaciones podemos concluir que la solucién del sistema es

_ /15 _ B

y =0 Y = V= vy = 2
1 1
x = 2 - = .
X 3 y X 3
A = 4 1 1
A = = A = =
4 4

Clasificacion: Ahora vamos a clasificar los puntos criticos: En este caso, solo debemos calcular el hessiano

orlado D,
0 gx gy 01 8y
Dy = | ge Lix Ly | =| 1 2 0
gy Lyx Lyy 8y 0 2—8\

1 /151 =60 — 1 \/ﬁ 31 n minimo local
8/ 2/4 — 8, 32, 64 es u O 10Ca

— (1 15 1 1 /15 31 .
e D, (8' _ 3,4> =60 — (8' —\/ 3 64) es un minimo local
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Ejemplo 5.65

Maximizar f(x,y) =2y —x sujetoa y =senx, 0<x <27

Solucion: F(x,y,A) =2y —x — A(y — senx)
Puntos criticos:

Fx =—1+Acosx = 0

Fy=2-A =0 == A=2, cosx:%osea,x:g, x:%”.
FA=—y+senx = 0
Asfi los puntos criticos son: P; = (7, ?) y P = (57”, %ﬁ)

Clasificacion: Usemos el teorema para clasificar los puntos criticos. En este caso, solo debemos calcular el
hessiano orlado D,

0 —cosx 1
D, =| —cosx 0 0
1 0 0

asi que Dy(P1) =Dy(Py) =0 y, en este caso, el criterio no da informacion.

Ejemplo 5.66

1 2 4 2
Maximizar y minimizar f(x,y) = x* + 3 <y — 2) + 1 sujeto a la restriccion x? + % =1.
1 2 42
Solucién: Sea L(x,y,A) = x> + 3 <y — g) +1—A (Xz + % — 1) )
L, =0 2x — 2Ax =0 - X(l—)\)zo (El)
2 3\ 8y
Ly =0 “(y—2) -2 = E2
Lhn = 0
4 2
1—x - == - 0 (E3)

¢ De (E1) vemos que la solucion del sistema requiere que x =0 o A = 1.
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e Si x =0, sustituyendo en (E3) obtenemos los puntos y = £3/2.

e Si A =1, sustituimos en la ecuacién (E2) y obtenemos y = —4.5, pero al sustituir en la ecuacién (E3)
nos da una solucién compleja.

Los puntos criticos de L son (0,3/2) con A=0y (0,—3/2) con A =1.5.

Clasificacion:

- 0 gx gy 9
D2 = Jx Lxx ny - 2x  2-2A 0
gy Lyx Lyy 8y 0 2 8\
9 3 9
D,(0,3/2,0) = —32/9<0 = (0,3/2,1(0,3/2)) es un minimo local

Entonces

D,(0,-3/2,3/2) = 16/9 >0 — (0,—3/2,1(0,—3/2)) es un maximo local

Multiplicadores de Lagrange Wolfram CDF Player
y .’\.,

Ver grafico de L{x,y A) a
conA =15

Recorrer restriccion glx,y]=0
i

3

Vg(P)

/:¥V:(P)
- l x

Figura 5.39: Un problema de optimizacién con restricciones.

Ejemplo 5.67

Verifique que el problema “Minimizar z = x? + y? sujeto a x —y = 0” tiene como solucién el minimo
local de z, es decir (0,0,0).

Solucién: Sea L(x,y,A) = x> +y?> — A(x —y).
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b =0 2x—A = 0
L =0 2y+A = 0
b =0 x—y = 0 (E3)

Sustituyendo x =A/2 y y = —A/2 en (E3) obtenemos A =0 y, por tanto, x =0, y = 0.

En este caso, A = 0 indica que el minimo con restricciones coincide con un minimo local de z.
0
1

Clasificacion: D,(0,0,0) = = —4 < 0. Efectivamente (0,0,0) es un minimo local.

Ejemplo 5.68

Determine tres ntimeros reales positivos x, y, z cuya suma sea 10 y su producto méximo.
Solucion: Hay que maximizar el producto P = xyz sujeto a la restricciéon x +y + z = 10.

Sea L(x,y,A\) =xyz—Alx +y+z—10).

Ly =0 yz—A =0
Ly =0 xz—A =0
=
L, =0 Xy — A =0
glx,y,z) = 0 x+y+z—10 = 0 (E4)

Despejando A obtenemos

Yyz=xz 'y XzZ=XY.

Como x, y y z son, en este caso, positivos; podemos cancelar y entonces x =y = z. Sustituyendo en

10
(E4) nos queda 3x —10 =0, es decir, x =y =z = R A = 100/9

Clasificacion:

_ 20

D, = = D,(10/3, 10/3, 10/3, 100/9) = 3 >0

IR )
N O =
o N -
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01 11
= 1 0 z vy = 100
D; = = Ds(10/3, 10/3, 10/3, 100/9) = ——— <0
3 1 2 0 x 3(10/3, 10/3, 10/ /9) 3
1y x 0
Entonces en (10/3, 10/3, 10/3) el producto alcanza un maximo local.
3 10
Los tres nimeros buscadoson x =y =z = 3
|
Ejemplo 5.69
Para la construccién de una caja de base rectangular, con tapa, con
un volumen de 16m? se tiene la siguiente funcién de costo para
los materiales z

C(x,y,h) =18xy + 16xh + 12yh

Utilizando Multiplicadores de Lagrange, calcule las dimensiones
de la caja de modo que el costo de los materiales sea minimo.

xyh—16 =0
Ast:
L«: 18y+16h—Ayh = 0
Ly: 18 +12h—Axh = 0
L(x,y,h,A) =18xy + 16xh + 12yh — A(xyh —16) — Lh: 16x+12y—Axy = 0
Ly: —(xyh—16) = 0
Multiplicando (E1) por x, (E2) pory y (E3) por h, obtenemos
Ly: 18yx+ 16hx —Axyh = 0
Ly: 18xy+12hy —Ayxh = 0
Ly : 16xh+12yh—Axyh = 0
Ly: xyh = 16

4
e Igualando (E1) y (E2) tenemos 18yx + 16hx = 18xy + 12hy = y= §X (pues h # 0, se puede cancelar)

3 12

Clasificacion.

Solucion: Sean x el largo, y el ancho y h la altura de la caja. Como se requiere minimizar el costo,
la funcién objetivo es C(x,y,h) = 18xy + 16xh + 12yh. La restricciéon (ligadura) es V = 16, es decir.

(E1
(E2
(E3
(E4

~— — —

1
e Igualando (E1) y (E3) tenemos 18yx + 16hx = 16xh +12yh — h = éx (puesy # 0, se puede cancelar)

4 1
Sustituyendoy = -x y h = —8x en (E4) se obtiene x = 2. Por tanto,x =2, y = ;, h=3 (y A=12)
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Dy=|yz O 18 — Az — D»(2,8/3,3,12) = —1728 < 0
xz 18—Az O

0 yz XZ Xy
5 _|lyz O 18—Az 16—y _ o
Ds=1 18-az 0 12 — Ax = D;3(2,8/3,3,12) = —27648 < 0

xy 1l6—Ay 12—Ax O

Entonces en <2, 3 3] el costo es minimo. Las dimensiones de la caja para que el costo sea minimo son

8
X =2, y:§, h=3

Ejercicios

En cada uno de los ejercicios que siguen, resuelva le problema de optimizacién propuesto y usando el criterio
de clasificacion, clasifique los puntos criticos encontrados.

@5.19.1 Considere el problema: “Optimizar f(x,y) = x> +y> + 1 sujeto a la restriccion x> —y? = —1” tiene un
maximo y un minimo local. Utilizando multiplicadores de Lagrange, determine el mdximo local y el minimo
local.

@ 5.19.2 (*) Considere el plano TT: Ax+ By +2z+ D = 0. Determine el punto Q € TT en el que la distancia del
origen hasta el plano TT es minima e indique esta distancia.

@ 5.19.3 Utilice el método de Multiplicadores de Lagrange para determinar las dimensiones de una caja en la
cual la suma de las longitudes de todas las aristas es 120 metros y que tenga el mayor volumen posible. Debe
usar el criterio de clasificacion.

@ 5.19.4 Considere el problema: Optimizar f(x,y) = x> — (x — 1)2 +y + (y — 1)? sujeto a la restriccién
y — (x —1)2 = 0. Calcule y clasifique los puntos criticos asociados al problema

@ 5.19.5 Considere el problema: “Optimizar f(x,y) = x*> +y> + 1 sujeto a la restriccion x> — y*> = 1” tiene
varios maximos y un minimos locales. Utilizando multiplicadores de Lagrange, determine los maximos locales
y los minimos locales.

@ 5.19.6 Considereel plano IMT:x—2y+4z=4y Q =(1,0,1) ¢ T1. Determine el punto P = (x,y,z) € TI tal
que la distancia d(Q,TT) = d(Q, P) es minima.

@5.19.7 Considere el problema: “Optimizar f(x,y) = x> +y® + 1 sujeto a la restriccién x* —y? = —1” tiene un
méximo y un minimo local. Utilizando multiplicadores de Lagrange, determine el maximo local y el minimo
local.
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@ 5.19.8 Considere el problema: “Optimizar f(x,y) = x> +y® + 1 sujeto a la restriccién x> — y? = 1” tiene
varios maximos y un minimos locales. Utilizando multiplicadores de Lagrange, determine los maximos locales
y los minimos locales.

@ 5.19.9 Considereel plano IM:x—2y+4z=4y Q = (1,0,1) ¢ T. Determine el punto P = (x,y,z) € TI tal
que la distancia d(Q,TT) = d(Q,P) es minima.

@ 5.19.10 Considere la superficie S: z = x2 — 2 y Q=1(0,2,2) € S. Determine el punto P = (x,y,z) € S tal
que la distancia d(Q,S) = d(Q,P) es minima.

@5.19.11 Considere la superficie S de ecuacion xy?z = 32.

1. Si (x,y,z) € S entonces x #0, y #0 y z # 0, ;Porqué?

2. Use multiplicadores de Lagrange para encontrar los puntos Q = (x,y,z) € S que estdn mds cerca del
origen O = (0,0,0).

@ 5.19.12 La densidad de una superficie metdlica esférica de ecuacién x> + y> + z* = 4 estd dada por
p =2+ xz +y2. Encuentre los puntos donde la densidad es mayor y menor.

@ 5.19.13 Maximizar z =1 —y sujeto a la condicién X0 +y® =1.
@ 5.19.14 Obtener el méximo local de f(x,y) =9 — x> —y? sujetaax +y =3

@ 5.19.15 Sean k una constante positivay C(r,h) = 2kr? +2.5(2krh) cont,h > 0. Minimizar C(r, h) sujeta a
la restriccién kr*h = 1000.

@ 5.19.16 Determine los valores maximos y minimos de z = x*y? sujeta a la condicién x? + y? = 1.

@ 5.19.17 Calcule el valor minimo de la funcién f(x,y) = x> + (y —2)? si (x,y) son puntos de la hipérbola
x2—y>=1

@ 5.19.18 Un tanque sin tapa, de forma de caja rectangular, debe tener un volumen de 8000 cm>. Los costos
anuales de calefaccién se calculan de la siguiente manera: $2 por cm? para el fondo y para dos de las caras
laterales (opuestas) y $4 por cm? para las restantes dos caras laterales. Hallar las dimensiones del tanque que
minimizan el costo.

@ 5.19.19 Se quiere construir un cilindro circular recto con fondo pero sin
tapa (ver figura). Si se dispone de 48mcm? de lata para construirlo; use
multiplicadores de Lagrange para determinar las dimensiones del cilindro de
tal manera que su volumen sea méaximo.
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@ 5.19.20 Se desea construir un tanque para almacenar agua caliente en un
cilindro con un tope esférico (media esfera).

El tanque se debe disefiar de tal manera que puede almacenar 300m® de ; v
liquido. Determinar la altura total y el didmetro del tanque de tal manera que f
la pérdida de calor en la superficie sea minima. (La pérdida de calor en la

superficie serd minima si su drea es minima). h

l
=
@ 5.19.21 (*) Consideremos el problema: Minimizar f(x,y) = x> +y> sujeto a la restricciérqi g=x—y=0.
(0,0) no es ni maximo ni minimo local de f en D pues Ve > 0, (e,e) € D y (—e,—€) € D pero
(0,0) = 0 > f(—e,—€) = —2€% y f(0,0) = 0 < f(e,€) = 2€>. Sin embargo, verifique que (0,0) es la tinica
solucion del sistema VL(x,y,A) =0

@ 5.19.22 (*) Consideremos el problema: Maximizar z = —y sujeto a la restriccién y*> — x?> = 0. El punto

(0,0,0) es un méaximo local para este problema pues como y* = x? entonces y > 0 porlo que z(x,y) = —y <=
0=12(0,0) V (x,y) € D. Verfique que (0,0) no es punto critico de L(x,y,A) = —y — A(y> —x2).

5.20 ¢Puede fallar el método de Lagrange?

En general, el método de multiplicadores de Lagrange es muy eficiente, sin embargo los puntos criticos de L
no necesariamente son solucién del problema de optimizacién que da origena L.

Consideremos el problema: Minimizar f(x,y) = x*> + y® sujeto a la Z
restriccion g =x —y =0.

(0,0) no es ni maximo ni minimo local de f en D pues Ve > O,
(e,e) € Dy (—e,—€) € D pero f(0,0) =0 > f(—e,—€) = 2e>y 22—y =0
f(0,0) =0 < f(e, e) =2¢€3. I

Sin embargo (0,0) satisface Vg(0,0) = (1,—1) # (0,0) y es la tnica
solucion (con A = 0) del sistema VL(x,y,A) =0,

Ly = 3%*—A=0
Ly, = 3y>’—-A =0
Ly, = x—y =20

Figura 5.40: (0, 0,0) es punto critico de
L pero no es solucién del problema

B Cuando Vg se anula. El método de multiplicadores de Lagrange requiere que Vg no se anule en los
puntos criticos de f sobre D para que el conjunto de puntos criticos de L contenga al conjunto de puntos
criticos de f sobre D. Si Vg(x) se anula podrian pasar varias cosas de cuidado.
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Consideramos el problema de minimizar la distancia de la curva YA
(x—1)3—y2 =0 al origen, es decir, minimizar d = \/x? + y? sujeta
a (x —1)®> —y? = 0. Este problema es equivalente al problema:
Minimizar d = x? +y? sujetaa (x —1)3 —y2 =0.

x = 1y y = 0 es una solucién del problema (como se ve
graficamente), pues este punto estd en la curva de restriccion y
también (x —1)%> = y2 entonces (x —1)* >0 = x > 1. Por
tantode D, d(x,y) =x>+y% > d(1,0) =1.

Figura 5.41: La distancia de la curva al

origen se minimizasi x =1y y =20
(1,0) no es punto critico de L. La lagrangiana seria L(x,y,A) = x> + y?> — Al(x — 1)> —y?] y debemos
resolver el sistema

2x —3A(x —1)? 0 (E1)
2y+2yN = 0 (E2)
(x—12—-y* = 0 (E3)

Factorizando en (E2) obtenemos y = 0 y A = —1. Sustituyendo y = 0 en (E3) nos da x = 1, pero
este valor no es solucién pues no satisface (E1). Sustituyendo A = —1 en (E1) nos da la cuadrética
3x2 — 4x + 3 = 0 que tiene raices complejas, asi que el sistema no tiene soluciones en R y los puntos
criticos de L no detectan el minimo local (1,0,1)

Problema: Maximizar z = —y sujeto a la restriccién
y3 —x2=0

(0,0,0) es un méximo local para este problema
pues como y> = x* entonces y > 0 por lo que

z(x,y) = —y <:B =2(0,0) V (x,y) € D.

(0,0) no es punto critico de L(x,y,A) = X
—y — Ay® — x2). El sistema VL = 0 no tiene

solucién. El método de multiplicadores de Lagrange

no detecta el 6ptimo.

Figura 5.42: Méaximo local en (0, 0,0)

Problema: Maximizar z = 2x3 — 3x2 sujeto a la restriccion (3 — x)2—1y? =0

Este problema tiene solo un maximo local cuando x =3 y y = 0 pero este mdximo no estd dentro de los
cuatro puntos criticos de L.

El sistema VL = 0 tiene cuatro soluciones, todas con A =0,

(0,£3V/3,0),
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(1,+£2v2,0)

y no detecta el maximo local en (3,0).

POl 2 2 1 . . 1) 7
Maximizar z = 2x~ —3x~ sujeto a la restriccion (3 —x)"+y =0

Wolfram COF Flayer

Recorrer restriccian

Vz(P)

Figura 5.43: Méximo local se alcanza en (3,0), pero éste no es punto critico de L

Problema: Minimo z = x? + y? sujeto a la restriccién x> —y? =0

El minimo local se alcanza en (0,0) y aunque Vg(0,0) = (0,0), ahora si (0,0) es solucién del problema
de optimizacién. En este caso V£(0,0) = (0,0) por lo que trivialmente la ecuaciéon Vf —AVg =0 tiene

infinitas solucién (0,0,A) con A € R.

B Multiplicadores de Lagrange vs sustituir la restriccién. Consideremos el problema

Optimizar z=x>—1y> sujeto a la restriccion x> +y? =1

Con multiplicadores de Lagrange Con una sustitucion

Si hacemos la sustitucién y? =1 —x2

Lixy,A) =x*—y? —A(x*+y>—1)

z=2x*—1
(0,—1 —1)
( 7 / )
VL=0 = (x,y,A) = 101 dz ) (0,-1)
S x 0= Y=Y o

El método de sustitucién funciona si hacemos la otra sustitucién x* =1 —y?... pero...

en z=x>—1y?,
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Determinar exiremos absolutos. Si el conjunto de puntos Ay donde la restriccién g se anula, es cerrado y
acotado y si f es continua entonces si hay extremos absolutos en A 4. Formalmente uno obtiene los valores de la
funcién en los puntos criticos y los compara con los valores de la funcién en la frontera de A4 y asi obtiene los
extremos absolutos.

Los puntos criticos los detectamos usando el método de multiplicadores de Lagrange, pero también a veces hay
extremos excepcionales en A4 en los que el gradiente de f o el de g se indefinen o puntos donde el gradiente de
g se anula como el ejemplo anterior.
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6 — Integrales Multiples

6.1 Introduccién: Sumas de Riemann en una variable

Particiones de [a,b]. Una particion P en n subintervalos del intervalo [a,b] es una coleccién

n
{a=x0,%1,%X2,...,xn =b} tal que xp < X1 < X2 < .. < Xn ¥ U [xk—1,%x] = [a,b]l. Se denota con ||P|| la
k=1
“norma” de la particion.

P|l = max [|xx_1—x
I[Pl k:1,_”,n| k—1 — Xk

S

a=xy Xi Xk—1 Xk Xn=>b
Figura 6.1: Particién del intervalo [a, b]

1 LI 1 >
v

Sea f una funcién definida en el intervalo [a, b]. Una suma de Riemann de f respecto a una particiéon P =
{xg, ... xn}, es una suma de la forma

con & € [xp—1,xk] Yy Axx = Ixk—1 — Xxl.
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YA
Ay = f(&)Ax

f(ék) --------- _/ f‘:,\ !

| |

y= () /7 5 |

\¢ / & - 3
Xi—1 Xk }9 X Xp—1 Xk
-~ A’Ck
Axy

Figura 6.2: Suma de Riemann respecto a la particiéon P

Observe que Ay = f(&x)Axy puede ser negtivo si f(&x) < 0.

Teorema 6.1 (Integral de Riemann)
Sea f una funcién definida en [a, b]. Si existe un nimero I para el que dado cualquier ¢ > 0, existe
N € N tal que, siempre que n > N y &x es escogido arbitrariamente en cada intervalo [xy_1,xx], con
xx = a+ k(b —a)/n, se cumple

> fE) 2= 1<
k=1

n

entonces f es integrable en el sentido Riemann.

Dado quessi f es Riemann-integrable entonces se cumple el teorema y si se cumple el teorema, f es Riemann
integrable, tenemos

b n
J f(x) dx :I@I:(b_a)gg{;z@

6.2 Integral doble

Sea R = [a,b] x [c,d], ysea f: R2 - R una
funcién definida y acotada sobre R. Suponga-
mos que Mg = {R11, R12,...Rnm} es un conjunto
de nm rectdngulos que conforman una malla que
cubre R (ver figura). El drea de cada celda Rj;
la denotamos con AAjj. Lamalla My es el con-
junto de rectangulos Rij = [xi, xi1+1] X [Yj,Yj41]
de drea AAj; = AxiAy;.
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Una suma de Riemann de f sobre R es una
n m

expresion de la forma ZZf(xi,yj)AA
i=1j=1
donde (xi,y;) € Ryj.

Si f es continua y positiva sobre R, entonces fxi,yi)
f(x{,Yy;)AA4; aproxima el volumen de cada pa-
ralelepipedo Pi; de base Ryj y altura f(xi,y;);
en este caso la suma de Riemann aproxima el
volumen del sélido entre la regién R y el gréfico
de f.

Malla M R

(xi»J’i) X (Celda Ri

Diametro de la malla. El didmetro de cada celda Ri; es la méxima distancia entre todas las distancias entre
cualesquiera dos puntos en Rj; y se denota [[Rijll. El didmetro de la malla Mg es [[Mg|| = Sup{||Ry;l[}-
Conforme [[Mg[[—0, el area de cada celda tiende a cero, es decir, AAj;—0 y la cantidad de celdas se hace
infinitamente grande: n—oo.

Volumen. Si f es continua y no negativa en la region R, entonces e siguiente limite existe,

ZZf Xi,Yj)A con nm = Card(M)
= Mo S5

y Vq es el volumen de sélido Q, limitado por la region R y la superficie S : z = f(x,y). El limite se toma
sobre todas las posibles mallas rectangulares M con (xi,y;) cualquier punto de Ry;.

Wolfram CDF Player

4
‘J*

Figura 6.3: Aproximacion del volumen de un sélido con sumas de Riemann

Caso general. Sila regién R es una region cerrada y acotada y f es no negativa y estd definida y es acotada
sobre R, entonces usamos una malla de rectdingulos Rjj, contenidos en la region R, de drea AAj; contenidos
en R. Si f es no negativa en la regién R, entonces el volumen V del sélido Q limitado por R y la superficie
S: z=f(x,y) se aproxima con

n m
V=~ ZZf Xi,Yj)AA;

i=1j=1
siendo AAy = Axy Ayx.

Suponiendo que f es continua sobre R y que la regién R estd limitada por una curva suave a trozos (con un
numero finito de trozos), entonces conforme [[Mg||—0, el drea de cada celda tiende a cero, es decir, AAx—0 y
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la cantidad de celdas se hace infinitamente grande (n—o00) y la unién de los rectdngulos R;; se va ajustando a
la regiéon R conforme |[Mg||—0. El volumen de Q se obtiene como

n m
lim f(xi,yi)AAy; con nm = Card(M
HMHZZ (x1,Y5)AAy; (M)

i=1j=1
YA YA
I P P
/ h [ BN
\\ \‘\
B \ \
N K] AN
Yk \\ o \\‘\ m——
N -
'// P
A B
Xk X X

El limite se toma sobre todas las mallas Mg y con (xi,yx) cualquier punto de Ry. La generalizacién de estas
ideas no requiere que f sea no negativa, solo requiere que el limite anterior exista.

Definicion 6.1 (Funcién integrable).
Si las sumas de Riemann de f tienen un limite (que se toma sobre todas las posibles mallas rectangulares
Mg contenidas en la regién R) independiente de la escogencia de los (xi,y;), conforme [[Mgl| — 0,
entonces decimos que f es integrable sobre R y que la integral es este limite. En este caso escribimos,

n

m
f(x,y)dA = lim f(xi,y;)AxiAy; con nm = Card(M
|| fxw i, 23 )y (M) |

Las propiedades de las funciones integrables en dos variables son similares a las propiedades de las funiones
integrables en una variable.

Teorema 6.2 (Propiedades de la funciones integrables).

a.) Si f es continua sobre R, entonces f es integrable sobre R.

b.) Sea k € R. Si f y g son integrables sobre R, entonces kf y f 4 g son integrables sobre R y

”R kf(x,y) dA = k”R fx,y)dA y ”R f(x,y)+g(x,y) dA = ”R f(x,y) dA + ”R g(x,y) dA

c.) Si f y g son integrables sobre regiones R y S que no se traslapan, entonces f es integrables sobre

RUSYy
”RUS roml A= ”R f(x,y) dA + ”S f(x,y) dA
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d.) Si f y g sonintegrables sobre R y f(x,y) < g(x,y) paratodo (x,y) € R, entonces
JJ f(x,y) dA < ” g(x,y) dA
R R

e.) Si f esintegrable sobre R y M < f(x,y) < m para todo (x,y) € R, entonces

mAmkﬁLﬂmwdAgMAm)

Ejemplo 6.1

Consideremos el slido Q limitado por la superficie S; : z =8 —x>—y
yelcilindro Sy : X% +y? —4 en el primer octante, tal y como se muestra
en la figua de la derecha. La regién de integracién R seria el cuarto de
circulo de radio 2 en el primer cuadrante.

2

La funcién f(x,y) = 8 —x*—1y? es integrable en esta regién R. Podemos
aproximar el volumen del s6lido Q usando la aproximacién

JL f(x,y)dA =~ Z Z f(xi,Yj)AAy;

i=1j=1
X

Usando Ax = Ay = 0.5, tendriamos una malla de 8 rectdngulos, cada uno de area 0.52.

i 22
—Y =

‘\ X
T

N

0.5¢
Ay \

Ax 05 1 15 2

xi Ui | fxoys) || o v [ o) || xe oy | fxaus) || x i | Fxi )
05 05| 75 |05 1| 675 ||05 15| 55 |

|1 05| 675 || 1. 1| 6 |1 15| 475 | | |
|15 05| 55 |15 1.| 475 | | | |
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Entonces
”R f(x, y)dA = f(x1,y1)AA11 + f(x1,Y2) AA1p + ... + f(x1,Y3) AAg3

Vg = JJ f(x,y)dA =~ 75-025+4+6.75-0.25+5.5-0.25+6.75-0.25
R
+6-0.25+4.75-025+55-0.25+4.75-0.25

11.875

Q

Por supuesto, esta aproximacién no es muy buena. Se requiere una malla mds fina para llegar cerca de
Vo =8m—4 ~ 21.1327.

Por ejemplo con Ax = Ay = 0.2, se obtiene Vg ~ 16.2912 y con Ax = Ay = 0.05, se obtiene Vg ~ 18.179

A A
2 212 = 2 x2 —|— y2 = 4

os \ os

.

:
0.5 1 15 2

0.5 1 15

Figura 6.4: Malla con Ax = Ay =0.2 Figura 6.5: Malla con Ax = Ay = 0.05

z z

X x

Figura 6.6: Malla con Ax = Ay =0.2 Figura 6.7: Malla con Ax = Ay = 0.05

Otros tipos de integracion. El concepto de integral que hemos visto es el concepto de integral en el sentido de
Riemann y es suficiente para los cdlculos y las aplicaciones en este curso. Para otros propoésitos esta integral
no es adecuada y se requiere definir un tipo mas general de integracién, por ejemplo la integral en el sentido
Lebesgue, integral de Riemann-Stieltjes, integral de Henstock-Kurzweil, etc.
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6.3 Cadlculo de integrales dobles. Integral iterada.

Idea del volumen como una suma de volimenes de “rebanadas”. Consideremos un sélido Q cuya proyeccion

sobre el plano XY es un rectangulo. Tomamos una particién del intervalo [a,b] eneleje X, a = ap < x1 <

X2 < ... < Xn = b, luego consideramos las rebanadas “planas” del s6lido que se obtienen intersecando el sélido

con cada plano Py : x = xx. Digamos que cada rebanada tiene drea A(xi). Cada seccién del s6lido, entre los

planos Px_1 y Py, es aproximadamente un prisma y, su volumen aproximado es A(xjy)Axy. De esta manera:
n

Volumende Q:Vg =~ Z A(xi)Axy
k=1

Vniuﬂram CDF Fl‘|ayEr

Volumen
aproximado

Alxp)Axy

Figura 6.8: Volumen de Q aproximado como una suma del voltimenes de n rebanadas

Ahora, tomando una particién de [a, b] en n subintervalos de igual tamarfio tenemos

n b
Volumende Q:Vg = T}l_rgo kZ_l A(xi)Ax = L A(x)dx
Yk
Pero cada drea A(xy) se puede calcular en el plano x = xx como A(xy) = J f(xk,y) dy, entonces tendria-
Yk—1

mos

b b
Volumen de Q:VQ:J A(x)dx = J <

a a

Jq f(x,y) dy) dx

P

Integrales iteradas. La idea anterior se puede generalizar a s6lidos con una proyeccién mds general. Considera-
mos un sdlido Q entre las superficies (suaves) S1: z=f(x,y) y S2: z = g(x,y), como se muestra en la figura
que sigue; conforme nos desplazamos por los planos x = xy, el drea A(xy) y el volumen V(g se obtienen como

b b g2(x)
[f(xk,y) — g(xk,y)l dy y entonces Vq=J A(x) dx =J <J [f(x,y) — g(x,y)] dy) dx

a a \Jgi(x)
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Wolfram CDF Player

J S1:z2=f(x,y)

Figura 6.9: Célculo de integral iterada, en el orden dydx

Wolfram CDF Player

Sr:z=g(x,y)

5 Y

Figura 6.10: Célculo de integral iterada, en el orden dxdy

De manera analoga, si nos desplazamos sobre los planos y = yy, el drea A(xx) y el volumen Vg se obtienen
como

ha(yi) q q
Alxy) = J [f(x,yx) —g(x,yk)l dx yentonces Vg = J Alx)dy = J
hi(yx) P

ha(x)
J [f(x,y) — g(x,y)] dx) dy

El teorema de Fubini establece que si f es continua sobre R (por tanto Riemann integrable) la integral doble se
puede evaluar por “integracion parcial” respecto a cada variable, una a la vez. Este es el método de “integrales
iteradas”. Primero debemos especificar dos maneras de describir una misma regién.
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e Region entre las curvas y = g1(x) y y = ga(x).

R={(xy) € R? talque a<x<b y gi(x) <
Yy < g2(x)} con g1 y g2 funciones continuas en [a, b].

e Region entre las curvas x = hy(y) y x = ha(y). Y

R={xy) e R* talque p<y<q y hiy) <
x < ha(y)} con h; y hy funciones continuas en

[p, ql.

Y

Teorema 6.3 (Fubini).

Sea R ={(x,y) € R? tal que a<x<b y gi(x) <y < ga(x)} con
g1 y g2 funciones continuas en [a, b]. Si f es continua en R, entonces

”R f(x,y) dA = Jbrzm f(x,y) dy dx = Jb ng(x) f(x,y) dy] dx

aJdgi(x) a g1(x)

Sea R={(x,y) € R? talque p<y<q y hi(y) <x<hy(y)} con
h; y hy funciones continuas en [p, q]. Si f es continua en R, entonces

”R f(x,y) dA = J:J:((j)) f(x,y)dxdy = Jq th(y) f(x,y) dx] dy

P |Jhi(y)

Y x=hy(y)
| i
. /] T\
x=hi(y) -
X

Ejemplo 6.2

Sea R la region de la figura. Vamos a calcular ” xy dA usando el orden de integracién “dy dx” y el

R
orden de integracién “dx dy.”
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s

oo

2

Si la variable independiente es x entonces la regién R esta entre las

curvas y = x (arriba) y y = X? (abajo), entre x =0 y x = 2.

Tomando a y como variable independiente, entonces la regioén estra
entre x =y (“abajo”) y x = /2y (“arriba”) entre y=0y y =2.

e Integrando en el orden “dy dx”: En este caso, la variable independiente es x.

f:ff - dA
2 Wolfram CDF Player

Ragl én de | ntegracl én j‘,

Oiden de | ntegraci 6n
dyde [V dwdy [

e Integrando en le orden “dx dy”: En este caso, la variable independiente es y.

f:ff xy-dA
# ° Wolfram CDF Player

Regidgn de integraci an r b,
Grden de integraci én —

dyex | dedy [V
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Ejemplo 6.3

En este ejemplo se muestra como el nimero de
regiones de integracién puede variar, de acuerdo a la

YA

doble, usando el orden de integracién “dy dx” y el
orden de integracion “dx dy.”

Calcular I= ff (x*+37%)-da
R

Regi én de integraci dn

o

B

¥ Orden de integracion
dydx ~

dwdy

x2+y2dy x2+y2dy

2
dXJrJ
1

|

2 Yl
dx—l—J X2y + =
1 3

)

rl
” X* +y?dA [
R JO

r1 3
2, .Y
Xy + 3

x2 1

3
dx—l—J
2

JO 0

2
1
dx—i—J

0

rl 6
X
X+ =

3 ~ +xPdx+

13

JO

3
dx+J
x2y +

9—9x+6%x>—

— 2
., . . y=x y=3-x
eleccién del orden de integracion. | <
Considere la integral I = ” (x?2 +y?) dA, donde R R
es la region de la figura. Vamos a calcular esta integral i 5 NOX

e Orden “dy dx”: en este caso R = Ry |J Ry |JR3. La manera de ver la regién es como sigue,

Wolfram CDF Player

J'3X
0

3—x
dx

X2 4+ y? dy] dx
2

US

3

0

3

1207
210
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e Orden “dx dy Calcular I = f fR [:!c2 +}’2] *dA wottram cor prayer
Sul 3—y ) ) Regl én de | ntegrac| 6n ‘—‘“ﬁ
I = J X"+ y dX dy Orden de l.n.'regfac!on
JO L VY ¥ dydx [ dedy (W]
i1 [ .3 53—y
= % =+ Xyz ] dy
0| v
1 3 3
3 —
- [ 3”) +(3—U)Uz—(\/§ +y*Vy) dy
0 x -
1207
- 210 . . IR I
|

Ejemplo 6.4

Considere la integral I = J
0

reescriba la integral en el orden “dx dy.”

1

X 4 rx
J f(x,y) dy dx + J J f(x,y) dy dx. Dibuje la regiéon de integracion y
—x3 1Jx—2

Solucién: La regién de integracion en la primera integrales 0 < x < 1y x < y < —x°. La regi6n de
integracion en la segunda integrales 1 <x <4y x <y <x—2.

En la figura aparece la region de integracion. Si y es la variable independiente, R = Ry | J Ry [J Rs.

e Orden “dx dy”

JL f(x,y)dA = JJRS f(x,y) dA + JLZ f(x,y) dA + JLl f(x,y) dA

4 r4 2 ry+2 0 ry+2
= JJ f(x,y)dxdy—i—JJ f(x,y)dxdy—i—J J f(x,y) dx dy
2Jy 0Jy —1J=-3y
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Ejemplo 6.5

—1 px+6 0 prx+6
Sea I:J J dy dx + J J dy dx.
—2J4—4(x+2)2 —1Jdx+1

a.) Dibuje la region de integracion.
b.) Plantear la integral o las integrales que corresponden a I invirtiendo el orden de integracién.
Solucion: La region es Y y=x+6

4—4(x+22<y<x+6 si —2<x< -1

R
x+1<y<x+6 si —1<x<0
y=4—4(x+2)?
Dibujar la region B Wolfram COF Player
Para integrar en el orden “dx dy” hay que partir BREROD R (TR 7

Orden de integraci dn
dyel | awdy [y

la region en tres subregiones Rq, Ry, Ra.

Rp: —2+%<x<y—l si 0<y<l1
4 —
Ry —2+—V2”<x<o si 1<y<4
R3: y—6<x<0 si 4<y<6
\
Luego,

6.4 Area de unaregién

e De acuerdo con nuestra definicién de integral doble, el &rea Ag de una region R se puede calcular con la
integral doble (“4drea de la base x altura”)
Ax= | 1an
R
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Ejemplo 6.6

1 p3—x2
Considere una regién R de drea Ag = J J dydx
0 J2x

1. Dibuje la region R
2. Plantee la o las integrales que permiten calcular Ag en el orden de integraciéon dxdy.
3. Calcule Ag
Solucién:
1 p3—x2
1. Dibuje la regién R: La integral Ag = J J dydx nos dice que la regién R estd entre las curvas

0 J2x
y = 2x (abajo) y y =3 —x? (arriba), entre x =0 y x = 1.

/ y =2

x=0 \y:3—x2

Figura 6.11: Region de integracién R

2. Para calcular Ag en el orden de integraciéon dxdy A y
debemos despejar x como funcién de y. 2

Ry
y - B
x:E y x=+v3—-y R, v

Ademds debemos calcular la interseccién entre es-
tas curvas para poder partir la regién apropiadamente.

1y/z\2x ﬁzy:?)xz — 2x=3-%x = x= =0 \x—+\/3—y
y:

Region de integracién R = Ry + R,
La region queda de la siguiente manera

2 r3 3 rv3—y
AR_J J dydx—i—J J dydx
0
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6.5 Ejercicios

@ 6.5.1 Considere la integral

1 3G 0 3(y+1)
I= J J 36 dxdy —l—J' J 36 dxdy
-1Jo

a.) Dibuje la region R de integracién.
b.) Plantee la integral I en el orden de integraciéon dydx.
c.) Calculel

1y 2 rV/2—y

@ 6.5.2 El area de la region Ry viene dada por J J dxdy + J J dx dy. Dibuje la regiéon Ry y
0Jo 1 Jo

calcule la integral en el orden dy dx.

4 18—22/2 0 (8-22/2

@ 6.5.3 Considere la integral I :J J xy dydz + J J xy dydz. Dibuje la regién de integracion y
0 Ja— —4Ja+

plantear la integral I usando el orden de integracion dz dy. :

= (x—1)2
@ 6.5.4 Calcular ” x> cos(y) dA si D es la regién que se ‘y =(-1F+1
D
muestra en la figura a la derecha / y :\x
1
D
1 2"

Figura 6.12: Regién D

@ 6.5.5 Considere la region R que se muestra a la YA wortram coF player
derecha (region sombreada). Esta region esta limitada . ] 4
porlascurvasy = 0;y = 2,y =2 — (x +2)2 y y=2-(r+2) -

2
x +y = 2. Plantear la integral ” f(x,y) dA en el

R
orden “dxdy” y en el orden “dydx” R
\ 5 X

@ 6.5.6 Considere la regiéon R a la derecha. Esta y A

region estd limitada por las curvasy = 0; y = 2;
y =2—(x+2)?yy = (x — 3)% Plantear la integral

” f(x,y)dA en el orden “dxdy” y en el orden
R
l/dydxll

=Y
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@ 6.5.7 Use integrales dobles para calcular el drea del A
circulo de ecuacién x? +y? = a?

\J

6.6 Aplicacion: Cdiculo del centro de masa

Consideremos el “subeybaja” uniforme de la figura6.6 con masas m; y m, en cada extremo.
) | g
S i

Figura 6.13: El “subeybaja” estd en equilibrio si x;m; + x,mp =0

Si situamos el “subeybaja” en un sistema de coordenadas XY con el punto de apoyo (“fulcro”) en el origen. En
este caso, las coordenadas xi, xo cumplen x; < 0 < x;.. El “subeybaja”estd en equilibrio si

mixy + mpxp =0

En este caso, si la suma da cero, el centro de masa (“punto de balance”) seria el origen. El punto de balance o
centro de masa los denotamos con X.

Momento. Si tenemos k cuerpos de masa m; entonces el producto m;x; se llama “momento” de este cuerpo
respecto al origen del sistema de coordenadas y mjxj +moxp + ... + mixy se llama el “momento total” respecto

al origen.

Para encontrar el centro de masa se usa el siguiente principio de la fisica

El centro de masa es el punto X con la propiedad de que si toda la masa del sistema fuera concentrada
alli, el momento total del nuevo sistema debe ser el mismo que el del sistema original

Es decir, si M =m; + my + ... + mi es la masa total, entonces el centro de masa X cumple

MX =x1my + My Xo + ... + X My

X1 My + Mo Xy + ... 4+ X My
M

Tenemos entonces x =

En dos y tres dimensiones la idea es similar: Tenemos k cuerpos, el cuerpo i tiene masa m;
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A

mp
(x2,Y2)
m
(x2 1;2 22)
my (x3,Y3) m i
(%1,Y1,21)
(x1,Y1)

\/

Figura 6.14: Sistema de k masas en R? Figura 6.15: Sistema de k masas en R®

El “momento” mide como el sistema se balancea respecto al sistema de coordenadas. Las coordenadas x; miden
la posicién relativa respecto al eje Y y las coordenadas y; miden la posicion relativa respecto al eje X

3
Momento total respecto al eje Y = Z miXxq
i=1

k
Momento total respecto al eje X = Z miyi
i=1

Nuestro principio fisico dice que el centro de masa es el punto (x,y) tal que

k
E my Xi
i=1

k
Mi:ZmiXi — XZT
i=1

MUZZmiyi = Y= M

i=1

k
k Zmiyi
i=1

Y en tres dimensiones el centro de masa X, U, zZ se define de manera similar.

En el caso “continuo” en R?, tenemos la masa distribuida de una manera continua a través del sistema.
Imaginemos que tenemos una “lamina delgada” con densidad p(x,y) en cada punto (x,y). La “lamina” es
una regiéon D del plano XY, entonces el centro de masa es el punto (X, Y) :

% — Momento total respecto al eje Y ”D xp(x,y) dA
B Masa total o M
con M:JJ’ p(X’y) dA
D
__ Momento total respecto al eje X ”D yelxy)dA
v Masa total - M
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Y

L/\ X

Figura 6.16: “Lamina” D con densidad p(x,y) en cada punto (x,y)

Intuitivamente, el término “p(x,y) dA” representa la masa de una pieza de lamina “inifinitamente pequefia” y
M = p(x,y) dA es el limite de las sumas de las masas “locales”, es decir, la masa total. Las otras integrales

D
son el limite de las sumas de los “momentos” correspondientes.

Valor promedio de una funcién. El valor promedio de una funcién es f : RZ—R sobre D es

_ ”D f(x,y) dA

fp =
JJ 1-dA
D

Ejemplo 6.7

Considera la regién D, en la figura a al derecha, que \
representa una “lamina”de densidad p(x,y) = x*>+y. 9
Calcule su centro de masa.
Solucion:
” xp(x,y)dA
x = =P
[| otxuran X
D = x
”Dyp(x,y)d/\ -3 3
y = Figura 6.17: Regién D : Lamina de
JJD p(x,y) dA densidad p(x,y) = x* +y.
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9
12
J (x* +y) dydx = %

3
Masa M = J
-3

x2

3 9
J J x (x* +y) dydx
- —3Jx2
= =0
¥ M
3 9 . _
> Figura 6.18: Centro de masa (X, 7)
- Jaszy(x Tyl dydx = §~643
= M 7

El centro de masa es (X, §) ~ (0,6.43)

@ Puede pasar que el entro de masa quede fuera de la regién
D, por ejemplo en el caso de que D sea un anillo o tenga
forma de herradura, con densidad uniforme

Ejemplo 6.8

Encuentre la masa y el centro de masa de la ldmina
que ocupa la regién que se muestra a la derecha y tiene
funcién de densidad p(x,y) = x + e’Y*>

1

Figura 6.19: Lamina con p(x,y) = x + e +°

1 p2—x 2 X

Solucién: Masa M = J J (x +€7) dydx + J J (x + Y1) dydx ~ 259703.
0J0 1J0

1 p2—x 2 rx

J J x (x + eV +) dydx—l—J J x (x + €Y +) dydx

X = 170 ~1
M

1 p2—x 2 rx
J J y (x +e¥) dydx—i—J J y (x +e¥™) dydx
y= i 170 ~ 1.607187

Observe que en este caso el centro de massa esta fuera de la la ldmina: (X, Y) ~ (1,1.607)
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A

¥
8

+

<
I

>
»

1 2
Figura 6.20: Centro de masa (X, Y)

6.7 Ejercicios

@ 6.7.1 Encuentre la masa y el centro de masa de la ldmina
que ocupa la regién que se muestra a la derecha y tiene funcién 3 A
de densidad p(x,y) = 3x* + 3y

L L ‘_>
1 2 3

Figura 6.21: Ldmina de densidad
p(x,y) = 3x2 + 3y?
@ 6.7.2 Encuentre la masa y el centro de masa de la ldmina A
que ocupa la regién que se muestra a la derecha y tiene funcién
de densidad p(x,y) = x> + 3

N

x+y=2

YT 7

-

1 2
Figura 6.22: Lamina de densidad

p(x,y) =x>+1°
@ 6.7.3 Encuentre la masa y el centro de masa de la ldmina que ocupa la region

D={(x,y) e R* talque —-1<x<1A0<y<1}
y tiene funcién de densidad p(x,y) = x?
@ 6.7.4 Hallar el promedio de f(x,y) =ysen(xy) sobre D = [0, 7] x [0, 7]
@ 6.7.5 Hallar el promedio de f(x,y) = X"V sobre el tridngulo de vértices (0,0), (0,1) y (1,0)

6.8 Cambio de variable en una integral doble.

En una variable, si f tiene una derivada continua en [a, b] y x = x(u) esta definida en [u;, up] con a = x(uy)
y b =x(up),ysi f(x(u)) es continua en [uj, uy], entonces
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Lainversa u = u(x) existe solo si x(u) es strictamente creciente o decreciente en el intervalo de integracién,
pero no es una condicién que se pida en la férmula (x).

En una variable hacemos cambio de variable para simplificar la integral. En integrales dobles hay una segunda
razon para un cambio de variable: Simplificar la regién de integracion.

Si aplicamos un cambio de variable T(u,v) = (x,y), donde T es diferenciable e invertible en el interior de Ry,
entonces esta funciéon T transforma la regiéon Dy en una regén Ry, = Til(DXy) en el plano UV.

Ejemplo: Consideremos la regiéon S; a la izquierda en la figura. El cambio de variable

u = xy
(w,v) = T (xy) = (xy,y — x), es decir, , convierte la regiéon S; en una re-
vV = y—x
gién de integraciéon mds simple, en el plano UV.
u = xy
La frontera de S; es aplicada en la frontera de R; : Como v = Yz’ entonces

e La curva xy =1 se transforma en la recta vertical u =1
e La curva xy =2 se transforma en la recta vertical u =2

e La curva y — x =2 se transforma en la recta horizontal v = 2

e La curva y — x = 0 se transforma en la recta horizontal v =0

AY VA

y—-x=0 (x,y):T(u,v):%(\/4u+v2—v,v+\/4u+v2)

——

Sl 1 u=1 u=2
T_ ’ = ’ - = ”
1 - () = (o, y =) = (W) 1 | _—
1,1 1,1) = T(1,0)
xy =1 Ry
X u
> ; =

Figura 6.23: Cambio de variable (u,v) = T~ (x,y)
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Otro ejemplo: Considere la region R limitada por la elipse de v

. (x=h?  (y—k? :
ecuaciéon 2 + 2 1 (Figura6.31). | B

x—h

U =
. . a .
Usando el cambio de variable Y La la region encerra- | L«
_ "
V= b Figura 6.24: Superficie S
da por una elipse, se simplifica en una regiéon encerrada por un

circulo en plano UV.

VA

U= x—h u*+v? =1

Si “k
_ U

YTy

entonces ﬂz—i— gz—lﬁlﬁ—i—vfz—l T
a b N a2 b2

Laregién Ry, esuna circulo de radio 1.

Figura 6.25: Superficie S

De forma similar al caso de una variable tenemos:

”D f(x’”)dA:” f(T(w,v))|det [DT(w,v)]|dudv

uv

Pero, ;por qué aparece el determinante de la derivada det [DT(u,v)] en el integrando (y con valor absoluto)?

Preliminares. Recordemos que si a = (aj, a;) y b = (by, bz) son vectores en R?,
entonces el drea del paralelogramo generado por ellos es

a; ap
la x bll = [I(a1, a2, 0) x (b, by, 0}l = |det |1, 1,

Usando este hecho se puede verificar que si My, es una matriz 2 x 2 entonces M es una aplicacién que
transforma un paralelogramo P generado por a, b en otro paralelogramo P’ generado por Ma y Mb, y

ademas

Areade P’ = detM - Areade P, esdecir,areade P’ es |Max Mb|=DetM|la x b]|


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

6.8 Cambio de variable en una integral doble. (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/). 273

1 -1
1 1
mo P generado por (1,0) y (0,1).

Entonces al aplicar la matriz M obtenemos otro paralelogramo P’ generado por (0.5,0.5) y (—0.5,0.5).

M| =[o3] yM[3] =[5

1
Ahora, dreade Pes|lax b||=1 yelareade P’ =|Ma x Mb|| = DetMla x b|| = 5 1

Por ejemplo, sea M = 1 [ ] y consideremos, como se muestra en la figura que sigue, un paralelgra-

M
. 25 , Mb Ma

Si f: R2—>R, hay dos derivadas, la derivada direccional (tasa de cambio en la direccién de un vector v) y la otra
derivada es Vf, esta tltima es la derivada (de Fréchet) de f en el sentido que

h(x,y) = f(xo0,Y0) + V£(x0,Yo) - (Ax, Ay)

es una buena aproximacion lineal de f.

Cambios de variable. Un cambio de variable es una transformacién diferenciable e invertible en la region
Ruv € R?, T: Ry, —R? cony T(w,v) = (x,y)

ox o
Las derivada de T es la matriz DT = ou 0dv
9y 9dy

ou  ov-dax2

DT(u,v) esla derivada de T en el sentido que ésta es una buena aproximacion lineal de T, es decir, como
Au=u—1ugy Av =v—1uy, entonces

A
[T(ug + Au, yo + Av) — T (g, vo)] " ~ DT (ug, vo) - [Aﬂ

Este tipo de transformaciones DT(ug,vg) convierten “paralelogramos en paralelogramos”. La matriz DT(u,v)
se llama matriz “jacobiana” y su determinante se llama “el jacobiano” y se denota J(u, V).


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

6.8 Cambio de variable en una integral doble. (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/). 274

Por ejemplo, un cambio de variable en el primer cuadrante puede ser

x = §(Vaur?-v)
(xy) =T(u,v) = % (\/m—v, v+ \/4u+v2> , es decir,
y = }(v+vaur)
u = xy
(uw,v) =T (x,y) = (xy, y — x), es decir,
v = y—x
1 v it
du+v? 2VA4u+v?2 2
En este caso DT(u,v) = v v
1 v 1
T2

Vaiu+v2 24w +2

La idea de aplicar un cambio de variable es simplificar el integrando pero también simplificar la region de
integracion.

/%‘ ' '
X X X

Figura 6.26: Una misma funcién con distintas regiones de integracion que requieren distintos cambios de variable

Si pensamos en el cambio de variable T para la integral ” f(x,y) dA debemos observar que, como (x,y) =
S

T(u,v) entonces f(x,y) = f(T(u,v)), pero en general

f(xi,yi)Asy # f(T(ui, vj))Audv

Av Ry; (xy) =T,v)
| T(ui, vy) = (xi,Y5) s
(ui,vj)  Au (xi,Y5)
Figura 6.27: f(xi,yi)As,; # f(T(ui,vj))AuAv

Debemos hacer un ajuste. Para visualizar el ajuste, debemos aproximar el drea As,; con un paralelogramo:
Usamos la derivada DT,

Si Au; y Avj son pequefios, podemos aproximar el cambio en T con su derivada DT, es decir,
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0
_Au DT(u-l,vj)’Av
T(wi + Ay, vj) = T(uwi, vj) =~ DT(wi, vj) 0 T(ui,vi+Av)
[0 DT(ui,vj) AOu‘
T(ui, Vj + AV) — T(ui, Vj) ~ DT(LLi, V)') A T(ui,Vj)
Y

T(ui+Au,vj)

De esta manera, podemos aproximar el area de Si; con un paralelogramo generado por los vectores

DT(u;, vi) | DT(w;, vi) |
u., ’v. u.’ ’V.
i Vj y Vil Ay
v YA
T(ui, vj + Av)
DT(uy,v;)b
o+ AV
blav T
L Au ‘ T(ui,vj)
(ul Vj): (1 :
3 ‘ DT(ui,vj)a
: T(ui + Au, vj)
e ul-i‘- Au v 7
Figura 6.28
. Au 0 . .
Sia= 0 y b= Avl” entonces como DT(ui,vj) es una matriz 2 x 2 se tiene,
o o
o Area de Sij ~ |[DT(w;,vj)a x DT(w;,v;)b|| = |det (DT (uy,v;)) | AuAv ~ g; g; (i, v;) | AuAv
u v

Siguiendo con nuestro ejemplo, si Au =1 ysi Av =1 entonces: Area de Ry es AR, =AuAv =1

1 v
Viau + 2 2\/4u+v2_
1 v
Vaiu+vZ 2v/4u +2

N[—=

Como T(u,v) = 1 <\/4.u+v2 —v, v+ \/4u+v2> = DT(u,v) =

N|—=

_l’_

entonces DT(0,1) = % E _11]

Ahora aproximemos el drea de S; usando la derivada DT. En este caso DT(1,0) - { AO\J = [%55’}


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

6.8 Cambio de variable en una integral doble. (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/). 276

oo 3]

VA

(,y) = T(w,v)

DT(1,0) -

T(1,0)=(1,1)

=

b 0
H .
)/H U
1 Au T2 =

El 4rea de S; es As, ~ drea del paralelogramo de lados (vectores) DT(1,0) [ on] y DT(1,0) - [Aou}

1 2

As, ~ HDT(LO)- hu] x DT(1,0) - [on”‘ — |det (DT(1,0)) | AuAv

Entonces:
f(1,1) - As, =~ f(T(1,0)) - |det (DT(1,0)) | AuAv

Por esta razon es que, en general (operando sobre particiones y tomando el limite (con Au, Av—0) en las sumas
de Riemann),

uv

”D “"’””AZH f(T(w,v)) [det [DT(w, v)]dudv

En general
o
< ou ov
e Areade Si; ~ (ui, vj) | AuAv
9y dy
ou ov

Como (xi,y;) = T(ui,v;) = f(xi,y;) = f(T(uy, vj)), entonces
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As = “'s f(x,y)dxdy =~ Z Z f(xi,yj)Area Si; =~ Z Z T (ug, vi))l] (ug, v |AUAY ~ ” f(T(w,v))1J(w,v)|dudv

Y i=1 i=1 i=1 i=1 uv

y finalmente tomando el limite con Au, Av—0,

ox 0x
”ny f(x,y) dA = ” (T, v)) [det DT(u,v))| dudv = ” AT g;‘ g;’ dudv
ou ov
Es usual usar la notacién J(u,v) = gﬁi’l‘i;
a 7
”ny f(x,y)dxdy = ” N f(x(uw,v), y(u,v)) agz,?)% ‘ dudv

La restriccion de que el cambio de variable (x,y) = T(u, V) sea invertible en el interior de Ry, (y por tanto que
J(u,v) no se anule en el interior de Ry, ) es necesaria para poder usar cambio de variable con coordenadas
polares en regiones que contienen el origen.

Teorema 6.4 (Cambio de variable).

Sea Ry, una regién compacta y conexa en el plano contenida en un cojunto abierto A de R>.
Supongamos que T: A — R? con T(u,v) = (x(u,V), y(u,v) ), es una funcién continua con derivadas
parciales continuas tal que T es invertible en el interior de Ry,. Entonces el jacobiano

o o
ou ov
J(u,v) = Det
9y dy
ou ov

es no nulo en el interior de Ry,. Sea Dyy = T(Ryy) y f: Ry — R una funcién continua. Entonces,

”D f(x,y)dxdy—” f(x(w,v), y(w,v) )] (w,v) dudv

xy uv

@ Observe que el Jacobiano J(u,v) va en valor absoluto dentro de la integral (calcula un drea “orientada”, el
cambio de filas, cambia el signo del determinante). Ademds solo se requiere que T(u,V) sea invertible en el
interior de Ry, y por tanto [J(u, v)| no se anule en el interior de Ry,,,.

Para verificar que un cambio de variable es invertible en una regién, uno podria, si se puede, calcular la
transformacién inversa T~!(x,y). En los ejemplos de este libro es sencillo calcular esta inversa. El “Teorema
de la Funcién Inversa” solo dice, con las hipétesis respectivas, que si J(ug,vo) no se anula, entonces
T(u,v) esinvertible en un entorno de (u,vp), pero no nos da informacién de si hay una inversa “global”.
Sin embargo en la literatura se encuentran teoremas con condiciones especiales para “globalizar” el resultado.
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Ejemplo 6.9

Usando el cambio de variable u =x —y% y v =x+1y?,

a.) Calcule ” (y?+x)dA b.) Calcule ” (Y2 +x)dA
Ra R
Las regiones de integracion R y Rp aparecen en las figuras que siguen. Por supuesto, debe justificar con
todo detalle.
y A x=1 YA
4 <X = 16 — y2 = 2 —
1 y= 1 xX=y 4
3 -
T R
— 2 T
—9_ 2
1 it ey x=9—y
— > T X
1 X -2 4 6 . 8
Figura 6.29: Region Ra Figura 6.30: Region Rp
Solucién:

a.) J LA (y? +x) dA

si x=1 = u=1-y?Av=1+4+y> = v=2—-u
u = x—y? si x=0 = v=-—u
Como S
v = x+y? si y=1 = v=u+2
si y=0 = v=u+2
\%
Y‘ x=1
1 y=1

—_
<Y
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u—+v

x = 1 1
2 2 2
. Xu Xy
e Jacobiano. = 1 1 =
- vV—u Yu Yv —
Yy = V2 2V2 Vv —u 2\/5\/v—u
1
2V2yv—u
) 0 u+2 1 1 p2—u 1
o (y=+x)dA = J J v-—dvdu+J J v dvdu = -
”RA k “1J-u 2V2 v —u 0Ju 2V2v —u 6
b) ” (W2 +x) dA
Rp
si x=y2—4 — u=-4
u = x—y? si x=16—y> — v=16
Como —
v = x+y? si x=1y? — u=0
si x=9—y? = v=9
u=—4 v
v=16
Y4 Ry
44 Z 16—y x=y —4 S I
3_
R
2+ 5
1 x=y2 x=9—y2
> 4 6 8 X L -
e Jacobiano.
u+v 1 1
X = 1 1
2 Xu Xy 21 i B 1
v—u Yu Yv _ 2V2 v —u
Yy = V2 2V2W—u 2V2W—u

. ”RB(yZer) dA =

Notar que J

v
vVV—u

0 rl6
J \]’ v ‘
—4J9

dv se hace con la sustituciéon t =v —u y queda Jtl/z(t +u) dt (potencias).

1
2\/§ v—1u

dvdu =~ 32.4456
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Ejemplo 6.10

—X YA
Calcular JJ eY+tx dA usando el cambio de variable
Ry
u = y—x {
€Tr =
v = y+x . rty=
ey
La region R,y estd limitada por las rectas y , >
i _ _ A X

x+y =2, x =0y y =0, como se muestra a y =<0

la derecha.

Solucion: Primero debemos dibujar las regioén de integraciéon Ry, para luego integrar.

Nueva region de integracion. El cambio de variable es invertible y la inversa es continua, entonces aplica-
mos el cambio de variable a la frontera de la regién R,y para calcular las curvas frontera de la regién Ry,,,.

. . . . u = y—x x = ;(v—u)
El cambio de variable es invertible: —

e Como v =y + x, el segmento de recta x +y =2 corresponde a v = 2.

N—= N[=

(
(v+u)

e Si x =0 entonces u=v

e Si y =0 entonces u = —v.
YA
VA v =9
1 T+y=2 v=y+x U
R <~ 7 |
i u=-v u="v
‘ X -
v <0 ;
_1 1
Calculamos el Jacobiano. J(u,v) = Det [ 12 i‘] = —%.
2 2
Cdlculo de la integral.
y—x u
” eytx dA = ” ev|J(w,v)|dudv
ny uv
102 u 1
= J J evdudv = e——.
2 0J—v e
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Ejemplo 6.11

A
Calcule ” (Y2 —x2) e(x+y)? dA, donde R,y es la region Y4
Ry
. . . . u=y—x
mostrada en la figura. Utilice el cambio de variable vey+x y=4+az y=4-z
U —x x = v—u)
Solucién: Si { ’ B Y Ly entonces 1R
— Y y = 3(u+v)
y=-x 1 y==x
' X
Como la inversa es continua, aplicando el cambio de variable a la VA v =4
frontera de Ry, , obtenemos la frontera de la region Ry,. 4
e A y =—x+4 le corresponde, sustituyendo x e y, v =4.
o <t
e A y = —x le corresponde v =0 1 R 1;13
e A y=x+4 lecorresponde u = 4.
La nueva regién es mas simple.
v=20 4 ?j
2 4 rd 2
” (y? —x?) e V)T gA = J J uve” dvdu=4-e'®—4.
Ry 0Jo
|

Ejemplo 6.12

Considere la regiéon R limitada por la elipse de ecuacion Y
(x—h?  ([y-—k? ,
) + L v = 1 (Figura 6.31).
Calcule el drea encerrada por esta elipse: Ag = JJ 1dA, usando
R !
x—h i
u = a | L » X
el cambio de variable vk Figura 6.31: Superficie S
V=T
u_x—h
a —h\? —k\? 242
Si ¢ entonces <X> + (y) =1 < u—2 + v—z =1
y—k a b ac b
YT o
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6.9

Entonces la regién R, es una circulo de radio 1.
X = au+h Xu Xv a 0
e Jacobiano. — = = ab
y = bv+tk Yu Yv 0 b
27 rl 27T ab
AR:JJ 1dA:” 1-abdA:J Jabrdrdezj —d® = mab
R Ruv 0 0 0 2
||

Como se ve en los ejemplos anteriores, se usa el cambio de variable en la forma x = x(u,v), y = (u,v) tanto
como u = u(x,y), v="v(x,y). Siempre hay que estar al tanto de que se cumplan las hipédstesis, en particular la
invertibilidad.

Ejercicios

@ 6.9.1 Considere las dos regiones Rc y Rp que se indican més bajo. Haciendo el cambio de variable

u=xy, v= %; con x >0y y >0, calcule ” 1-dA y también JJ (%exy) dA
X Re Rp ‘X
y:2x2 y ! x=1

Y A
y=x 1 y=1
Ry

| xy =2 T
xy=1 1
»X T T T l X

Figura 6.32: Region Rc Figura 6.33: Region Rp

2 2

@ 6.9.2 Calcular el area Ar de la region eliptica R = {(x,y) € R?| % + };—2 < 1} usando el cambio de

variable x = ar cost y y =brsent.

@ 6.9.3 Calcular ”

12 2
(x —1)2dA donde R:{(x,y)e ]Rzl(X D +y<1}.
R

9 25 °

@ 6.9.4 Usando el cambio de variable x = u?> —v?, y = 2uv, calcular I = ” xy dA donde T es el rectangulo

T
de vértices (1,1), (2,1), (2,3) y (1,3).

@ 6.9.5 Calcule ” e(x*V)/(x~¥)gA usando el cambio de variable u = x +y, v = x —y; donde T es el
T
trapecio de vértices (1,0), (2,0), (0,—2) y (0,—1).

@ 6.9.6 Calcule ”
-
Usar cambio de variable u=y —x, v=y +x.

cos (Ij:;) dA donde T es el trapecio de vértices (1,0), (2,0), (0,2) y (0,1). Ayuda:
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6.10

@ 6.9.7 Calcule ” xy dA donde T esla regién limitada por y =x, y =3x, xy =1y xy = 3; en el primer

cuadrante. Use el cambio de variable x =u/vy y =v.

Coordenadas Polares.

Antes de continuar esta seccién, se puede hacer un repaso de coordenadas polares en el dpendice “Introduccion
a las coordenadas polares”

Hay regiones de integracion con curvas frontera faciles de describir en coordenadas polares entonces. En estos
casos usamos este cambio de variable.

Recordemos que un punto P = (x,y) € R? se puede especificar en coordenadas polares (r,0) donde r esla
distancia del origena P y 0 es el &ngulo medido desde el eje X contrareloj. La conversién de coordenadas
polares a coordenadas cartesianas se hace con la transformacién
x = T1cos(0) Y

(**)
y = rsen(0) L » P

€T X

Para efectos de cambio de variable, esta transformacion es invertible si r > 0 y si 6 € [0y, 89 + 2n[. Podemos
definir la inversa desde R™ x [0, 2nt[ a R2 —{(0,0)} con r = y/x2 +y2 y 0 el tnico dngulo 6 € [0, 27[ que
satisface (*x), es decir © = arctan(y/x) si x > 0 y 0 = arctan(y/x) + 7 si x < 0 pues arctan(t) estd definida
en | —m/2, m/2[ (si r =0, el cambio de variable aplica todo el eje © en el origen (0,0).)

"
0 A o
e
e/
D
|
(3, w6) ———> - R
<] X
/6
3 T

o o
or 00

Para el cambio de variable T(r,0) = (rcos(0),rsen(0) ) el jacobiano es J(r,0) = =7
dy Jy

or 00

283
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0 A Yy A
Y
/
Q
/! N
I ‘ - / ) >
R ¢ N 7
T = rcosf
R/ y =rsenf
R
91 B —

1 1 7

' /
1 1 II -
: : , S —>r=a
‘ ‘ ,
' ' .
1 1 '//
| : > >
a b r X

Como ya indicamos, este cambio de variable es invertible si v > 0 ysi 6 € [0y, 6y + 27 [ (a veces es comodo
tomar dngulos negativos).

Sien Ry R’ se cumplen las condiciones del teorema de cambio de variable, entonces

JL f(x,y) dA = ” /f(rcos(e), rsen(0))rdr do

e En el caso de coordenadas polares, la nueva regiéon R,¢ se puede describir en el mismo sistema XY.

e Siunaregion R se puede describir como una regién en coordena- YA A
das polares tal que 27
"\
0< @o(0) <T<1(0) si B <0<0; donde 0; —0) <2 7
R
—r=01(6)
—> = (P()(e) -
entonces \ X
01 re1(6)
” f(x,y)dA—J J f(rcos(0), rsen(0))rdrdo
R 00 J@o(0)
e Siunaregion R se puede describir como una regién en coordena- YA PSS
das polares tal que 7
QA0
Q ~
0<Tr<1(0) si 6p<O<0; —>r=(0)
entonces
r=0
>
X

01 p91(0)
” f(x,y)dA:J J f(rcos(0), rsen(0))rdrdo
R 60J0

Nota. En este caso, el cambio de variable es invertible en el interior de la regiéon (r > 0) y ademds aqui
el Jacobiano no se anula, asi que no afecta que r = 0. Las férmulas anteriores requieren conocer de
manera correcta el intervalo de integraciéon. En algunas curvas en coordenadas polares se requiere ser
especialmente cuidadoso con este detalle, sobre todo las curvas que tienen lazos. Si una regioén esta entre dos

284
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curvas, hay que tener el cuidado de que las dos curvas “barran” la regioén en el mismo intervalo para el &ngulo 6.

Ejemplo 6.13

Calcule, usando coordenadas polares, el area de la regiéon R tal y 4y 2x = AT R Welfram Cor plaver
. y 4
como se muestra en la figura. w

Solucién: La ecuacién de la curva es x* +y? + 2x = /x2 +y2.
Como 12 = x? +y?, haciendo la conversién a coordenadas polares
obtenemos la ecuacion

2 4+ 2rcos0 =7

esdecir,r=1—2cos0

Tangentes al polo: Resolvemos 1 =0 = 1—2cos0 =0 = 0 = £7/3 en [0,27n]. Asi, la region esta
entre los rayos 6 = 71/3 y 6 = 7. Entonces,

AR = JJ 1-rdrdo Wolfram C;F Player
R !~..
7T 1—2cos© 2n E n
= J J 1-rdrd® 3 3
7/3J0 . )
= E (27’( — 3\/§> %
4
m - > 0
X

Ejemplo 6.14

Calcular el drea de la region limitada por la curva de
ecuacién (x> +y?)? —x2 +y% =0, x > 0 (region celeste en
la figura).

Solucién: Cambio de variable x = rcos® y y = rsen6 y sustituyendo en (x*> +y?)2 —x* +y2 = 0,
obtenemos

2
(rz cos(e)2 + 12 sin(6)2> —1? cos(G)2 + 12 sen(e)2 =0

Simplificando queda 12 = cos(20), que es la ecuacién de la lemniscata. Entonces podemos tomar
T = 4/C0s(20).
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Tangentes al Polo: 1 =0 = /cos(20) =0 =0 = ig.

De la figura, podemos ver que estos rayos corresponden a
los limites integracion.

Luego, el area de la region es

/4 cos(20) /4
Ag = J J rdrdo = 1/2J 0s(20) d = 1/2.
—7t/4J0 —71t/4

Ejemplo 6.15

Considere la regiéon R que se muestra en la figura. Plantear, AY r=4sen20 ctram CoF Player
usando corrdenadas polares, 7
I= ” Vx2+y2dA.
R
X
Solucion: La regién esta entre las curvas r = 2 y r = y Wolfram CDF Player
4 sen 20. 0o 4
e 5w b
Comor=0= r=s5en20=0=0=0 y 625. 0=15
Podemos verificar con la figura que el dominio de la curva
r=4sen20 es [0, 71/2.]
—=4sen26
Para obtener los limites de integraciéon, buscamos la , : j:n
interseccion entre las curvas: v =2 N r =4sen?20, es decir, / | =5
T 5n
2=4 20 —=0=— 0 ="_.
sen 12 Y 12
57t/12 rdsen20
Entonces, I = JJ r-rdrdd = J J 2 drdo
R /12 J2
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Ejemplo 6.16

Calcule I = ” xy dA si R eslaregion limitada por

R
las curvas r=1—2cos0 y r =2sen6, tal y como se
muestra en la figura.

Solucion: Ambas curvas “barren” la regién R en el
mismo intervalo!. La regiéon de integracién llega hasta
la interseccion de las curvas en 0 = 0;.

e Tangentes al polo:

r =1-2cos(@
2sen =0 — 06=0

e Calculode 07:

1—2cos® = 2sen(0),

elevamos al cuadrado,

\
r= 1—2(:056\\

T
1—2cos® =0 — 923 0,

0,

Wolfram CDF Player

Wolfram CDF Player

1 = 2sen()

—3—4cos0+8cos?0 = 0,

< ¥

hacemos sustitucién y resolvemos,

44112

0 =
COs 16

Nos sirve 01 = arccos <471@> ~ 1.994 (pues
el dngulo estd en el II cuadrante)

I:” xy dA
R

7t/3 r2sen(0)
J J [rcos(0) rsen(0)] - rdrd® + J
o Jo /3

01 JZSen(G

1—2cos

)

T3 COos

(6)

(0) sen(0) drd6
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Ejemplo 6.17

Calcule, usando coordenadas polares, el area de la regiéon R r=4(senf - cos0) ) Wolfram CBF Player
tal y como se muestra en la figura. J ‘
“a
Solucién: Hay varias regiones: R = R; + R, + R + Ry ‘Jxe
d’@o

Tangentes al polo:

° 4(sen9—cos6):0:>tan6:1:>6:g
X
) 2+25e1r16:0:>6:377T

AR = Ag, + AR, + AR, +Ag,

e o e o

7t/4 r2+2sen© 7t/2 2+2sen®
= J J 1-rdrd8+J J 1-rdrd®
0 0 7t/4 J4(sen©—cos 0)

7T 4(sen ©—cos 0) 27T 2+2sen O
+J J 1-rdrd6+J J 1-rdrdo
/2 J2+4+2sen O 37t/2 J0

A Wolfram CDF Player
r =4(senf — cos0) j

Y/
r=2+2senf

01

Ejemplo 6.18

Calcular el drea de la region limitada por la curva de
ecuacién (x> +y2)? —x2 +y% =0, x > 0 (region celeste en
la figura).

Solucion: Cambio de variable x = rcos® y y = rsen0 y
sustituyendo en (x? +y2)? — x? + y% = 0, obtenemos

2
(rz cos(0)? + 12 sin(e)z) —12c0s(0)? + r2sen(0)? =0

Simplificando queda 12 = cos(20), que es la ecuacién de la lemniscata. Entonces podemos tomar

T = 4/cos(20).
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Tangentes al Polo: 1 =0 = /c0s(20) =0 =0 = ig.

De la figura, podemos ver que estos rayos corresponden a
los limites integracion.

Luego, el area de la region es

/4 cos(20) /4
AR = J J rdrdd = 1/2J cos(20)de =1/2.
—7t/4J0 —7t/4

Ejemplo 6.19

Calcular el 4area A, del circulo de radio a. YA

w// X

2

&
AN
Q

Solucion: Para este calculo podemos usar un circulo de ra- %
dio a, centrado en el origen. La circunferencia del circulo tiene ¥
ecuacion cartesiana x? +y? = a?. Para obtener la ecuacién en
polares, sustituimos x =r1cos0 e y =rsen0 y despejamos r: /)

X +y>?=a> = (rcos0)®+ (rsen0)? =a?> — 12 =ad%

Asi, en coordenadas polares, la regiéon de integraciéon va
desde r =0 hasta r=a y 0 <0 < 2m.

27T pa 27TT.2
Ac :JJ 1-dA:Jerrd8:J —
R 0 Jo 0o 2

a

0

Ejemplo 6.20 (Volumen)

Plantear una integral, en polares, para calcular el volumen del s6lido Q limitado por las superficies
Y

— 2 2:4 — > > 0.
z X2+4,x+y yz=0conx>0yy=>0

Solucion: El sélido y su proyeccion sobre el plano XY se ven en la figura.
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Pasando a coordenadas polares tenemos

/2 (2
y & rsen(0)

= —0) dA = —————1drdb
Vo ”R <x2+4 > L JO 12 cos2(0) —1—4r g

Nota: Esta tiltima integral se puede calcular observando que

1
° Jx arctan(x) dx = 5 (—X + (1 + xz) arctan x) , salvo constantes.

/2 (2 2 pmt/2
° J J f(r,0)drdo = J J f(r,0) dO dr, pues estamos integrando sobre un rectangulo.
o Jo 0Jo

Veamos,

/202 .2
y & T sen(0)

= dA = ———————drdb
Vo ”R x2 4+ 4 L JO 12 cos2(0) + 4 ’

2(7/2 12sen(0) 201 2 .
= |\, wesmrrateer=] ) armm ven (adendo u=cos0)

201 2 2

T /2 T 1 T 1
—= _— = — = — 2 = — — 2 .
LL 217 (ru/2) dudr L 5 arctan(ru/Z)‘O dr L > arctan(r/2) dr 2(7( )

Ejemplo 6.21 (Volumen en coordenadas polares).

Plantee la integral (o las integrales) con las que se puede obtener el volumen del sélido Q limitado por
las superficies S;:y = x2+22, S, :y=1, S3:y=4, enelprimer octante.
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Z A Q Wolfram CDF Player

Solucion: La proyecciéon del s6lido Q es R = Ry + Ry, como se muestra en la figura de la derecha. Usamos
el cambio de variable x =rcos 0, z=rsen. La proyeccién del s6lido Q en el plano XZ estd entre las
curvast=0yr=1lyentrer=1y r=2.

e Ci:y=xX+22Ny=1 = Ci:1=x>+7

e Cr:y=xX*+22Ny=4 = Cr:4=x>+72°

Volumende Q: Vy Wolfram CDF Player
Elija un 4 f."'_‘.
plano de proyeccion: Solido Q limitado por S1: y = x%+ 2%, Sp: y =4, S3: y =1, L octante. 4
2o Regidn de integracion
Proyeccion
Orden de integracién
0 drde [ ]
Separar Superficies i .
z
S1 f——
A
B
Sy J———— 20
Sy fnv-—u—-— 15 ;
0 Rz
Recta guia [ ]
[' o 0.5 Ry
(recta entre las superficies|
=
05 10 15 20

Vo = ”R (4—1)dA+”R (4—x*—2%)dA

7t/2 rl /2 2
= J J (4—1)rdrd6+J J (4 —r?)rdrdo
0 0 0 1
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Ejemplo 6.22 (Volumen).

Calcule el volumen del sélido Q limitado por las superficies z =

2 2 _ —
m, X4y —1}72—0

Solucién:

El sé6lido y su proyecciéon sobre el plano XY se ven en la figura. El s6lido Q estd limitado por

z= T2 y z = 0. Aplicando coordenadas polares (y como no hay singularidades) tenemos

1
Vo = || ——5—5dA
Q ”R1+x2+y2

27t 1 1 27t1 5
Jo J01+T2T ! Jo 2n( r

1

27T
de = J 1ln(Z) do = mIn(2)
0 2

0

Ejemplo 6.23

XYy L P C N2 a2
Calcule ”RmdA si R={(x,yeR:x*+y°<1, x>0, y=>0}

Solucion: Laregion R es la parte del circulo de radio 1, centrado en el origen, que estd en el primer octante.

b rq b q
Aquiusamoselhechodequej J f(0)g(r) drdo :J f(B)dG-J g(r)dr.
alJp a P
/2 1.3
Xy & J > cos Osen 0
—=——dA = ——————drdo
”R 1+ ) Jo o A+

7t/2 1 T‘3 1 1
= JO Cosesenede“[omdr = gln4—§
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Ejercicios
@ 6.10.1 Utilice integrales dobles en coordenadas po- A
lares para calcular el area de la region R que se mues- 2 x2+y?=2y

tra en la figura

@ 6.10.2 Considere la regién R de la figura. Calcular
el drea Ar de la region R, usando coordenadas y=-x 1 y=uzx
polares. y=

@ 6.10.3 Calcular el area de la region limitada por el
lazo dela curva r =1/2+cos 0. Ayuda: Notar que el
lazo interno va de 6 = 271/3 a 0 = 4m/3.

@ 6.10.4 Verifique, usando coordenadas polares, que
el area de la regién R (regién sombreada mostrada en

112[3 +147“ ~ 24.187.

la figura) es

r=2

@ 6.10.5 Calcule, usando coordenadas polares, el = 4+ 4sen(36)
area de la region R tal y como se muestra en la figura.

> ¥

@ 6.10.6 Calcular el 4rea de las regiones sombreadas.
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Y

Y‘\

r=2+2senf

r = 4sen 36,

Y >

a)

r =2+ 2sen(36)

r=2cost
X )]
c)
@ 6.10.7 (*) Verifique, usando coordenadas polares, T
< - - 2 r = sent + cost
que el area de la regién R (region sombreada mostra- 3n -

. i
da en la figura) es 575

@ 6.10.8 Calcule, usando coordenadas polares, el vo-

lumen del s6lido Q limitado por el cono z? = x2 +y?

ylaesfera x> +y> + 2% = 1.



https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

6.10 Coordenadas Polares. (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/). 295

@ 6.10.9 Considere el s6lido E limitado por las superficies =~ Wolfram CDF Player 4(z—8)=x>+)?

de ecuacién S;: x> +y2 =16, Sy: (x—2)2 +y? =4, j z
3 :
Sy: z= ?X, Si: 4(z—8) =x2+y? y x =0, tal y como

se muestra en la figura a al derecha. Calcule el volumen del
solido E

@ 6.10.10 Considere siguientes S1, Sy, S3 y S4 (tal y como
se muestran a la derecha),
e §5; eselcilindro generado porla curva r =1—2cos 0,
e So:x+z=1,
e S3:2=0,
° S4 Ly = 0.
E es el solido limitado por estas superficies, tal y como
aparece a al derecha. Calcule el volumen del sélido E

@ 6.10.11 Elsolido E limitado por el cono de ecuacién
(z—2)* =x* + 7

y el plano z = 1, tal y como se muestra en la figura a la
derecha. Calcule elvolumen de E

@ 6.10.12 Calcule el volumen del sélido Q limitado
por las superficies x> + 22 =4, X2+ (z—1)2 =1y
x =4—y,en el primer octante; como se muestra
en la figura. Ayuda: Proyectar sobre XZ y usar
coordenadas polares.
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@ 6.10.13 Considere el s6lido Q limitado por el cilin- 2442 —=1/4 Wolfram CDF Player
dro x2 + y2 = 1/4, el cono 32> = x* + yz, la esfera )
x> +y?+2> =1 ylos planos x = 0 y x = y; tal y co-
mo se muestra en la figura. Calcular el volumen del sélido Q

Integral triple.

Consideremos un cubo Q como el de la figura a la
derecha. Su volumen es Vo = abc. Sila densidad p
es constante en todo el cubo, la masa viene dada por

Mq =pVq

Si la densidad no es constante y p = p(x,y,z), entonces
para obtener una aproximacion de la masa, dividimos
Q en N cubos Q; de volumen

AVi = AXiAyiAZi.

Asf, la densidad en el punto Pi(xi,yi,zi) es

AM; = p(xi,Yi, 2i) Axi AYiAzi.
La masa total del cubo Q seria,
N N
M~ Y AMi =) p(xi,Yi,21) A AyiAz;
i=1 i=1
Ahora, tomando el limite cuando N — oo (si existe), obtenemos

N

Esto es muy parecido a la integral de Riemann que definimos al principio de este capitulo. En realidad podemos
reemplazar la malla Mg por Mg = {Q1, Q2,...Qn} y definir la integral triple de Riemann de una funcién
f(x,y,z) sobre una regién tridimensional Q como

C(Mg)
f(x,y,z)dV= 1lim f(xi,ui,zi) AV,
”JQ (x,y,2) wim ; (xi, Y1, 21)AV;

Los teoremas para integral doble se extienden de manera natural a la integral triple.
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(Integral Triple).

Sea Q un s6lido limitado por dos superficies suaves de ecuaciéon z = f(x,y) (arriba) y z = g(x,y)
(abajo), con f, g con derivadas parciales continuas. Sea Ry su proyeccién, limitada por funciones con
derivadas continuas. Si h(x,y,z) es continua sobre Q, entonces

Wolfram COF Player

JH h(x,y,z) dV = JJ U h(x,y,z) dz| dA Jx%y)
Q Rxg g(xy)
Pared
f(xy)
En particular, Vg = ”J 1-dVv = ” J 1dzdA z=g(x,y)
Q RxyJg(xy) X a. LY
i .

Ejemplo 6.24

Calcular, usando el orden “dxdzdy”, I = J” 2x cos(y +z)dV con Q el sélido limitado por las
Q

superficies (ver figura) y+z=m y=/x, x=2=0

Solucion: Por el orden de integracion que se pide, debemos proyectar sobre el plano YZ.

Usaremos las integral Jy4 senydy = — (24—12 y? + y4) cosy +4y (—6+ yZ) siny+K, que se calcula

“por partes”. El s6lido Q estd entre x =0 y x =y
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(7C 7TT—Y

J” 2x cos(y +z)dV =
Q JO Jo

rTT PTT—Y
2

Jo JO

FTT PTT—Y

JO JO

r7T

=, ytsen(y +2)|; 7 dy

UZ
U 2x cos(y + z) dx] dz dy
yZ
= X~ cos(y —i—z)‘o dz dy

= y* cos(y + z) dz dy

7T
= J —ytsen(y)dy = —48+ 12 % —
0

Ejemplo 6.25

Considere el s6lido Q limitado por z = 0O,
y+2z=2 x=0yy=1—x*tal y como se
muestra en la figura. Usando integral triple,
Plantear la integrales necesarias para calcular
el volumen de Q proyectando en cada uno de los
planos XY, YZ y XZ

Solucion:

esta region el sélidoestdentre z=0y z=1—y/2.

1 p2—2x2
va-| |
0 J1—x2

1—y/2
I

Proyectando sobre XY. La regién de integracién Ry, estd entrelascurvas y=1—x*> y y=2—2x% yen

1 dz] dy dx
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Proyectando sobre YZ. La region de integracién es Ry, = Ry + Ry. La region R; estd entre las rectas

z=0yz=1-y/2 yelsolidoestdentre x =1 -y y x=+/1—-y/2.

La regiéon R; estd entre las rectas z = 0 y z = 1 — y/2 y en esta region el sélido estd entre

x=0y x=+1-y/2

J\/@

- [

1 rl—y/2
vo = ||
0Jo 0

Proyectando sobre XZ. Ry, = Ry +R;. Lacurva C; que divide ambas regiones es la cruva de interseccién
entre y =2 —2z y y = 2 — 2x%. Igualdando obtenemos C: z = x%. La curva C, se obtiene como la
interseccion de y =1 —x? y y = 2 —2z. Entonces Cp: z = (1 +x2)/2.

1 dx] dzdy + 1 dx] dz dy

1 0

2—2x2 1 pd(14+x2) [ 22z
J ldy| dzdx + J J J ldy| dzdx
1—x2 0 Jx2 1—x2
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Ejemplo 6.26

Calcular ”J x cos(y +z) dV con Q elsodlido limitadopor y+z=m y=x, x=2z=0
Q

Solucion: Para calcular esta integral triple vamos a necesitar la integral Jx cosx dx = cosx + xsenx + K

(se calcula “por partes”.) El s6lido Q estd entre las superficies z=0y z =m—y.

[lfgxostsmrav = [1[ ]

TT (7T 7T PTC 7.[2
= J J xsen(y+z)lg Y dydx = J J —x sen(y)dydx = 2— —
0 Jx

Ty
J x cos(y + z) dz] dy dx

N

Ejemplo 6.27

Considere el s6lido Q limitado por z =4 — X2, y+z==6,
y=x%, y=>5 z=0y x =0, como se muestra en la figura.
Usando integral triple, plantear la integrales necesarias para
calcular el volumen de Q proyectando en cada uno de los
planos XY, YZ y XZ

Proyectando sobre el plano XY. La region de integracion es Ryxy = Ry + Ry + R3. La curva C divide las
regiones Ry y R, ylarecta x = /3 divide la regién Ry y laregion Rs. La curva C es la proyeccién de la
curva de interseccion entre las superficies z+y =6y z =4 — x2, es decir, C : y=2+ x2. La region
R estdentre y =x y y =2 +x2, laregion R, estdentre y =2+x*> y y =5 ylaregion R; estd entre
y=xyy=>.
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Vo = J dV+”R2dV+” dv
- J“" U:"ldz

V3 6—y
+ J J ldz| dydx
J 24+x2 | JO

5 4—x?
J 1dz| dydx
0

dy dx

Proyectando sobre el plano YZ. La curva C es la proyeccién de la curva de intersecciéon entre las
superficies y =x y z =4 —x?, esdecir, C:z =4 —y2.

y 2 r4 4—z 5 r6—y 4—z
J 1dx} dzdy + J J J ldx| dzdy + J J J ldx| dzdy
0 0 Ja—y2 |Jo 2 Jo 0

Proyectando sobre el plano XZ.
z=4—x

1 pvVd—z | 5 4 p\/A—z | p6—2z .
VQ:JJ Jldy dxdz—i—JJ J ldy| dxdz Sy y=6-—2x
0Jo X 1J0 X

68 12V3
Ve=3 775
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6.12

Ejercicios

@ 6.11.1 Calcular el volumen J” 1-dV de los sélidos que siguen a continuacién,

Q

Wolfram COF Plaver

4.

X ciy=d ¥ X

a)

b)
@ 6.11.2 Plantear la o las integrales triples necesarias para calcular
el volumen del sélido Q si este sélido estd limitado por x> + y? = 4;
z+y=2, y=1,
x=0;, y=0yz=0,enelloctante

@ 6.11.3 Plantear la o las integrales triples necesarias para calcular el
volumen del sélido Q si este sdlido esta limitado por las superficies
y =1-—x% y =2 —2x% y+2z=2; x =0, enelloctante.

@ 6.11.4 Plantear la o las integrales triples necesarias para calcular
el volumen sélido Q si este sélido estd limitado por la superficie
y?+z2 =4 ylosplanos 2x —2y+z=2; x=0y z=0.

Cambio de variables en integral triple.

Wolfram CDF Playar

2?2+ y’=4

y=1—a? 2=2 y=2-222

La version del teorema de cambio de variable para integrales triples es la siguiente,
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Teorema 6.5 (Cambio de variable).

Sea Q una regi6n acotada en R® cuya frontera consiste de un ntmero finito de superficies
suaves. Supongamos que Q estd contenido en un conjunto abierto U y sea L(u,v,w) =
(x(w,v,w), y(u,v,w), z(u,v,w)) un cambio de variable de U en R3 invertible en el interior de

Q y con derivadas parciales continuas. Sea f una funcién continua y acotada sobre L(Q) y sea
ox 0x 0x

du ov ow

J(u,v,w) = Det g—y g—y g—y no nulo en el interior de Q, entonces
u ov 0w

e o o
Jou ov Oow

”JQ f(L{w, v, w))[J(u, v, u)ldudvdw = ”L(Q) f(x, y, z) dxdy dz

Ejemplo 6.28 (Volumen de un Paralelepipedo).

Consideremos un paralelepipedo Q generado por los vectores A = (2,0,0), B =(0,2,2) y C =(0,2,0).
Como se sabe del élgebra lineal, el volumen de Q es Vo = [Det(A B C)| =8. Si L: R3 — R3 es una
transformacion lineal, entonces el paralelepipedo generado por L(A),L(B) y L(C), el cual denotamos
con L(Q), tiene volumen

Vi(q) = Det(L)| Vq = |Det(L)|-8.

Verifiquemos en este caso el teorema de cambio de variable aplicando al sélido Q de la figura, la
transformacioén lineal L(uw,v,w) = (u/2, v/2w/2).

1 pz+1 1 2 w2 2
VL(Q)_JJ Jl'dXdUdZ—l y Vo —JJ Jldudvdw—S
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Ahora, como una verificacion, calculamos Vi (g aplicando un cambio de variable. Sea x = u/2, y =
v/2, z=w/2 sobre Q, obtenemos el nuevo sélido L(Q). En este caso,

1/2 0 0 1
Juwvw)=|( 0 1/2 0 | = 3’
0 0 1/2

y entonces, por el teorema de cambio de variable,

Viar = ] Uzl-um,v,wndw] du dv

0

- 107

2 1
J 1H dw| dudv =
0 8

6.13 Coordenadas cilindricas.

Las coordenadas cilindricas se usan para describir regiones que son simétricas respecto a alguno de los ejes. La
posicién de un punto P(x,y,z) en el espacio estd determinada por los nimeros 1,6,z donde (r,0) son las
coordenadas polares del punto (x,y).

Si integramos proyectando sobre el plano XY, el cambio de Z\
variable es
Z Y
X = Trcos0
cos® —rsend 0
y = rsenb, ademas [J(r,0,z)| = (sine TCcos O O) | =
0 0 1
z = z

Como J(r,0,z) = r entonces el cambio de variable es invertible si r # 0. Entonces, si se cumplen las
condiciones del teorema de cambio de variable,

(Coordenadas Cilindricas).

f(rcosO,rsend)
J” h(x,y,z)dV = JJ J h(rcos0,rsen6,z) dz| rdrdo
Q RTG

g(rcosO,rsend)
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Ejemplo 6.29

Verifique que el volumen de un cilindro recto Q de
radio a yaltura h, es V = nah.

Solucién: Q es el cilindro x* +y? = a? limitado por
z =0y z = h. La proyeccién sobre el plano XY es el

circulo x? +y? = a>.

27T ra h
V = “J dv :J J J rdz| drd6
Q o Jo |Jo Y
27 ra 27 2 a2 27
= J J rhdrde = J —hdd = —h6| = na’h
0o Jo 0o 2 2

Ejemplo 6.30

Sea Q el solido limitado por y = 1, y = x> + 2> y y = 4; como se muestra en la figura. Calcule

W, e

# i Q Wolfram r_:— Player
-

L U= a2 4 2%

Solucion: Proyectamos sobre el plano XZ.



https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/
https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/Libros/LibrosCDF/CSCDF/cdfCap7-CSCDFEjemplo527.cdf

6.13 Coordenadas cilindricas. (hftps://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematicay/). 306

Wolfram CDF Player

Elija un z E )

g L / s - " 5
plano de proyeccion: Regidn de integracion
.-.‘- COrden de integracién

drde [/ [ ]
Proyeccién z

Separar Superficies
Savy
S2 -3—

53~J7

X

) 05 10 15 20
Recta guia [ |

(recta entre las superficias)

Usamos coordenadas cilindricas: x = 1cos0, z=Tsen0 y y =y. De esta manera, las curvas 1 = x>+ 22
4 =x2 + 22 tienen ecuaciones T =1 y v = 2, respectivamente. La regién R; estientre r=0y r=1

y y & y y

laregién Ry estaentre r=1y r=2.

”J B Y r/zrr " _dydrde + r/zrr " dydrde
— T T .
Q Vx2+z2+1 S e o hilerr1®

1 3 1
Para terminar el cdlculo, observe que (dividiendo) " l 1= 1-— T Y due r:— 1= P —r+1-— T
|
Ejemplo 6.31
Considere el s6lido Q limitado por el cilindro x?+y? = 1/4, [ 24 y2=1/4 Wolfram CDF Player

el cono 32?2 = x? +y?, laesfera x2 +y2+2z2 =1 y los planos z T
x =0y x =y; tal y como se muestra en la figura. Calcular

IZJ”QzZ. av

Solucion: Proyectamos sobre XZ y usamos coordenadas cilindricas. Calculando la interseccion entre
las superficies podemos establecer que la region de integracion Ry estd entre las curvas x? + y? = 7
X2 +y? = R4 las rectas y = x y x = 0. Es decir, la regién de integracion esta entre las curvas r =1/2 y

r=1/3/2 con 0 entre /4 y /2.
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[ = szz. av ‘

/2 r/3/2 1—x2—y?
= J J J 2z dz| rdrd®

242
/4 J1/2 et

Wolfram CDF Player

Ejemplo 6.32
3

4
Verifique que el volumen una esfera S de radio a tiene volumen V = 37

Solucion: Podemos calcular el volumen de un octavo de esfera y multiplicar por 8 (ver figura). La esfera
tiene ecuacién x2 +y? +z* = a?. Como la proyeccién es un circulo, usamos coordenadas cilindricas: x =
rcos0, y=rsen0 y z = z. La esfera esta entre las superficies z=0y z = /a2 —x2 —y2 = Va2 —12.

o= offl s T

0 0 0

/2 ra
sz] drde = S-J J v a2 —r2drdo

/2
4
= —(137'(

/2 —y/(a2 —12)° 7/2 3 3
8.J v dezg.J e = B .
0
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Ejemplo 6.33

Considere el sélido Q limitado por las superfi-
cies z2 = x? +y? (cono), y el plano z = 1.

a.) Calcular ”J 2z dV.
Q

b.) Calcular el volumen de Q.

Solucién:
a.) En coordenadas rectangulares tendriamos

quz‘w - ”RU;TB 2zdz] dy dx
- LI

= 2z dz dy dx
V12 /xry?

0

La regioén de integracion se describe facil si usamos coordenadas cilindricas. La proyeccién R
sobre el plano XY es un circulo de radio 1. En coordenadas polares esta regioén se describe como
R:0<<0<2m, 0<r<1.

Usando el cambio de variable x = rcos6, y = rsen6, entonces el sélido esta entre las superficies

z=ryz=1

r27 1 1
J” 2zdV = J 2zdz| rdrdo
Q Jo Jo |+
27t pl 1
= ZZ‘TT'deG
Jo Jo
r27t pl
= r—1drdd =
Jo Jo 2

b.) Volumen de Q.
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2m o1 [ el
”J dv = J dz| rdrdo
Q Jo Jo

T

r27t 1

= 2! rdrde
Jo Jo
r27t pl
= r—12drdo = T
Jo Jo 3
|
Ejemplo 6.34
El sélido Q de la figura esta limitado por el cilindro x> + y?> = 4 y el plano y + z = 4. Calcular el
volumen de Q.
Solucion: Usamos coordenadas cilindricas:
X = rcosf, y = rsen® y z = z. Observe-
mos que Q estd entre las superficies z = 0 y
z=4—y=4—rsen0. Laregion de integracion en el
plano XY es el circulo x? +y? = 4, es decir el circulo
r=2con 0<0<L2m.
r 27T 2 4—1sen O
Vo = ” dV:J J J rdz | drd®
JJo o Jo|Jo
r27C 2
= J T (4—1sen0) drdb
Jo Jo
r27C
_ [Ts-85m8 45— 16m
Jo
|

Ejemplo 6.35

Calcule el volumen del sélido de la figura. Este sélido Q estd limitado por la esfera x? +y?> +2z2 =4 yel
cilindro x> + (y—1)2=1, z>0.

2+ (y—12=1

x Y
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0<r<2senb,

El volumen de Q es,

Aqui se uso la integral Jcos?’ tdt =

Solucién: El Solido Q estd entre las superficies z =0 y z = \/4 — x? — y2 La proyeccion del sélido es el
circulo x? + (y — 1)? < 1. Este circulo se describe en coordenadas polares como

T T
—Egegz otambién, 0 <r<2sen, 0<O0<m

Jm

r7t/2  p2sen B
0

dz| rdrdo
J—m/2J0

r7t/2  r2sen©
Vi—12
= erO4 ™ drde

J—m/2J0

rt/2  r2sen©

= V4 —712drdo

J—m/2J0
rTT/2 1 2sen 0
= — (4—12)%? do
J—m/2 0
1

7T/2
= ——J (4—4sen?0)%%2 -840
3 —7t/2

1 (™2 8
= _gj 8cos36—8d6:—§(4/3—7t).
—7t/2

3 sin(t) n sin(3t)
4 12

Ejemplo 6.36

Calcule el volumen de sélido Q, mostrado en la figura, el cual estd limitado por la esfera X2 +y?+22 =32
y los cilindros x2+22 =22 x2 422 =12

Wolfram CDF Player
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Solucion: La proyecciéon sobre XZ es una regién entre un par de segmentos de circulo. Usamos

X = 71cosB
coordenadas cilindricas, el cambio de variable seria z = rsenf ycomo antes, J(1,0,y)=r.
y =y

La proyeccién Ry, esta entre las circunferencias r =1 y r =2 y el dngulo 0 < 6 < n/2. El s6lido Q
estdentre y=0y y =32 —x2—22 =32 —12.

rrt/2 02 [ pV/9—12
Vo = J 1-dy|rdrd6

JO J1 _0
rTt/2 2 -

_ y |OV9*T2] rdrdo
JO J1 +
/2 2

= /9 —12drdo, hacemos u:9—r2, du = —2rdr,
JO J1
/2 q 32| m

= —=(9—+° de = — (16v2—-5V5).
, 3 de = F(16v2-5v5)

Ejemplo 6.37

Calcule, usando coordenadas cilindricas, el volumen del s6lido Q, limitado por la porcién de paraboloide
z=4—x*—y?, laporcién de esfera x> + y? +z> = 16 y el plano x = y; en el primer octante (figura).

z=4

Solucion: La region e integracion, proyectando sobre XY, es R =R; U Ry.
o Ri: 0<r<2 m/MA4<0<m/2,
e Ry:2<r<4, m/4<0<m/2

e En la region Ry, el sdlido estd entre la porcién de esfera x? + y?> + z2 = 16 y la porcién de
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Vaq

paraboloide z =4 —x? —y?.

e En laregion R, el s6lido estd entre la porcién de esfera x> +y? + z2 = 16 y el plano z = 0.
r /2 2
llgov=1..1

JJQ /4 Jo

re/2 2 /2 4
J ™16 —12 —r(4—1?)drdo + J J V16 — 2 dr do

V16—12 /2 4 pV16—12
J rdz| drd® ~|—J J j rdzdrdo
412 /4 J2 J0

Jrt/4 JO /4 J2

/2 q 42 /2 q 4
——16—p¥2 224+ 1| ae +J —-(16 —12)*/?| ae

Jrss 3 4|, /4 2

r7t/2 1 T.4 2 /2 1 4
—2(16—12)%2 2>+ —| do + J ——(16 —12)%?| a6

Jepa 3 41, /4 3 2

(7/2 5 /2 13 13
——8\/§d6+J 8V3d0 = (= —2v3)m + 23 = L,

Jrt/4 3 /4 3 3

Ejemplo 6.38

El s6lido Q de la figura es un casquete, de altura h, de una esfera de radio a.

Vamos a usar coordenadas cilindricas. Para calcular su volumen proyectamos sobre el plano XY. La
proyeccion del casquete es un circulo de radio v2ha — h?. Este radio se obtiene calculando la interseccion
delacurva 22 +y?>=a® ylarecta z=a—h.

El s6lido Q est4 limitado arriba por la superficie z = /a2 —x2 —y2 = Va2 —12 y por abajo por la
superficie z = a — h. Entonces

27t pvV/2ha—h? v a2—r2
Vg = J J J rdzdrde
0 JoO r(a—h)
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1
Como (usando “sustituciéon”) JT\/ a? —r2dr = —3 \/ (a2 —12)° salvo constantes, se sigue que

r27T v/ 2ha—h?
Vo = J a2 —12—r(a—h)drdo
Jo JO
V2ha—h2
= Pzn_l (az_rz)3_M : de
Jo 3 2 0
(27 1 (2ha—h%)(a—h) 1
_ L3 13
= |, 73 (a—r) > +3a de
= —~h?’(Ba—h)

Ejercicios

@ 6.13.1 Calcule, usando integrales triples, el volumen
del s6lido Q limitado por el cono z? = x* + y? y la esfera
¥ +yr+ 22 =1

@ 6.13.2 Verifique, usando integrales triples, que
el volumen del sélido Q limitado por el cono

42

S1: ¥ +y? = (144) y el plano S, : z = 0 es
lém
VC—T.

@ 6.13.3 Verifique, que el volumen del cono de base
na’h
3

circular de radio a y altura h es V¢ =

Ayuda: El cono se puede modelar con la ecuacién

2 2
—h
X2 +y?= a(zh—z)’ tal y como se muestra en la figura. El
h
conoestdentre z=0y z=h— a\/xz +y? pues z < h.

2 rV4A—%2 py/16—x2—y2
@ 6.13.4 Sea I=”J VX2 +y? dV=J J J VX% +y? dzdydx
Q 0Jo 0

a.) Dibuje el sélido Q. Observe que el sélido estd entre las superficies 224x24+y? =16, X>+y> =4, x € [0,2].
b.) Calcule I usando coordenadas cilindricas.
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@ 6.13.5 Considere el s6lido E limitado por las superficies =~ Wolfram CDF Player

de ecuacién Sy : x> +y2 =16, Sy : (x —2)2 +y* =4, j-
S3: ZZBZ—X, Sy: 4(z—8)=x*+y? y x =0, tal y como se

4(z—8)=x>+y*

z

muestra en la figura a al derecha. Calcule J” 1-dVv.
E
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7.1

Superficies parametrizadas.

Recordemos que un conjunto D C R? es conexo si no puede ser expresado como unién disjunta de dos conjuntos
abiertos no vacios. Intuitivamente, un conjunto conexo es un conjunto de una sola pieza.

Figura 7.1: Conjunto conexo & @

Figura 7.2: Conjunto no conexo

Superficie parametrizada. Si D C R? es abierto y conexo. Una parametrizacién continua r : D C R2—R3,
inyectiva sobre D (excepto talvez en la frontera de D) se le llama “parametrizacion de la superfice” S = r(D).
Escribimos

A

S: r(uv) =x(uw,v) i+y(,v) j+z(uv) k, (u,v) e D.
Curvas en S. Los conjuntos r(ug,v) y r(u,vg) (con g y v fijos) son curvas de la superficie S.

Vectores tangentes y un vector normal Sea S : r(u,v) = x(u,v) 1+y(uw,v) j+ z(u,v) k con (w,v) € D.
r es de clase C' si x(u,v), y(u,v) y z(u,v) son de clase C! (funciones continuamente diferenciables). Si
P = (ug,vo, z(ug,vo)) € S, los vectores

_(ox a2 (o
p \0u du’du p \Ov Ov'dv
son vectores tangentes a las curvas r(up,v) y r(u,vg) y decimos que estos vectores son tangentesa S en P. El

or or
tor N = | — —
vector (au X av)

E
ou

or
Pyav

P

esnormala S en P.
P
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Definicion 7.1 (Supeificie suave o regular).

Sea D abierto y sea S una superficie parametrizada por r: D C R? — R3 de clase C!. Decimos que

. . Or Or | o . : -
S es una superficie suave o regqular en (u,v) si —— x — # 0. Si S se puede partir en un ntimero finito de

ou  ov
elementos regulares se dice regular a trozos.

Caso S: z="1(x,y)

Una superficie suave S: z = f(x,y), (x,y) € D se puede parametrizar como

A

I'(XIU) =X i+y j+f(xry) k, (X/U) €D

or

0
En este caso, a—i =(1,0,z«) ¥y @ = (0,1, zy) son vectores tangentes en cada punto (x,y).

Un vector normal a la superficie S en P es

or Or "
N—a—X x@—(—zx,—zy, 1) #£ 0.

or or .
Llamamos al vector N = ™ X 3 el vector normal estindar asociado a r.
X Yy
. . ~ . i Multiplicadores de Lagrange

S orluv) =xlu,v) I+yluv) J+zluv) K 7 Wolfram CDF Player
) 4

X

Ix Z # My oy L=

dr

ril:.r = {1; 0, ~_|.-]

Arrastre gl punto P

&

Considere la superficie S : x?+y? <1, z=0. Claramente S es el circulo de radio 1 en el plano XY,
centrado en el origen.
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Para describir a S podemos escribir S: z =0 enel
dominio D = {x? +y? < 1}. Pero mds conveniente es
parametrizar S como

rix,y)=x 1+y j+ 0-k (xy)e D.

||
Ejemplo 7.2
Sea S la porcién del paraboloide z = x> + y? entre
z =0y z = 1. Entonces S se puede parametrizar
como,
S:rix,y)=x ity i+(x2+y2) k, (x,y) € D={(xy) : ¥*4+y% <
También, z = x* +y? se podria ver como circunferen-
cias de radio /z, entonces
S: 1(6,z) = Vzcost i+yzsint j+z k, 6 € [0,2n] vy z€ [0,1].
|
Ejemplo 7.3
Sea Sy : x2 +y? = a2, 0 < z < h. S eselcilindro de la
figura. Esta superficie se puede parametrizar como
r(0,z) =acos® i+asenb j+z k, con (8,z) € D =10,2n[x[0,hl.
||

7.2 Area de una superficie.

La idea de la definicién de drea de una superficie paramétrica consiste en aproximar el 4rea de S, denotada
As, sumando las areas de una familia de trozos de planos tangentes, en una malla de puntos, es decir el drea
de los paralelogramos generados por los vectores escalados Au;r, y Avjr,. Luego tomados el limite cuando
A\)j —0 y Au]- —0.
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AV

D
c
D;j|Av;
Aui
d
7 ;> U
Figura 7.3: Aproximacién del drea de una superficie.
Consideremos el caso particular de una regién rectangular. Sea D = [a,b] x [c,d] y sea S una superficie

parametrizada por r(x,y) en D, con r una funcién definida y acotada sobre D. Supongamos que Mp es
una particiéon de D con n? rectingulos Dij;.Sia=% <x1 <..<Xxpn=byc=y<y1 <..<yn=d
(igualmente espaciados, es decir, si n—oo entonces Ax;, Ay;, —0), cada rectingulo Djj tiene un vértice en
(xi,Yi). Sea AAj; el area de la imagen r(Djy;). Cada imagen r(Dy;) es aproximadamente un paralelogramo si
Axi y Ay; son pequefios (Figura 7.3 ), es decir, cada imagen r(Dy;) se puede aproximar muy bien con un trozo
de plano tangente en ese punto.

Wolfram CDF Player Wolfram CDF Player
Wolfram CDF Player

En el punto r(xi,y;) dela superficie S, el plano tangente T; tiene ecuacién vectorial

Ti(s, t) : r(xi,y5) + tre(xi,yj) +sry(xi,y;), con t,se R.

La porcién de superficie de S que es imagen de a Dij se puede aproximar con un paralelogramo: una porcién
de el plano tangente,cuyos lados son Ax; ry(xi,Y;), Ay;ry(xi,y;). Como es sabido, este paralelogramo tiene
area

IAX; 1x (X1, Y5) X Ayj 1y (xi, Y;) ||

n
Sacando los escalares y sumando, tenemos, As ~ Z llrx (xi,95) x 1y(xi,Y5)[lAx; Ay; y entonces, dado que
1,j=0
si n—oo entonces Axi, Ay;—0, tenemos

n
As = lim Z llrx(pij) X ry(py;)llAxi Ay; con  pij = (x4, Yi)
1j=0
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Definicién 7.2 (Area de una superficie).
Sea S una superficie regular definida sobre un conjuno abierto y acotado D. Digamos que

S:r(u,v) =x(uw,v) 1+yuwv) j+z(u,v) k con (u,v) € D.

or or

6uxav

effra-

Si § =S51U..USy eslaunioén finita de superficies parametrizadas que se intersecan a lo sumo en curvas
que forman parte de sus fronteras entonces,

dA, el drea As de la superficie S es

Entonces, si llamamos dS = ‘

or or

— x —|| dA
auxav

Ag = Asl + Asl + A52 4+ ...+ Ask I

La definicién 7.2 dice que debemos integrar sobre el dominio D de la parametrizaciéon r de la superficie. El
dominio de la parametrizacién puede ser la proyecciéon ortogonal de la superficie en los planos donde se pueda
proyectar. Un cilindro generado por una curva C, digamos en el plano XY, no tiene una parametrizacién con
dominio en el plano XY, pero posiblemente si hay una parametrizacién con dominio en alguno de los otros dos
planos cuyo dominio es su proyeccion.

Ejemplo 7.4

Considere la superficie S : z = 1 —x? limitada por
el plano S; : y +z =1 tal y como se muestra en la
figura de la derecha.

Vamos a calcular el drea de la superficie S usando dos
parametrizacion. El dominio de la parametrizaciéon
coincide con la proyeccién de la superfice en el plano
respectivo.

Primera manera. Parametrizamos S. Como z =1 — x2,

S:rxy)=xi+yj+ (1-x)k con D={(xy e R :0<x<IAN0<Ly <x*}

La superficie est limitada por el planoy =1—z,esdecir y < 1—z == 1y < x2. Entonces el dominio D
de la parametrizacion es la proyeccion de la superficie en el plano XY.

or or
X PR

a ay = \|(1,0,—2x) X (0/ 1/0)H = H(ZX,O, 1)” — \/m
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a 0
r rdA

A5:” 1.dS =
S JJD

= J V4x2 +1dA
Jlp

1 px?
= J V4x? 4+ 1dy dx

JO JO

rl
= x2/4x2 4+ 1 dx ~ 0.6063
JO

Segunda manera. Parametrizamos S. Como x = v/1 —z,

S:r(yz)=vVi—-zi+yj+zk con D={(yz)e R2:0<z<1N0<y<1—z}

La superficie esta limitada por el planoy = 1 — z, es decir y < 1 — z. Entonces el dominio D de la
parametrizacion es la proyeccion de la superficie en el plano YZ.

or 1 1 1
- = 0,1,0 X T —— 0,1 = 1,017 — 7_’_1
o oe] = oo (o) <[ (o si=)] = ity
‘folor o 1
A5:”1'ds _ J I aa
S JJD ou ov

[ 1
= —— +1dA
Il \/4(1—z)+
rl pl1—z
= J +1 dy dz
JO JO X
= “O(l—z)ﬂm—i—ldz (No es impropia)

1
1_

- \/(1—z)2 + % dz ~ 06063

Jo 4

@ En el ejemplo anterior, el drea de la superfice se calcul6 con parametrizaciones cuyo dominio era la proyeccién
de la superficie sobre los planos XY y YZ respectivamente. La proyeccién de la siperficie sobre el plano
XZ es la curva que genera el cilindro y no hay manera de parametrizar la superficie de tal manera que
esta parametrizacién tenga como dominio una regién en el plano XZ, por eso el drea no se puede calcular
proyectando sobre ese plano.


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

7.2 Areade una superficie. (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/).

323

Caso S: z =1(x,y)

Si §$: z = f(x,y), una parametrizacién es r(x,y) = xi+yi+z(x,y)f< con (x,y) € D. D esla
proyeccion de la superficie en el plano XY (un regién con interior no vacio).

‘ = /1+22 +22.
. Ag—” 1-dS = ” VE2Z o d A
s D

or Or
X PR

any

Caso S: F(x,y,z) =0

SiS: F(x,y,z) =0 donde S se puede proyectar uno a uno sobre una regién D del plano XY ysi F
define a z como funcién de x e y y si F, # 0 entonces z, = —Fy/F, y zy = —F,/F; y la férmula

anterior quedaria
FZ +TF2 + T2
IRy
S D

|Fz

Area de una superficie—Proyectando sobre varios varios planos.

Asumimos que S es una superficie regular y que F es continuamente diferenciable e inyectiva sobre la
proyeccién (con interior no vacio) D.

a) Proyectando sobre XY:Si S: z =z(x,y) o S: F(x,y,z) =0, con (x,y) € Dyy

F2+F2 —|—F2
ASZJJ \1+2% +2% dA o también A5:“' U%dA con F, #0 en
D Dy z

xy

b) Proyectando sobre XZ:Si S: y =y(x,z) o S: F(x,y,z) =0, con (x,z) € Dy,
As :” vV1+y2 +y2dA
DXZ

o también

|F2+F2 +F
AS::JJ %i—T%———fdA. con Fy; #0 en Dy,

¢) Proyectando sobre YZ:Si S: x =x(y,z) o S: F(x,y,z) =0, con (y,z) € Dy,

F2 4+ F2 4+ 2
As = ” \/m dA otambién As = ” \/T e
D ‘ Dy= FX

yz
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Ejemplo 7.5

La superficie S : x* + 2> = 4 estd e el primer i Wolfram CDF Player
octante estd limitada por el plano x +y =5, tal y
como se muestra en la figura de la derecha. Plantee
las integrales necesarias para calcular el area de la
superficie S.

D

x+y=>5 ¢ -

¥
Solucién: Primera manera. Podemos proyectar sobre el plano XY. Como S: x2 + z? = 4, podemos usar

la férmula para el 4rea con F(x,y,z) = x> + 22 — 4.

As = 1-dS
JJS

A 2 2 2
_ FX—|—F1ZJ+FZdA
FZ

D,y

rr 42 2 42
_ x4+ 0c + 4z A
JJp 472
3t

r2 r5—x 16
= | Jo T dydx (Impropia)

= —4 4+ lim 10arcsen (%) =—4+5m

a—2—

Plano de proyeccidn: T i
sy || xy xz | vz

Proyeccién x2+y2 =4
F—

Proyeccién

Hokok

Wolfram CDF Player

0.5 1.0 15
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Ejemplo 7.6 (Usando coordenadas rectangulares).

Calcular las integrales que dan el 4rea de la superficie
S=§514S;

tal y como se muestra en la figura de la derecha.

Solucion: Podemos proyectar sobre el plano YZ. Te-
nemos

As = As, + As,
y S1: Flx,y,z) =x*+y*—4=0.

La superficie S, tiene ecuacién x = 2v/3 —/3y.
Entonces, e

Ji2)o 4(4—y?) 1Jo

rl 2
4-2
- 2T gy J (4—2y)dy ~ 1.674

J1/2 /4 —y? 1

([ [F2+F +F
As = J #dA-l—” VX5 X2+ 1dA
J D] FX D2
rl 2—y 4 2 4 2 02 2 r2—y
— J %dzderJJ V3 10+ 1dzdy
Ji/2Jo 4x 1 Jo

o r—y \/4(4y2)+4y2+02 dady + rr—y

Wolfram COF Flayer

4

x+\/§§:2\/3

}/

}/
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Ejemplo 7.7 (Usando coordenadas rectangulares).

Calcular el drea de la superficie S : y + x> + 22 = 4
en el primer octante.

Solucion: La proyeccién sobre XZ esta limitada por
el circulo x* + z? = 4 y la ecuacién de la superficie es

S:y=4—x*-2

1

Figura 7.4: Superficie S

Primera manera: Proyectando sobre XZ (un cuarto de circulo) y usando coordenadas cilindricas.

As = J V1+u:+yZdA
X = rcosB

= J V1+4x2+4z2dA, cambio de variable: y =y
DXZ

z = rsenb,
r'7'E/2 2

= J V144120820 + 412 sen? 0 r drd0
Jo Jo

r7t/2

= J vV 1 4412 drde

JO
2

NI

(/2 (1 4+ 412
_ (1+47%)2 40 = 1~ (1717 — 1) ~ 9.04423.
Jo 12 24

(*) Segunda manera: Podemos usar la parametrizacién r(y,0) = /4—ycos® i +yj+ v4—ysend k con y € [0,4] y
0 ¢ [0,7t/2].

ar

dy de

"

J JWdyde

A

—417W 1)

Ejemplo 7.8

Calcular el area de la superficie S: y +z = 6 tal y como se ve en la figura (a).
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Z A

Solucion: Como S : y(x,z) = 6 — z, usamos la parametrizacién r(x,z) = x 1+ (6 —z)j + zk sobre la
regién D definida por x € [0,v2] y 2 <z <4—x% Entonces yx =0 y y, = —1. La proyeccién sobre
Dy, se veen la figura (b).

As = J \/1+yz +yz2dA

JJIDxz
V2 p4—x2

= J V2 dzdx
Jo 2
Y"\/i 8

= V22 —x%)dx = =
Jo 3

|
Ejemplo 7.9
Calcular el drea de la superficie de la esfera S : x>4+y?+z% = a°. Z ?

Solucion: Vamos a calcular de dos maneras, parametri-
zando con coordenadas esféricas y parametrizando con
coordenadas rectangulares (més complicado).

I

x#

Usamos la parametrizacion r(x,y) = x i+yj+ /a2 — x2 —y2 k. Solo vamos a calcular el 4rea de la parte
superior de la esfera. El drea total la obtenemos multiplicando por dos.

X
D B
as—x-—y 2 2
— as 2| frReda - %wﬁyzd/\
Y D D a—x-—y
.Z,y = —

a2 —x2—y2

Conviene hacer cambio de variable y usar coordenadas polares. Observe que las derivadas se indefinen
en la frontera del circulo (si T = a). La integral se calcula desde 0 hasta r =€ con 0 < € < a. Al final
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hacemos ¢ — a.

r 2 2
As = 2J \/1+Xtysz
D a—x2—y

r27C € a
= 2 J ————7rdrd0 si € — a (integral impropia!
r27T
= 2| a%d8 = 4da’n
Jo
€ a
e Para calcular J =" dr hacemos u = a2 — 12, du = —2rdr. Queda
0 vaz—r
2 2
1 (9 ¢ ayul® €
_Z —du = ——Y— — dd—ava2—e2 2 g )
2Ja2 ﬁu 2172 . ac—avat—e2 — a° si €e—a
\/F2 +F + T2
Nota: Observe que As también se pudo calcular con As = ” TR dA. En este caso
D z

F(x,y,z) = x* +y? +2z? — a® = 0. Puesto que esta férmula solo se puede usar si la proyeccién es uno a uno
con la superficie, solo podemos considerar la parte superior de la esfera. Pasando a cilindricas, la integral

queda igual al célculo anterior.

(*) Segunda manera: Coordenadas esféricas. La esfera la podemos parametrizar con coordenadas esféricas,

S:r(0,9)=asenpcos® 1+ asen@send j + acos @ k, con (6,9) € D=10,2n[x[0, 7

e — = (—asenb seng, acos sen g, 0)
" o X orll _ a?sen
or 00 " oz|| ¢
° % = (acos® cos @, acos @ senB, —asen @)
or Or o )
As = — X —|| dedB = a“senp dep d0 = 4a°m.
pll00 Q¢ o Jo

Ejemplo 7.10 (Usando una parametrizacion de S).

Calcular el 4rea del cilindro x2 + y2 = a2 dealtura h, esdecir 0 < z< h.

Solucion: Como ya vimos, la parametrizacién de esta superficie es

r(0,z) =acos® 1+ asen® j+z k, (0,z) € D =1[0,27[x[0, h].
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Luego, ® To = (—asenB, acosB, 0)
* r;= (O/ 0,1)
or Or
— X —|| = [[(acosB,asenB,0)|| = a.
55 % 52| = Il I
Entonces,
or Or 2 (h
As :” — X —|| dzdf = J J adzd® = 2hma.
D 00 0z o Jo
|

7.3

Integral sobre una superfice.

Definicién 7.3
Sea D un conjunto abierto y medible y S una superficie regular parametrizada por la funcién r(u,v),
or

or
_X_

de clase C! en D = interior(D) U 9D, donde (u,v) € D, de modo que R

> 0 para todo

(w,v) € D, y r es una biyeccién entre D y S.

Sea f(x,y,z) una funcién definida y acotada sobre S. Se define la integral de superficie de f sobre S por

”s f(x,y,z) dS = ”D f(r(u,v))‘

Si § =851 U..USy eslaunion finita de superficies parametrizadas que se intersecan a lo sumo en curvas
que forman parte de sus fronteras entonces,

or or
_X_

A.
ou Ov d

m

”S g(x,y,z)dS = Z ”s g(x,y,z)dS

4 1

Integral de superficie con coordenadas rectangulares.
Caso S: z =1(x,y)

Si S: z=f(x,y) con f de clase C! sobre D.

Se puede parametrizar S con con t(x,y) =x i +yj+z(x,y)k con (x,y) € D. Entonces

”s A2 65 = ”D 9%y, 2(x,y))y/1+ 22 + 23 dA.
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Integral superficie—Proyectando sobre varios varios planos.

Asumimos que S es una superficie regular y que F es continuamente diferenciable e inyectiva sobre la
proyeccién D (un conjunto con interior no vacio). Observemos que el dominio de la parametrizaciéon
cuando tenemos F(x,y,z) =0, corresponde a la proyeccién del sélido en cada plano excepto que no se
pueda parametrizar con dominio en algtin plano.
Por ejemplo, el plano y — x = 0 solo se puede parametrizar, usando coordenadas cartesianas, con
dominio en el plano XZ y el plano YZ. Y no tenemos posibilidad de escribir z = f(x,y), asi que no
tenemos un dominio D con interior no vacio, en el plano XY.
a) Proyectando sobre XY:Si S: z =z(x,y) o S: F(x,y,z) =0, con (x,y) € Dyy
”‘Mnuﬁdszj[ 9(x,y,z(x,y)) \/1+22 + 22 dA,
S D

5y

0, en “version implicita”,

F2 +F2 + 2
[[otwaas=]f,ouesn B
S Dy FZ

b) Proyectando sobre XZ:Si S: y =y(x,z) o S: F(x,y,z) =0, con (x,z) € Dy,

” g(x,y,z)dS = ” g(x,y(x,2),2) \/1+y2 +y2dA
S Dx.

0, en “version implicita”,

F; +F +F
” g(x,y,z)dS = ” g(x,y(x,2),2) \/Td/\
S Xz Yy

¢) Proyectando sobre YZ:Si S: x =x(y,z) o S: F(x,y,z) =0, con (y,z) € Dy,

”s glxy,z)dS = ”D g0x(y,2),y,2) |1+ +x2 dA

yz

0, en “version implicita”,

F2 +F2 + F2
[ | L £ E
S Dyz FX
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Ejemplo 7.11

La superficie S: x* + z2 =4 est4 e el primer octante i
estd limitada por el plano x +y = 5, tal y como se 2
muestra en la figura de la derecha. Plantee las inte- 2 4yh=4
grales necesarias para calcular el drea de la superficie
S.

X &

Solucién: Podemos proyectar sobre el plano XY. Como S: x* +z2 = 4, podemos usar la férmula para el
area con F(x,y,z) = x>+ 22 — 4.

Plano de proyeccién: T
Proyeccién
sy || xy xz | vz i Kook
2 z
Proyeccién x2 +y2 =4 ‘\

Wolfram CDF Player

x+y=>5 A 1

0.5 1.0 15

As = 1-dS:” {2 —=dA
JJS ny FZ
_ ([ 4x2+022+422 A
Jpy V 4z
r2 r5b—x 16 )
= I, Jo \/ T6— a2 dydx (Impropia)

= —4 4+ lim 10arcsen (g) =—4+5mn

a—2—
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Ejemplo 7.12 (Usando coordenadas rectangulares).

Calcular las integrales que dan el 4rea de la superficie 7 e
! 4
S=S51+$5; -../

tal y como se muestra en la figura de la derecha.

}/

Solucion: Podemos proyectar sobre el plano YZ. Te- 7 Woltram CDF Player
nemos ' 4
"

As = As, + As,
y S1: Flx,y,z) =x*+y*—4=0.

La superficie S, tiene ecuacién x = 2v/3 —/3y.
Entonces, e

P L v
[ F2+F +F
As = J ,/#d/\Jr” VX3 2+ 1dA
J D] FX D2
rl 2—y 4 2 4 2 02 2 r2—y
- J AR M UZ“L dzdy—irJJ V3+0+ 1dzdy
Ji/2Jo 4x 1 Jo

(1 (2Y 44— y?) + 4y? + 02 22—y
= dzdy + J J 2dzd
u1/2J'0 \/ 404 —y?) Y Y

rl 2
4-2
- 2T gy J (4—2y)dy ~ 1.674

J1/2 /4 —y? 1
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Ejemplo 7.13 (Usando coordenadas rectangulares).

Calcular el drea de la superficie S: y +x*+ 22 =4
en el primer octante.

Solucion: La proyeccién sobre XZ esta limitada por
el circulo x? + z? = 4 y la ecuacién de la superficie es

S:y=4—x*—2%

Figura 7.5: Superficie S

Primera manera: Proyectando sobre XZ (un cuarto de circulo) y usando coordenadas cilindricas.

As = J V1+y2 +yZ2dA
X = TrcCos0

= J V1+4x2+4z2dA, cambio de variable: y =y
DXZ

z = rsenb,

r'7T/2 2
= J V1441200820 + 4r2sen2 0 r drdo
Jo Jo

r-7‘[/2

2
= J vV 1 4412 drde

JO 0
2

NI

(/2 (1 4+ 412
_ A+ar)) g ™ (17 V17 — 1) ~ 9.04423.
Jo 12 24

Segunda manera: Podemos usar la parametrizacion r(y,0) = v/ —y cos® 1+y j+ 4 —y send k con
ye 0,4 y 6 € [0,m/2].

/2 r4
dyde — J J V17/4—y dyde = % (1717 — 1).

0 0

Ejemplo 7.14

Calcular el 4rea de la superficie S: y + z = 6 tal y como se ve en la figura (a).
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2

z=4—=x

Z A

Solucion: Como S : y(x,z) = 6 — z, usamos la parametrizacién r(x,z) = x 1+ (6 —z)j + zk sobre la
regién D definida por x € [0,v2] y 2 <z <4—x% Entonces yx =0 y y, = —1. La proyeccién sobre
Dy, se veen la figura (b).

As = J V1+y2+yZdA
Dyz

n\ﬁ 4—x2
J V2 dzdx
2

Ejemplo 7.15 (Parametrizando con coordenadas esféricas y con coordenadas rectangulares).

Calcular el 4rea de la superficie de la esfera S : x? +y% + 22 = a2, Z cf\

Solucion: Vamos a calcular de dos maneras, parametrizan-
do con coordenadas esféricas y parametrizando con coordenadas
rectangulares (mas complicado).

I

x#

Primera manera: Coordenadas esféricas. La esfera la podemos parametrizar con coordenadas esféricas,

S:1(6,¢) =asenpcosO 1 + asen@send j + acose k, con (8,9)€ D =10,2n[x[0, 7

0
«— — (—asen® sen @, acos6 sen @, 0)

% or X oril _ a?sen

o 00 < oz|| M
° % = (acosB cos@, acos send, —asen @)

or Or e 2
As = — X —|| dpdd = a“sen@de dd = 4a‘m.
D [|00 09 o Jo
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Segunda manera: Coordenadas rectangulares. Usamos la parametrizaciéon r(x,y) = x1+ yj +
Va2 —x2 —y2k. Solo vamos a calcular el 4rea de la parte superior de la esfera. El area total la obtenemos
multiplicando por dos.

X
e Z = D ——————————————————

—  As = 2” JIr2 12 dA = 2” 1 XY aa
. I D D a—x"—-y
2y ?—x2—y2

Conviene hacer cambio de variable y usar coordenadas polares. Observe que las derivadas se indefinen
en la frontera del circulo (si T = a). La integral se calcula desde 0 hasta r =€ con 0 < € < a. Al final
hacemos € — a.

r 2 2
As = 2J \/1+%d/\
D a—x"—y

(27 e a
= 2 J ——=1drd0 si ;e —a (integral impropia!)

Jo Jo Va?—r
P27t
= 2| a%d8 = 4d’n
Jo
€ a
e Para calcular J =" dr hacemos u = a2 — 12, du = —2rdr. Queda
0 vVar—r

2

2 a?_¢e2
197 ¢ a ayu .
~3 —du = Vi —ad®—ava2—e2 — a® si e —a
2
a

A= 2,
\F2+ T+ T2
1
F(x,uy,z) = x¥* + y?> + 22 — a® = 0. Puesto que esta férmula solo se puede usar si la proyeccién es
Y Y q p proy

uno a uno con la superficie, solo podemos considerar la parte superior de la esfera. Pasando a cilindricas,
la integral queda igual al cdlculo anterior.

Nota: Observe que As también se pudo calcular con As = ” dA. En este caso
D

Ejemplo 7.16 (Usando una parametrizacion de S).

Calcular el drea del cilindro x> +y? = a? de altura h, es
decir 0 <z<h.

Solucion: Como ya vimos, la parametrizacion de esta
superficie es

r(6,z) = acos® i+asen® j+z k, (8,z) € D = [0,2n[x[0, hl.

Luego,
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e 19 =(—asenB, acosb, 0)
e I, = (O, O, 1)

or Or
. Haexaz = [[(acos 6, asend,0)|| = a.

Entonces,
d d 27 rh
As :” % dazdo = J J adzdd = 2hna.
D 00 0z o Jo
]
7.4 Flujo través de una superficie S
Campos escalares y campos vectoriales.
Definicién 7.4
Sea U C R™ un conjunto abierto. Una aplicacién f: U — R se denomina campo escalar o funcién
escalar. Una funcién f: U — R™ se denomina campo vectorial. I

Ejemplo 7.17 (Representacion grdafica).

Una manera de visualizar el campo graficamente es anclar en cada punto (x,y) el respectivo vector
F(x,y) (se traslada desde el origen). Pero también se puede anclar el vector de tal manera que el punto
quede en el medio del vector (como si el vector fuera parte de una recta tangente). En general, la
representacion gréfica se hace anclando el vector de esta segunda manera y escalando el tamafio de
los vectores de tal manera que unos no se sobrepongan sobre los otros, para tener una mejor vizuali-
zacion de la direccién de “flujo” del campo vectorial. Asilo hace el software (como Wolfram Mathematica).

Por ejemplo, Consideremos el campo F(x,y) = (—y, x). En la figura a.) se dibujan dos vectores anclados
en el punto, en la figura b.) se dibujan dos vectores anclados con el punto en el medio y en la figura c.) se
hace la representacion gréfica del campo escalando los vectores, tal y como se acostumbra.

(_L@

~
~

S}
1
. |

ek e S & | N Q
RO,

4aﬂa$$$@3@$§$$

e SN NN

««m«aﬂﬁ%&§§§§\
N

4
7,

St A A AN
A A

B sttt el lllsd
S I I,

f
[}
/
/
/
/
7/
/7

Vz(1,1)

—
L
1
]
NN
NN
vt t Y
- rt/
v r s
s -8
—— A XSS

et OO OOV
O OO OO0 d

1
X ' X
a.) b.) c.) Escalamiento

Figura 7.6: Campo F(x,y) = (—y,x)
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Ejemplo 7.18

Representacion gréfica del campo vectorial F;(x,y) = (2x, 2y) y del campo vectorial F»(x,y) = (—y,x)
sobre la circunferencia x? + y? = 1. Observe que si z = x> + y? entonces F;(x,y) = Vz, por eso los
vectores son perpendiculares a esta circunferencia (la curva de nivel z = 1).

s ‘ 4/4

Py

Figura 7.7: F; sobre x> +y? = 1. Figura 7.8: F, sobre x* +y* = 1.

|
Ejemplo 7.19
En la figura 7.9 a.) se presenta la representacion grafica del campo vectorial F(x,y) = (seny, senx)
y su paso sobre la curva C de ecuacién (x —h)? + (y — k)> = 1. En al figura 7.9 b.) se presenta la
representacion grafica del campo vectorial F(x,y,y) = (—y,x,xy) y su paso sobre la superficie S de
ecuacién z=2— (x — 1) — (y — 1)2.
F(z,y) = (= (seny, senz)) sobre C': (z —h)*+ (y —k)* =1 = 00
i i i _Wolfram CDF Player — Woltram CD\F Player
a.) b.)
Figura 7.9: Campos vectoriales y su paso por una curva y una superficie
|

Flujo a través de una supefficie

Supongamos que tenemos una regién plana S y queremos determinar la cantidad de “fluido” a través de S (se
supone que el fluido puede atravesar la superficie sin ninguna resistencia). La cantidad de fluido es “densidad
por el “‘volumen’ que ocupa”. Si el flujo se mueve con velocidad constante V, entonces durante un intervalo de
tiempo At llenara un paralelepipedo de base S y “extension” (arista) At V. El volumen de este paralelepipedo

"z

es “area de la base” AS por “altura”, la altura h se calcula con la norma de la proyeccién de V sobre el vector
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normal unitario a S, denotado N. Como se sabe, h = |[|[(AtV - N) NJ|| = AtV - N, entonces

Volumen del paralelepipedosobre S es V- -NASAt

Figura 7.10: El fluido sobre S llena un paralelepipedo

Si el fluido tiene densidad p, la masa del fluido es AM = pV - N ASAt. La densidad del fluidoes F=pV yel
flujo total es la masa de fluido que pasa a través de S en una unidad de tiempo: F-N AS kilogramos por segundo.

Ahora digamos que tenemos una corriente de fluido en el espacio con velocidad V(x,y,z) y densidad (masa
por unidad de volumen) p(x,y,z) en cada punto (x,y,z). El vector densidad de flujo

F(x,y,z) = V(x,y,z)p(x,y,2)

tiene la misma direccién que la velocidad y nos dice cuanta masa de fluido circula por el punto (x,y,z) enla
direccién de V(x,y,z), por unidad de area y de tiempo.

Para sugerir una definiciéon razonable de cémo medir la masa total de fluido que atraviesa una determinada
superficie S en la unidad de tiempo, se considera la superficie S parametrizada por r(u,v) en una regién
rectangular D. Sea N el vector unitario normal que tiene la misma direccién que el producto vectorial
fundamental,

o o
_ _Ou_ 0v_

N = EXE (7.1)
ou O0v

Para medir la cantidad de fluido que pasa a través de S en la unidad de tiempo y en “la direccién” de N, se
descompone el rectingulo D en m subrectangulos Dj,Dy,..., Dy. Sean Sy,Sy,...,Sm las correspondientes
porciones de superficie en S. Llamamos ASy ala k—ésima porcién Sy. Sila densidad p y la velocidad V son
constantes en Sy y Sy es suficientemente plana, el fluido que atraviesa Sy enla unidad de tiempo ocupa un
paralelepipedo con base Sy y eje determinado por el vector velocidad V.
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Wolfram CDF Player

Figura 7.11: El fluido sobre Sy ocupa un paralelepipedo

or or

50 = 3y Auy Avy, el fluido sobre Sy ocupa un paralelepipedo de volumen

Como el drea de Sy es ASy = '

(base por altura),

or 0
ASka-N:F-NASkzF-Nerr Ay Avy,
ou Ov

N Waolfram COF Player Wolfram COF Flayer

,,
= e — g
( ) ( i
- ~d ) =
~— e Ao .\\H \L_ S =
~
Figura 7.12: El fluido sobre Sy en “direccién” de N Figura 7.13: El fluido sobre Sy en contra la “direccién” de
N
7.5 Integral de flujo.
m
La discusién anterior sugiere que la suma ZF - N ASy puede ser una aproximacién aceptable de la masa total
k=1

de fluido que atraviesa Sy enla unidad de tiempo.
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Wolram CDF Player

Wolfram COF Player Wolfram CDF Player

gt

Figura 7.14: El flujo neto, por unidad de tiempo, es la suma de los flujos (voltimenes de los paralelepipedos)

Si F esla densidad de flujo de una corriente de fluidoy N es el vector unitario normal a S definido por

E
_ _ou
N_‘ or

“ v

or

“ v

or

ou
entonces la masa total de fluido (fluido neto) que pasa por S por unidad de tiempo “en la direccion” de N es

or 61‘
' _ S u v _ Jor or
“SF NdS = ”D F(r(u,v)) or 61' H dA = JJD F(r(u,v)) ™ X 3 dA
au v

Orientacion. Nuestra expresion para el flujo total lleva implicita la escongencia de uno de los dos vectores
normales unitarios. Escoger un vector unitario para la region S es equivalente a “orientar” la regioén (como

veremos md adelante). Esta escogencia de N decide el signo de F-N. En lo que sigue, siempre vamos a escoger
or Or
N _ou oy
o or
ou v

Wolfram CDF Player

S

F \

F.-N<QO

Figura 7.15: S se orienta con N. JJ F - N dS calcula el flujo neto en “la direccién” del N escogido
s
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En las aplicaciones es frecuente convenir en cudl N se escoge, para poder interpretar el resultado de ” F-NdS
S

como “flujo neto” en la direccién escogida. La integral ” F - N dS calcula el flujo neto: El flujo que pasa en la

S
“direccién” de el vector N escogido, “suma” y el flujo que pasa en la “direccién contraria”, “resta”. La suma de

todo esto es el flujo neto.

Caso z = f(x,y)

Como consecuencia tenemos que si S: z = f(x,y) con f de clase C! sobre D, se puede parametrizar S
con r(x,y) =x 1+y j+ f(x,y) k y entonces

USF.Nds = ”D F(x,y,2) - (—fx, —fy, 1) dA

xy

Integral de Flujo—Proyectando sobre varios varios planos.

a) Proyectando sobre XY:Si S : z=1z(x,y) 0 S : G(x,y,z) =0, con (x,y) € Dyy

”s FoNd>= ”D F(x,y,z(x,y)) - (—2x, —2y,1) dA,

xy

0, en “version implicita”,

”5 F-Nas= || Fixu,z0x,4) - (6x Gy, 62) g dA

Xy z

b) Proyectando sobre XZ:Si S : y=y(x,z) 0 S : G(x,y,z) =0, con (x,z) € Dy,

” F-NdS = ” F(x,y(x,2),z) - (—yx,1,—y,) dA
S Xz
0, en “version implicita”,

1
|| onas=||  Fxynz,2)- (60 6y 6 50
s D.. Gy

¢) Proyectando sobre YZ:Si S : x =x(y,z) 0 S : G(x,y,z) =0, con (y,z) € Dy,

”S F-NdS = ”D F(x(y,2),4,2) - (1,—xy, —xz) dA

yz

0, en “versién implicita”,

1
JJ F-NdS = JJ F(x(y,2),y,2) - (Gx, Gy, G;) =— dA
S Dy GX
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® La integral ” F-N dS puede diferir en el signo al cambiar el plano de proyeccién. Esto es asi porque los
S
vectores (—zx, —zy,1), (—yx,1,—yz) y (1,—xy, —x:) son paralelos pero a veces son opuestos. En todo caso,

JJ F-NdS se interpreta como el flujo neto en la direccién del vector N escogido.
s

Ejemplo 7.20

Calcular ” F-NdS si F(x,y,z) = (z+1) k y S es
S

la superficie z=2+y con x> +y? = 1.

Solucion: La superficie S tiene ecuaciéon z = 2 +y.
Dy es el circulo de radio 1. Entonces,

JJ F-NdS = (0,0,z4+1) - (—zx, —2zy,1) dA
S JD,y

JJIDyy

do =3m

rr 27t 1 27T
6 0
= y+3dA = J J (3+rsenf)rdrdd = J Ln()
JJp,, 0 Jo 0 4

2

Ejemplo 7.21
X

Sea F(x,y,z) = (0,y,0) y S elcilindro z =2 — o
desde y =0 hasta y =2, como se ve en la figura.

Calcular ” F-NdS
S

Solucion: Intuitivamente, el flujo no pasa a través de la
superficie S, asi que la integral de flujo deberia ser 0.

En este caso solo se puede proyectar sobre YZ o XY. La proyeccién sobre YZ es un rectangulo. Sea
2

S: G(x,y,z) =0 con G(x,y,z) =z—2+ % Entonces,
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” F.NdS ” F.YC
s D Gy

yz

3/2 1 3/2
= J J (0,y,0) - (x,0,1)= dzdy = J J 0Odzdy = 0
0Jo X 0Jo

Ejemplo 7.22

Calcular ” F-NdS si
S

F(X/ Y, Z) = (X’I yz, XU)

y S el cilindro de ecuacién y = 4 —x? limitado por el plano
X +z =2, tal y como se muestra en la figura de la derecha.

Y
Solucién: La superficie S tiene ecuacion G(x,y,z) =0 con y=4-x2
G(x,y,z) =y +x% + 4. La proyeccién de S sobre el plano
XZ es un tridngulo.
JJ F-NdS = J (x,yz,xy) v—GdA
s J Gy
= J (x,yz,xy) - (2x,1,0) dA
JJIDy,
r2 r2—x - Y
= J 2x —i—yz dzdx
JOJO
r2 r2—x
112
= J 2x + (4 )Z) dzdx = —
JoJo 15

Si calculamos proyectando sobre YZ tenemos S: x = /4 —y.

flormas= [0 (Vi ity ) v
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Ejemplo 7.23

Calcular ” F-NdS si
S

F(x,y,z) =4xzi +yz’j+ 22k

y S eslasuperficie Z2 +y? +x* =4 entrez=1y
z=2.

Solucion: La  superficie S tiene  ecuacidon
G(x,y,z) = 0 con G(x,y,z) = x2 4+ y2 + 22 — 4.

La proyeccién Dyy es el circulo x* + y?> = 3.
Entonces,
[ ( G
” F-NdS = (4xz,yz>, 2)-V—dA
S JIDyy Gz

= (4xz,yz5,2%) - (5,3,1) dA
JIDyy z z

= (4x2 +y22 + ZZ) dA
JIDyy

= (P +y2(4 - —y?) +4 - —y?) dA
JDy

1 /2 /3
= 5 J J (8 + 672 — * + 1% cos 20)r drd®
0o Jo

217

1

Ejercicios

@ 7.5.1 Calcule I = ” F-NdS donde F es el campo vecto-
S

rial dado por F(x,y,z) =y i — xj + 8z k y S lapartedela
esfera de ecuacion x? +y% + z2> = 9 que se encuentra dentro
del cilindro x? +y? = 4, como se observa en la figura.
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7.6

@ 752 Sea F(x,y,z) = xy? i +x?yj+yk Sea S esla
frontera del s6lido E limitado por

Si:x*4+y2=1,8S,: z=1y S3: z=-1

como se ve en la figura. Calcule ” F-NdS donde N esel

S
vector normal unitario exterior al sélido E.

@753 SeaF(x,y,z) =x i+yj+zkysS eslasuperficie de
ecuaciéon z = 1+ x%2 + yz, con 1 <z <3, talycomo se

muestra en la figura. Calcular JJ F-NdS.
S

@ 7.5.4 Sea F(x,y,z) = (0, x +y, z). Calcule la integral de

superficie ” F-NdS, donde S es el trozo de cilindro de ecua-
S
ci6n z = 1 — (x — 2)® que est4 limitado por los planos y = 0,

y =3,z=1yz=2tal y como se muestra en la figura.

@ 7.5.5 Sea S la superficie de ecuacién z = x2 +y? que se
encuentra limitada por los planos z =1, z =3, y =xy
el plano x = 0, tal y como se muestra en la figura. Calcule

” F-N dS siF(x,y,z) = (x, y, z%)
S

@ 7.5.6 SeaF(x,y,z) = (xy, x, z+ 1) ysea S la porciéon de
superficie de ecuacién z = 4 — y? limitada por las superficies
z=3, x=4, z=0y x =y, tal y como se muestra en la figura

de la derecha. Calcular ” F-N dS.
S

Superficies orientables.

Sea S una superficie y r(u,v) una parametrizacion de S. Los vectores normalesa S, en (u,v), puede escogerse

entre los dos vectores unitarios opuestos
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o o
_ 4 _Ou 0v_
N(u,v)—iEXE
ou Ov

Caso S: z =1(x,y)

Enelcasode que S: z=f(x,y), si r(x,y) =x i+yj+f(x,y) k y entonces

(_fX/ _fy/]-) (_fX/ _fyr]-)

Ni(xy) = ——/——— ——
/215 +1 \/fx+ 5+ 1

N_(X,U) = -

Si la superficie tiene dos “caras”, el signo hace que cada vector normal esté en un lado u otro de la superficie.

Este hecho se usa para “orientar” una superficie. Orientar una superficie significa escoger un signo para N,
una cara de la superficie es caracterizado N y la otra cara por —N. Como N depende de la parametrizacion r,
es estd la que al fin y al cabo orienta la superficie.

En el caso de una esfera, cada vector N, (x,y) (con signo positivo) apunta al exterior y el cada vector N_(x, y)
apunta al interior

2 +y? 422 =1 7|

Ny (w0,90)

72, Y2)

Definicién 7.5
Si en cada punto (x,y,z) de la superficie regular S es posible asociar un vector unitario N(x,y,z) de tal
manera que como funcién, N sea continua sobre toda la superficie S, entonces se dice que S es orientable. I

Como deciamos, la definicién supone que la superficie tiene dos lados. Uno de los lados queda determinado
por la funcién continua N(x,y,z) sobre S y el otro lado por la normal de signo contrario.
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7.7

Hay superficies de una sola cara, como la banda de
Mobius, que no son orientables. En la figura que sigue
tenemos una banda de Mobius. Note que la escogencia i 3
de N no orienta la banda, es decir, si escogemos uno i

de los N, la presencia de estos vectores N “arriba” y
“abajo” de la banda, muestran que hay una sola cara.

e

@
En las integrales de flujo que hemos calculado, hemos usado el vector normal unitario fundamental N,.. No

siempre este es el vector que se elige para los célculos. Algunos teoremas requieren superficies orientadas con
vectores normales unitarios hacia el exterior.

Convenio para superficies cerradas. En el caso de superficies cerradas, se conviene en que si N apunta hacia
afuera, esta es “la orientacion positiva” y si N apunta hacia adentro, esta es “la orientacion negativa”.

Teorema de la Divergencia.

Ahora nos interesa analizar el flujo de un campo vectorial F(x,y,z) = (P, Q,R) continuamente diferenciable,
a través de la frontera S = 0E de un sélido simple E, en la direccién del vector normal unitario exterior a
S = oE. El flujo total se puede separar entre el flujo que entra y el flujo que sale, en cada cara del sélido el flujo
podria ser distinto.

Divergencia significa “alejarse de”. Intuitivamente, la “divergencia” es la densidad de flujo o flujo neto por
unidad de volumen; es la cantidad de flujo que entra o sale en un punto y se calcula como el “cambio de flujo
total”, es decir, la suma del cambio de F en la direccién de X, el cambio de F en la direccién de Y y el cambio
de F en la direccién de Z.

En un caso sencillo, se toma un cubo E centrado en (a, b, c) con aristas paralelas a los ejes. Calcular el flujo
sobre S = OE requiere calcular el flujo sobre cada una de las caras.

S:aQ N = (0,0,1)
Z F

Q

F(a+Am/2a,b,C)

Az

En la cara que contiene al punto (a + Ax/2,b,c) (punto rojo en la figura anterior) la estimacién del flujo total
Ft,  seria

Ftx+ =~ F(a+ Ax/2,b,c) - (1,0,0)AyAz = P(a + Ax/2,b,c)AyAz

En la cara (opuesta) que contiene al punto (a — Ax/2,b,c) la estimacién del flujo total Ft,_ seria

347
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Ftx— ~ F(a+ Ax/2,b,c) - (—1,0,0)AyAz = —P(a — Ax/2,b,c)AyAz

Luego el flujo total estimado en ambas caras seria,

oP
Ftyy + Ftx— = [P(a+ Ax/2,b,c) — P(a—Ax/2,b,c)]AyAz = a(a,b,c)AxAyAz si Ax=0

De manera similar, si AV es el volumen de la caja, el flujo total en las caras paralelas a los planos y =0 y

0 0
z = 0 serfa aproximadamente a(j(a, b,c)AV y a—z(a, b, c)AV, respectivamente.

Asi, el flujo total a través de S = OE con vector normal exterior, serfa aproximadamente

P 9Q AR
ox Jdy Oz

Asi, el flujo total que pasa a través de la frontera de una pequefia caja de centro (a,b,c) es un escalamiento del

oP 0 oR . )
volumen, el factor de escalamiento I + 6(13 + 22’ evaluado en el centro, se llama divergencia.

AV
(a,b,c)

Definicion 7.6
La divergencia del campo vectorial F = (P, Q,R) es el campo escalar

DivF = —
v ax+ay+az

0P 9Q , 2R |

Si F es continuamente diferenciable, DivF es continuo y si E; es una caja de didmetro pequefio, entonces

DivFAV ~ JJJ DivF dV
E

i

Pero como DivF AV es aproximadamente el flujo total a través de la frontera de E;, en la direcciéon del vector

normal exterior, entonces
”J DivF dV = JJ F-NdA
E i oE i

La generalizacion es llamada el Teorema de la divergencia o Teorema de Gauss.
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Teorema 7.1 (Teorema de la Divergencia).

Sea E un soélido limitado por una superficie orientable S y sea N el vector normal unitario siempre
exterior a E. Si F es un campo vectorial de clase C! sobre E entonces

”L DivFdV = ”s F-NdS

donde DivF =P, + Qy + R, si F=(P,Q,R).

Como estamos asumiendo N exterior a E, entonces ” F-NdS calcula “el flujo neto que sale” de E. Sino
S
usamos el teorema de la divergencia, tendriamos que ajustar en cada superficie el vector N para que quede

exterior al sélido E.

Ejemplo 7.24

Calcular F-NdS si F(x,y,z) = (z+ 1) k, S

S
es la frontera del sélido E limitado por el cilindro
x2+y? =1, elplano z=2+y y z =0, como se ve
en la figura, y N es el vector unitario siempre exterior
a k.

Solucion: En vez de calcular la integral sobre cada '
una de las tres superficies que conforman la frontera oo
de E(ver los ejemplos 7.5,7.5 y 7.21), usamos el
teorema de la divergencia.

e F(x,y,z) =(0,0,z+1) y DivF=0+0+1=1.

Proyectando sobre el plano XY y usando coordenadas cilindricas, tenemos

JJ F-NdS = ” DivF dV
S JJJE

24y
= J J 1dzdA (la cantidad de flujo coincide con el volumen de E!)
D Jo

r27t 1 p241sen B
= J J 1rdzdrd6 = 27w
Jo Jo Jo

La importancia de que N se exterior a E. Se pide N se exterior a E por convenio, para medir el flujo en esa
direccion. Si N no es siempre exterior a E, el flujo neto, por supuesto, cambia.
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Consideremos los ejemplos 7.5, 7.5 y 7.21 . El calculo de la integral de flujo se hizo siempre con

Nl = (_fX/ _fy/ 1)

pero este vector no siempre es exterior a E. En el caso de la superficie S, (figura siguiente), este vector 1o es
exterior y

JJ F-NdS=m.
Sa

El resultado es

” F‘NdS:” F-(—N)d8+” F-NdS+” F-NdS=-—7n+3n+0 = ”J DivF dV =27
S Sa Sy S¢ E

Ejemplo 7.25

Calcular ” F-NdS si
S

1 A
F(x,y,z) =ycosx i+ Eyzsenx j+zk

y S es la frontera del sélido E comprendido entre las
superficies z=1+4y, x¥*+y>=1y z=0, y N esel vector
normal unitario siempre exterior a E.

Solucion: Podemos usar el teorema de la divergencia.
La proyeccion del sélido sobre el plano XY es un circulo
¥ +yr=1

e DivF = —ysenx+ysenx+1=1.
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JJ F-NdS = ” DivF dV
S JJJE

r 1+y
= J J 1rdzdA
D Jo

Jo JO JO 0 Jo

r27t 1 pl4Tsen© 27 rl
= J J rdzdrdb = J J(l—{—rsene)rdrdﬁ =7

Ejemplo 7.26

Sea E el solido limitado por las superficies

Sa : z=sen(xy), Sp : x:g y Sc ty=x.

Sea $ la frontera del s6lido E y N es el vector normal
unitario y exterior a E.

3
Calcule ” F-NdS si F= (X—, z, yx) .
S 3
Solucion: Podemos usar el teorema de la divergencia.
La proyeccién del sélido sobre el plano XY es el

tridngulo 0 <x < /2 y 0 <y < x.

e DivF = x?2

JJ F-NdS = JJ DivF dV
S JJJE

r3 x rsen(xy)
= J J x2 dzdydx
Jo Jo Jo

>
N3

JOo JoO 0

X
= J X2 sen(xy)dydx = J X — X COS (xz) dx
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Ejemplo 7.27

Calcular F-NdS si F(x,y,z) = x i4+y j+z k y S es

S
la frontera del sélido E comprendido entre las superficies
z=10—x*—-y?>y z =2+x>+1y% y N es el vector normal
unitario siempre exterior a E.

Solucion: Podemos usar el teorema de la divergencia.

e F(x,y,z) =(x,y,z) y DivF=1+1+1=3.

e La proyeccion del sélido sobre el plano xy es un circulo de radio 2 pues
z=10—-x*-y* N z=2+x+y> = 4=x*+y~

Usando coordenadas cilindricas obtenemos,

”S F-NdS ”L DivF dV

10—x2—y? 27t (2 p10—12
= ” J 3dzdA = J J J 3rdzdrd® = 48n
D J2+4+x24y? 0 Jo J2+712

Ejercicios

@ 7.7.1 Consideremos el campo de fuerzas F con

A

F(x,y,z) = (x+sen(y)) 1+ (In(xz) —y) j+ (2z+arctan(xy)) k

Calcule la integral de superficie JJ F - NdS donde S es la
s
frontera del sélido E, el cual se muestra en la figura a la derecha

y N es el vector normal unitario siempre exterior a E.
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@ 7.7.2 Use el teorema de la divergencia para calcular

” F-NdS donde S es la frontera del sélido E, limitado por
S

la superficie z = x*> +y? +5 y el plano z = 10, tal y como se

muestra en la figura a la derecha, F(x,y,z) =2x i+yj+z k
y N es el vector normal unitario exterior a E.

@ 7.7.3 Sea F(x,y,z2) = xy? i+x*yj+yk ysea S esla
frontera del s6lido E limitado por

Si:x>4+y2=1,85,: z=1y S3: z=-1

-

como se ve en la figura. Calcule ” F-NdS donde N esel
S
vector normal unitario exterior a E.

@ 7.7.4 Sea S la frontera del sélido E limitado por la esfera
x? +y? + 2% =2y el cono 2z° = y? + x%, tal y como se muestra
en la figura.

2
SiF(x,y,z) = xz 1+xarctan(xz) i+% k, calcular ” F-NdS
E

si N es el vector normal unitario siempre exterior a E.

@ 7.7.5 Sea E el solido que se muestra en la figura a la derecha
y sea S la frontera de E, es decir, S = 0E. Calcule ” F - NdS

s
donde
F(x,y, z) = (x> +senz, x*y + cos z, tan(x? + y?))

y N es el vector normal unitario siempre exterior a E.

@ 7.7.6 SeaF(x,y,z) = (22 +2) k y S la frontera del sélido
Q, el cual se muestra a la derecha, y N es un vector normal
exterior a E.

a.) Calcule ” F- N dS sin usar el Teorema de la Divergencia.
S
b.) CalculeJ

J F - N dS usando el teorema de la Divergencia.
s
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@ 7.7.7 Sea F(x,y,z) =3y 1 —xzj +yz k, S es la frontera
del sélido E, el cual se muestra a la derecha, y N es un vector
normal exterior a E.

a.) Calcule ” F- N dS sin usar el Teorema de la Divergencia.
S

b.) Calcule ” F - N dS usando el teorema de la Divergencia.

S

7.8 Integral sobre una superfice.

La anterior discusién sobre inetegrales de flujo, nos lleva a una propuesta razonable de lo que puede ser una
integral sobre una superficie. Si ponemos f(x,y,z) = F- N, tenemos la siguiente definicién,

Definicién 7.7
Sea D un conjunto abierto y medible y S una superficie regular parametrizada por la funcién r(u,v),
or

or
7X7

Sl 0 para todo

de clase C! en D = interior(D) U dD, donde (u,v) € D, de modo que

(u,v) € D, y r es una biyeccién entre D y S.

Sea f(x,y,z) una funcién definida y acotada sobre S. Se define la integral de superficie de f sobre S por

”s f(x,y,z) dS = ”D f(r(u,v))‘

Si § =S1U..USy eslaunioén finita de superficies parametrizadas que se intersecan a lo sumo en curvas
que forman parte de sus fronteras entonces,

or or
7><7

dA.
ou Ov

m

”S g(x,y,z)dS = Z sti g(x,y,z)dS I

i

Integral de superficie con coordenadas rectangulares.

Caso S: z =f(x,y)

Si S: z=f(x,y) con f declase C! sobre D, se puede parametrizar S con con r(x,y) = x i+yj+f(x,y) k
y entonces

”S g(x,y,z)dS = ”D g(X,y,f(X,y))mdA_
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Integral superficie—Proyectando sobre varios varios planos.

Asumimos que S es una superficie regular y que F es continuamente diferenciable e inyectiva sobre D.

a) Proyectando sobre XY:Si S : z=1z(x,y) 0 S : F(x,y,z) =0, con (x,y) € Dyy

JJSQ("'U'Z)dSZUD 90y, 206,y)) /1 + 22 + 23 dA,

xy

0, en “version implicita”,

F2 4+ F2 + F2
” g(x,y,z)dS = ” g(x,y,z(x,y)) \/Td}\
S Dy &

b) Proyectando sobre XZ:Si S : y =y(x,z) 0 S : F(x,y,z) =0, con (x,z) € Dy,

”s g(x,y,z)dS = ” a(x,y(x,2),2) mdA

Xz

0, en “version implicita”,

FZ —|—F2 —|—F2
[ otevmras =[] gtutezn [ ZT 20
S Dz FU

¢) Proyectando sobre YZ:Si S : x =x(y,z) o S : F(x,y,z) =0, con (y,z) € Dy,

”s 9% y,2) dS = ”D g0x(y,2),y,2) \/1+x3 +x2 dA

yz

0, en “versién implicita”,

F2 +F2 +F2
” g(x,y,z)dS = ” g9(x(y,2),y,2) \/7dA
S Dy: x
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Ejemplo 7.28

Calcular la i 1d fici 24% s S 1 A
alcular la integra e superiicie —_— con a
& p J:Lvl—f—4x2

porcién de la superficie z = 4 — x? limitada por el plano
x + 2y =4, como se muestra en la figura

Solucion: En coordenadas rectangulares,

V1+22+28 = V14+4?

z+x* ” 4—x*+x?
————dS = ———— V1+4x2dA
JJS V1 +4x? D V1+4x?

2 r2—x/2
= J J 4dydx = 12.
0J0

Ejemplo 7.29 (Integrando sobre YZ).

Calcular la integral de superficie JJ 2xyz dS con S la parte del plano y = x limitado por z = x? +y2,
S

como se muestra en la figura.

i\ A

Figura 7.16: Superficie S

Solucion: La superficie S solo se puede proyectar en los planos XZ o en YZ. La curva C
de la proyeccién en el plano YZ se obtiene como la intersecciéon del plano y el paraboloide:
Ciy=xnz=x*+y> = C:z=22

Como proyectamos en YZ, entonces S: x =y y (/1 +x3 +x% = V2. Luego,
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” 2xyz dS = ” 2xyz (/1 +x3 +x2 dA
S D

1 p2y?
= JJ 2y2zx/§dzdy

0J0

= 4V2/7

Ejemplo 7.30
E

Calcular la integral de superficie JJ z+2x+ %y dS con § la parte del plano % + 3 + 2 =1 situada en
S

el primer octante.

A\

X,22\3 Y

N | 8y
_+_
colw
I
i )

. 4 . . .
Solucion: Como S: z=4—2x — 3Y entonces /1 + 2% + 23 = v/61/3. Las variables de integracion son
x e y asi que debemos sustituir z en el integrando,

.
z+2x+4/3ydS = J (z+2x+4/3y) y/1+ 22 +22 dA
”s b D b A

r2 r3—3x/2 4 4 61
4—2x— -y + 2x+ 3 £dydx
JoJo 3 3 3

r2 r3—3x/2 1
- 4 @ dy dx = 4v/61.
JOJO
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Ejemplo 7.31

Sea a >0 yseal = ” —5 52 45 con § el cilindro x? +y? = a® limitado por los planos z =0 y
s
z=h>0.

a.) Calcular I usando coordenadas rectangulares, S: x = \/a? —y2.

b.) Calcular I usando la parametrizaciéon S; : r(6,z) = acos® 1+ asen® j+z k, (8,z) e D =
[—m/2,7/2] x [0, h].

Solucion:

a.) Proyectando sobre YZ, S: x = y/a? —y?. Eneste caso, /1 + x% +x2 =

1 1 a
——dS = dyd
”s a? 422 ”D a?+22 /a2 —y2 v

a

“ a L
d -
J'a vaz—y? yjo a? +z?

a—e 1 z
- — arctan (—)
—a+e @ a

dz  (la primera integral es impropia),

" ( 7T+ 7T>1arctam h
=la=-+4+a=)— — .
0 2 2/ a a

b.) En este caso, esta es la manera facil. Usando la parametrizacién uno-uno

= lim aarcsen (E)
e—0* a

r(0,z) =acos® i+ asenb j+z k, (8,z) € D = [—m/2, /2] x [0, hl.

e 19 = (—asenB, acosb, 0)
e 1,=1(0,0,1)

or Or
R H% x 5, || = llacos6,asen®,0)] = a.

o or
00 0z

1 1
— . dS = ——
”s a?+ 22 ”D a®+ z?

Note que usando esta parametrizacién no tenemos problemas de singularidades.

/2 h a h
dzdo = J J T3 dzdO® = marctan <—> .
—pi/2Jo ac+z a
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Ejemplo 7.32 (Usando coordenadas esféricas).

Considere la integral de superficie I = ” InzdS con
S

S el casquete de esfera X +y?+22 =1, % <z«

a.) Calcular I usando coordenadas rectangulares

b.) Calcular I usando la parametrizacién (coordenadas esféricas)
S:r(0,¢) =(sen@ cosH, sen psenB, cose), con (6,¢) e [0,2n[x[0,7/3].

c.) Calcular I usando la parametrizacién

S:r(z,0) =V1—22cost i+1—z2sentj+zk con

<z<1ly 0¢€0,2nl

N[ —

Solucién:

a.) En coordenadas rectangulares S: z = \/1—x?> —y?, con z € [1/2,1]. Entonces la proyeccién sobre
el plano XY estd entre el origen y la circunferencia x> + y? = 3/4. Las variables de integracién son
x e y asi que debemos sustituir z en el integrando,

”SInzdS = JDln(z)\/1+z§+z%J dA
n 2.2
= | JD log (\/ 1—x2— yz) \/1 + 1ix—53y2 dA,  (pasamos a polares),

27t pr/3/4 r , ,
log(v/1—12 dr do usamos la sustitucion u® =1 —r<),
Jo 8l ) V1—12 ( )

Jo

= m(In2—1) (la integral es impropia, se calcula con u—0).

b.) Vamos a usar una parametrizaciéon del casquete de la esfera basada en coordenadas esféricas.

Observe que los pardmetros son 6 y ¢. Enestecaso, p =1.

X = sen cosB

y = sengsenf r(0, @) = (sen @ cosH, sen psenBd, cos ), (0,¢) e [0,2n[x[0,7t/3].

Z = COS@
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El valor ¢ = 7/3 se obtiene de resolver z=1-cos ¢ = % Luego,
e 19 = (—sinB sin ¢, cos O sin @, 0)

e 1y =(cosB cos@,cos ¢ sind,—sin @)

arx or
° el
00

=sen@ >0 en [0,7/3],
¢

Las variables de integraciéon son ¢ y 0, asi que debemos sustituir z en el integrando. Para resolver
la integral se hace la sustituciéon u = cos ¢,

27t p7t/3 27t pcos 7t/ 3
” Inz dS = J J In(cos @)sen @ depdd = J J In(u)dudd = (In2 — 1)
S 0 Jo 0 J1

c) Como S: x> +y?>=1—22, con 3 <z < 1; podemos parametrizar el casquete como

N 1
r(z,0) =V1—2z%cost i+V1—2%sentj+zk con Egzgl y 0¢€ [0,2n[
or Or
. &X% :H(—\/l—zzcost, —v1—2z2sent, —z)Hzl

En este caso las variables de integracién son z y 0 asi que no hay nada que sustituir en la integral,

27t 1
” InzdS = J J In(z)-1dzd® = = (In2 — 1)
S 0 Ji/2
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Ejercicios

@ 7.8.1 Determine el drea de la superficie S de
ecuacién z = x? +y? que se encuentra limitada
por los planos z =4, z=1, y = x y el plano
y =0, tal y como se muestra en la figura

2= 1% 42

X

@7.8.2 Sea S la superficie del cono z> = x?+y? comprendida

entre z =0 y z = 1. Usando integral de superficie, calcular el
drea de la superficie S.

@ 7.8.3 Calcule ” x? —2y +2dS donde S es la superficie
S
de la figura.

@ 7.8.4 Sea S la porciéon de superficie de ecuacién z =
4 — yz limitada por las superficies z =3, x =4, z =10
y x =y, tal y como se muestra en la figura de la derecha.

Calcular ” (2xy+z+1)dS
S

@ 7.8.5 Calcule la integral de superficie ” (x* +y*+2)dS

S
donde S es la superficie de ecuacion z = 9 — x? — y?, limitada

por el plano z = 0 tal y como se muestra en la figura a la
derecha.
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@ 7.8.6 Sea E el solido que se muestra en la figura a la derecha

y sea S la frontera de E, es decir, S = oE . Calcule ” xy(z +
S

1) dS

@ 7.8.7 Calcule el drea de la superficie S tal y como se muestra
en la figura a la derecha.

@ 7.8.8 Calcule el drea de la superficie S tal y como se muestra
en la figura a la derecha.

@ 7.8.9 La superficie S es el trozo del cilindro z —x? = 0
que esta limitado por los planos y =0, y =x y z =4, en
el primer octante. La Superficie S se muestra en la figura que
sigue. Calcule el drea de S.

@ 7.8.10 Determine el 4rea de la superficie S de ecuaciéon
z =x? +y? que se encuentra limitada por los planos z =1,
z=23, y=x yelplano x =0, tal y como se muestra en la
tigura.
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@ 7.8.11 Calcule el area de la superficie S tal y como se muestra z=4— 22
en la figura a la derecha.
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8.1

Curvas regulares

En el capitulo 4 estudiamos las curvas y sus parametrizaciones. Recordemos que una trayectoria C en R™ es
una funcién continua r: [a, b]-»R™. Si la funcién vectorial r es continua en [a, b], entonces a la representacién
gréfica de r se le llama curva y decimos que esta curva esta descrita paramétricamente por r(t). Escribimos

C:r(t) con te [aq,b]

e Si r(a) = r(b), la curva se dice cerrada.

e Si r es inyectiva en [a, b], la curva se dice simple. Si r es cerrada y es inyectiva en ]a, b, la curva se
dice cerrada simple. Las curvas cerradas simples se llaman curvas de Jordan.

e A r le llamamos una parametrizacién de C.

me@Q

Curva Curva simple Curva cerrada Curva cerrada simple
Figura 8.1: Curvas

Curvas regulares. Decimos que la curva C es reqular o 'suave’ en [a, b] si r’(t) es continuaen [a,b] y r'(t) #0
para todo t € [a,b] (es decir las componentes de r no se anulan simultdneamente). También decimos
que una curva C es regular a trozos en [a, b] siesregular en cada subintervalo de alguna particion finita de [a, b].
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Ejemplo 8.1 (Curvas Orientadas).

Consideremos las curvas C; y Cp

Una parametrizacién de Cj:y =x? Una parametrizaciéon de —Cy :y=x2
Parémetro x =1 [} =2 Parémetro X =1 [} =2
Wolfram CDF Player “ Wolfram CDF Player A
\j{ r(2) = (2.4) jN r(2) = (2.4)
4t at
3 3
2 2k
r(=1)=(=11) r(=1)=(=11)
1t 1
! '

Figura 8.2: Curvas C; y C».

Ambas curvas tienen ecuacién, en coordenadas rectangulares, y = x2 con x € [—1,2]. Pero C; inicia en
A =(—1,1) y termina en B = (2,4); mientras que C, inicia en B y terminaen A.

Para parametrizar cada curva debemos tomar en cuenta su orientacion.

e Una parametrizaciéon de C; es (tomando a x =t como pardmetro),

.,
f=X
=
=
I
—
®
=
—+
=
N
<
—
=
=
=
I

(t , t2) otambién r(t)=_ t i+ t j con te [-1,2].
~—~— ~— ~—~
x(t)  y(t) x(t) y(t)

r(—1) = (x(-1), y(=1)) = (-1, (-1)*) = Ayr(2) = (2, 2%) =B.

e C; solo difiere de C; en la orientaciéon. Podemos usar la misma parametrizacién de C; pero
usando la notacién —C, para indicar que la orientacién estd invertida.

—Cy: r(t) = (x(1), y(t)) = (t, t3), te [-1,2].

Cambio de orientacion.

si r(t) es una parametrizacién con t € [a, b], entonces una parametrizaciéon que invierte la orientacién es
ri(t) = rla+b—1t) con t € [a,b]

Curvas en coordenadas polares r = g(0).

Silacurva C tiene ecuaciéon r = g(0) entonces una parametrizacion es r(t) = (g(t)cost, g(t)sent).
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Parametrizar una elipse contra-reloj.

(x—h)?*  (y—k?
X +yb2

Una elipse de ecuacion =1 se puede parametrizar con

2
r(t)=(h+acost)i + (k+bsent)j con te [0,2n]

En particular la circunferencia (x — h)2 + (y —k)> = a? se puede parametrizar con

r(t) =(h+acost)i + (k+asent)j con te [0,2n]

Parametrizar una hipérbola.

En célculo, las parametrizaciones usando las funciones senh(t) y cosh(t) posiblemente sean las mejores.

En otras aplicaciones, las parametrizaciones algebraicas son las adecuadas.

(x—h)? (y—k?

Si la ecuacién candnica es 2 ¢ =1, entonces son dos ramas,
ri(t) = (h +acosh(t), k+bsenh(t)), te R
r(t) = (h —acosh(t), k+bsenh(t)), te R

Si la ecuacién candnica es 0 ;2]{)2 — (x gzh)z =1, entonces son dos ramas,
ri(t) = (h+ asenh(t), k+ b cosh(t)), te R
1(t) = (h+ asenh(t), k—Db cosh(t)), te R

e Usando la parametrizaciones r; y r, para cada rama, r;(0) es el vértice respectivo y ri(t) y ri(—t)

son simétricos respecto al eje focal.

Figura 8.3: Simetria

Parametrizar cénicas con rotacion: Varias maneras de parametrizar cénicas con rotacién se muestran en el

apéndice A .


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

8.1 Curvas regulares (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/). 368

Ejemplo 8.2

Sea C la curva de ecuacion

(x—12+(y—22%=16; z=3.
Se trata de una circunferencia en el plano z = 3, es decir, un caso particular de elipse. Una parametrizacion
es
r(t) = (1+4cost) 1+ (2+4sent)j + 3k, te [0,2n]
Observe que r(0) = (5,2,3) = r(2m).

Maiaiel C:(x—1P+(y-21°=16;2=3
pardmetrot Woelfram CDF Player

#.

e 45T 0)-

Figura 8.4: Curva C.

Ejemplo 8.3

Considere la curva C = C; + C, + C3 + C4 + C5 + C4. La curva iniciaen A = (2,0,0) y fnaliza en
B =(2,4,1). Lacurva C; es el trozo de circunferencia x> + z? = 4 y las otras curvas son segmentos de
recta, tal y como se ve en la figura. Parametrizar C.

CurvaC=C1+Co+C3+Cy+C5+ Cg desde A =(2,0,0) hasta B=(2,4,1)
Wolfram CDF Player

E e C,: n(0)=(2cost, 0, 2sent), L€ [0,71/2] ‘_j

|Cy: Parametro 8 =t 2

L -ﬂ—

A -

Solucién:
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e (C; esun cuarto de circunferencia de radio 2, en el plano XZ. La podemos parametrizar con

Cyi: ri(t) =(2cost, 0, 2sent), t e [0, /2]

e (C; es un segmento de recta paralelo el eje Y. Podemos tomar como parametro a y = t, ademas
x(t) =0 y z(t) = 2. Una parametrizacién es

C:nn(t)=(0,1t,2), te [0,2],

e (3 es un segmento de recta paralelo el eje X. Podemos tomar como pardmetro a x = t, ademas
y(t) =2 y z(t) = 2. Una parametrizacién es

Cy:r3(t)=1(t, 2,2), te [0,2],

e C4 es un segmento de recta paralelo el eje Z. Podemos tomar como pardmetro a z = t, ademas
y(t) =2y x(t) =2. Si t e [0,2], la orientacién queda invertida, lo cual denotamos con —C4 en la
parametrizacion que sigue,

—Cs:n(t)=1(2,2,t), te [0,2]

e Cs5 es un segmento de recta paralelo el eje Y. Podemos tomar como parametro a y = t, ademas
x(t) =2 y z(t) = 0. Una parametrizacion es

Cs:rs5(t)=(2,10), te [2,4]

e (4 es un segmento de recta paralelo el eje Z. Podemos tomar como parametro a z = t, ademaés
y(t) =4 y x(t) = 2. Una parametrizacioén es

Ce: 15(t)=1(2,4,t), te [0,1]

Ejemplo 8.4

Para las siguientes cénicas, parametrice y realice la representacion grafica

1. (x+1)2+y?>=4 2. (z—1P2—(y—232%=12

Solucion:

1. (x+1)? +y? =4 Esla ecuacién canénica de una circunferencia en el plano xy, de centro (—1,0) y
radio 2.

Una parametrizacién es r(t) = (—1+2cos(t)) 1 + 2sen(t)j, t € [0,2n]

(z-1  ([y—2) y (o -
— =1 esla ecuacién canénica de una hipérbola en el plano yz, de centro (2,1).

1/2 1/2

Abre en direccion del eje z
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n(t) = (2+ /12 senh(t), 1+ /2 cosh(t)), t € R
Una parametrizacion es

rn(t) = (2 + \/172 senh(t), 1 — \/172 cosh(t)) ,teR

(2
}‘\
| X
LD
-
y
Figura 8.5: (x +1)? +y> =4 Figura 8.6: (z—1)2— (y—2)> =1/

Segmentos de recta. Recordemos del capitulo 4 que el segmento de recta que va de A hasta B se puede
parametrizar con

r(t)=A +t(B—A) con te [0,1].

El punto inicial es r(0) = A+0:(B—A) = A; el punto finales r(1) = A+1(B—A) = B.

® Los segmentos paralelos a los ejes es mejor parametrizarlos usando x =t, y =t o z = t, segtin corresponda.

Ejemplo 8.5

Considere la curva C = C; 4+ C2 4+ C3 tal y como se
muestra en la figura. Parametrizar C.
Solucién:

e (C; es un segmento de recta sobre el eje Y por
tanto x(t) =0 y z(t) = 0. Una parametrizacion
es

ri(t)=1(0,t, 0) con te [0,3].

e (C, es un cuarto de circunferencia de radio 3,
en el plano YZ. Lo podemos parametrizar con

r(t) = (0, 3cost, 3sent) con te [0,7/2].

e (3 es un segmento de recta que va de (2,1,2) hasta (0,0,3). Podemos parametrizar con

r3(t) = (2,1,2) +t[(0,0,3) —(2,1,2)] = (2—2t,1—1t,2+2t) con te [0,1]



https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

8.1 Curvas regulares (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/).

371
Ejemplo 8.6
Determine una parametrizaciéon para C = C; + C, + C3 de la figura adjunta.
’ Seleccione y arrastre cada parametro (deslizador) |
parametres Wolfram COF Player
—Cy:t: . A 4 0.50 ‘*
0 02 04 06 08 1L i
—Ca: ¢ - L 2
1] 1 2 3
—Cy: ¢ . . Y 00
2 Z5 3 35 4,
T i
Figura 8.7: Curva C=C;+C,+C3
Solucion: El segmento C; lo parametrizamos con la férmula ri(t) = A+t-(B—A), t € [0,1]. Parael
segmento C, podemos usar x =t como parametro y para el segmento C3 podemos usar y =t como
pardmetro. En los tres casos la orientacion queda invertida.
—Cy:r(t)=(2,0,2)+t-0,2,0)—(2,0,2)) =(2—2t) i+ 2tj+ (2—2t)k, te [0,1]
C: —Cy: n(t)=ti+25, te [0,3]
—C3:m3(t)=31+1t], te [2,4]
|

Ejemplo 8.7

Considere las curvas Cj :
31 :
C,.

z=4-x% y =0y C lacurva de interseccién entre las superficies
z=4—x%yelplano Sy : x +y =3 en el primer octante. Determine una parametrizacién para C; y



https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/
https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/Libros/LibrosCDF/CSCDF/cdfCap9-CDFCSEPrmEcuacionVectorialRectaOrientada.cdf

Curvas regulares (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/). 372

—Cpie(t)=(1, 0, 4—(3—=1)*), re [0,2], C:x(t)=(1, 3—1, 4—(3—1)%), 1 [0,2]
i
|Parametro
| (t,0,4-7 %lt.3—t. 4-£) Wolfram CDF Player
N=u v=x|z=¢
- j

[

— Lr_y:js_-_x
2 _.,_—-—-'3.-—&_ i y
x &
Solucién:
—Ci:n(t) = (t,0,4—12), te [0,2]

e Sitomamosa x = t, entonces Cr:n(t) = (L3—t4— tz), te (0,2

e Sitomamosa y =t, entonces —Cr: 1(t) = (3—1, t,4— (3—1)?), t € [1,3]

Ci:nt) = (V4—1t,0,t), te [0,4]
—Cr:nt) = (WV4—-t3—vV4—-1t,1), te [0,4]

e Sitomamosa z =t, entonces

Ejemplo 8.8

Considere la curva C de interseccién entre el plano
2x — 2y +z =2 y el cilindro y? + z> = 4. Determine 7
una parametrizacion para C. 20-2y+2=2

(0,2cost, 2sent)
Solucién: Los puntos de C son puntos
(x(t),y(t),z(t)) en donde y(t) y z(t) estdn en
la circunferencia y2 +z? = 4, es decir, podemos poner
y(t) =2cost y z(t) =2sent.

(142 cost — sent,2cost, 2sent)

Como x(t) estd en el plano 2x — 2y +z = 2, des-
pejando: x(t) = 1 — z(t)/2 + y(t), ahora podemos
escribir

C:r(t)=(1+2cost—sent, 2cost, 2sent) con te [0,7/2]
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Ejemplo 8.9

Considere la curva C de interseccion entre el cilindro
x> +y? =1 yel plano z =2 — x. Parametrizar C.

Solucion: Hay varias maneras de parametrizar C.
Veamos dos maneras.

e Primera manera: Los puntos de C son pun-
tos (x(t), y(t), z(t)) con x(t) y y(t) sobre la
circunfe-rencia x* + y?> = 1, por lo tanto po-
demos poner x(t) =cost y y(t) =sent. Co-
mo z(t) estd en el plano z = 2 — x, entonces
z(t) =2 —x(t).

Una parametrizacion podria ser

C: r(t) = (cost, sent, 2 —cost) con te [0,7/2]

Observe que r(0) = (1,0,1) y que r(n/2) = (0,1,2).

e Segunda manera: Ver los puntos de C con x(t) y z(t) sobrelarecta z=2—x y y(t) enelel
cilindro x* 4+ y? = 1. Una parametrizacién se podria obtener tomando a x =t como paramétro:

~—C:r(t) = (t, V1—-1t%,2—1) con te [0,1]

La parametrizacion invierte la orientacion, eso lo indicamos con "—C".

Ejercicios

@ 8.1.1 Determine una parametrizacién para cada una de las siguientes curvas.

=Y

=Y

o(3-1)
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c.) d.)
(2,0,4) b Z

plano y=2x (1,2,0)

8.2 Longitud de una curva.

Consideremos una curva C regular y simple, parametrizada por r en [a, b]. Para calcular la longitud de C, la
idea es partir el intervalo [a,b] en n partes [a, t1] U [t1, to] U ... U [tn_1,b] y considerar una linea poligonal
inscrita en C, como se muestra en la figura.

nf—m— 5o

Figura 8.8: Longitud de arco como una integral de Riemann.
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La longitud de la curva (“rectificable”) se define como el limite al cual tiende la suma de las longitudes de los
segmentos de la linea poligonal cuando [|P|| = Max(ti_1 —ti) — 0 si n — oo, es decir

n
5= ggr;o;||r(ti) —x(ti1)]
1=

Si C es regular, por el teorema del valor medio podemos poner [[r(t;) — r(ti—1)|| = [lt'(&i)(ti — ti—1)l| con
& €lty, ti—1[ y concluir

b

T}E\%OZ||rI(E,i)AtH J lx"(t)lldt
i=1

a

Definicion 8.1 (Longitud de una curva).

Sea C regular, simple y parametrizada por r(t), t € [a,b]. Si ds = [[r/(t)[/dt, entonces la longitud (de

arco) de C es
b

Si= JC 1.ds = J lr’(t)||dt

a
Ademés, la longitud de arco no depende de la parametrizacién de C (ni, por tanto, de la orientacién). I

Sea C parametrizada por r(t) con t € [a,b].

Caso C: r(t) =x(t) T+y(t)]

Sir(t)=x(t) 1+y(t)j con t € [a,b] entonces

o= [ as = [Twona= [ Jwwrr wora

a

Caso C: y="f(x)

Si y = f(x) entonces tomando x =t tenemos

b
Si— JCIIr’(t)IIdt = J 1+ (f/(x))%dx

a

Caso C: r(t)=x(t) T+yt)j+z(t)k

Sir(t)=x(t) 1+y(t)j+z(t) k con t € [a,b] entonces

b b
s=| as = | e = | o+ o+ m)ar

a a

Ejemplo 8.10

Calcular la longitud de la circunferencia de un circulo de radio a.
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Solucién: La circunferencia C se puede parametrizar con

C: r(t)=acos(t) i+asen(t)j con te [0,2n].
~— ~—
x(t) y(t)

r'(t) = —asen(t) 1+ acos(t) j
— ~—
x/(t) y'(t)

b 27T 27T
s:J ds = J ||r/(t)||dt:J \/(asent)z—i—(acost)zdtzj adt =2arm
C 0

a 0
|
Ejemplo 8.11
Calcular la longitud de la la hélice x(t) =2cos(t), y(t) =2sen(t), z(t) =t/4 con t € [0,2n].
Solucién:
r(t) = 2cos(t) 1 + 2sen(t)j + t/4 k con t € [0,27].
— ~—— —~—
x(t) y(t) z(t)
r’'(t) = —2sen(t) 1 + 2cos(t) j + 1/4 k
— ~— ~~
x/(t) y'(t) z'(t)
b 27T 1
J ds = J ¥’ (t)|dt = J \/4sen2(t)+4cos2(t)—|—dt
c a 0 16
27T
65 65
L 164t = 2™/ 16
|

Ejercicios
@ 8.2.1 Calcular lalongitud dela curva C: y = \/73, x € [0,44]

@ 8.2.2 Calcular la longitud dela curva C: x = g(y —1)%2, ye 1, 4.

@ 8.2.3 Calcular la longitud de la curva C: y?= (2x—1)?, x € [1/2, 4] (Ayuda: La curva tiene dos ramas).

@ 8.2.4 Calcular la longitud dela curva C: y =log(secx), x € [0, 7t/4]

51
@ 8.2.5 Calcular la longitud delacurva C: y = % + o XE (1, 2]

@ 8.2.6 Plantear la o las integrales que dan la longitud de las siguientes curvas,
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a.) b.)
Z
T

8.3 Integral de linea para campos escalares.

Masa de un alambre. Consideremos un trozo de alambre delgado cuya masa varia continuamente y tiene valor
p(x) gramos por centimetro en el punto x sobre C.

Para estimar la masa total sobre C, hacemos una particion de C : {r(to),r(t1),...,r(tx 1)} donde r es una
parametrizacién de C.

Si Asi = [[r(tis1) —r(ty)]| centimetros, la masa del segemento que va de r(ti;1) a r(ti) es aproximadamente
p(r(ti))As; gramos y la masa total m del alambre seria

Generalizando la formula, si As; = |[r(ti11) — r(ti)]| = [r'(&4)]|At, entonces

k

chds = 1im Y f(r(t))lir' (£0) At

i=1
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Wolfram COF Player

'

8:z= 1))

Wolfram CDF Player
fr)

Wolfram CDF Player

— >
[Ir@¢anae

Curva C ‘estirada’

=
lIr@E)llAL

Definicion 8.2
Sea f: U CR"™ — R continuay C una curva suave y simple, contenida en U y parametrizada por
r(t) con t € [a,b], entonces la integral de linea de f sobre C es

a

b
J deZJ f(x(t)|lt' (1) dt I
C

Ejemplo 8.12

Sea C el arco de parabola x =y? con y € [0,v/2]. Calcular J (2x —2y* +8y) ds
c

Solucion: Usemos y =t como pardmetro,
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Ejemplo 8.13

Calcular J (x> + y2)5 ds con C la circunferencia x> +y? = 4.
C

Solucion: Una parametrizacién de la circunferencia es

C: r(t)=2cost 1 + 2sentj, con te [0,2n].

Como ds = |lr/(t)]|dt = |4sen?t+4cos®t] dt = 2dt entonces

27T

J (x2+y2)5ds=J $52dt = 2-4°.2m
C 0

Ejemplo 8.14
2

Calcular J #yz ds con C la espira (una vuelta) de la hélice x(t) =2cos(t), y(t) =2sen(t), z(t) =
C
2t.

Solucién: Como ||t/ (t)|| = |[4sen? t + 4 cos® t + 4|| = v/8, entonces

Z2 270 442 16V/2
— = _ds = | -Bdt = 240
ch2+y2 i Jo PV 3

379
_ 12 N
C: r(t)=_t2 i+ _t j con te [0,v2].
x(t) y(t)
Tt)=2t i+ _1 ]
=~ ~~
x'(t) oyt
Entonces ds = [[r'(t)]ldt = /[x/(t)12+ [y’/(t)]2dt = /(2t)2 +12dt
V2
J2x—292+89ds = J (212 — 2t% + 8t)/(2t)2 + 12 dt
C 0
V2
= J 8ty 4t2 +14dt
0
2 2
= Z@4t?+1)%? = 52/3
3 0
|
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Ejercicios

@ 8.3.1 Calcular | xy?ds donde C es la mitad superior de la circunferencia de ecuacién x? +y2 = 16
Jc

2

@ 8.3.2 Calcular x ds donde C es el arco de pardbola C: y =x~ con x € [-1,1].

JC

@ 8.3.3 Calcular Xy +2

—y ds donde C es el segmento de recta que va de (0,0,0) a (1,1,0).
Jc &x —

@ 8.3.4 Calcule la integral de linea

J x+y+z
c X*+y?+ 22

donde C es el segmento de recta que va desde A = (1,1,1)
hasta el punto B = (2,2,2), tal y como se muestra en la figura
a la derecha

@ 8.3.5 Calcule la integral de linea

2
J X E2Y 4
cV33—8z

donde C es la curva que se muestra en la figura a la derecha

@ 8.3.6 Calcule la integral de linea
J Xx+y+z—2ds
C

donde C = C; + Cy + C3 + C4 es la curva que se muestra en la
tigura a la derecha

8.4 (%) Longitud de arco en coordenadas polares.

Ahora el pardmetro serd 0. Si C esta dada por r =r(8) con 6; < 8 < 6;, entonces
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x(0) = 1r(0)cos(0)

y(0) = r(0)sen(6)

Longitud de arco en coordenadas polares

x’ = 1/(0)cos(0) —r(0)sen(0)

y’ = 1/(0)sen(0) + r(0) cos(0)

0>
J fds = J f(r(0) cos(0),r(0) sen(e))\/[r (0)]%2 +12(0) do
C

01

Ejemplo 8.15

xv/x% —y2ds con C lacurva de ecuacién

Calcular

]

C

(2 +y2)2 =4(x>—y?), x > 0.

/4

\ '49:7(/4
r = 2v/cos 20
2;
Y’ =—7/4

Figura 8.9: Curva C

Ademas
2sen(20)°
(P + (y")? = ['(0)2 +1%(0) = (-%) + (21/cos(20))
/4 4
J xVx2—y2ds = J rcos 0 1/12cos2 0 — 12 sen? 0 de
C —m/4 cos(20)

T
Solucion: Cambiando a polares la curva queda con ecuaciéon r = 2,/cos(26) donde 1 <0

2 4
"~ cos?20

= SJ cos20 cos0dO (sustituyendo r y simplificando).

—7t/4

/4

= SJ cos@ —2sen’0cos0d0 (sustituyendo cos20 = cos? 0 — sen’ 0)

—7/4

= senf—2

sen® 0
3

/4

—7t/4

1612
3.

N
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8.5

Integral de linea de campos vectoriales. Trabajo.

Trabajo. Si se aplica una fuerza (empuje) constante F (en la direccién del movimiento) para mover un objeto a
una distancia d en linea recta, entonces el trabajo que hace la fuerza es W = Fuerza - distancia. Si hay un
angulo 0 entre la direccién en la que se aplica la fuerza constante y la direccién del movimiento, entonces solo
la camponente de la fuerza en la direccién del desplazamiento hace algin trabajo.

Supongamos que el vector unitario Ar es la direccién del desplazamiento. Si 0 es la medida del dngulo
formado por F y Ar, entonces el escalar ||F||cos 0 es la componente de la fuerza (un escalar) en la direccién del
movimiento! (0 si 6 = /2 y I[F|| si © = 0). Luego el trabajo realizado es

W = ||F||||Ar]|cos© = F - Ar

A

Figura 8.10: Trabajo.

F(z,y) = (= (seny, senxz)) sobre C: (x —h)* + (y — k)* = 1
_Wolfram CDF Player +

4 P\ '

-2 -1 0 1 2 3 4

T
Figura 8.12: F(x,y,z) = —0.5(x sen y, 0, —sen z) sobre C

Figura 8.11: F(x,y) = (seny, senx) sobre una curva C

Definicién 8.3 (Trabajo).

Sea F un campo vectorial continuo sobre la curva C. Suponemos que C estd orientada, es regular y
simple. Entonces

k
W = llj?o ZF(ri) - Ary = JCF- dr?
[IM[|—0 i=1

si el limite existe cuando es tomado sobre todas las particiones ordenadas r(to), r(t1), ...x(tx+1) de C
con [[M|| = maxi{l|Arill} y Ari =r(tit1) —r(ti), i=1,...,k I

'F se descompone como la suma de su componente ortogonal y su proyeccion ortogonal sobre Ar. Solamente la proyeccion
ortogonal es la parte de F responsable del trabajo que se efectta.
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Para calcular el trabajo que hace una fuerza para mover una particula sobre una curva C: r(t), usamos como
r'(t)
[’ (t)]]

longitud de arco s como pardmetro) con 0 < s < {, entonces como dr =r'(t) dt =

. Si C esta parametrizada por r(s) (usando la

r'(t)
[l ()l
para calcular el trabajo sobre una curva C, se consideran pedazos muy pequerios de la curva, tan pequefios
que son, aproximadamente, segmentos de recta y la fuerza es casi constante sobre estos pedazos de tamafio
ITds|| = ||dr||. El trabajo hecho por F para mover la particula desde el inicio hasta el final de dr es F - dr.
Sumando todos los trabajos (pasando a la integral) obtenemos

vector de desplazamiento el vector unitario tangente T =

lt’(t)]|dt = T ds,

¢
W:J (F-T)ds:J F. dr
0 C
El escalar F - dr puede ser positivo o negativo, dependiendo de la orientacién de la curva de tal manera que lo
que calculamos es “el trabajo neto”. La funcién escalar F - T puede tener discontinuidades de primera espacie
ligadas a algtin punto esquina de C.

En la definicién anterior, C puede ser regular, cerrada y simple. En particular si C es la unién de curvas
regulares y simples Cq, Cy, ..., Cy, escribimos C = C; + Co + ... + C;, y definimos

F-dr+---+J F- dr
Cn

Wolfram COF Player

@
2

p
/ Fdr = kh—r-t.l ZI F(rit;)) - Ar

SO

| -
- b Curva C (estirada'| | I

Figura 8.13: Calculando el trabajo W

Si C estd parametrizada por r(t) con t € [a,b], entonces

- b . I‘/(t) , B b L
J B ar= | (Rte() - o I (0la = | (Bt o) a

F(Xry) = P(X/U) i+ Q(X/U)i

Sea F(x,y) = P(x,y) i+ Q(x,y)j, como dx = x'(t)dt y dy =y’(t)dt, podemos escribir

LF- dr = JbF(r(t))-r’(t)dt = Jdex—i-Qdy

a a
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Es decir,

b
J F-dr = J Pdx+ Qdy
C

F(x,y,z) =P(x,y,z) T+ Q(x,y,z)J+ R(x,y,z) k

Si F(x,y,z) = P(x,y,z) 1+ Q(x,y,2)j + R(x,y, z) k, como dx = x/(t)dt, dy = y’(t)dt y dz = Z/(t)dt,
podemos escribir

b b
J F.dr = J F(x(t))-v'(t)dt = J Pdx+ Qdy+Rdz
C

a

Es dedir,

b
J F.dr — J P(x(t)) dx + Q(x(t)) dy + R(x(t)) dz
C

Cuando una curva C es parametrizada por r(t) con t € [a,b], entonces inducimos una orientacién en C.
Distintas parametrizaciones pueden inducir distintas orientaciones.

Por ejemplo, en la figura se tiene la curva y = 2sen(x) con x € [0,3]. Dos parametrizaciones que inducen
orientaciones opuestas son ri(t) = (t,sent) y r(t) = (3 —t,sen(3 — t)) ambas con t € [0, 3].

T

C c

Figura 8.14: Orientacién inducida por dos parametrizaciones.

Si ri(t) parametriza C en una direccién con vector tangente T y rp(t) parametriza C en sentido contrario,
con vector tangente —T, entonces denotamos la segunda curva como —C y admitimos como vélido que

Convenio

J F- dr:—J F. dr
—C C
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e Mas adelante, cuando veamos el teorema de Green, usaremos la siguiente nocién de orientacion: la curva
cerrada C estd orientada positivamente, respecto a una region D, si al movernos sobre C, la region siempre estd a
nuestra izquierda.

e Note que el trabajo W puede ser un ntimero negativo. Esto ocurre cuando la fuerza actta en contra del
desplazamiento de la particula.

e Enlaseccién 8.9, la integral J F - dr se interpreta como “la suma” de las componentes de F tangentes

a la curva. Si C es cerrada, esta integral indica cémo F tiende a circular alrededor de la curva. Esta
interpretacion es la que usamos para el teorema de Green.

Ejemplo 8.16

Consideremos una fuerza constante F(x,y) =1 i+0j. Y

Calcule J F. dr si C el segmento de recta que se r(0)=B

YYYYYYWRYYY
YYYYYYWRYYY

C
muestra en la figura.

Solucion: Usamos a x =t como parametro. La para- :
metrizacién r(t) =t i1+ 1§, t e [0,2], parametriza a ! 2
“—C” pues r(0) = (0,1) =B y r(2) = (2,1) = A. Figura 8.15: Curva C

=
y>

Es costumbre escribir, -C: r(t)=t1+ 1§, t€ [0,2]. Luego, t’(t) =11+ 0j

Como F(x,y) =11+ 0] entonces P(x,y) =1y Q(x,y) =0.

JF-dr:— F- dr
C
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Ejemplo 8.17

Sea F(x,y) = x1+ (x +y)j. Calcule J F-drsiC

c
es la curva de ecuacién es y = x2, x € [-1,2] tal y
como se muestra en la figura.

Solucion: Usamos a x =t como pardametro. La para-
metrizacién r(t) =t i+t?j, t € [—1,2], parametriza
a”—C"pues r(—1) =(-1,1) =B y r(2) = (2,4) = A.

Es costumbre escribir,

—C: r(t)=ti+t’], te [-1,2].

Figura 8.16: Curva C
Luegor/(t) =11+ 2tj

Como F(x,y) =x 1+ (x+y)j entonces P(x,y) =xy Q(x,y) =x+v.
J F-dr = — F. dr
C

2
= —| (t, t+t3)-(1, 2t)dt

= —| (t+228+28%) dt = 15
J—1

Ejemplo 8.18

Calcular J y?dx +x*dy donde C es la elipse
C
22

—+==1

4 * 9

Solucion: Podemos usar la parametrizacién

—C: r(0) =2cos0 i+3send j con 6 € [0,2m].

Como F(x,y) = (y% x?) entonces P =y% y Q =%
Entonces,

Figura 8.17: Curva C.
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J yrdx +x%dy = J F.dr
C C

27T

= J (9sen? 0, 4cos?0) - (—2senB, 3cosO) do
0
27T

= —J —18sen®0 +12¢cos>0d0 = 0 ( Usar: cos’0 = (1 —sen?0)cos9.)
0

||

Ejemplo 8.19

Solucién: Parametrizamos C,

C1 . l'](t):(t,O)
C : nt)=(1,1

—C;

r

J Yrdx +x3dy =
C

rl

JO

rl

JO

Sea F(x,y) = (y?, x?). Calcule J

con tc [0,1]
con te [0,1]

r3(t) = (t,t?) con te [0,1]

JCy

F- dr donde C esla curva dela figura 8.18 .
C

<Y

Figura 8.18: Curva C = C; UG, U Ca.

y2dx + x*dy —i—J y2dx + x*dy

y2dx + x*dy — J
Cy

—C3

1 1

(0,%) - (1,0) dt+J (t4,t2) - (1,2t) dt

(t2,1) - (0,1) dt—J
0

0

1 1
3
Odt—l—J 1dt—J [t 4+ 213 dt = —.
0 0 10
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Ejemplo 8.20

Calcular J F- dr si
C

x2 x2 N
F(x,y,z) = 2xIn(yz) i+<y — 56") j+ (Z +ZZ> k

y C la curva de la figura.

(0,1,1)°
Figura 8.19: Curva C = C; U Cy.

Solucién:
—C1: r1(t)=(0,t,1) con te [1,3],

Cr: rn(t)=(0,1,t) con te [1,2].

Luego

3 2
J F-dr = J F-dr + J F-dr = J F(ri(t)) - r{(t)dt + J F(rp(t)) - r5(t) dt
C C; C, 1 1
3 2
= J F(0,t,1)-r{(t)dt + J F(0,1,t) - r5(t) dt
1 1
3 2
= — J (0,—5,2)-(0,1,0) dt + J (0,—5,2t) - (0,0,1) dt
1 1

2

3
= J 0+ (=5)-1+0] dt + J 0+0+(2t)-1]dt = 13
1 1

Ejemplo 8.21

Sea F(x,y,z) = (x+y) i+(y—2z) j+ (x+2) k y sea C la curva de la figura 8.20 . Calcular J F. dr.
C

Solucion: Primero parametrizamos C.
C1 se puede parametrizar usando la férmula para el segmento de recta que va desde A1 = (1,2,0) hasta

A, = (0,4,2), es decir,

A

Ci: nt)=A1+t(A2—A))=(1—-t) i+(2+2t) j+2tk, con te [0,1].

C, se puede parametrizar tomando z = t.
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C=C1+0Cy
Figura 8.20: Curva C
Cp:n(t) = (I—-t) i+Q2+2t)j+2tk te[0,1],
_CZ : rZ(t) = (O/tzlt)/ te [012]1 rZ(O) = (010/ 0) y 1'2(2) = AZ-
J F-dr = F-dr—J F. dr
C JCy Cy
r1 2
= | Fin) g | Fm) s a
rl
= | B4+t2,1+1t)-(—1,2,2)dt — J (2,2 —t,t)- (0,2t,1) dt
JO 0
rl 2 23
= | (t+3)dt J (t—2t> +2t%) dt = =
Jo 0 6
|

Ejemplo 8.22

Sea F(x,y,z) = (z+cosx) 1+ (2z+ xcosx)j + x k.

Calcular | F- drsi C=Cy+ Cy + C3, tal y como se

C
muestra en la figura de la derecha.

Solucion: Una parametrizaciéon para C es

—Cr1in(t)=(2,1,t), te [0,2]
_C2 : rZ(t) = (t/ 1/ 0)/ te [0/2]

—C3:13(t) =(0,t,0), t € [0,1]

Figura 8.21
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Asi

2 2

J F-dr = —| (t+cos(2), 2t+2cos(2), 2) - r{(t) dt—J
C Jo 0

f‘2 2
= —| (t+cos(2), 2t +2cos(2), 2)-(0,0,1) dt—J'

Jo 0

Jo 0

f‘2 2
= — 2dt7J costdt—0 = —2t — sent|y = —4 —sen(2)

1

(cost, tcost, t) - rj(t) dt—J (t,0,0) - ri(t)dt

0

1

(cost, tcost, t)-(1,0,0) dt—J (t,0,0) - (0,1,0)dt

0

Ejercicios

@ 8.5.1 Calcule I = J X dx+3y2 dy+ 2z dz. Lacurva C es el semento de recta que vade P(1,1,0), aQ(1,2,2).
c

@ 8.5.2 Calcule I = J x dx —i—yz dy. Lacurva C=C,UC; es
C
la curva que aparece en la figura.

@ 8.5.3 Calcule I = J xdx+zdy+ dz. Lacurva C=CUCy
C
es la curva que aparece en la figura; C; es un trozo de la

circunferencia x> + y> = 1 y C, es el segmento que va de
(0,1,0) a B=(2,2,3).

@854 CalcularJ F-dr, F(x,y) =xi—yj, C1: (x—3)2+y° =
C
1 donde C = C; U Cs.

1 2 3
Figura 8.22: Curva C

<Y

o(3-1)
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8.6

YA

@ 8.5.5 Calcule L xdy —ydxdonde C = C; UCy (1P

Y
@ 8.5.6 Calculela integralJ F- drdonde C = C;{UC,UC3, y : 24P —4
C
adems F(x, y) = (2y + VO -+ X7)i + (5 + eeany) e Cs

@ 8.5.7 Calcule J x’z dx—yx2 dy + 3xzdz donde C = C; U
C
C2 U C3 (tigura de la derecha).

@ 8.5.8 Considere el campo de fuerzas
F(x,y,z) = 4xe? i+ycos(z) j + 2x%e* k.

Sea C la curva de la figura a la derecha. Calcule J F. dr.
C

Campos conservativos. Independencia de la trayectoria.

Una condicién para que la integral de linea no dependa de la trayectoria que unea A con B es que exista ¢
tal que F= V¢ con ¢ € Cl. En este caso podemos calcular la integral de linea usando cualquier camino que
una A con B o también, usando el Teorema Fundamental para la integral de linea.

Definicion 8.4
Un conjunto D C R™ se dice conexo si todo par de puntos de D se pueden unir con una curva regular a

trozos contenida en D. Es decir, D es de “una sola pieza”. I
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Un conjunto D C R™ abierto y conexo se dice simplemente conexo si toda curva cerrada simple C en
D, encierra una regién que estd también en D. Es decir, los conjuntos simplemente conexos no tienen
“agujeros”.

Un conjunto D C R™ se dice convexo si para todo par de puntos A, B € D, el segmento de recta que une
A con B esta contenido en D, es decir, {A +t(B—A): te [0,1]} c D.

S =" S e ="

D es simplemente conexo, pero no convexo D es conexo pero no simplemente conexo D es convexo

Definicion 8.5
Sea F un campo vectorial definido sobre un conjunto abierto U. Si ¢ es una funcién diferenciable
sobre U tal que F = V¢, decimos que ¢ es una funcion potencial de F. También decimos que F es
conservativo. I

Si U es conexoy F conservativo, las funciones potenciales de F son iguales salvo constantes. También se
puede mostrar que si F = (P, Q) ysi Py # Q, entonces F no es conservativo (no tiene funciéon potencial). La
condicion Py = Qy es solo necesaria para que F sea conservativo. La condicién es necesaria y suficiente si U es

simplemente conexo®.

Teorema 8.1 (Test de derivadas mixtas).

Sea F=P i+ Q j esdeclase C! en un conjunto simplemente conexo D del plano. Decimos que F es
conservativo sii

oP  0Q

dy  ox

Sea F=P i+ Q j+R k esde clase C! en un conjunto simplemente conexo D del espacio. Decimos
que F es conservativo sii

2Un conjunto D es simplemente conexo si cualquier curva cerrada contenida en D tiene todo su interior contenido en D, es decir, si

estd formado por una sola pieza y no contiene “agujeros” (un punto cuenta como un agujero).
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P 2Q 9P 2R  2Q R

dy ox’ 02z ox’ oz dy

Teorema 8.2 (Teorema Fundamental para integrales de linea).

Sea @ : D C R™ — R una funcién de clase C! donde D es conexo y abierto. Sea C una curva regular a
trozos en D parametrizada por r ysean A =r(a) y B =r(b); se tiene

L V- dr=@(B)—@(A)

Teorema 8.3 (Campos conservativos).

Sea D simplemente conexo. Sea C una curva orientada y simple contenida en D y parametrizada por r.
Suponemos que C inicia en A y termina en B. Sea F un campo definido en D.

e F es conservativo <= existe ¢ de clase C! tal que F =V, sobre D.
e Si F es conservativo, existe @ de clase C! tal que J F-dr=¢(B)— ¢(A)
C

¢ (Independencia del camino) Si F es conservativo, J F.- dr= J F. dr donde C’ es cualquier curva,
C @

contenida en D, regular a trozos y que vade A a B.

e F es conservativo <= J F - dr = 0 para cualquier curva cerrada simple C contenidaen D.
C

Observe que si J F . dr = 0 para alguna curva cerrada simple C, esto no significa que F sea conservativo. El

C
la parte 3. del ejemplo ?? tenemos un campo con integral nula sobre una elipse pero que no es conservativo.

Ejemplo 8.23
2

2
Sea F(x,y,z) = (2xIn(yz) — 5ye*) 1+ <); — 56") i+ (7; + 2z) k ysea C una curva simple que une

A =(2,2,1) con B=(3,1,e). Calcule J F- dr.
C

Solucién: F es de clase C! enla region D ={(x,y,z): x >0, y >0, z > 0}. Esta region es simplemente
conexa.

El campo es conservativo en esta regién pues,
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oP 0 oP
@:—56X+2X/y: Q =

P _RQ_,_ R
ox’” 9z N

ZX/Z—a, oz —@

Luego, podemos calcular la integral de linea usando un camino C’ en D que una A con B o también
podemos calcular una funcién potencial ¢ y usar el teorema fundamental para integrales de linea.

En este caso vamos a calcular la integral usando una funcién potencial ¢ . Como V¢ = F entonces
©x =P, (Py:er ¢, =R

ox = 2xIn(yz) —5ye* = o@(x,y,z) = |2xIn(yz) —5ye* dx = x*In(yz) — 5ye* + Ky (y, z).

2 [ x2
Py = %_5676 — (P(X/U/Z) - %_Sex dy - leny—5y6X+K2(X,Z).

2 [ x?
¢ = %4—22 =  oxyz)= XZ—i—szz:x21nz—i—22+K3(X,1J)-

Observemos que x*Iny +x*Inz = x? In(yz). Recolectando primitivas podemos adivinar que

¢(x,y,2) = x*In(yz) — 5ye* + 2% + K

lo cual podemos aceptar después de verificar que @x =P, ¢y = Q, y @, = R. Finalmente,

J F-dr=¢(B)— ¢(A) = —5¢° + 11e* + 8 — 4log(2) ~ —13.9207.
C

Ejemplo 8.24

Considere el campo de fuerzas F(x,y,z) = 4xe* 1+ cos(y) j+

2x%e* k. Sea C la curva de la figura. Calcule J F- dr.

C
Solucién: F es de clase C! sobre D = R3 que es simple-
mente conexa. Dichosamente no tenemos que integrar sobre la
curva C pues F es conservativo. En efecto

oP 0 opP

o’ . OR QR
dy ox’ 0z

= —, y = = —_—
0x 0z dy Figura 8.23: Curva C.

En este ejemplo vamos a calcular la integral de dos maneras distintas: usando una funcién potencial y
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también usando un camino C’.

Primer Manera: Con un camino C’ que inicia en (2,0,4) y

termina en (0,0,0). El camino que hemos escogido se ve en la (2.0.4)
figura. :
—C; ¢ n(t)=(t,0,4) con te [0,2) oo
: c
—Cy : 1(t)=1(0,0,t) con te [0,4]

J F-dr = J F-dr+J F. dr
Cc’ Cq C,

2 4
= —| F(t,0,4) - r{(t) dt—J F(0,0,t) - r5(t) dt
70 0 Figura 8.24: Curva C' = C; U C,.
2 4
= —| (4e*t,1,2¢*?)-(1,0,0)dt — J (0,1,0) - (0,0,1) dt
Jo 0
2
= — | 4tetdt =8¢t
Jo
Segunda Manera: Con una funcién potencial.
r
Px = 4xer = @(xy,z) = |4xe® dx = 2x’e” +Ki(y,z),
r
@y = cos(y) = @(x,y,z) =|cosy dy =seny+ Ky(x,z), = ¢(x,y,z) =2x*e* +seny + C
f‘
9. = 2x%eF = @(xy,z) = | 2x%e? dz = 2% + Kz(x, y).

Finalmente, J F- dr=¢(0,0,0) — ¢(2,0,4) = —8e*.
C

. ” . — X ..
® La condicién “simplemente conexo” para que F sea conservativo. Sea F(x,y) = 27132’ — 5 | definido
Xc+ys x*+y

en R? —{(0,0)}. Se verifica que P, = Qx pero

J F-dr=2m si C eslacircunferencia x> +y?>=1,
C

lo cual indica que F no tiene funcién potencial.

Lo mismo pasa si consideramos F(x,y,z) = (7(2__1_1"142, ﬁyz' 0) para R3—{(0,0,0)}
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El problema en principio es que se requiere que F esté definido en una regién simplemente conexa, pero la
explicacion detallada de este fenomeno con el campo F es una cuestion topolégica que tiene que ver con homotopias.
Un articulo sencillo de leer sobre esto, lo puede encontrar en V. Pati, “How Topology Governs Analysis”
http://www.isibang.ac.in/~statmath/stinc/database/notes/puncturedplane.pdf

Ejercicios
@ 8.6.1 Sea F un campo de fuerzas tal que F(x, y, z) = (2xy + 2)i + ij +3x22 k .

a.) Demostrar que F es un campo de fuerzas conservativo.
b.) Hallar una funcién potencial de F.
c.) Determinar el trabajo realizado para desplazar un cuerpo en este campo desde la posicién (1,1,1) hasta
(1,1,2).
@ 8.6.2 Sea F un campo de fuerzas tal que F(x, y, z) = (yz —y? +2xz)i + (xz — 2xy)j + (xy +x?) k.

a.) Demostrar que F es un campo de fuerzas conservativo.

b.) Hallar una funcién potencial de F.

c.) Determinar el trabajo realizado para desplazar un cuerpo en este campo desde la posicién (0, 1,0) hasta
(—1,-1,0) .

1 A
@ 8.6.3 Sea F(x,y,z) = (2x+5) 1+ (3y?) j + kK

y C la trayectoria que va de A = (0,1,1) hasta
B =(1,0,1) de acuerdo a la figura de la derecha.

- #A=(0,1,1)

a.) Verifique que el campo vectorial F es conservati-
Vo.

b.) Calcule la integral de linea J F . dr utilizando
C
una funcién potencial.

c.) Calcule la integral de linea J F - dr, sin usar
C
una funcién potencial.

@ 8.6.4 Sea F definido por
F(x,y,z) = (yz+ycos(xy)) i+(xz+xcos(xy)) j+xy k

y C la trayectoria que va de A hasta B de acuerdo a
la figura de la derecha.
a.) Verifique que el campo vectorial F es conservati-
vo.

b.) Calcule la integral de linea J F - dr utilizando
C

una funcién potencial.

c.) Calcule la integral de linea J F . drsin usar una
C
funcién potencial.
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@ 8.6.5 Sea F definido por

F(x,y,z) =xi—yj+zk
y C=C; + Cy + C3 + C4 la curva que se muestra en

la figura de la derecha.

a.) Verifique que el campo vectorial F es conservati-
vo.

b.) Calcule la integral de linea J F - dr utilizando
C
una funcién potencial.

c.) Calcule la integral de linea J F - dr sin usar una
C
funcién potencial.

@ 8.6.6 Sea F un campo de fuerzas tal que

1 1
F et [ .
(x, vy, z) <y cos(xy) + 1 x cos(xy), z—i—l)

a.) Demostrar que F es un campo de fuerzas conservativo.

b.) Calcule la integral de lineaJ F. dr
C

@ 8.6.7 Sea F un campo de fuerzas tal que

F(x, y, z) = —(2x +3x%22)i — (2y +3y224)j— (2x%z +4y°2%) k

a.) Demostrar que F es un campo de fuerzas conservativo.

b.) Calcule la integral de lineaJ F. dr
C

@ 8.6.8 Considere el campo vectorial F(x,y,z) = (yz> —senxsen(n — ), xz> — cos(m — y) cos x, 2xyz) y sea

C la curva que une los puntos (7,0,0) con (0,7,0), como se ve en la figura
a.) Verifique que F es conservativo.

b.) Calcule J F - dr usando una funcién potencial.
C
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@ 8.6.9 Sea F(x,y) = (xz_—i-yyz' 2 :_92> definido en R? — {(0,0)}. Verifique que P, = Q, pero que sin
embargo, J F.-dr=27 si C eslacircunferencia x>+ yz =1.

@ 8.6.10 CConsidere la curva orientada C y la superficie
S tal y como se muestran en la figura a la derecha. La
curva C es la unién de dos curvas: C = C; + C, vy la su-
perficie S : y?> = x—1 esté limitada por el plano S; : y+z = 2.

Sea F(x,y,z) =cosx senz 145 j+ cosz senx k.

a.) Calcular la longitud de C,
b.) Calcular JJ F-NdS
S

c.) Calcular J F. dr
C

d.) Calcule el 4rea de la superficie S

Figura 8.25: Curva C =C; + Cy y
superficie S

8.7 Teorema de Green (en el plano).

El siguiente teorema, llamado “Teorema de Green en el plano”, aplica para regiones planas limitadas por curvas
cerradas y simples, regulares a trozos. Una idea intuitiva, en términos de “circulacién”, se puede ver en la
seccion 8.9 .

Teorema 8.4 (Teorema de Green en el plano).

Sean P y Q campos escalares derivables con continuidad en un conjunto abierto S del plano XY. Sea C
una curva simple cerrada regular a trozos y sea D la regién encerrada por C (es decir, C =0D).Si D
estd contenida en S, se tiene la identidad

9Q P
Pd dy = — — —dA
%C xRy ”D ox 0dy

donde C esrecorrida en sentido contrario a las agujas del relo;.

e Intuitivamente, C es recorrida en sentido contrario a las agujas del reloj si al caminar a lo largo de C la region
D esta siempre a la izquierda. Notar que C = 0D indica que C es la frontera de D.
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Ejemplo 8.25

C

Solucion:

Calcular J y2dx +x?dy si C eslacurvadela figura.

2

En este caso, P(x,y)=1y? y Q(x,y) =x*. Como
se cumplen las condiciones del teorema de Green

dA

3

entonces,
r aQ
2 2
d dy = —_— = —
JCU xTedy u.[D ox
r1 px?
= J 2x — 2y dy dx
Jo Jo
rl
= 23 —xtdx =
Jo

10

&

0.5 1 X

Figura 8.26: Curva C = C; U C, U Ca.

Ejemplo 8.26

o
la curva de la figura.

Solucion: En  este ejemplo,

J (x +y)dx + (3x + arctany) dy
C

J—1

Calcular J (x +y)dx + (3x +arctany) dy si C es

P(x,y)=x+y y
Q(x,y) =3x +arctan(y). Como se cumplen las
condiciones del teorema de Green, entonces

UJD

rl

0Q 0P
— — —dA
0x ayd

3—3x

Jz 3 1dydx
x2—1

5-3x—2x%>dx =

26

y=x*—1
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Ejemplo 8.27

Calcular J (x + arcsenx)dx + (2x +In(y?—3)) dy

C
si C esla curva de la figura.

Solucion: En este ejemplo, P(x,y) = x + arcsenx y
Q(x,y) = 2x + In(y? — 3). Como se cumplen las con-
diciones del teorema de Green podemos poner

J

J(x+arcsenx)dx+(2x+ln(y2—3))dy — J X _ " dA
C D

Ejercicios

@ 8.7.1 Sea F un campo vectorial dado por
Fix,y) = (x+y) i—(x*+y?) j. Lacurva C esla
frontera del trapecio limitado por las curvas y = 0,
x =1, x =3 y y = x como se muestra en la figura.

1. Calcular la integral J F - dr usando el teorema
C

de Green.

2. Calcular la integral J F. dr sin utilizar el
C
teorema de Green.
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@ 8.7.2 Considere el campo vectorial Y
F(x,y) =x 1+ (x +y?)j.

Calcular | F- dr donde C = C; 4+ C; tal y como se

c
muestra en la figura a la derecha.

@ 8.7.3 Considere el campo vectorial

F(x,y,z) =y i+x%}j

Calcule la integral de linea J F - dr donde C es la curva que se

muestra en la figura a la derecha

@ 8.7.4 Calculela integralj F-drdonde C = CiUCUGC3, y

C
yF(X, U) = (XUZ + \/m)l + (yXZ —yeseny)]' c
Y
\ |

Cs

@ 8.7.5 Calcule J (4y + arctan(x/5) dx + (x> + In(y + 1)) dy

donde C es el camino representado en la figura a la derecha.

8.8 Area como una integral de linea.

Si P(x,y) = 0y Q(x,y) = x entonces Qx — Py = 1, aplicando el teorema de Green (si se cumplen las
condiciones) obtenemos otra manera para calcular el d&rea de Ap siendo la frontera de la regién D una curva
orientada contra-relo;j.

E{; 0dx + xdy :” 1dA = Ap
C D
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Lo cual puede ser conveniente si la integral de linea no ofrece gran dificultad.

Teorema 8.5

Si D es una region plana limitada por una curva C, cerrada simple, regular a trozos y orientada contra-
reloj, entonces el area de D viene dada por

AD :§ xdy
C

Ejemplo 8.28
2 2

Calcular el 4rea de la regién encerrada por la elipse X— + }y)Z 1.

Solucion: Parametrizamos la elipse con r(t) = acost i+ bsent j con t € [0,27[. Esta parametrizacién
orienta la elipse contra-reloj. En este caso, x = acost mientras que y =bsent y dy = bcostdt,

27T
AD:J x dy :J acost-bcostdt = mab.
C 0

Ejemplo 8.29 (Area de un poligono simple).

Verifique que el drea de un poligono simple de n vértices {(xo,yo), ..., (Xn—1,Yn—1)} €s

n— 1
A— Z (Xk+1 + xx) Uk+1—yk)
k=0

Asumimos que (xp,Yo) = (Xn,Yn)-

Solucion: El drea del poligono es, por el teorema de Green en el plano,

AP:§ xdy = ” 1dA
C D
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Aqui C =Cy +Cy+ ...+ Ci_1 y cada segmento C; esta parametrizado por

ri(t) = ((xxp1 — %) t+ %k, (Y41 —Yx)t+yx) con te [0,1],

entonces,
-1 -1
_ X % (et %) (Y — Y
Ap = CXdy =) - (Y1 —yi) (e —xid) t+xd dt = ) >
k=0"*1 k=0

8.9 Teorema de Stokes (Teorema de Green en el espacio).

Rotacional de un campo vectorial. Sea F = (P, Q, R) entonces ¢! rotacional de F es

i j k
RotF = | o 3y 2z | = (Ry—Qz P:—Ry, Qu—Py).
P Q R

El gradiente, la divergencia y el rotacional se puede expresar en términos del operador “nabla”,

0 0 0
V‘(ay' oy’ ay>

Este operador lo aplicamos como si fuera un vector. De esta manera,

0 0 0 of of of
f = (= 2 2 _ (¢t erf ot
v (614’ ay’ ay) (ay' oy’ 59)
0 0 0 oP 0Q OR
F = (2,2 2YpoRr = S4% %
v <6y' ay’ ay>( /QR) ox © dy T3z
0 0 0
VXF - @/ @/ @ X (P,Q,R) = (RH_QZI PZ_RX/ Qx_Py)

Circulacion y vorticidad. La “vorticidad” es la tendencia de un fluido que se mueve a girar un objeto que es

arrastrado por este fluido.
rotF I F \L
l S
<
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La “circulacién” es el movimiento total del fluido a medida que viaja a lo y F o z=c
largo de una curva. La circulacién de un fluido sobre una circunferencia %3 \
C en un plano z = ¢ se mide con la componente tangencial de F, es g

deci id F.T donde T= (1 M= OO0 \
eClrI, Se mide con . onae = .

ol \M—I/—X
o~ d

El “movimiento total” del fluido sobre C se obtiene integrando respecto a la longitud de arco,

F-Tds = J F. dr

circulaciéon = J
C

C

Si la circunferenciaes C: r(t) = (a+rcost) 1+ (a—i—rsent)i—i—cf( con t € [0,27] ysi F(x,y,z) = (—ky,0,0),
entonces RotF = (0,0,k) y

circulacion = J F-dr = kmr> = RotF-N, A

c circulo
Sobre un cuadrado tenemos algo parecido. Sea C la frontera de un % "
cuadrado, orientada contrareloj, en el plano z = c. Supongamos que b+s 4 G ©
cada uno de sus lados miden L y que estos lados son paralelos a los X
ejes. Como antes F = (—ky,0,0). En este caso, F- T = 0 en loa lados
paralelos al eje Y, En el lado de arriba (y = b+L) la velocidad tangencial b
es k(b + L) y el lado de abajo (y = b) la velocidad tangencial es —kb; —kb T
por lo tanto,

circulacién = k(b + L)L —kbL =kL* = RotF-N. A_,1drado

Con un (buen poco) de esfuerzo, podemos calcular la circulacién de F a através de la frontera de rectdngulos en
los otros planos y generalizar este comportamiento local para llegar a la conclusién de que si S es una superficie
orientada, entonces

circulacibon de F atravésde 0S; = Flujode RotF atravésde S

J F-Tds = ” RotF-NdS = ” “circulacién microscépica de F” dA
GRAY S D

Orientacion positiva de C = 9S; respecto a N. El teorema de Stokes (o de Green el el espacio) requiere que
la curva esté orientada “positivamente”, esto significa que la orientacién de la curva debe ser tal que gire
contra-reloj respecto al vector normal unitario N.

ST Ty

oo

g \

Figura 8.27: Orientacién positiva de C respectoa N.
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Teorema 8.6 (Teorema de Stokes).

Sea S; una superficie orientable, regular a trozos y limitada por una curva C = 9S;, cerrada y regular
a trozos. Si F = (P,Q,R) es de clase C! sobre S; y si N (el vector normal unitario) es elegido de tal
manera que C tiene orientacion positiva, entonces

J F-dr = JJ RotF-NdS
C S1

El teorema de Stokes se puede extender a dos o més curvas cerradas.

Ejemplo 8.30

Sea S la superficie de ecuaciéon z =2 tal y como se muestra en la

figura. La curva C esla fronterade S. Si F(x,y,z) =3y 1—xz j+
o

yz-k,

a.) Calcular J F- dr con la definicién de integral de linea.
C

b.) Utilice el Teorema de Stokes para calcular J F- dr.
C

Solucion: Una parametrizacién para C es

r(t) =2cost 1 + 2sent ]—I—\Z/J k, te [0,27]
x(t) y(t) z(t)
a.)
JF dr = | F(r(t)) r'(t)dt
C JC
27T
= (3-2sent, —(2cost)(2), (2sent)(2)?) - (—2sent,2cost,0) dt
Jo
(271

= —12sen’*t — 8cos? tdt = —20m

b.) La superficiees S: z =2 y la proyeccion es el circulo x> + y*> = 4. El vector N se debe tomar de
2y, —2y,1
( ZXI Z’y/ ) — (0’0/1)

1(=2x, =2y, 1)l

acuerdo a la regla de la mano derecha: N =

Luego, RotF = (x + 2%, 0, —3 — z). Entonces,
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J F.dr = JRotFNdS - H (x +22,0,—-3 —z)-(0,0,1) dA = ” —3-zdA
C JJS R

Xy RXH

= J —5dA, pues S:z=2
Ry

P27t 2
= J —5rdrd6 = 207
Jo Jo

Ejemplo 8.31

Utilice el teorema de Stokes para calcular J F - dr donde
C

F(x,y,z) = 3yi—xzj+ yz2k y C es la curva de interseccién
entre el paraboloide 2z = x? +y? y el plano z =2, tal y como se
muestra en la figura.

Solucion: La curva es borde de dos superficies, el plano
z = 2 y también del paraboloide 2z = x> + y2. ;Cuél superficie
escoget, el paraboloide o el plano?.

De acuerdo al Teorema de Stokes, se puede escoger cualquiera de las dos. La més simple es el plano
z=2.51S:2z—-2=0 entonces N = +(0,0,1). ;Cudl signo se escoge?.

Las integrales J F-dry JJ RotF - N dS tienen el mismo valor si N se escoge de acuerdo a la regla de
C S

la mano derecha (sino, difieren en el signo), en este caso particular y de acuerdo a la orientacién de C, el
que se debe escogeres N = (0,0,1).

JF-dr = J RotF - N dS
C JIs,

= J (22 +x,0, —z—3)-(0,0,1) dA,
JJry

Y

r27C (2 27 2 5
= J (—z—3)rdrdd = J J (—2—3)rdrdo = —100]|," = —20m.
JO 0 0 0

Ejemplo 8.32

Calcular J F- dr si F(x,y,z) = (yz,x,2%). C es la frontera de la superficie S1:y = x2 + 1 limitada
C
porlos planos z=5—1y y z =0, como se ve en la figura.
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Solucion: Vamos a resolver el problema de dos maneras: Proyectando S; sobre XZ y proyectando Sy
sobre YZ.

Proyectando S; sobre el plano XZ. Como S; : y = 1+ x%, un vector normal es Ni(x,y,z) =
+(—yx,1,—yz). El normal adecuado es Ni(x,y,z) = (yx,—1,y2) = (2x,—1,0). En la figura aparece
el vector N1(1,2,2) = (2,—1,0). RotF=(0,y,1—2z).

J F.-dr = J RotF - N dS
C J Sl
2 rV/4—x2
= J (0,y,1—12)-(2x,—1,0) dzdx
Jo Jo
r2 pV4—x2 2 rV4—x2
= J —ydzdx = J J —x? —1dzdx = —48/5.
Jo Jo 0Jo
Proyectando S; sobre el plano YZ. Como 51 DX = 1—y, un vector normal es Nj(x,y,z) =
+(1, —xy, —x;). El normal adecuado es Ni(x,y,z < ) RotF = (0,y,1—2z).
J F-dr = J RotF - N dS
C J Sl

5 r5—y -1
— (O, ,1—Z)- (1,,0>dz,d
h L k 2y —1 Y

dzdy = —48/5.

5 r5—y y
B dljo 2y —1
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Ejemplo 8.33

Sea S1:y=4-— x2 — 2% enel primer octante y C = 0S;.

Calcular J F- dr si F(x,y,z) = (xy,z,y)
C

Solucién: La ecuacién de la superficie Sy es y =4 —x?—22.

Vamos a proyectar sobre el plano XZ. El vector normal
adecuado para que se cumpla la identidad del teorema de
Stokes es N1(x,y,z) = (—yx,1,—y.) = (2x,1,2z). Para ver
esto, tome un punto de la superficie S, digamos (1,2,1). En X
este caso Ni(1,2,1) = (2,1,2). Al trasladarlo a la superficie, Si:y=4-x2-7 Y
vemos que es el vector adecuado. Figura 8.28: Curva C.

e RotF =(0,0,—x).

JF-dr = J RotF - N dS
C Sy

= J (0,0,—x) - (2x,1,2z) dz dx
JJp

r2 4—x
= J —2xz dzdx = —4.
0

Ejemplo 8.34

Sea Q el s6lido limitado por las superficies N,

S1 : z=sen(xy), Sy : x:gySg, Ty =x.

Calcule J F-drsi F=(z x, x) y Cesla

C
frontera de la superficie S;.

T =17/2

/2
Solucién: Como S; : z = sen(xy), entonces Ni(x,y,z) = (—ycos(xy), —x/cos(xy), 1). Tomamos un
punto de la superficie, digamos (1,1,sen(1)), en la figura de arriba se muestra la traslacién del vector
Ni(1,1,sen(1)); se nota que la curva C no estd orientada positivamente, asi que debemos tomar
N1 = (ycos(xy), xcos(xy), —1).

Ahora, RotF = (0,0,1); proyectamos sobre el plano XY, la region de integracion es el triangulo 0 < x <
/2y 0<y <x.
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JF-dr = J RotF - N dS
C JJs,
rTt/2rx
= T (0,0,1) - (y cos(xy), xcos(xy), —1) dydx
Jo Jo
r7C/ 20X 2
= T dydx = &
Jo Jo 8

Ejemplo 8.35

Sea F(x,y,z) = (x+y, 2x —z, y +z) y S1 la porcién
del plano 3x +2y +z = 6 en el primer octante. Sea C

la frontera de la superficie S;. Calcular J F. dr.
C

Solucion: La ecuacién de la superficie S; es

z = 6 — 3x — 2y. La curva estd orientada
a favor de reloj respecto al vector normal
N1 = (—zx,—2zy,1) = (3,2,1), como se ve en

la figura, por lo tanto debemos usar el vector
N1 = (zx,zy,—1) = (3,2, —1). Recordemos que no
necesitamos hacerlo unitario por la cancelacién de normas
en la integral de superficie.

e RotF = (2,0,1).

JF-dr = ” RotF-N dS
C

J (2,0,1) - (—3,—2,—1) dydx

I
—_—

2 (3-3/2x
= —J J 7dydx = —21.
0Jo
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Ejercicios

@8.9.1 Calcule J F- dr donde C es el camino que se representa

C
en la figura ala derecha y ademas F es el campo de fuerzas:
Fix, y, z2) =x%i +4xy°j +xy? k .

@ 8.9.2 Considere el campo de fuerzas

F(x, y, z) = zzy cos(xy)i + 22x(1+ cos(xy))j + 2sen(xy) k.

Calcule J F. drsi C esel camino que se indica en la figura a

C
la derecha.

@ 8.9.3 Usando el Teorema de Stokes calcule la integral J F-dr
C
donde F(x, y, z) = xyi +yzj +xzk y C eselcamino

indicado en la figura a la derecha.

@894 Sea F(x,y,z) =—y i+zj+(x+2) k. Use el teorema

de Stokes para calcular J F. dr donde C esla curva de la
C
tigura que sigue.

@8.95 SeaF(x,y,z) =2yz i—4x i—3zz k, ysea C = C1+Cyr+
C; la curva que se obtiene al intersecar la superficie z = 4 — x2
con el plano y + z = 6, tal y como se muestra en la figura.
a.) Calcular J F. dr
Cy

b.) Calcular J F. dr
C
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@ 8.9.6 Plantee las integrales necesarias para calcular J F- dr
C
si F(x, y, z) =3yi —xzj +yz? k y C es el camino indicado

en la figura a la derecha.

@ 8.9.7 Sea F(x,y,z) = (x> —y, yz —x, x + 2y). Calcule la
integral de linea J F - dr, donde C es la curva que se muestra

c
en la figura de la derecha.

plano y=2x (1,2,0)

@ 8.9.8 Sea F(x,y,z) = (x+z, 2y, y — z). Calcule la plano

integral de linea J F- dr,donde C =C; +C, + C3 z=2—=x

C
tal y como se muestra en la figura de la derecha. G

X r2+y?=1

@ 8.9.9 Calcule la integral J F - dr donde 7 C=C+C+C+Cy

C
F=(zx, zy, x) yademds C=C; + Cy+ C3+ C4 es
la curva que se muestra en la figura.

@ 8.9.10 Sea F(x,y,z) = —y?> 1+ zj+ xk. Considere-
mos la superficie de la figura, S = S; U S y la curva
C = Cy + Cy + C3 + C4 el borde de la superficie S.

a.) Calcular J F - dr usando la definicién de integral de
C
linea.

b.) Calcular J F - dr usando el Teorema de Stokes
C


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

8.9 Teorema de Stokes (Teorema de Green en el espacio). (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/). 412

Revisado: Agosto, 2022

Versién actualizada (correcciones, nuevos  ejemplos
y e€jercicios) de este libro y las aplicaciones CDF:
https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/material_didactico/libros/

http://www.matematicainteractivacr.com/



https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/
https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/material_didactico/libros/
http://www.matematicainteractivacr.com/

Bibliografia

[1] James ]J. Callahan. Advanced Calculus. A Geometric View. Springer. 1st Edition. 2010.
[2] Serge Lang. Calculus of Several Variables. Addison-Wesley. 1973.

[3] Klaus Weltner, Wolfgang J. Weber, Jean Grosjean y Peter Schuster. Mathematics for Physicists and
Engineers. Springer-Verlag Berlin Heidelberg. 2009.

[4] Wilfred Kaplan. Advanced Calculus. Pearson; 5 edition. 2002.
[5] Sadri Hassani. Mathematical Methods For Students of Physics and Related Fields. Springer. 2009.
[6] Susan ]. Colley. Vector Calculus. Pearson Education, Inc., 4ta ed. 2012.

[7] Andrew Pressley. Elementary Differential Geometry. 2nd edition. Springer-Verlag London Limited.
2010.

[8] Bertram Walsh. “The Scarcity of Cross Products on Euclidean Spaces”. The American Mathematical
Monthly, Vol. 74, No. 2 (Feb., 1967), pp. 188-194

[9] B. Kusse.; E. Westwing. Mathematical Physics. Applied Mathematics for Scientists and Engineers. 2nd
Edition. Wiley-VCH Verlag GmbH & Co. 2006.

[10] Claudio Pita R. Cdlculo Vectorial. Prentice-Hall. 1995.

[11] Louis Brand. Advanced Calculus. An Introduction to Classical Analysis. Wiley & Sons, Inc. 1995.
[12] Tom Apostol. Calculus. Wiley. 1967

[13] ]J.M. Aarts. “Plane and Solid Geometry.” Springer. 2007.

[14] A. Chiang. “Meétodos Fundamentales de Economia Matemdtica”. McGraw-Hill. 1987

[15] J. L. Coolidge. “A history of the conic sections and quadric surfaces”. Dover publications, Inc. 1968.



BIBLIOGRAFIA (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/). 414

[16] E. Dowling. “Matemdticas Para Economistas”. McGraw-Hill. 1982

[17] Eric W. Weisstein, “Quadratic Surface. "From MathWorld—A Wolfram Web Resource. http://
mathworld.wolfram.com/QuadraticSurface.html

[18] H. Eves. “An introduction to the history of mathematics”. Holt, Rinehart and Winston, Inc. 1969.
[19] Jerrold Marsden, Anthony Tromba. Cdlculo Vectorial. Addison-Wesley, 2004.
[20] M. Minoux. “Mathematical Programing”. Wiley & Sons. New York. 1986

[21] Walter Mora F. “Gréficos 3D interactivos con Mathematica y LiveGraphics3D ”. Revista digital Ma-
tematica, Educacion e Intenet (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/
material_didactico/libros/). Volumen 6, namero 2. 2005.

[22] Marco Gutiérrez M. y Walter A. Mora F. Vizualizacién interactiva. Vectores Rectas y Planos. [2018]
Revista digital Matemaética, Educacion e Intenet (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/
revistamatematica/material_didactico/libros/Libros/). Cartago, Costa Rica

[23] Jorge Poltronieri. Cdlculo Integral: Integracion Muiltiple. Editorial Cimpa. 1ra ed. Escuela de Matema-
tica, Universidad de Costa Rica. 2006.

[24] Jorge Poltronieri. “Cdlculo Integral: Integracion de Linea y Superficie”. Editorial Cimpa. 1ra ed. Escuela
de Matemética, Universidad de Costa Rica. 2006.

[25] Sherman Stein. “Cdlculo con Geometria Analitica”. McGraw-Hill. 1984.

[26] Sudhir R. Ghorpade, Balmohan V. Limaye. “A Course in Multivariable Calculus and Analysis”.
Springer. 2009

[27] Rangarajan K. Sundaram. A First Course in Optimization Theory. Cambridge University Press. 1996.

[28] ]J. Vergara, “Programacién Matemdtica y Cdlculo Econémico”. Ed. Vicens-vives. Espafia. 1975.


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/
http://mathworld.wolfram.com/QuadraticSurface.html
http://mathworld.wolfram.com/QuadraticSurface.html
https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/material_didactico/libros/
https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/material_didactico/libros/
https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/material_didactico/libros/Libros/
https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/material_didactico/libros/Libros/

Apéndice A

Parametrizacion de conicas con rotacion

Los cambios de variable en realidad son transformaciones. En este caso necesitamos transformaciones afines que
envian cénicas con rotacién en cénicas de la misma clase, en posicién estdndar, aunque no necesariamente
congruentes.

En lo que sigue, identificamos el par (x1,x2) como el vector columna (2)
Una cénica en posicion estandar (con ejes paralelos a los ejes coordenados), se reconoce porque su ecuacion se
puede reducir a una una ecuacién canénica, completando cuadrados.

Una cénica de ecuacion Ax? + Bxy + Cy? + Dx + Ey + F = 0 con B # 0, muestra una rotacién de ejes.! Si el
angulo de rotacién contrareloj es 0, este dngulo se puede determinar con la ecuacién

A—-C

cot20 = , 20 € [0,

Es decir, si B es pequefio, la rotacién de ejes es pequena pues 6 = 1/2arccot((A—C)/B) - 0si B — 0
(arccot(x) — 0six — 00). No hay rotacién si B =0 (en este caso podemos completar el cuadrado y obtener la
ecuacion canénica).

La idea del cambio de variable es la siguiente: Lo ideal es tener una ecuacién candnica para parametrizar

la cénica. Por eso necesitamos eliminar el producto “cruzado” Bxy. Este término desaparece si “anulamos”,
. . . . B/2 o . .

con un cambio de variable, la diagonal secundaria (B 2 / ), es decir, si dzagonalzzam052 A. Este tipo de

transformaciones ennvian cénicas en cénicas de la misma clase, aunque no necesariamente congruentes.

B/2 C

—_———
A

C: Ax2+Bxy+Cy2+Dx+Ey+F:(X y)<A B/2> <;)+B<:>—|—F:0 con B=(D E)

Es decir, debemos encontrar un cambio de variable adecuado <;> =C (t) de tal manera que

'La cénica Ax?+Bxy+ Cy?+Dx+Ey+F = 0 no es una rotacion de la conica Ax?+ Cy?+Dx+Ey+F = 0. Posiblemente ni siquiera sea
una cénica de la misma clase pues B2—4AC cambi6. Si existen coeficientes A’,B’,C’,D’,E’ tal que A’x*+B’xy+C'y*+D'x+E'y+F =0
sea una rotaciéon de la cénica original.

2Una matriz A es diagonalizable si existe una matriz invertible C (no necesariamente ortogonal) tal queda C'TAC =D con D
diagonal
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(x v) <B/?2 Bé2> (;)+B<;>+F:0 — (u v)CT (B}/\Z Béz)c(:)+3c<:>+pzo
= (u v)</?)/ (?') <t>+BC<1:>+F:O

A
= A'u? + Ch? +BC (t‘) +F=0
N—_————

No hay producto cruzado uv

La buena noticia es que, como la matriz A asociada de la conica es simétrica, podemos diagonalizarla.

Teorema A.1

Si Anxn essimétrica, entonces existe una matriz invertible C tal queda CTAC =D donde D es una

matriz diagonal.
—

e La matriz C no es tinica, una de estas matrices C se puede obtener usando usando completacién de
cuadrados o también por operaciones elementales “acopladas” ([?]) sobre A. En este caso podemos
obtener una parametrizacioén de la cénica en el plano xy pero no mucha informacién adicional.

e También C se puede obtener como una matriz ortogonal (unitaria), es decir, una matriz cuyas columnas
son vectores propios de A. Este tiltimo caso corresponde a la “diagonalizacién ortogonal” de A y permite
parametrizar la cénica en el plano xy y ademds recuperar, con el cambio de variable, foco(s), vértice(s),
asintotas, etc.

Ejemplo A.1l

Considere la cénica x? +xy +y? = 1.

e Forma matricial (x y) (1}2 1{2) <;) —1=0

e Un cambio de variable adecuado puede ser (3) = (1 11> <1:> , pues
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Parametrizacién en el plano xy
Al aplicar el cambio de variable adecuado® (x,y) = Coxo <v> , podemos obtener la ecuacién canénica de

la cénica en el plano uv y por tanto una parametrizacion c(t) = (u(t), v(t)) en este plano. Entonces una
parametrizacion en el sistema xy es

o también de manera mds préctica, si wy, wy son las columnas de C, es decir, C = (w1 wz) , entonces
h(t) = u(t)wy +v(t)wo,.

#(%:A{HH (1)) !
e
1

—

Aeq

P
\ vou

b

Cénica C — (x.y)=C (‘:) — (u—h)?/q2 4 (V=K /2 = 1

Figura A.1: Cambio de variable (x.y) = C (:)

¢Como escoger el cambio de variable?.
El cambio de variable depende del método de diagonalizacién que escojamos y depende de los coeficientes
A, B y C dela conica. Estos cambios de variable no siempre son excluyentes.

Cambio de variable con diagonalizacién por completacion de cuadrados.
Supongamos que la ecuacién de la cénica propia, con rotacion, es

C: A +Bxy+Cy?> +Dx+Ey+F=0 (A1)

Podemos completar cuadrados de varias maneras

2 2
Ax?2+Bxy+Ay>+Dx+Ey+F = (2A—B)<X2y> +(2A+B)<X+2y) +Dx+Ey+F si A=C
B \? B2
Ax? +Bxy +Cy’+Dx+Ey+F = A<x+2Ay> +<C—4A) y>+Dx+Ey+F=0 si A#O0
2 2 2 B Bx ’ .
Ax®+2Bxy + Cy"+Dx+Ey+F = x A_E +C i—i—y +Dx+Ey+F=0 si C#0

Ahora, deducimos un cambio de variable <1j) =C (:) que diagonaliza la matriz asociada de la cénica.

3 Aqui estamos abusando del lenguaje: Recuerde que (x,y) lo identificamos con un vector columna
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1) SiA=CyB#0

: . . . . X —
En este caso, la completacién de cuadrados sugiere el cambio de variable u = 5 YyVv= , €s

decirx =u+v y=u—w.

El cambio de variable es (x,y) =C (:’) con C = G _1) ,esdecibx=u+vy=u—v

AX? +Bxy + Ay? +Dx+Ey+F=0
se transforma en

(2A+B)u®> + 2A—BW? +D(u+v) +E(u—v)+F=0

Ejemplo A.2

Determine una parametrizacion trigonométrica para la cénica x> +xy +y? — 1 = 0.

Solucién: Como A =1=Cy B =10, podemos usar (x,y) = G —11> C’L)

y A%

w2
2
Cobnica C 1 +vi=1

e Parametrizacion en el plano uv. Haciendo la sustituciéon x =u+v y y =u—v, enel plano
uv nos queda

(QA+B)u®> + 2A—B)V? +D(u+v)+E(u—v)+F=0
— 3u’4+v—-1=0

2
= u——i—vzzl

1/3
— rult) = (V/Icos(t), sen(t)), te [0, 2n
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e Parametrizacién en el plano xy

0 1 1 /%cos(t)
Bylt) = <1 _1> . sen(t)
cos(t) cos(t)

V37 V3

= <sen(t) + — sen(t)> , te [0, 27

2)SiA#0y B#0.

En este caso, la completacién de cuadrados sugiere la sustitucion u = x + 2%y y y = v, es decir,

— B —
X—u—ﬁ\)yy—\).

1 —Bha
0 1

B

El cambio de variablees (x,y) =C <:> con C = ( ) ,esdecinx =u—»5zVv y yYy=v

AX? +Bxy + Ay?> + Dx+ Ey+F=0

se transforma en

B2 B
Au? + (C_4A> vz—i—D(u—Mv)—i—E\H—F:O

Ejemplo A.3
2

. .y . yos o X
Determine una parametrizacion trigonométrica para la cénica C: e 2xy +x—y—1=0.

Solucién: Como A =1/4 'y B =—2#0, podemos usar (x,y) = ((1) ;L) <1\f)
AV

()= 1) Q > <

(u—h")?  (v—k')?
a” - b2

=1

Coénica C

e Parametrizacion en el plano uv. Haciendo la sustituciéon x =u+4v y y =v, enel plano uv
nos queda
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BZ
Au? + <C_4A> v2+D<u—v> +Ev+F=0

2

— %—4v2+u+3v—1:0

3 2
(W+2? <V_8> »

23/4 23/64

ru(t) = (=2 /34 cosh(t), ¥s+ \/Z/et senh(t))

— ’ te R
rua(t) = (~2— /34 cosh(t), ¥s+ \/Z/et senh(t))
e Parametrizacion en el plano xy
(1 4) —2 + /23/4 cosh(t)
0 1 3/8 + 1/23/64 senh(t)

= (—2+ v2/2senh(t) +3/2 = V232 cosh(t), 3/8+ v23/ssenh(t)), t€ R

I'xy (t) =

3)SiC#0y B0

- . S B
En este caso, la completacién de cuadrados sugiere la sustitucion u=x y v=y+ ix.

El cambio de variablees (x,y) =C <:> con C = (_Bl (1)) ,esdecirx=uy y=v— % u

AX? +Bxy + Ay?> + Dx+ Ey+F=0

se transforma en

B2\ , » B
(A—4C> u” + Cv2 + +Du+E<v—2Cu>+F—O

Ejemplo A4

Determine una parametrizacion trigonométrica para la cénica C: x* +y? + 2xy + v2x — v2y = 0.

Solucion: Aqui podemos usar el cambio de variable 1.) Pero lo haremos con el cambio de variable

3).C=1y B=2#0, podemos usar (x,y) = <_11 8) <:>
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AY AV

\ x\ (1 0 (u
) y/ \—=1 0/ \v

] X u

Cénica C 2\/§u+V2_\/§V:O
e Parametrizacion en el plano uv. Haciendo la sustituciéon x =u y y =v —u, enel plano uv
nos queda
PR L Cv 4 4DutE(v- ) 1F=0
4C 2C B
— V4+22u—v2v=0
despejamos u y tomamos t =v
V2t —t2
= Irwit)=———t],teR
LLV( ) 2\/§
e Parametrizacion en el plano xy
_ 42
1oy (VAo
rxy(t) = -1 0 ’ 2\@
t
) _ 2
_ o (vaer vaee) g
2v2 2v2
|

Cambio de variable con diagonalizacién ortogonal

cos® —sen®

La matriz
<sen 0 cos0

> rota el plano en un dngulo 0 contra-reloj, y produce uan figura congruente con la

primera, lo que permite recuperar informacion. Pero aplicar un cambio de variable con esta matriz es laborioso.

Una manera mds simple es usar una matriz ortonormal, aprovechando que la matriz asociada a la cénica es
simétrica.

Si C es una matriz ortonormal, entonces es una matriz de rotacion de dngulo 6, es decir, si Det(C) =1,

cos(0) —sen(0)
C=(u v)= ( )

sen(0) cos(0)

: . . X u ,
En este caso, aplicamos un cambio de variable ( =C ,, ) conuna matriz C cuyas columnas son una base
Y

ortornormal de vectores propios. C es una isometria por tanto cuando aplicamos este cambio de variable a una
cbnica nos devuelve una cénica congruente y si envia vértices en vértices, focos en focos, etc.
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A B2

B/2
ecuacion |A — All = 0 y las columnas de C son dos vectores propios {u, v} normalizados, asociados a los
valores propiosA; y A, respectivamente de tal manera que |C| =1 (el orden es importante). Se tiene,

Como la matriz asociada a la conica es A = ( > entonces los valores propios son las dos raices de la

si A=Cy B+0.
e Los valores propios son A\; = (A +B/2) y A, = (A — B/2) asociados respectivamente a u = % G) y

—1
1 i
= ( > 7 respectlvamente.

o 1 1 1
_\/§<—1 1)

Una ecuacion de la conica en el plano uv es

(A+B/2)u>+(A—B/2)v* + B-C+F=0 con B=(D E)

Sic(t) = (u(t), v(t)) es una parametrizacion de la cénica en el plano uv, entonces una parametrizacién

en el plano xy es

1 1 1 u(t)
h = — .
®) ﬂ<—1 1) <v(t)>

f f
fu) es un foco en el plano uv, entonces el respectivo foco en el plano xy es (f") =C- (f >
v y v

9v

e Si (gu) es un vértice en el plano uv, entonces el respectivo vértice en el plano xy es (gx) = (3“)
v
< ) es el centro en el plano uv, entonces el respectivo centro en el plano xy es (y ) =C- <
Cc

si A#Cy B 0.

Sea q = /B2 + (A — C)2. Entonces

e Valores propios: Ay =1/2(A+C—q) y Ay =1/2(A + C+ q) asociados respectivamentea u y v

Vect ) 1 A—C—q 1 A—C+Hq
® Vectores propios: u = vV =
B VB2+(A—C—q)? B Y VB2+ (A —C+q)? B

normalizar el vector

e Cambio de variable. Requiere que |C| =1
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Ax?2 +Bxy+Ay?> +Dx+Ey+F=0

Si }(u V)| =1l <x) =C <:> con C = (u v) — se transforma en

Mu? 4+ v 4+ B-C+F=0 con B=(D E)

AX? +Bxy + Ay? +Dx+Ey+F=0

Si }(u V)| =1, Y =c (") conCc= (v u = se transforma en
y v

Mu? + MV +B-C+F=0 con B=(D E)
Sic(t) = (u(t), v(t)) es una parametrizacion de la coénica en el plano uv, entonces una parametrizacién
en el plano xy es

.f
e Si ( fu) es un foco en el plano uv, entonces el respectivo foco en el plano xy es GX> —C. (iu)
) Yy v
e Si <3u> es un vértice en el plano uv, entonces el respectivo vértice en el plano xy es <3X> —C. <Zu>
; Yy v
e Si <:C> es el centro en el plano uv, entonces el respectivo centro en el plano xy es <;C> —C. (:c)
(¢ ) ‘

Ejemplo A.5

Considere la elipse de ecuacién
5x% — dxy + 8y? — 36 =0

Determine una parametrizacion del tipo
h(t) = P+ aj cos(t)u; + azsen(t)uy, t € [0, 27

donde P es el centro y {uj, uz} es una base ortonormal de R?, formada por vectores propios de la matriz
asociada de esta conica. Dé ademads los focos de esta elipse, en el sistema xy

Ay
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e Valores propios: [A—AL|=0 = A1 =4, A2 =9.

Il
7N

|
—_
S
a1

2 1
e Podemos tomar los vectores propios (ya unitarios) u = (, > , Vv
propios (y ) NAV:

A2, respectivamente.

2
Ya estan ordenados de tal manera que el determinante de la matriz C = V5 V5 es 1.
1
V5

e Ecuacién candnica en el sistema uv.
= (0,0) entonces (r,s) = (0 0)-C = (0,0). De acuerdo a la teoria, aplicando la sustitucién
X u .. L. .
(y> =C (\)) , la ecuacién de la conica, en en el sistema uv, es

MuZ + Mv: 4+ ru 4+ sv— 36 = Au24+Rn?T—-36 =0

2 V2

L - u
Entonces la ecuacioén candnica en el plano uv es o + i 1

Por tanto tenemos una elipse con a =3 y b =2 y centro en (0,0).

e Ecuacién candnica en el sistema xy. El centro en el sistema uv es (0,0) por tanto en el sistema xy es

<X> =C <O> = (0,0). Una parametrizacién de la elipse en el sistema xy es

y 0
2 1
V5 V5 3cos(t) 2 1 1 2
h(t) = 12 . (25en(t)> = 3cos(t) (\@’\@) + 2sen(t) <_\/§’\@> , te [0, 27
V5 V5

e Focos. Como ¢ = Va2 —b2, ¢ =+/5, los focos en el plano uv son (£v/5, 0). Los focos en el sistema Xy
serfan +v/5u+0-v, es decir (2,1) y (—2,—1). También los focos se pueden obtener, atendiendo a la
geometria conlosejes u y v, como (0,0) +cu=(2,1), (0,0) —cu=(-2,-1).

e Vértices. Los vértices en el plano uv son (£3, 0). Entonces los dos vértices en el sistema xy serfan

+3 £3
+3u+0-v, esdecir, | —=, —
(\@ f5>

Parametrizacién racional de una cénica usando un “haz de rectas”.

Una “parametrizacion racional” de una curva es una parametrizacién en terminos de cocientes de polinomios.
Estas parametrizaciones son muy ttiles en muchos contextos, como el de gréficos por computadora, modelado
geométrico, ecuaciones diofanticas, cambios de variable en integracion,etc.

Las cénicas tienen la propiedad de que cada par de puntos en ella, se pueden obtener por interseccién con una
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linea recta. La idea bésica consiste en utilizar un “lapiz o haz de lineas rectas” que pasan por un punto (a,b)

de la curva, de manera que al calcular el otro punto de interseccién de cada recta genérica del “haz” con la
curva, se determina una parametrizaciéon de la curva (excepto por uno o dos puntos). Cada linea del “haz”
depende de un pardmetro t que serd el pardmetro de la parametrizacién de la curva.

(a,b)

Figura A.2: Parametrizacién de una cénica con un “haz de rectas”

La idea general es como sigue:

e Tenemos una cénica C (no degenerada) de ecuacién Ax? + Bxy + Cy?+ Dx+Ey+F=0y (a,b) €C

e El haz de rectas que pasan por (a,b) tienen ecuacién general y = t(x — a) + b donde t es un parametro
que hace variar las rectas.

e Sustituimos en la ecuacion de la cénica Ax? + Bxy + Cy? + Dx + Ey + F =0 y queda

Ax? +Bx(t(x —a) +b)+C(t(x —a) +b)2+Dx+E(t(x —a) +b)+F=0
Es decir, recolectando, queda una ecuacién cuadratica o(t)x? + B(t)x +v(t) =0.
e La ecuacién o(t)x? 4 B(t)x + y(t) = 0 tiene a lo sumo dos soluciones. Una de las soluciones es x = a

pues el punto (a,b) satisface la ecuacién de la cénica. Entonces el resultado de la division tiene que ser
un polinomio de grado 1, es decir, q(t)x —p(t)

a(t)x* + B(x+vy(t) [ x—a

q(t)x —p(t)
Residuo: 0
a(t)x* + B(tx+v(t) = (x—a)(q(t)x—p(t)) =0
Por tanto las soluciones son x =a y x = 1‘;%3 donde p(t) y q(t) son polinomios de grado a lo sumo 2.
o _p(t) _
e Sustituimos x(t) = ﬁ en y =t(x —a)+b y obtenemos
p(t) mﬁv
C:r(t) = —, ,te R—{ cerosde t t
0= (2 2 ( A y @l

Observe que si tomamos valores racionales de t, podemos obtener puntos con coordenadas racionales en
la cénica.
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Ejemplo A.6

Determine una parametrizaciéon racional de la cénica C: xy +y + 2 =0 usando el punto (—2,2) € C

y

(0,1) X

Figura A.3: Parametrizacion racional de C

Solucién:

e Para construir el haz de rectas podemos escoger las rectas que pasan por (—2,2) y (0,t) por
ejemplo. Estas rectas tiene ecuacion y(t) = tT*Z (x+2)+2

e Sustituimos y(t) en xy +y+2=0: x (L2(x+2)+2) + S2(x+2)+2 + 2=0
. : t » (3t
e Acomodamos para tener un polinomio de grado 2 en x: 5 —1)x"+ ) —1)x+t+2=0

e Este polinomio tiene dos raices, una es x = —2. Para obtener la otra raiz lo que hacemos es
dividir este polinomio por x+2 para obtener el otro factor (el residuo es cero) y luego despejamos x

-1+ -1)x+t+2|x+2

t t
——1 —+1
<2 >x—|—2+

Residuo: 0

t t —t—-2
-1 S +1= =
o <2 >x—|—2+ 0 = «x(t) _—

e Sustituimos x(t) en y(t) = t%z(x +2) + 2 y obtenemos la parametrizacion racional,

C:r(t) = (T_i t_22> te R—{2)
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Apéndice B

Solucién de los ejercicios

Soluciones del Capitulo 1

1.71 @
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1.7.10 @
7T
0=—.
3
1.7.11 @

(—1,0,0)

1.7.12 @

3v2
2

1.9.1 @

192 @

193 @

x—1 y+2 z—4

11 —10 3
||
194 @
V13
V45
| |
1.95 @
Una solucién general para los tres itemes puede ser: Ly(t) = (1,1,1)+tv y L3(t) = (1,1,1) +t w. Los vectores
v-(1,-1,1) = 0
v = (v1,v2,0) y w = (wq,Wy,0) son una solucién particular del sistema w-(1,-1,1) = 0
v-w = 0

1.13.1 @
1
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1132 @

1.13.3 @

1134 @

1.13.5 @

1141 @
Se omite
a.)

(—=1,0)
b.)

(1,0)
c.)

(1,v3)

d.)

(—1,—V3)

(5,—m/2)
b.)

(5,m)
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(V6,5m/4)
d.)

(v6,—m/4)
e.)

(v/5,arctan(,/3/2))
1144 @

r=2

1.145 @

r=4coso

1.14.6 @

r=4senb + 2cos 6

1.14.7 @

r=4senb®

1.14.8 @
T =cCos0
1.149 @

Tt
0=_
3

1.14.10 @

r=—2cosB

1.14.11 @

r=2+cos0

11412 @
1
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Soluciones del Capitulo 2

221 @
1
2 2 2 1
2% —4x+1=y = 2(x—1)*=y+1 = (x—1)°= §(y+l)'
||
2
8
2__ - et
y*=—5x+g)
||
3
(y+1)2?=4(x+2)
|
4
(x+1)2?=2(y—2)
n
5
X2 =(y—2)
n
222¢@ El vértice es (h,k) = (1,3). Por la posicién del foco se deduce que el eje es paralelo al

eje X y la pardbola abre hacia la derecha. Entonces la ecuacién canénica es (y — 3)2 = 4p(x — 1). Como
p =11(2,3) — (1,3)|| = 1, la ecuacién canénica es (y —3)% = 4(x — 1).
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223 M@ La ecuacién canénica es de la forma (y — k)? = 4p(x — h). Como contiene los tres puntos,
entonces
(0-k)> = 4p(0—h)
5 1 2 1
(—2—k)* = 4p(-2—h)

1\2
Por tanto, la pardbola es <y — 3) =4. —3 <x — 24>

224 @ Como (h,k) =(—1,1) y p =1, entonces (x +1)> =4(y —1).

225 M@ La ecuacién es (y—k)? = 4p(x—h) y abre a la izquierda. El vérticees (h,k) = (5,4) y p = —2.
Entonces la ecuacién canénica es (y —4)% = —8(x —5).

226 @ (x —2)2 =2(y —3).
227 @

De acuerdo a d.) la pardbola abre hacia arriba o hacia abajo. Por la posicién del vértice y el punto (8,b),
solo podria abrir hacia arriba. El vértice es (h, k) = (2,0) por lo que lo que la ecuacién de la pardbola es
(x —2)2 =4p(y—0); p>0.

La directrizes y = k —p = —p. Para determinarp y b tenemos dos datos

e La distancia de (8,b) ala directriz es 10, es decirb +p = 10
e Elpunto (8,b) estd en la pardbola, es decir, (8 —2)? = 4p(b)

b = 10—p
36 = 4pb = 36 =4p(10 —p) = 36 —40p +4p> =0

Conlo quep =1 op =9. Por lo tanto, las pardbolas que cumplen estas condiciones son (x —2)? = 4y (cuando

b=1)o(x—2)? =36y (cuando b = 9). Ambas pardbolas se muestran en la figura que sigue.
)

QYA P

228 @
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(y+2)2=4-—%(x—5) A

229 @ El vértice es (h,k) = (2,0). Como b > 2, la parabola solo podria abrir hacia arriba o hacia la

derecha.
e Si abre hacia arriba, la ecuacién canénica es (x —2)? = 4py. En este caso,como 8 +p =10 = p=2y
entonces b = 10. En este caso tenemos la pard]bola (x —2)? = 8y.

e Si abre hacia la derecha, la ecuacién canénica es y> = 4p(x — 2). En este caso, como la directriz tiene
ecuacion x =2 — p, tenemos

b—2—p) = 10
—8 b—4 — 2, b=10.
{ 64 — 4dpb—2) P8 b=4 0 p=2b=10

Las tres parabolas son (x — 2)2 =8y; y*>=232(x—2) y y? =8(x—2).

2210 @

Si el foco esta en la directriz tendriamos una recta (una cénica degenerada).

2211 @

Completando cuadrados obtenemos
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b\> b
ax2+bx+c—y = a|lx+-—] ——+c—y
2a 4a
b\? —b%+4ac b\> A 5
a (x + 2a> + ia y a <x + 2a> 1a si ac
Ent 2+bx+c—y=0 = 2 Tl + A yelvérticees (—2, — A&
ntonces, ax X y= xto ) =Wty 50’ da )
||

2212 @ Se trata de una parébola con foco en (2,3) y directriz con ecuacién x = 4. Por lo tanto, la
parébola tiene vértice en (3,3) y abre hacia la izquierda. Su ecuacién es (y —3)? = —4(x — 3).

2314M@

(12 | (y—5/4P _

1.
1/4 1
| |
232M@
1
_12 22
(y . ) +(x42 ) 1
5
| |
2
(x +4)? (y+2)2_1
16 4 -
| |
3
(x +2)? (y+4)2_1
4 16
| |
4
x° + 5 =

233M® La ecuacion canénica la obtenemos completando cuadrados.
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-3 2 —2)2
Ecuacién canénica: y—3) + (x—2)

Centro: (h, k) = (2,3)
a2=4,b2=1 yc:\/§
Focos: (2, 3 +/3)

No hay interseccién con ejes.

234 M@ Los datos los podemos representar en la figura de la derecha.

Como el centro es (h, k) = (0,0), entonces la ecuacién es

4
2

2 2

X

74_97:1

b2 ' a? RN PE G e

Esto es asi pues el vértice (0,5) nos indica que el eje mayor
estd (en este caso) sobre el eje Y. -2

Ahora, como (0,5) es un vértice y el centro estd en (0,0) , se sigue quea =5y

2 2
bz 25

Por otra parte, como (—1,3) esta en la elipse

(12 &

—
b2 +25

25
de aqui, despejando, obtenemos b2 = 16 Finalmente, la ecuacioén canénica de la elipse es

235 M@

El eje mayor de la elipse es paralelo al eje Y. Como la longitud del eje menor es de 6 unidades, entonces b = 3.
Como los vértices estdn en (3,1) y (3,9), entonces el centro es (h, k) = (3,5) y por tanto a = 4. La ecuacién
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canodnica es
(x —3)? . (y—>5)2

9 16

236 @ La elipse se puede ver en la figura de la derecha.

Como la elipse es tangente a los ejes en el primer cuadrante,
el otro vértice debe ser (0,2) (su eje mayor no puede ser
paralelo al eje Y pues su semieje menor seria de 8 unidades
y el mayor de 1 unidad!). Luego, (h,k) =(4,2), a=4y
b = 2. La ecuacion canoénica es

(x—4)?  ([y—272
6 ' 4 =1

237 M@ La elipse se puede ver en la figura de la derecha.
Segtn los datos, (h, k) = (0,0) y (4,0) es el vértice de la
derecha, entonces a =4 y (3,1) satisface la ecuacién de la

elipse:
3?12 , 16 . .
TR~ 1 = b= - La ecuacién candnica es
X2y
T

e Centro: (h, k) = (0,0),

ol [
=\ 5
e focos: (0 £ \/?,0),

e vértices: (4,0) y (—4,0).

238 @ (x —2)2 +


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

(https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/). 437

e Centro: (h,k) =(2,1),
e c=18,

e focos: (2,1 ++/8)

e vértices: (2,14 3).

23.9M@ La elipse se puede ver en la figura de la derecha.

La ecuaci6én canénica de la pardbola es y? = —4(x — 8). De
esta ecuacion se obtiene el otro foco y un vértice derecho de
la elipse. La ecuacion canénica es

(x — 3.5)2

y
452 +§_1'

e Centro: (h,k) = (3.5,0),
e c =235
e focos: (0,0) y (7,0),
e vértices: (—1,0) y (8,0).
X2y
2310 @ La ecuacién candnica es o + 55~ =1.
e Centro: (h, k) = (0,0),
e c=23,
e focos: (+3,0),
e vértices: (£8,0).
-2 2 2
2311 @ La ecuacion canénica es x 9 ) + e —1i_63) = 1. Por lo tanto es una elipse.
e Centro: (h, k) = (2,-3),
® C= \/7/
e focos: (2,—3 +/7),
e vértices: (2,—3 £ 4).
2312 @ Si consideramos los lados del cuadrado como ejes coordenados, el circulo inscrito es un circulo

con centroen (v,1) y (x,y) = (3,4) es un punto en la circunferencia.
Por lo tanto,

X
x—hP?+y—k?* = 1%,
B-—12+04—-1)7 = 1%
r = 7-2V6~
T o= 74+2V6~118

Como T < 4 entonces 1 =7 — 2/6.

2313 @
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a.) C esuna parédbola de ecuacién candnica

(x —2)% =—8(y+1).

b.) Centro de la elipse (2,—1)
C.) d(Fl,Fz) =4 — 2c=4 — c=2
d) d(F1,V1) =3 — a—-c¢c=3 — a=5
e) b2 =21
f.) Ecuacién canénica de la elipse:
(x—2)

2
+

y+1?2

21
g.) Vértices (2,4), (2,—6).
h.) Focos (2,1), (2,—3).

2314 @

De la informacién que nos dan deducimos:

e El foco de la pardbola (x — 2)2=—4(y—6) es V1 = (2, 6-1) = (2,5) pues p = —1.
e El centro de la hipérbola (x —2)2 — (y—1)> =1 es Vo = (2,1).

e Los vértices nos indican que la elipse tiene centro en (h, k) = (2,3) y su ecuacién canénica es

25

(x—2)*  (y—3)?
v o2
e Como la elipse contiene el punto (1,2),
(1—2)2 (2—3)2 , 4
b2 + % _1:>b_3.
(=22 =37 _,

La ecuacion canénica de laelipsees 4 * 22

3

2315 @

241 4@

1

1.
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1

La ecuacién candnica es
X2 yz
— - =1

64 36
Como ¢ = 10, los focos son (£10,0) y los vértices son (£8,0). La ecuacién de las asintotas es 3x —4y =0y
3x+4y =0.

2

La ecuacién candnica es
(x—12—(y+3)?*=1

El o la estudiante debe completar la respuesta.

3
La ecuacién candnica es 5
(x+1)*— y+3) =1
5
El o la estudiante debe completar la respuesta.
|
4
La ecuacién canédnica es
M—ZV_(y—wz_l
3/4 5 N
El o la estudiante debe completar la respuesta.
| |
2 -1 2
242 M@ La ecuacién canédnica es % — (x - ) =1
4)? —1)?
243 €@ El centroes (—4,1). a =6y b =4. La ecuacién candnica es (x ?’:6 ) — Wy 16 ) =1.
-1 2 2 2
244 @ La ecuacion canénica es (x T ) — (y—; ) = 1. Vértices en (—3,2), (5,—2) y focos en
3
(—4,-2),(6,—2). Las asintotas son y = j:Z(x —1)—2.
245 @ La ecuacion canénica es
(x—37 (-2 _,
9 4 7
Como ¢ = /13, los focos son (3 +1/13,2) y los vértices son (3 + 3,2).
246 @ Como V3 -4 > 6, la asintota y = v/3x va por arriba del punto (4,6). Esto nos dice que
2 2
la ecuacién de la hipérbola es % — g—z = 1. Como (4,6) esta en la hipérbola y como b? = 3a?, entonces
16 36
- — a3 = 1 = a =4. Asi, la ecuacién candnica es
a 3a
X2 2

=1

4 1

N
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XZ 2

247 @ La opcién que sirve es — = Yy _ 1. Evaluando los puntos se obtiene que la ecuacién canénica
az b2
2 2
X Yy
es — —=— =1.
6 2
TR
La opcién =5 — b= 1 se descarta pues se evaluando los puntos se obtiene a? = —6.
a
248 V@

Segtin los datos, la ecuacién de la cénica es

(x—2)* ?
2 v 1
b Y
Como una asintotaes y =2x —4 — — =2, W )
entonces tenemos a Y /
\\ //
b — 9 1
5 = a?+4b? “ ‘!
2 X
=27 v _, }’ ‘
1 4 / \
1/ \
- : |
249 @ La parébola tiene ecuacion canénica (y — 1)? = —8(x + 2), por tanto el centro de la hipérbola
es (—2,1).

Como un foco estaen (3,1) y un vértice estaen (1,1), el eje
transversal es paraleloaleje X, a=3, c=5y b=4. La
ecuacioén canédnica es

(x+27 (y-172 __
9 16 -

Sus focos son (3,1), (—7,1) y sus vértices (1,1), (=5,1).
Las asintotas son y = i% (x +2) + 1. La hipérbola interseca
aleje X en x = —5.093 y x ~ 1.0933.

2410 @
1

Como k >0y k—16 > 0, se trata de una elipse.

2
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Como k >0y k—16 <0, se trata de una hipérbola.

3

Como k <0y k—16 <0, la ecuacién no tiene solucién, es decir, no es la ecuacién de una curva.

2411 @

Se trata de un hipérbola con focos A y B y por tanto ¢ = 1.5 y el centro es (h, k) = (=3, 3/2). Como|d(P, F;) —
d(P,F2)| = 2a entonces a = 1. y entonces b? = 5/4. Luego ecuacién canénica es
(y—3?% (x+3?

1 5/4 -1

Las asintotas son y = + (x+3)+3/2. La intersecciéon con los ejes son y ~ —1.363, y ~ 4.363, x ~ —4.25

1
\/5/4

y x ~ —1.75,

2412 @ Se trata de una hipérbola.

2_(U+1)2
9

=1

La ecuaciéon candnica es (x — 1)
Centro (1,—1),

az=1 y b2 =9,
=149 = ¢ =10,
Focos (1++/10, —1).

Asintotas: y = j:%(x —-1)—1.

2413 @
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Soluciones del Capitulo 3

321@ Di={(xy) € R? tq (x—4)2?+y?>>1 y x#0 y y+#0.} Este dominio corresponde al

exterior de la elipse (incluye el borde) y se debe excluir los ejes X y Y (lineas punteadas).

322M®@ Como log(1) = 0 debemos excluir los puntos para los cuales x —y = 1.

Di={xy)eR* tq (y+12=2x+1 y y#x—1y y<x}

323M@

Se omite

324M®

Se omite

33.14M@®
1

z:4—x2;y:0.
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7

N
<N,
X Y
3
(y;”z 4x2=1,2=0
Z
e Y
4

z+2y=4x=0
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Y
) \
5
6
7
3.32 4@

Es un punto, P = (1,-2,0)

3.3.3 4@
1

Plano 2z +y = 2.
z

2

Plano x = 2.

z

<
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Plano x —y — z = 0. Podemos usar las rectas y =x y z = x.

e Y
||
4
Plano x +y — z = 2. Podemos usar las intersecciones con los ejes: x =2; y=2; z=—1.
— _—
|
5

Plano 2x + 2y + 2z = 2. Podemos usar las intersecciones con los ejes: x =1, y=1;, z=1.

X -8 Y

334 M@

Plano 4x — 4y + 2z = 4 en el primer octante. En este caso el plano lo dibujamos desde el segmento que va de
x =1 hasta z=2.



https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

(https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/).

446

341 @

Se omite.

342 M@
1

y=(x—22+(z—-2)?
| Welfram COF Flayer

‘ S

e ~,,:§Y

xX+y?+(z—1)?2/9=1

xX+y?—(z—2)?%=1


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/
https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/Libros/LibrosCDF/CSCDF/cdfCap3-CSCDFCuadricasExer2.9a.cdf
https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/Libros/LibrosCDF/CSCDF/cdfCap3-CSCDFCuadricasExer2.9a.cdf

(https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematicay/). 447

343 €M@

Se trata del paraboloide 4 — z = x? + (y — 2)2. El vértice es (0,2,4).

a.) Si x =0 entonces 4 —z = (y —2)%. Por tanto la trazaes (y —2)> = —(z—4), x=0.
b.) Si z =3 obtenemos latraza 1 = x> + (y —2)?, z=3.
c.) Si z=0 obtenemos la traza 4 = x> + (y —2)?, z=0.
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344 M@

Se trata de un elipsoide con centro en (3,3,1). Una estrategia de dibujo es la siguiente: Los elipsoides se
puede dibujar con tres elipses (trazas). En este caso, se pueden usar x = 3; y =3 y z = 1 (estos valores
corresponden al centro de la cuddrica).

. (y—3)2 (z—1)? o
e Latraza x =3 corresponde a la elipse 9 + o 1, x =3; que se dibuja en el plano x = 3.

e Si y =3 obtenemos la elipse (circunferencia) (x —3)2 + (z—1)?> =4, y = 3; que se dibuja en el plano
y=3.

_ 232 -3 2
e Si z =1 obtenemos la elipse b 43) + Wy 5 ) =1, z=1; que se dibuja en el plano z = 1.

z

&Y

3.5.1 @
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| |
352M@
Sélido Q1

| |
353M@

Solido Q.
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| |
354 M@
Solido Q3.

| |
355 @

Solido Qa.
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zZ A S 2e -2y +2=2

! ~
/ Ss
’ Ss
/ S~
3 / -
’ S
’ ~o
7 \\\
’ S
,
,

/,,
| |
3.5.6 @
Sélido Q5.
z |
| |

357 @

Solido Q.
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|
3.5.8 Y@
Sélido Q7.
Z
Y2+ 22 =16 v ﬁ
Tr+z=
| |

359 @

Solido Qs.
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3510 @
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3511 @

‘ Sélido Q10.
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3512 @

Sélido Q11 .

3513 @
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Sélido le.

3514 @

Solido Q13.

3515 @
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Sélido Q14.

3.5.16 @

Sélido Q1 5.

3.5.17 @

Solido Q16-
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3518 Y@

Solido Q17.

3.6.1 H®
Proyecciones de Q.

Proyeccién sobre XY Proyeccién sobre YZ Proyeccién sobre XZ

3.62 M@
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Proyecciones de Q.
Proyeccién sobre XY Proyeccién sobre YZ Proyeccién sobre XZ

3.63 M@ Proyecciones de Q.

Proyeccién sobre XY

La curva C; se proyecta en la curva C en el
plano XY. La curva C; es la interseccién de las
superficies y? +2z2 =4 y 2x — 2y + z = 2; para
calcular su ecuacién eliminamos z,

y+z22 =1
— Y+ (2-2x+2y)P =4
2x—2y+z = 2 (una elipse con r

La curva C; se proyecta en la curva C en el
plano XZ. La curva C; es la interseccién de las
superficies y> +z> =1y 2x —2y +z =2,

y2+z22 = 1
= (—1+ g +x)?2+22=1.
2x—2y+z = 2 (una elipse con rt
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Soluciones del Capitulo 4
421 N®

—Ci:mt)=(t, 2t—1t%), te [0,2]

a.) Parametrizacion de la curva C_Cq + C, = { Gyt my(t) = (34 cost, sent), t € [, 37/2]

b.)

c.)
d.)

e.) Parametrizacién de la curva C_Cy + C, + C3

o —Cy: 11(t)=(t,2t,0) con t € [0,1].
Observe que 11(0) = (0,0,0) y r(1) =(1,2,0).

o Cp: m(t)=1(0,0,t) con t e [0,1].
Observe que 12(0) = (0,0,0) y m(1) =(0,0,1).

o —(C3: 13(t) =(cost,2cost,sent) con € [0,7t/2].
Observe que 13(0) = (1,2,0) y r3(mt/2) = (0,0,1).

f.) Parametrizacién de la curva C_C; + Co + C3 + C4

o Cy: 11(t) =(2cost,0,2sent) con t € [0,71/2].
Observe que 11(0) = (2,0,0) y m1(7r/2) = (0,0,2).

o Cy: m(t)=(2cost, 4—2cost, 2sent) con t € [0,7/2].
Observe que 12(0) = (2,2,0) y m2(7/2) = (0,4,2).

o —(C3: 13(t)=(t,4—1t,0) con t e [0,2].
Observe que 13(0) = (0,4,0) y 13(2) = (2,2,0).

o —Cy: 14(t) =(cost,4—cost,1+sent) con te [—7m/2,7/2].
Observe que 14(—7/2) = (0,4,0) y r4(7t/2) = (0,4,2).

g

422 @

a.) Una parametrizaciéon de C es r(t) = (—t> —2+1t, t, 2 —t). Como P = r(0), entonces una ecuacién
vectorial de la recta tangentea C en P es L(t) = (—2,0,2) +t-(1,1,—1)

b.) Una parametrizaciénde C es r(t) = (t, 1—t, —t?+1t). Como P = r(2), entonces una ecuacién vectorial
de la recta tangentea C en P es L(t) =(2,—1,-2) +t-(1,—1,-3)
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Soluciones del Capitulo 5

521 @
Un célculo directo nos da lim 3X—7y+22 =1
(xy,2)—(00,1) XYy—+2z
| |
522 M@
. . 9
Un célculo directo nos da =] = -9,
| |
551 @

Usando la regla para la derivada del cociente,

0 2 2 0 2 2
o 3y Dl (x —y)—@[x -vy°] -y
oy (x> —y?)?
_ o (—y) +2y - xy
(XZ*UZ)Z
0 2 2 0 2 2
of 52 byl (¢ =) a[x v’ - xy
0x (x2 —y2)2
_ oy (- —2xexy
(x2 —y2)2
10
£,02,1) = — .
V21 =5
| |
5.5.2 @

Se debe usar la regla de la cadena para funciones de una variable,

of 0
o 51n4(x9+x2+29)‘@[ln(xy—i-xz—i-ZU)}
1
— S5In*(x¥Y +x24+2Y). — . (xY y
5In*(xY + x* +2Y) TR T (xYInx+2Y1In2)
of 1 2 9 2
— = 5In*(xY +x +29)-—[ln(xy+x +2‘J)}
0x 0x
- Y rx2 4029y~ (y.xy]
5In*(xY + x* +2Y) TR BT (y-x¥Y7"+2x)

5.5.3 <@
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0’z 5
° a—)Zcz =4a° -2
o X2 g2
dy
Pz 9z 2 12
= b°)—4 = 0.
.6x2+a2 4(a” 4+ b“) 0. v/
554 @
2
Sea u = —, entonces z = f(u)
° % =f'(u)- Zl
0x y
0z x2
@:fl(u) 2
0z 0z 2x2 2x2
—4+2y— = f’ —— 1 =0
°Xax+yay ()[y y} v
55.5 @
Yy
oz 9T g2
® — = J
0x 2z
n X
2z ¥ x2 +y2
e — = ——
ox 2z
e Ahora sustituimos,
Y X
zx%+z % = zxy7X2+y2 + z 7)( 2+ y?
0x yay N 2z Y 2z
Xy Xy
2 _
B R
= 5 = xy
5.5.6 @
e—xz/kt
Pongamos C(x,t) = ———
g (x, 1) 7
—2x 1\ —x*/kt
. ac_<\/{ kt —\/{>e _e—XZ/kt 1
ot t N kt5/2  23/2
0C 1 —2x —x*/kt
e — =—— —F¢
ox 4/t kt
92C e—xz/kt 1 (42 2 e—xz/kt 4x? 2
o — = —_ _ = —_—_
0x2 vVt \k22 kt k2t3/2  kt3/2

2

k
Luego, multiplicando 687 por  se obtiene la identidad.
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5.5.7 @

z es una funcién de dos variables pero f es una funcién de un solo argumento y como tal, se deriva de
la manera ordinaria. Aqui es conveniente hacer el cambio de variable u = x?y +y de tal manera que

z=f(u) - v/x+1y

= (w2 +1) - vx+y2 + flu)-

0z

0x 0x

= f'(u)- (2xy) - Vx+y2 + flu)-

558 @
e u, =eYcosx
e uy =eYsenx
® u,, ——eYsenx
e u,, =eYsenx
%u  %u
o — +— = —¢eYsenx+eYsenx =0
0x? + dy? + v
559 @
® Uy = —acos(x—at
t ( )+x+at
2
° utt:—azsen(x—at)—ai
(x + at)?
® U, = cos(x—at
x ( )+x+at
® U, =—sen(x—at) — ———
x ( ) (x + at)?
2 a? 2
® Uy =—a‘sen(x—at) ——==a"- | —sen(x — at) —
tt x—at) = o ( (x—at)
5.5.10 ©@

Sea A =x—at y B =x+ at, entonces u(x,t) = f(A) + f(B).
uy = —af’(A) + ag’(B)

uye = a?f”’(A) + a®g”(B)

uy =f'(A) +g'(B)

Uxx = f//(A) + QII(B)

Uit = azf”(A) + a29//(B) = (12 *Uxx- \/

5.5.11 @

1

1

(x + at)?

)

£ = P VAT 1o [V
Ty

e

L x+y2+f(u)-%[m}

2y/x +y?

= a? - Uyy.

v
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0 0
Satisface —Z—i-—z =1.
ox 0y
eX
e 2z, = s
ey
° Zay_eax_|_ey y J
z z e e
_— _— = :1
* 6x+ay eX+eU+eX+eH v
) 0%z 0%z 0%z z
Satleace aXZay2<axay> =0.
.z e (e¥+eY)—eX-er
b (ex + eY)2
. _eY-(e*+eY)—eY.eY
fyy = (ex + ev)?
0%z _i eY _ —eY.e”
oxdy  Ox |eXx+eY| (ex+eY)?
oz 9z (02 > _eX-(e¥teY)—e*-eX eV (eXteY)—eY-e¥ [ —eY.e¥ 2
x2 9y dx0y N (ex + evY)? (ex + ev)? (ex + ev)?
_ ex - eY ey . ex - —eY . e 2_0\/
 (ex+eY)? (ex 4 eY)? (ex+ev)2)
| |
5512 @

Sea u = ysen(x), entonces w = f(u).

o w, =f'(u)-ycos(x)
o wy = f'(u)-sen(x)
e cos(x)wy +ysen(x)wy = cos?(x) -y - f'(u) +sen?(x) -y - f/(u) = (cos®x +sen?x) y f'(u) =y f’(u)

5513 M@
879 _ o 2 o 679 92 . °g _ B TR ) o
™ = 2x sen(3x—2y)+3x~ cos(3x—2y), oy 2x“cos(3x—2y) y duox 4x cos(3x—2y)—6x~ sen(3x—2y).

La identidad se verifica de manera directa.

5.5.14 @

Derivamos a ambos lados respecto a Ry,

B I D I S
OR; [R|  OR; |Ry Ry Rs
. oR

R _ -l R R
R? - R OR; R

5.5.15 @
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P P
. —_— T
V.V
, OV _mR
oT P
aT \%
. [
9P __mR
oP av of  PmR V
°- — — — —— —=-1.
VAT P  V P mR
|
5.5.16 M@
oK 2K 1,
= v .m=K
ma 20 ™ v
|
5517 @
. aa;“ — f/(u) - 2x - g(y)
0w
o WZZQ(U) [ (1) - 2x* + f'(u)]
o%w
=2 2 !
dyox x[f"(w) -2y - gy) + g"(y) - /()]
ow
S0 = w2y -gly) +9'(y) - f(w)
Y
| |
5.5.18 M@
ow 1 , -y
© S =W e
0%w ,, x 1 1, ,, 1 —y 1 ,
dydx ( 2y g (w+g () - e i g'(v)
||
5519 @
Sea u = x> — 4y?,
. aa::_ f/(u) - 8y
azw 3x g/ 3x gl
— 8y [— 2
oxdy Sy[ 3e”*f(u) ' (u) x}
| |
5520 M@
ou n2 ou 2 n . . . .
= nn—1)r"" “cos(nd) vy 300 = VT cos(nf). Sustituyendo y simplificando se verifica la
ecuacion.

571 @
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e _ 2z dx 2z dy
dt ox dt oy dt

= (y?+1) cost + 2xy-sec’t

572 @
dw 2
r =2t + 2t sen 2t + 2t“ cos 2t
573 @

% _ 0z du 0z v

ox  du 9ox Ov 0x

= u—i—vz—i—u}'y‘f'[
2vVu 12
%2 0z du 0z v
dy  Oou dy Ov 0y
- [ u—i—vz—l—u}'x‘f'[
2vVu 12

574 @
1
%2 _ - |2
ax_gy 0x
2
oz , of
g - f —
o g'(y) (x,y)+9(y)[ay]
3
oz, ) of of
30 = 9/ W) -3t flxy) +9(y) {67('2”39
0z , of of
5o = 9'(y) - 2u- v y) + g(y) [ax'0+ay'

5.7.5 <@

uv

—y/x

2

Va2

uv

1

9

Va2

. 3t2]

:
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oz _of o
ox ou ov

e Aplicamos regla del producto,

%z 0 of +i of
dydox  Jy [du oy [ov

= 1ﬁ+ ﬁx—i— ot X
- ou yauZ oudv

5.7.6 @

oz ) 1 of of
(] a_Bln(xy)-;—i—a-y a

e Aplicamos regla del producto,

azz — 611’1(X ) i + i of + i g
oyox Y xy Oy [Ou dy [Ov
1 of 0%f 02f
= 6ln(xy)‘xy—l-1‘au+y[au2-x]+[auav-x]

5.7.7 @

Primero hacemos un cambio de variable: z = f(U, V) con U = xsen(y) V = g(x).

Pz _ 2 (afUYV)
oy ox \ au Y
0z of of
— = — U, +-—="V 2 2
oy ou v Tav v _ (o o°f of
y (6[12 u’”Lavau Vi | xcosy + cosy U
_ o X —|—ﬁ 0
~oou T oy = ﬁ seny + o1 "(x) ) xcosy + cos of
= \ouwz Y7 jvou Y Yau
| |
5.7.8 M@
oT
P 2e X sen(2t — 3x)
0°T

—— = —6e > cos(2t — 3x) + 6e > sen(2t — 3x)
0xot
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oT
P —3e ¥ sen(2t — 3x) — 3e % cos(2t — 3x)
K = 24.
5.7.9 @
2 tayel) e Z - ) ag) e F
5 — fW+yg oy yl+g %oy

Si K = 2, entonces

2xy(f'(y) + g’ (x)) — 2x(f(y) +yg'(x)) = 2y(xf'(y) + g(x)) +2z
= 2xyf'(y) + 2xyg’(x) — 2xf(y) — 2xyg’(x) — 2yxf'(y) —2yg(x) + 2z

= —2xf(y) —2yg(x)+2z = 0 v pues 2z=2xf(y)+2yg(x)

57.10 H@
e %M x| ¥ 3y | o dx ¥y
dou  0x2 du Jydx ou oxdy ou dy?z Ju
o%f 0%t 0%f 0%f
- .2 . — u4+—-—11
2 T dyox * oxdy w oy?
= P Pt dy  FF o Ff vy
v 9x2 0v  0ydx Ov oxdy ou dy? du
o%f o%f 0%t o%f
- .1 .2 14 —.2
e T dyox v oxdy * oy? v
5711 @
0 of of
% = —g'(x)-Tsen® — &-Tsene + @-rcosﬁ
5712 @
0z, of o
x Tou yav

e Aplicamos la regla del producto,

= f'ly)+9'(x)
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¥z _ o, of L0 ,0f
o2 ox | oul T ox |Yov
of 0% 0%f % 0%f
= gt [2xauz+yava1J Y [zxauaﬁya\ﬂ}

e Simplificando se obtiene el resultado.

5.7.13 @

Primero debemos hacer un cambio de variable para poder aplicar la regla de la cadena. Sea z = f(u,v) — g(w).
Entonces,

zy = fy - —seny — g(w) - 6xy.

Zxy = _seny(fuu (2% + 1:uv : ZX) - QII(W) : 392 ’ 6Xy + 6y : gl(w)

5.7.14 @

Primero debemos hacer un cambio de variable para poder aplicar la regla de la cadena. Sea z = x*f*(u, v).
Entonces,

zy = 2xfH(u, v) + X2 (43 (w,v) - (fu -y + £, -0)

zy = x2(4f3(w,v) - (fu - x + fy - 2y))

5.7.15 @

Seau = %,v = 3% +3xyw= x*y2. Entonces z = x - f (u,v) + h (w)

%z _ ot on
oy oy dy
o on
- oy oy
of ou of ov ow
= R (g h R
x <6u ay+6v ay> w) oy
of 1 of
= x| —=. .24 . 1Y . 2x2
X <6u x+av 0)+ (w) - 2x“y
of
= a—i—h’(w)-szy

Ahora
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d
2%z _ 0 (Tj)
0x0y 0x
_ 0 (g—i +h (w) - 2x%y)
0x
2f du 2f  Ov I ow 2 ,
= @'aﬁ—avau'&ﬁ-h (w)a~2xy+h(w)-4xy
*f —y  Of 3x 2 Hu2
= @'?—i_avau'(% +3) +h (w) - 2xy* - 2x*y + I/ (w) - dxy
¥ — o%f
- 2. ¥, (e +3) + h” (w) - 4x*y® + ' (w) - 4xy

ouz x?  dvou

5.7.16 ™\ @

Cambio de variable: z = f(u,v) + g(w)

oz of 2 dg
2% —1)—x- 2
oy Ou (2 )=x dw
Pz, 0f (2x2 — 1) Pl eyt 272 - "(w) —x - g" (W) - (2x —y)
oxdy  ou o2 YT vou g 9 Y
|
5717 @
. . . 0z 0z . . :

Las derivadas parciales que se piden aparecen cuando calculamos 3 Y T La idea es despejar a partir de
estos dos cdlculos.

%z _ Of 2x + of

ox s ot Y

of 1 %_ﬁ_ N 0z
ot y+2x2 |dx dy

L -1+ of X

dy  0s ot
De manera andloga LR S .

8% s oy -+ 2x2 | ox Y dy
||
5718 @
, . 0z 0z , . .

Sea u = xy. Con un célculo directo obtenemos Pl yf(u) y @ = xf’(u) Sustituyendo en la ecuaciéon

diferencial se obtiene el resultado.

5.7.19 @

Observe que

0 or or x
Yoy 92 2,2 or _ . or _x i
(T ) o (X +y-+z ) = 2r x 2x, es decir, P De manera andloga,
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o _y

dy T

or_z

oz T

Entonces

X a—u +
ox Y

5.7.20 ™Y@

5.7.21 @

Al aplicar el cambio de variable, z es una funcién de u y v, es decir, z = z(u,v). Por tanto

0z _ 0z Uy +
ox du
Sustituyendo
581 @

0z

gz 9z
ox’ 0y

xdy

o 1o
~ Yu yov

3
~— " fv + 3vau
X

y

, X =+y/uv y y=/u/ven (x), nos queda

z
< =vsenu
uw

Sea F(x,y,z) = x?y? + sen(xyz) + z> — 4. Si las derivadas parciales z y zy existen en todo el dominio en el

que F, # 0, entonces

e Laidentidad se obtiene sustituyendo y simplificando.

az‘ IX

_— = — — =
Yy

_ JEE—

5.8.2 @

~ 2xy* + yzcos(xyz)

xy cos(xyz) + 2z

L 2x2y + xz cos(xyz)

xy cos(xyz) + 2z

Sea F =z —f(u) con u=z/xy.

o _
ox

—Z
Y
R Y z
= — = —— . — .
F, 1—f'(u) i x xy—f'(u)
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—z
_/ [

L T T
oy R pp. Ly o

Xy
oro oz oz fflw oz (U]
ox oy x xy—f'(u) y xy—f'(u)
583 M@

_ (XY 2 2
Enestecaso,F—g<Z,x ;y )
0z Ix gu';+gv~2x
[ ] & :—g— = — Xy
z _gu?
X
0z Jdy Ju *+9v'zy
[ ) a = —— = — Xy
gz _ u'?
Xz_yz
9u'%+9v 2x Ju-—-+9v-2y 9u< z )
*VY A X Xy Xy
u'? u‘ZT Ju ?
584" @
0z 1 / 9g og
adad - — (.2 .0+—21
ox y2<6u Y >
dg 4 979 dg
dyox ay | y2 yt
585 @

La primera derivada se hace derivando implicitamente; las segundas derivadas son derivadas ordinarias.

0z zln(yz)

o — = .
0x X—z
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0z
y.i
0z In(yz) +z- —9% | (x—2) — <1az> zln(yz)
ox yz ox
¥z _ 0 [ zln(yz)] _
ox2  Ox X—z N (x—2)?
zIn(yz)
i - |
DA el 225 xm) - (1450 ) )
X—2z yz x—z
= - (x — z)2
0z Xz
e — — —
dy y(x —z)
.%.(_)— X—z— % X
P o e ] Moy U )
2 oy | yx—2)] y2(x —z)2
N Xz (x—2z) — (x—z— X ) Xz
_ yx—z) Y Y y—2)
Y2 (x —z)?
a%_iL__Zxax ylx—=z YY)
xdy ox | ylx—z)| Y2 (x —z)?
zIn(yz) zln(yz)
) _<z+x x—z) yx—2z) (9 L
- y2(x —z)?
| |
5.8.6 M@
| |
5.8.7 Y@
| |
5.8.8 Y@
| |
5.8.9 Y@

5.8.10 @
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5.8.11 @

Tenemos F(u,v) =0 con u=f(A), v=~f(B) y A=xy y B=z22

oF oF oF
— — - f'(A)- — - f'(B) -
% ax _ au ()y+av (B)-0
dx oF oF oF ,
5 ™ f'(A) 0+av f'(B) -2z
oF oF oF
~ — - f'(A)- — -f'(B)-0
%:_aiy:_ u ()X+av ()
dy oF oF oF
_ —_ . . —_ . f(B)-2
5 auf(A) 0+avf() z
| |
58.12 @
| |
58.13 @
K=-1
| |
58.14 @
| |
5.8.15 @

Fix,y,z) =y —g(u) — f(v,w) con u =22, v=y2%, w=x%

of

% B ZXm
ox  —2zg’(u)
of

oy  2zg'(u)

of 0%f 0z 0z of
2 —4y? ) (2zg' (W) — (2= ¢ 4729 (1) — ) (1 —2y—
( 5 Y av2>( zg'(u)) < oy 9 (u) +4z°g" (u) ay>< ”av>

2zg’(u)]?

5.8.16 @

512.1 @
1
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Vi = (—2x, —2y)

Duf(R) = V£(R) - —— (=21)

= (-2,2)- -
[[ull

Duf(P) = (—2a,—2b)-(—2,1)/V5=v2 = 4a—2b =10
D,f(P) = (—2a,—-2b)-(1,1)/vV2=v5 = —2a—2b =10

Entonces, a =0y b=—,/5/2. P =(0,—+/5/2,3/2).
3

D f(R) es méxima si u = V£(R) = (—2,2). En este caso, Dy¢r)f(R) = [[VE(R)|| = V8.

5122 @
1
[ Zx+uyz —XZ
Vf_< xy+3z2’xy+322>
_ Y g, D2
DuflQ) = V2(Q) - 7 = (-1,0) == = =

2

Dyz(P) = (-2/b,0) - (=2,1)/v/5=v2 = b =4/V10

3

Dy z(R) es minima si u = —Vz(R) = (1/2,1/2). En este caso, Dy, (r)z(R) = —[|Vz(R)|| = —/1/2.
5123 @
1

z = z(x,y) esté definida de manera implicita. Sea F(x,y,z) = 2> +xz+y — 1.

B Fx Fy \ z 1 )
VZ_( F,’ FZ')_( 322 +x’ 3z2+x>'

Duz(P) = Vz(P) Y
_ -1 L=2) _ -
= (0,—1) v 2/V/5 ~ 0.894427.


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

(https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/).

El maximo valor que podria alcanzar la derivada direccional en P es |[[Vz(P)l

v =Vz(P) = (0,—1).

5124 @
1

z =z(x,y) estd definida de manera implicita. Sea F(x,y,z) = xyz? — 8z.

veo (B Ry (vE o x2 )
| 2zxy—8’  2zxy—8)’

V27
_ (88 (—\5/%7@ _ 40\;;7‘@ ~ 5.52068
2
5125 @
Dyz(P) = (1,1) - (1’[2) = \;g

5.12.6 @
z estd definida de manera implicita. Sea G(x,y,z) = x? +x22 +y°z
vz — G Gy ([ 2x + 2 . 2yz

G, G’ y2+3xz2 " y? + 3xz?

Duz(P) = Vz(P) 7

5.13.1 @
1

Lx(t) =R+t-(1,0,—2)
2

Ly(t) =R+t-(0,1,2)
3

1 cuando

475
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Ly(t) =R+t-(-2,1,6)

4

Si G(x,y,z) =z—4+x*+y>=0 = N=VG(R)=(2,-2,1)

5

La superficie S tiene ecuacién z =4 —x? —y2. Si G =z —4 +x% +y? entonces un vector normal al plano es

N = VG(R) = (2,—2,1). Luego la ecuacion cartesiana es 2x —2y +z = 6.

6

D f(R) es méxima si u = Vf(R) = (—2,2). En este caso, Dy¢r)f(R) = [[VE(R)|| = V8.

5132 @
La superficie S tiene ecuacién G(x,y,z) = x> +xyz + 28 — 1, entonces VG = (2x + yz,xz,xy + 3z2?). Un

vector normal al plano es N = VG(R) = (1,1,2). Luego la ecuacién cartesiana es x +y + 2z = 2.
| |

5.13.3 @

a.) F(x,y,z) =xyz+In(xyz) —z=0

=(2,2,1)
P

1 1 1
Vﬁngw%fdb=<w+x,m+y,W+Z—Q
m: VE(P)-(x—1,y—1,z—1)=0

m: 2x+2y+z=>5

b.)

€:(x,y,2) =P+1t(1,0,z«(P)); te R

:(x,y,2)=(1,1,1)+t(1,0,—-2); te R

c.)

g: (XIUIZ) - P+t(V1,V2,VZ(P) : (VIIVZ)); te R

Vz(P) - (vi,v2) = (—2,-2) - (2,3) =10
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€:(x,y,2)=(1,1,1)+t(1,3,-10); te R

d.)

Si Q= (ab,c)e S = abc+In(abc) —c =0, esdecir, abc > 0.

El plano tangente tiene ecuacion x +y+z =0 = VFQ) = «(1,1,1) (VF(Q) tiene la misma
direcciéon que (1,1,1)) y VF(Q) - Q =0, entonces

«(1,1,1)

—

abc + In(abe) — ¢

1
bc + —
a

1
ac -
b

1
ab+-—1
c

3abc +3

0

o (E2)

o (E3)

o (E4)

¢ (E5)

Este sistema no tiene solucién. Hay varias maneras de verlo, por ejemplo, multiplicando (E2) por a, (E3)

por b, (E4) por c, obtenemos

abc +In(abc) —c =
abc+1 =

abc+1 =

abc+1—c¢c =

abc+1 =

W o

axa (E2)
ab (E3)
oc (E4)

(E5)

o Restando (E4) y (E5) se obtiene («—3)c=0 = «=-2/3 (puesc #0.)

e De (E2), (E3) y (E4) se despeja —2a =c y —2b =c.

» Sustituyendo en (E5) queda ¢3/4 —c/3 4+ 1 =0, resolviendo se obtiene ¢ ~ —1.86 = abc <0

Pero la presencia de In(abc) en la ecuacién de S no permite que abc < 0. Por tanto no existe Q € S.

5.13.4 @

a) Sea G(x,y,z) =z—x*—y% P=(a,b,c)e S = c=a’?+b%

El plano tangente tiene ecuaciéon 2x +2y+z=0 = VG(P)=A(2,2,1), yademads, (2,2,1)-P =0
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—2a = 2A
—2b = 2\ = a=-1,b=-1 ycomo PeS§ = z=2
1 = A

Perosi P=(-1,-1,2) = (-1,-1,2)-(2,2,1) = —2 # 0. Por tanto no hay “un tal P con lo requerido.

b.) Sea Q = (a,b,c) € S = ¢ =a?+ b% Ademas

Vz(Q)-(1,1) = 5 2a+2b
vz2(Q)-(-1,1) = 4 ) —2a+2b

19 41
Entonces Q = (4'4'8)

5.13.5 @

Como la superficie S tiene ecuaciéon G(x,y,z) = z> + xz +y — 1, la ecuacién cartesiana del plano tangente en
p Yy Y p g

el punto P es VG(P) - (x,y,z) = VG(P) - P.

e VG(x,y,2) = (z,1,32% +x)
e N=VG(1,1,00)=(0,1,1)

Vz(Q) = (2a, 2b) De los datos tenemos que

5
4

“=1

La ecuacion cartesiana del plano tangente en el punto P es y +z = 1.

5.13.6 @

La recta normal L pasa por P y va en la direccién de un vector normal a la superficie S e P. Podemos tomar
N = VG(P) = (1,1,2/+/2), asi una ecuacioén vectorial de larectaes L: (x,y,z) =P +t(1,1,2/v2), t€ R.

5.13.7 @
1

Lx(t)=P+1t-(1,0,1)

2

Ly(t)=P+t-(0,1,1)

3

Ly(t) =P+t-(2,—4,-2)
4

—x—y—z=-1

5.13.8 @

4
4
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Como G(x,y,z) = x* + xz*> + y?z, la ecuacién cartesiana del plano tangente en el punto P es
y Y p & p

VG(P) - (x,y,z) = VG(P) - P

e VG(x,y,z) = (2x +2° , 2yz , y®+3xz?)

e N=VG(1,0,-1)=(1, 0, 3)

La ecuacion cartesiana del plano tangente en el punto P es x 43z = —2.

5.13.9 @

Se omite

5.16.1 @

fy=-3x+3xy’=0 = x=0Vx=1y?

4 4 2
Los puntos criticos son (0,0) y P = <, §> . En (0,0) el criterio no decide, en <25, g,f (p)> es punto de

silla.

5.16.2 Y@

Puntos criticos.
of
ox

of
dy

Puntos criticos: (0,0), (1,1),

Clasificacion. Dy (x,y) = fxx -

= 43 -4y =

= 4y’ —4x =
(—1,—1).
fyy_

5

0 = y=x°,

0 = x(x¥*-1)=0 = {x

3

(Fry)® = 1262 - 12y% — 16.

x = 0

p fxx(P) | fyy(p) | (fxy(p) )2 D;(p) | Clasificacion
(0,0) 0 0 16 —16 | (0,0,1) es punto de silla.
(1,1) 12 12 16 128 | (1,1,—1) es minimo local.
(—1,-1) 12 12 16 128 | (—1,—1,—1) es minimo local

5.16.3 @

Puntos criticos.
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fa=3x2+3y2—6x = 0 (E1) _ 3x2+y2—2x) = 0
fy = 6xy — 6y = 0 (E2) 6y(x —1) = 0= y=0 o x=1
e Si y =0, sustituyendo en (E1) queda ¢ Si x =1, sustituyendo en (E1) queda

3(x* ~2x) =0 = x =0, x=2 By’ 1) =0 = y=1, y=—

Finalmente, tenemos cuatro puntos criticos: (0,0), (2,0), (1,1) y (1,—1).

Clasificacion.

Da(x,Y) = fxx - fyy — (fxy)? = (6x — 6) - (6x — 6) — 36y7.

0,0) f alcanza un maximo relativo, pues D;(0,0) =36 >0y fxx(0,0) = —6 < 0.
2,0) f alcanza un minimo relativo pues D3(2,0) =36 >0y fxx(2,0) =6 > 0.

1,1) f no alcanza un extremo pues D;(1,1) = —36 < 0 (punto de silla).
1,—1) f noalcanza un extremo pues D>(1, —1) = —36 < 0 (punto de silla).

n (
n (
n (
n

5.16.4 @

Como P = (1,2) es punto critico, las derivadas parciales de z se anulan en P, es decir

0z a

Rt I ——\ ~ 0 o _
d b
axm Yy (1,2)

Ahora, Dy (x,y) = <i§1> <§;> -1 = <f3> (53) - b

e D(1,2) =3 y zxx(1,2) =4 > 0. Luego, en el punto P = (2,1) z alcanza un minimo relativo.

5.16.5 @

e Puntos criticos: Resolvemos el sistema,

Zx = 8X—y =0 :>8X:y
= l6y=y —y=0
zy= —x+2y = 0 =2y=x

asi, el inico punto critico es (0, 0).

o Test: Do(x,y) = 8-2 - —(—1)? = 15 (es constante) y puesto que zxx = 8 > 0, entonces =(0, 0, 0) es un
minimo relativo.
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5.16.6 @

La gréfica de f es,

s . z
e Puntos criticos: El sistema es

e_XZ_UZZX(l—XZ—i-yZ) =0

Simplificando queda { _e*X2*922y(1 tx2—y?) = 0

Cx2_ 442 .
como e ¥ 7Y > ( entonces nos queda el sistema

2x(1—=x*+y?) = 0
2y(1+x*—y?) =0

Tenemos 4 casos:

e CASO1.) 2x=0 y 2y=0. Entoncesx =0y y=0.

©CASO2.) 2x=0 y (1+x>—y?) =0.Entoncesx =0 yy = =1
°CAS03.) —2y=0 y (1—x*+y?) =0. Entoncesy =0 yx = =+1

e CASO4.) (1—x2+y?) =0 y (1+x*—y?) =0.Este caso es inconsistente pues quedaria

X2_y2:1 y XZ_yZZ_l

o Test: Calculamos H y evaluamos cada uno de los cinco puntos.

Zex =2V (x4 —x2(2y2 +5) +y2 + 1)
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Zyy =2 XV (2(2y2 — 1) —2y* + 542 — 1)
Zey = dxye XV (x2 — 2
xy — 4XYye (x* —y7)
Luego tenemos:
e Para P = (0,0,0), Da(p) = —4.P es un punto de silla.
e Para (0,1,—1/e), Da(p) =2.165 >0 zyx = 1.47 < 0. Se trata de un minimo relativo.
e Para (0,—1,—1/e), Da(p) =2.165 >0 zyx =1.47 < 0. Se trata de un minimo relativo.
e Para (1,0,1/e), Da(p) =2.165 >0 zyx =—1.47 < 0. Se trata de un méximo relativo.

e Para (—1,0,—1/e), Da(p) =2.165 >0 zyx = —1.47 < 0. Se trata de un maximo relativo.

5.16.7 @

La distancia del punto al paraboloide es d(x,y) = 1/(x —2)2 + (y —2)2 + (x2 + y2)2.

Puntos criticos: Debemos resolver el sistema

x—2+2x(x*4+y?) = 0
y—2+2y[y®+y?) = 0

Como x = 0, y = 0 no es solucién del sistema, podemos asumir que x # 0 y y # 0. Luego, despejando
2—x 22—y
24 .2 = = — =
X°+yYT = o 2y X =Y.

Ahora, sustiyendo x =y en cualquiera de las ecuaciones, obtenemos x —2 + 4x3 = 0. La calculadora nos da
las soluciones x = 0.68939835...,y = 0.68939835....

Clasificacién. Djy(x,y) = [(1 + 4x*> + 2(x®> + y2)] - 1 + 4y®> + 2(x®> + y?)] — 16x*y>. Evalua-
mos D7(0.68939835...,0.68939835...) = 19.4466... > 0 y fxx(0.68939835...,0.68939835...) > 0, es
decir, el punto en el paraboloide dénde se alcanza la distancia minima al punto (2,2,2) es
(0.68939835...,0.68939835..., 2(0.68939835...,0.68939835...) ).

5.16.8 M@

Los puntos criticos son (0,0), (1,1) y (—1,—1)

5.16.9 @

Suponga que las dimensiones de la caja son x cm de ancho, y cms de largo y z cms de alto, entonces su
volumen es :
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10
10 =xyz =z = —
Xy

Por otro lado, el costo total esta dado por c(x,y,z) = 20xz + 20yz + 40xy

De donde obtenemos que

200 200
— 4+

clx,y) = T+4Oxy

Calculando las derivadas parciales, formamos el siguiente sistema

dc 200

— = 4y-— = = E1
™ Oy — 0 (E1)
% 40 _ (E2)
oy y?

Multiplicando por (E1) por x a ambos lados y (E2) por y ambos lados, obtenemos x = y. Sustituyendo en
(E1) obtenemos x =y = v/5

Da(x,y) = 13320 — 1600 y al evaluar en el punto P = (v/5,v/5), tenemos que ((v/5,v/5,120v/5) es un

minimo local.

Respuesta: Las dimensiones de la caja con costo minimo son x =v/5, y=+v/5y z=10/v/25.

5.16.10 d @
Sustituyendo y = 0 en (E1) se
392 obtienen los puntos criticos (0,0) y
ZX:XZ—X—T = 0 (El) (1,0)
a2 o oy o o Sustituyendo y = x en (El) se
zy =3y 3xy =0 = 3yly-x=0 = y=0Vy=x obtiene otro punto critico, (—2,—2)
D»(0,0) =0 .. el criterio no decide
Ds(x,y) = (2x —1)(6y — 3x) — N> — D»(1,0) = =3, .. (1,0,—1/6) espuntodesilla
Dy(—2,-2) = —6 .. (—2,—2,-2/3) espuntodesilla
| |
5.16.11 @

El volumnes es V = xyz.
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V=xyz=xy(5—x—y) conx>0yy>0. Elvo- z

lumen es maximo si x =y = 3 es decir, el volumen 22y 425 10

125
(o Vo 22
maximo es >
X
5.16.12 @
L .. .. ) a b
V =xyz =xyl(c (—E % + 1)) con x,Y,a,b,c todos positivos. El volumen es méximo si x = 3 y= 3 es
b
decir, el volumen maximo es V = C;—;
5.16.13 ™ @
El 4rea de la superficie es S(x,y, h) = 2xh + 2yh + 2xy = 64. Despejando h obtenemos que le volumen es
32 —
V =xy ™ +xy . Resolviendo VV = (0,0) obtenemos x =y = /32/3.
5.16.14 ™Y@

Puntos criticos: (0,0) y (1,—1/2e). El punto (0,0,0) es punto de sillay en (1,—1/2e) la funcién alcanza un
minimo local.

5.17.1 @
4y —4x 0
4x—6y = 0
2z =0

e Solo un punto critico p = (0,0, 0)

* {D3(p), D2(p), D1(p)} ={16, 8 —4}

* (0,0,0,f(p)) es punto de silla

5.17.2 @
2x—1 = 0
2y—z = 0

32—y = 0
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e Puntos criticos: p = (1/2,0,0) q = (1/2,1/12,1/6)

e En p la funcién f alcanza un punto de silla y en q un minimo local.

517.3 @
u
5174 @
o
517.5 @
x—y+22+1 = 0
2y—x = 0
2xz—2z = 0 = 2z(x—1)=0
e Solo un punto critico p = (—%, —%,0)

¢ {Ds(p), D2(p), Di(p)} ={-10, 32}

o (—%, —%, 0, f(p)) es punto de silla

5.19.1 @

2X(1—-A) = 0 = x=0VA=1
Ly, A) =2+ +1-A2—y?+1) = { 3y>+2Aay=0 0 (E2)
x> —y>+1 = 0 (E3)

e x =0 en (E2) nos da y = £1 y sustituyendo en (E2) nos da A = £3/2, asi que (0,%1) son dos puntos
criticos.

e A=1en(E2)nosda y=0y y=—2/3 pero al sustituir en (E3) no nos da solucién.

Puntos criticos: (0,—1), (0,1). Maximo local (0,1,2) y minimo local (0,—1,0)

5.19.2 @

La distancia de Q = (x,y,z) € TT al origen es d(x,y,z) = \/x? +y? + z2. Este problema se puede resolver
como

Minimizar d(x,y,z) = \/x*>+y?+z? sujetoa Ax+By+z+D =0

O también, dado que z = —Ax — By — D,

Minimizar d(x,y) = \/x2 +y2+ (—Ax— By —D)2.
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Lo haremos de la segunda manera. Como v/f y f tienen los mismos extremos locales, podemos ahorrar un
poco de célculos resolviendo:

“Minimizar d(x,y) = x> +y> + (—Ax — By — D)?>”

Puntos criticos.

(A24+1)x+ABy = —AD AD BD

{ABX+(82+1)y ~ -BD A Wy v R R Y

Clasificacion. Dy y dxx son constantes positivas.

Dy, =4A2 4+ 4B24+4 >0 A dyy =2 +2A2 > 0.

D
Por tanto la distancia es minima en Q = TTIALR (A,B,1) y la distancia minima es d = ||Ql| =
D
1+ A2+ B?
||
519.3 @

Eneste caso x >0, y >0 y z > 0, por ser dimensiones.

Puntos criticos. L(x,y,z,A) = xyz—A(4x+4y+4z—120)

yz—4r = 0
z

xz—4\ = 0

xy—4r = 0 -
4x+4y+4z—-120 = O 3 y
yz = Xz

) X:y:Z

Xz = Xy

dx+4y+4z—-120=0 = 16x=0 = x=y=z=10N4\=yz = A =25

Para determinar si estas dimensiones son las buscadas, usamo el criterio de clasificacion.

Clasificacion. El punto critico es P = (10,10,10) con A = 25.

— Dy(P)=320>0

-,
N
|
NN}
N O
o w
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D3 = — ﬁg,(P) =—4800<0

N N )
R-B I RN
X O W R
O R €

Entonces con dimensiones x =y = z = 10 tenemos volumen maximo.

5.19.4 @

Ly N =x*—(x =12 +y+(y—12—Aly - (x— 1))
Puntos criticos.

2x—2(x—1)+2A(x—1) = 0 = 2+4(x—1P-2(x—1)=0 = x=0
ULo0 — 2y—1)+1-A = 0 = A=2(x—12—1)

y—(x—12 = 0 — y=(x—12
Entonces x =0, y=1y A=1.
Clasificacion. El punto criticoes P = (0,1) con A =1.

0 —2(x—1) 1
Dr=| —2(x—1) 2r» 0| = Dy(0,1,1)=-10<0
1 0 2

Entonces (0,1,f(1,0)) es un minimo local del problema

5.19.5 @
1 2 —/1 2
Puntos criticos: (1,0,1), (—1,0,1), 33,—3> , <33,—3> . Los maximo locales son (1,0,2) y (—1,0,2)
los minimos local n \/E—g§ —@_%§
y los os locales so 330 y 330

5.19.6 @

Ly, zA) =/ (x =12 +y2+ (z—1)2 = A(x — 2y + 4z —4)
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_ 20

X T o

y - 2

21

AL=0 = B E

ST |

1

A= ——

V21
20 2 17 1
—(3 7 51) €My d@M=lQ-Pl=

5.19.7 @

2x(1—A) = 0 = x=0VA=1
Lx,yA) =+ +1-Ax*—y?*+1) = 3y24+20y =0 = 0 (E2)
x*—y?+1 = 0 (E3)

e x =0 en (E2) nos da y = £1 y sustituyendo en (E2) nos da A = £3/2, asi que (0,£1) son dos puntos
criticos.

e A=1en(E2)nosda y=0y y=—2/3 pero al sustituir en (E3) no nos da solucién.

Puntos criticos: (0,—1), (0,1). Maximo local (0,1,2) y minimo local (0,—1,0)

5.19.8 ™Y@
1 2 —/1 2
Puntos criticos: (1,0,1), (—1,0,1), <\/3>3,—3> , <3 3,—3) . Los maximo locales son (1,0,2) y (—1,0,2)
los minimos locales son @ —g @ —@ _E @
y 3 327)7 37 327

5.19.9 @

I—(X,U;ZIM - \/(X_l)2 _|_UZ+ (2—1)2—)\(7(—29 +4Z—4)

X —_— @

21

y = 2

21

AL=0 = o g

21

-1

A= —

V21
20 2 17 1
—(21,21,21>€Wyd(Q,W)—IIQ—PII—\/Z»l


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

(https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematicay/). 489

5.19.10 ™\ @

L(x,y,z,A) = /x2 + 22+ (z—2)2 - Az—%x*>—y?)

AL=0 == x=0, y 2y®—3y—2=0.La solucién de la ctibica se puede hacer con la calculadora. De este
modo:

P ~ (0, 1.47569, 2.17765) y d(Q,TT) = [|Q — P|| ~ 0.553592

5.19.11 @
1

Como xy?z = 32 entonces x, Yy ni z puede ser nulos (sino el producto serfa 0).

2

Problema: “Minimizar d(Q, O) sujeto a la restriccién xy?z = 32.”
“Minimizar d = \/x2 +y2 + 22 sujeto a la restriccién xy?z = 32.”

Sea L(x,y,z,A) = /X2 +y2 + 22 — A(xy?z — 32) = /x2 +y2 + 22 — MAxy®z — 32A).

e Puntos criticos.

;—Ayzz = 0 (E1)
I, = 0 \/X2+yz—|—22
Y _owyz = 0 (B2
Ly = 0 ———=—2Myz = 0 (E2)
VXet+y +z
=
L, =0
z ;—Axyz = 0 (E3)
VX2 +y? + 22
Ln, =0
xy?’z—32 = 0 (E4)

Como x, y y z son no nulos, podemos despejar A en las ecuaciones (E1), (E2) y (E3),

2x% = y2

A= X B y B z

VX2 2+ 22 2z 2+ 22 xyi/E g+ 22
de donde obtenemos 2x? = y? y y? = 222, es decir x = +z y y? = 2z2. Sustituyendo en la ecuacién (E4) nos
queda z-2z? -z = 2z* =32, es decir z = +2.

Finalmente, como y? > 0 y como xy?z = 32 entonces x y z deben tener el mismo signo, es decit, x =2z y
y = +/2z. Tenemos solo cuatro posibles soluciones,
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Q1 =(2,-2v2,2); A=1/8,

Q2=1(2, —2v2,2); A=1/8,

Qs =(-2,2v2, -2); A=1/8,

Q4= (-2, 2v2, —2); A=1/8.

Como d(Q1,0) = d(Q2,0) = d(Q3,0) = d(Q4,0),

los cuatro puntos son los puntos de S mads cercanos
al origen.

5.19.12 " @

Problema: “Maximizar p = 2 + xz + y? sujeto a la restriccion x> +y2+2z2—4=0".

Sea L(x,y,z,A) =2 +xz +y? — A(x*> + y2 + 2> — 4). Factorizando en la ecuacién L, = 0 obtenemos los casos
y=0y A =1, yconlasecuaciones Ly =0 y L, =0 obtenemos los casos z =0 y A = £1/2. Resolviedo

para estos casos se obtienen los cuatro puntos criticos: (0,42,0), (£v2,0,4+v2), (+v2,0, 7v2).

Aplicando nuestro criterio de clasificaciéon obtenemos que p es méximo en los puntos (0, £2,0) y minimo en
los puntos (£v/2,0, 7v/2).

5.19.13 @
(0,—1,2).

5.19.14 @

x=3/2, y=3/2, A=-3.

5.19.15 @

L(r,h,A) = +2kr2 + 5hkr — A (hkr? — 1000)

107722 8.61774

L h LA~ 0.464159k
vk vk
5.19.16 ™\ @
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A=0,y=-1,x=0,
A=0,y=1 x=0,

o1 1 1
Ty YT TRV Ty
L S
Y M VX
ol 11
2 TR YT T
Aol 1 1
2’ _\@’y \/E

1
El valos minimo es 0 y el valor mdximo T

5.19.17 @

(+v2,1) y A = 1. Observe que x = 0 no satisface la restriccién.

5.19.18 ™Y@

Si las dimensiones son x, y para la base y z para la altura, el problema consiste en minimizar
C(x,y,z) = 2xy + 2 - 2xz + 4 - 2yz sujeto a la restriccion V = xyz = 8000 (entonces x, y, z > 0). Aqui
suponemos que las carascon costo $4 cm? son las de lados y y z.

Si lo resolvemos por Lagrange,

L(x,y,z,A) = 2xy + 4xz + 8yz — A(xyz — 8000)

Ly, =0
Ly, =0
Resolvemos L 0 = x=40,y=20,z=10 (y A=2/5)
, =
L, = 0
| |
5.19.19 “@

Problema: “Maximizar V(r,h) = mr’h sujeto a 487 = 27trh + 2"

o L(r,h,A) = mrlh — A2rh + r2— 48).
nirh

L, =2nrh—A2h+2r) = 0 (1) A= o pues h>0 y r>0.
° Ly = 7tr2 — A2r =0 (2) = A — nr—/i-zT
L)\ZzTh+T2 = 48 (3) 2Th,+1‘2 = 48
Ahora, A =\ = 7wh—Z[r:>r(h—r)—0:>1“—h(T>O)
T h+r 2 N N '

Luego, sustituimos v = h en la ecuacién (3) :

2rh+12 =48 — 2h?+h? =48 — h = +4.
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.. Las dimensiones son h =4 y r = 4.

5.19.20 @

2
Problema: “Minimizar A = 3nr? 4 27trh sujeto a la restriccion V = mr?h + g?‘t‘l‘s = 400"

La altura total es h 4+ 1 ~ 8.49m y el didmetro es d ~ 8.49m

5.19.21 @

(*) Se omite

5.19.22 @

(*) Se omite

Soluciones del Capitulo 6

6.51 @
A
2 0/3 3 ((x—3)2
I = J J 36dydx+J J 36 dydx
0J51 2 )2 s
i
2 3
- J (—12x+18v2x + 36) dx+J (36x2 — 228x + 360) dx s}
0 2
0.5 1 15 2
— 144

6.5.2 @
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1 (2—x2
AR:JJ dydx=7/6
0 Jx

6.5.3 @
4 py—4 4 /T6-2y 8 /162y

I:J J xy dzdy —i—J J xy dzdy —i—J J xy dzdy
0J_yie—2y 0Jay R B 2

6.54 @

1 p(x—1)%+1 2 rx
J J X2 cos(y)dydx—i—J J x? cos(y)dydx ~ 2.54045
0Jo 1Jo

6.5.5 @

2 r2—y
1.1 = J J f(x,y) - dxdy
0J—2+v2—y

—2+v2 (2
2.1 = J J f(x,y) - dydx +
-2 2—(x+2)2

0
J—2+\/§ 0

iy

2 2 (2—x
J f(x,y) - dydx + J J f(x,y) - dydx
0Jo

=Y
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Cuidado, debe escoger la rama correcta en cada parabola.

2 B3—U
J f(x,y) dx dy

.
J f(x,y)dA =
R —2+2—y

Jo

r—24/2 Jz 3—V2 JZ

f(x,y)dy dx + J

A
J f(x,y) dA =
R 242

J2 2—(x+2)2 0

6.5.7 @

a prvVa2z—x2
A:J J 1-dydx = a’n
—_ad—vaZ=x2

6.7.1 V@
Masa M = 86

1 r2—x 2
Masa M:J J (x*+v°) dydx—l—J
1J0

1 p2—x 2 rx
J J x (x> +9°) dydx+J J x (x* +y°) dydx
x = 2020 170 ~ 1.3211

1 r2—x 2 rx
J J y (x* +v°%) dydx—l—J J y (x* +y%) dydx

y= 0 ~ 1.04128

Centro de masa (X,y) ~ (1.3211,1.04128)

6.7.3 @

Se omite.

6.74 @

f(x,y)dy dx + J

x 10
2, .3 _
J (x* +vy°) dydx = 5

3

3—V2

(x—3)?
|

f(x,y) dy dx
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Se omite.

6.7.5 @

Se omite.
6.9.1 @

Para calcular ” 1-dA debemos dibujar la nueva regién de integracion Ry, enel plano UV a partir de la
Rc
region Ry, daday el cambio de variable que se indica. Como la inversa del cambio de variable es continua si

v > 0, esto se puede hacer aplicando el cambio de variable a las curvas frontera de la region Ry, y calculando
las respectivas curvas en el plano UV.

Nueva regién. Como u = xy, Lascurvas xy =1y xy =2 correspondenalascurvas u=1y u=2 enel

lano UV. Como v = 1, las curvas y = x2 = 2x2 corresponden a las curvas v=1 y v =2 en el plano
p 2 Y Yy p y P
uv.

y =2x?
YA VA u=1 u=2
y =22 ) o X
4 - ——= ———- D=
1 U =2y
R;ny (—y> Ruop
_ V==
i Xy =2 2 1+---- | == v=1
xy=1 : :
| |
» X 7 : >

El cambio de variable es invertible: El cambio de variable ‘mapea’ la region Ry, en la regiéon Ry, pues el
cambio de variable es invertible y la inversa es continua si v > 0. En efecto, como x >0 y y > 0 entonces

2
u>0yv>0.Luegocomo y=w? = u=xd, dedondex:i/f yy:v-f/%.

. . Uy LLy o y X o 2
Calcular el Jacobiano. Ahora, J(x,y) = Det [Vx vy] = Det [—Zy 1 /XZ} =3y/x* >0, pues x, y > 0.

Como las derivadas parciales de x e y son continuas y el jacobiano es no nulo, entonces por el teorema de la
funcion inversa,

11
J(xy) 3y/x2  3v

e J(u,v) = >0 pues v > 0.
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Calcular el érea. El area de la region es

2 2
AR = 1-J(w,v)|- dudv
b Jih
2 (2
= J 1-—-dudv
Jih
2 2
1 1
= — = -1 = ~In(2
3 dv n(v) 1 3 n(2)

”RD (%eW) dA = ...

6.9.2 @

Aplicamos el cambio de variable

x=arcost y y=>brsent; elJacobianoes J=rab

La nueva regién es D = {(u,v) € R?|u? +v? < 1}. Ahora use coordenadas polares.
& p

6.9.3 @

Transformamos la regién R es un circulo con el cambio de variable,

(x—1)
3

1
u= , V= % El Jacobianoes | = —.

15

La nuevaregiéones D ={(u,v) € R2|u? +v? < 1}. Ahora use coordenadas polares.

694 @

Se omite.
6.9.5 @

[=3/4(e—e1).

6.9.6 @

Se omite.

6.9.7 @
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Se omite.
6.10.1 v@
e Interseccion: A
r=2senb
sen 0 g=T
S = — 7
cos 0
3n

sen® — cos 0 = 2sen 6
tan0 = —1 0=—
an = 4

—

¢ Tangentes al polo de interés:

-05L

sen® —cos0=0 — tanf6=1 — 9:1

2sen® =0 =— 0=0

s 3n
— 2sin(t) — 2sin(t)
Ag = J4 J T drdt+J7T4 J rdrdt ~ 2.0708
0 Jo — sin(t)—cos(t)
| |
6.10.2 @
Solucion: Debemos hacer el cambio de variable x = rcos(0) y y = rsen(0).
el S
;f/y . o >
_ 1 7 !
Y= ﬁ "= V2sen 6
1 Tx
V2
Observe que
1 1
— setransformaen rsenf = — — 1= ———.
V2 V2 sen(0)

e Larectay =
V2

e La circunferencia x> +y? =1 se transformaen r = 1.
e Larecta y = x se transforma en 0 = 71/4. En efecto, y =x = cos0 =sen(0) = 0 = /4. Esto, por

supuesto, también lo podemos establecer de manera geométrica.

. S|
AR = Jl-dA:J4  rdrdo
JJR % \V2sen(0)
N NN 3m 3n 37
F 11 1 A 0 1 T2
_ r 0= | 22 % g0 = | I_-cs(0)do= o+ -cot(®)] =T—<
. 2, 4 Lz 1sen2(0) ¢ Lz 75 (0)d0 =7+ geot(8)) =~
4 V2sen(8) 4 4
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6.10.3 @

6.104 @

Los limites de integraciéon son 0 = —m/6 y 0 = 77/6. Ahora calcule la integral que da el rea.

6.10.5 @

La ecuaciéon de la curvaes r =4 4 4sen 30.

7T

Tangentes al polo: 4 +4sen30 =0 —= 0 = —g + 2k3

/2  4+4senB
AR:JJ 1~rdrd8:J J 1-rdrdd = 8n
R —7t/6 J0O

6.10.6 @

Solucién:

a.)

r=2+2senf

0, = arcsin(3/5) = 0.6435

Ry r=4cos6

a.) Tangentes al polo:

24+2senf0=0 — 0=—

N[ A
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4mw=0=ﬁ>e=g

b.) Interseccion

2+2sen® =4cos® = —12+8sen0+20sen’0 =0 = 0O =arcsen(3/5) ~ 0.6435

3 arcsen(é) 2+2sen(0) z 4cos(0)
c.) Area: Ag = J ’ J rdrd6 + JZ J rdrd® = % + m_ arc sen <§)
-7 0 arcsen(2) Jo 5 2 5
7 11
d)r:O==>2+2%M%):0%:rgy92:7§.

17

& 2sin(30)+2
J J Irdrd® = 27

77
? 0

Nota: El intervalo [-77/6,—m/6] no es correcto, agrega un trozo adicional de curva y el
resultado daria, en valor absoluto, 37m. Use Wolfram Alpha (Internet) para graficar + 2
Sin[3t]PolarPlot[2, t, -7 Pi/6, -Pi/6]

6.10.7 @

Note que la curva celeste tiene ecuaciéon v = sent+cost con t € [—m/4, 37/4]. La regién sombreada requiere
diferentes intervalos para cada curva. Mejor es calcular el drea del circulo con circunferencia celeste y restar el
area de la regién que va de la circunferencia azul a la circunferencia celeste, esa regén si estd entre 0 y 71/2
para ambas curvas.

|_

T
2 r = sent -+ cost r = sent 4+ cost

jus

37“ sin(t)+cos(t) 7 rsin(t)+cos(t)
AR:J J 1rdrdt—J J Irdrdt =
-3 J0 0 J1

OSTI
|
N =

6.10.8 @

27t pt/4 pl
VQ=J J J pzsen(pdpd(pd6=1t<2—\/§)
o Jo Jo 3
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6.10.9 @

Six=r1cosB, y=senb y z =z entoncesen la proyeccién XY tenemos una regién limitada por la curva
Ci: x¥*+y?>=16 otambién C;: r =4 y la curva (x — 2)2 +y2 =4 otambién r =4cos0 con 0 € [0,7/2].

X2 +y?  3x
vo = [, (s+25E %) an
Q Rey 4 2
J”/Zr ( 2 3rcose>
0 4cos © 4
= 32+ 2771~ 52.823
6.10.10 @
Ve = J (1—x—0)dA
Ry
rTT 1—2cos ©
= J (1—r1cosB)rdrdo
Jmt/3J0
N 2 3 1—2cos ©
L—Lc:osE) doe
Jnp3 23 0
(" (1—2cose)2_(1—2cose)3
Jmt/3 2 3
6.10.11 @
/2
Vo = —
RT3
6.10.12 @

cos 0 do ~ 10.578

r=4cosO

X;"‘

r=1-—2cose

La manera fécil es proyectar sobre XZ y usar coordenadas polares.
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Vo = JJ 4—xdA

/2 2
= J J (4—71cosB)-rdrdb
0 2sen O

= 2n—2

6.10.13 @

Proyectar sobre XZ y usar coordenadas polares. Calculando la interseccién entre las superficies podemos

3
establecer que la region de integracién Ry, esté entre las curvas x> +y? = =, x> +y> = R las rectas y = x

4/
y x =0.
/2 (/3/2 L2 2
VQJ J VI |17 Y ) L arae
/4 )12 3
| |
6.11.1 @
2 35
8
b)
| |
6112 @

El calculo es facil proyectando sobre XY o YZ.
Proyeccion sobre YZ.

12—y 4—y2
Vo :J J J dx| dzdy
0Jo 0
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Proyeccion sobre XY.

Vo = r Jﬂ UZy dz] dx dy

0J0 0

6.11.3 @

6.114 @

Proyectamos sobre YZ.

0 242y | pl—z/2+y 2 4—y2 [ p1—z/2+y
VQ:J J J dx dzderJ J J dx| dzdy
-1Jo 0 0Jo 0

6.13.1 @

27t 01/v2 pV/1—12 -
vQ:J J J rdzdrdo =7 (2-v2)
o Jo v 3

6.13.2 @

27 2 4 —2r
VC:J J J Trdzdrd0 pues z < 4.
o JoJo

6.13.3 Y@

27t ra ph— hr/a Zh
chj J J rdzdrde = %
o JoJo 3

6.134 @
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2
8—71 -2 \@7[.
3
6.13.5 @

Six=rcosB, y=senb y z =z entoncesen la proyeccién XY tenemos una regién limitada por la curva
Ci: x2+y? =16 otambién C;: r =4 ylacurva (x —2)2+y? =4 o también r =4cos0 con 0 € [0,7/2].

[l -

2,2
X7y
8+

2

—32 + 277t ~ 52.823

Soluciones del Capitulo 7

751 @

- 2.2
JIRy, 4

r7t/2 4 1‘2
8+ — —
JO L:cose < 4

J J 1- dzdA
JIRyy I

3x
— A
2>d

3rcos O

> rdrdo

Vamos a proyectar sobre el plano XY. La proyeccién es el circulo x> +y? < 2.

e Como z = /9 —x? —y? entonces podemos poner N =

”SF-NdS

752 M@

= pL (y,—x,8z) -

= J 8z dA
D

Jo 0

(—x/z, —y/z, 1)

I(=x/z, —y/z, 1|

27T 2
- J 8v9 —1r2rdrdo

16m(5%/2 —93/2)

-3

(—x/z, —y/z, 1)
I(=x/z, —y/z, 1)||

. Luego,

H(_X/Z/ _U/Z; 1)” dA
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Observe que debe calcular con N siempre exterior al s6lido E.

” F-NdS=mn
N

753 @

”SF-NdS

7.54 @

JJSF-NdS

7.5.5 @

Proyectamos sobre XY

As = || as

/2 /3
B JT[/4 Jl

1 7'[/2
B ﬁ Jn/4

7.5.6 @

Proyectamos sobre XY.

= ” (x,y,1+ x? —I—yz) - (—2x,—2y,1) dA = J
R

xy

r3

0

r3
(1—(x—2)%)dydx
0

r3
(—x® 4+ 6x* — 12x + 9)dydx

J1.J0

(= +6x*>—12x+9)dx = 3 (

V1+4r2r drde

V3
(1—|—4r2)3/2‘1 a0 — %(13\@—5\6)

27T Jﬁ

0 JO

0,x4+1y,1—(x—2)) - (=3(x —2)?,0,1) dydx

4

—XZ +2x3 — 6x% + 9%

(1—1r?)rdrdo
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IRE L=

771 @

J1

J1

2

r2

r2

4
(xy, x, z+1)- (0, 2y, 1) dx dy

JY

r4

2xy +z+1dxdy

JY

r4

2xy +4 —y” +1dxdy

JY

Se puede aplicar el teorema de divergencia. Div F =1 —1+2 =2.

”SF-NdS

772 @

Se omite.

7.7.3 @

e divF = y? + 22

2 pd—x% 3—x
J J 2dydzdx
Jo Jo 0

2 rd—x?
J (6 —2x)dzdx
Jo Jo

2

(6 —2x)(4 — x*)dx

Jo

2

(2x3 — 6x% — 8x + 24)dx

Jo

2

X4
(2 —2x% — 4P+ 24x>

0

e La proyeccioén es el circulo x* +y2 < 1

=8-16—-16+48 = 24
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”sF-NdS =

[ v

27 1 ¢l
= J J J 21 drdo
0o JoJ-1

= T

774 @

Como S = OE y N es el vector normal unitario siempre exterior a E, podemos usar el teorema de la

divergencia. Proyectando sobre XY tenemos

s = ff e - |

Xy
2 ‘ 2_x2_y2

1. #l/oamnn A
xy

Jo JO

Jo Jo
r27T

2 47t

= —do = —

Jo 3 3

7.7.5 @

Como S = OE y N es el vector normal unitario siempre exterior a E, podemos usar el teorema de la

divergencia. Proyectando sobre XZ tenemos

7.7.6 Y@

7.7.7 @

2—x2—y2

2zdz dA

(x24y2) /2

27 (12//3 2
= J <2—r2—2>-rdrd9

27 12//3 3
= J <2r — 2T3) drd©

>

4x? dy dzdx
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Se omite.

781 M@

Vamos a proyectar sobre el plano xy. Como se ve en la figura, la proyeccién esté entre los circulos x? +y? = 1
y x2+1y%2 =2 con 0 < 0 < 7/4. Entonces

As = J \1+2% +23 dA
JJp
= J V14 4x? 4+ 4y? dydx
JJp

r7t/4 2
= J V4r2 4+ 1rdrdd,  (sustitucion: u =4r> +1)
Jo N

(f5 V5 +17 W) n
48

782 M@

el circulo x? +y% = 1.

x Y
dS= /22 +2} +1dA = \/x2~|—y2+x2—|—y2+1 dA

As:”S ds = Jznjlﬁrdrde = V2.

0 Jo

783 M@

7.84 @

Proyectamos sobre XY.

2 4
” 2xy+z+1)dS = J J (2xy +z+1)vV4y?2 +1 dxdy
S

1Jy

2 rd
— JJ(ny+4—yZ+1)\/4y2+1 dx dy

1Jy

785 M@
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Proyectando sobre XY, tenemos S : 9 — x> —y2. Usando coordenadas polares queda

27 3
” (x*+y*+2)dS = J J 9rv/4r2 +1 drd6
S

0 Jo

7.8.6 @

S=S51+S,+S3+Ssdonde S1: y+z=5, Sp: 4—x%, S3: z=0,y S4: y=0.

JJsXy(Z+ 1) dS :”s xy(z + 1)dS—|—”S xy(z+1) dS—i—”S xy(z+1) dS+”S xy(z+1) dS

Ahora elegimos los planos de proyeccién para cada superficie.

2 r4—x2
xy(z+1) dS:J J (x(5 —2z)(z+ 1)V2 2dzdx
-2

a.) Proyectando sobre XZ, S; : y =5 —z. Entonces ”
0

S1

4 65—z
b.) Proyectando sobre YZ, S, : x = +/4—z. Entonces ” xy(z +1)dS = J J vd—z y(z +

S 0Jo
44—2z)+1
1 -~
W aa—g v
2 (5
c.) Proyectando sobre XY, Sz :z = 0. Entonces JJ xy(z+1)dS = J J Xy V1 dydx
S3 —2Jo
2 4—x?
d.) Proyectando sobre XZ, S4:y = 0. Entonces JJ xy(z+1)dS = J J x-0-zv1dzdx =0
S3 —2Jo
||
787 @
Proyectando sobre YZ.
2 3 Y2 2}
A =”1‘ds - H f1dza % T
> s 0Jo | 16 —y? Y R
2
12 ;
= dy = 2m | Drz
016 —y? S
s ) S xm"“"*»,-_;\_% Y
5 2 ' A
¥+ =16

788 Y@

Proyectando sobre YZ.
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AS:JJ 1-4dS
N

0J0

4
Observe que J —12
0 y/16 —y?
12

16 —y
para hacer el célculo.

te. Puede usar J

4 03 yz
J J —16—y2+1dZdy

dy esimpropia convergen-

Y

> dy = 12arcsen (—) +K

4

r2 X
A = JJ ds = J V4x2 + 1dydx
S Jo Jo
2
= xV4x2 + 1dx
Jo
17 5 (17
du uz
= |, \/E? = El = 5,7577
7.8.10 @
Proyectamos sobre XY
As — ” ds
S
/2 /3
= J J V1+4r2r drdo
/4 J1
1 7T/2 93 \/5 T
_ L /2‘ _ _
12L/4 (144122 do 48(13\@ 5v/5)

7.8.11 @
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Soluciones del Capitulo 8

8.1.1M™@

1. Parametrizacién de la curva e.)

Observe que 11(0) = (0,0,0) y r1(1) = (1,2,0).
o Cr: 1(t)=1(0,0,t) con t € [0,
Observe que r2(0) = (0,0,0) y r2(1) = (0,0,1).

e —Ci: r(t)=(t,2t,0) con t € [0,1].
)
)

e —C3: r3(t) =(cost,2cost,sent) con € [0,7/2].

(
1.
1
r3(7/2) = (0,0,1).

Observe que 13(0) =(1,2,0) y
2. Parametrizacién de la curva f£.)
e Ci: r(t)=(2cost,0,2sent) con t € [0,7/2].
Observe que 11(0) =(2,0,0) y r1(r/2) = (0,0,2).
e Cr: 1y(t)=(2cost, 4—2cost, 2sent) con t € [0,71/2].
Observe que rz(O) =(2,2,0) y ra(7r/2) = (0,4,2).
e (C3: r3(t)=(t,4—1t,0) con te [0,2].
Observe que r3(0) = (0,4,0) y 13(2) = (2,2,0).
(

o —Cyq: mny(t)=
Observe que r4(—m/2) = (0,4,0) y r4(m/2) = (0,4,2).

821 M@
44
_J V1+9/4tdt = 296
0

822 M@

4
s:zj Vidt = 14/3
1

823 M@

4
s=2J VI+9(2t—1)dt = 1022/27
1/2

824 @

Recuerde que Jsec xdx = In|secx + tan x/|.

/4
s:J sectdt = In(v2+1)
0

825 @

cost,4—cost,1+sent) con t e [—mr/2,7/2].
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8.2.6 M@

8.3.1 @

La circunferencia se parametriza como r(t) = (4cost, 4sent) con t € [0,7].

7T

J xy?ds = 64J cost sen’tdt = 0
C 0

832M®@

1
J xds = J tvV1+4t2dt = 0
C 1

833 M@

C: r(t) =(t,t,0) con t € [0,1].

1
J xy—i_zds = J tV2dt
c2x—y 0

834 M@

r’(t) = (1,1,1) y entonces

2
t+t 4t
J XFYHE g J L i

c x* +y?+ 22 1 2412 4 2
= Jf\{g dt = \/glnltlj = V3In2
-
835 M@
L";;_Zzzds:LS—tZdt
-
8.3.6 M@
.
851 M@

Use la parametizacion: C: r(t) = (1,1,0) +t[(1,2,2) — (1,1,0)], t€ [0,1]

852 @


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

(https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/). 512

Se omite.

8.5.3 @

Parametrizamos las curvas,
Ci:r(t)=cost i+sentj+0 k con t € [0,7/2].
Co: () =A+t(B—A)=2ti+(t+1)j+3tk te [0,1].
chdx—l—zdy—l— dz = L xdx+zdy+ dz + J xdx+zdy+ dz
1

C2

1

/2
= J —costsentdt + J 4t + 3t +3dt
0 0

8.54 @
8.5.5 @
8.5.6 M@
8.5.7 @
8.5.8 M@
8.6.1 v@

8.6.2 @

Una funcion potencial es ¢(x,y,z) = xyz — y>x +x%z

8.6.3 @

(@) Como RotF = (0,0,0), entonces F es conservativo sobre cualquier regién simplemente conexa donde

z #0.
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¢ = J2x+5dx = x> +5x+Kq(y,z)

b) Vp=F = ¢ = J?)yz dy = Yy +Kax,2) = $xy,z) =x*>+5x+1y° +Inz
1
¢ = JZ dz = Inlz| + Ks(x,y)

Luego,J F-dr = ¢(B)—p(A) = 6—-1 =5

C
(¢) Como F es conservativo en regiones simplemente conexas, donde z no se anula, podemos tomar el
camino C’ = C; + C; para integrar.

—C; : r(t)=(0,t,1) con te [0,1]. ri(t) = (0,1,0) z
, | Ci
C, : nt)=(t0,1) con te [0,1]. ry(t) =(1,0,0) (&)
A=(0,1,1)
B=(1,0,1)
Entonces,

1

1
J F-dr = —J (5, 3t3, 1) - (0, 1, 0) dt + J (2t+5,0,1)-(1,0,0)dt = —-1+6 = 5
! 0 0

8.64 M@
1. A
i j k
RotF=| 5 & | = kNI (y+y)j
yz +ycos(xy) xz+ xcos(xy) xy

A

+(z + cos(xy) + xy cos(xy) — (z + cos(xy) + xy cos(xy))) k

= (0,0,0)

2. Sea G(x,y,z) una funcién potencial, asi
e Gx(x,y,z) =yz+ycos(xy) = G(x,y,z) =xyz+sen(xy)+ Ci(y,z)
0
o @(xyz—i— sen(xy) + C1(y,z)) =xz+xcos(xy) = Ciyly,z) =0 = Ci(y,z) = Ca(z)
0
o a—z(xyz—i—sen(xy) +Cz)=xy = GCl(z)=0 = Cy(z)=K
Asi, G(x,y,z) = xyz + sen(xy) + K, por lo que
J F- dr=G(0,0,0) —G(2,1,2) =K — (4 +sen(2) + K) = —4 —sen(2).
C

3. Se seguiré la siguiente ruta
—Ci:in(t)=(2,1,1), t€[0,2]
_C2 : rZ(t) = (t/ 1/ O)/ te [0/2]

—Cs:13(t) = (0,t,0), t € 0,1]
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Asi
2 2 1
JF.m _ —J(t+mamgt+2mqmg)waaﬂdt—JmmntmsuumLamdr—Jumﬂ)maLomt
C 0 0 0
2 2
= —J 2tdt—J costdt—0
0 0
= —tz‘g — sentlg =—4 —sen(2)
| |
8.6.5 @
J F-dr =0
C
| |
8.6.6 M@
| |
8.6.7 @

Calcule usando el camino que va de (2,5,0) a (—2,5,0)

8.68 M@
e F=(P,Q,R) es conservativo pues Py =z? +senxcos(m—y) = Qx, 1ty =2xz2=Q, y 1y =2yz =P,.
e una funcién potencial es ¢(x,y,z) = xyz? + cos(x) sen(m — y) + K. Por lo tanto

JF.mz¢mmm—¢mam:o
C

8.6.9 M@

8.6.10 @

a)Siy=t Co: m(t)=(t>+1,t,2—1), te [0,2]

2
s:J 1-ds:J V42 4+ 2 dt =~ 5.12401
C 0

Six=t — s= /

, \ 2(t—1)

+ 1dt. Impropia convergente. Singularidaden t =1

b.)
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Primera manera: Proyectando sobre YZ

S:x=y>+1. Ny =(1,—-2y,0)

”SFNdS

2 r2—y
J (cosx senz, 5,cosz senx) - (1,—2y,0) dz dy
0Jo

1l
—

2—y
(cos(y® + 1) senz — 10y) dz dy

1]
< N
—

0

2
= J —cos(y?+1) cosz— 1Oyz‘(2)7y dy
0

2
= J —cos(y?+1) cos(2 —y) — 10y(2 —y) + cos(y® + 1) dy
0

—13.1613

1%

Segunda manera: Proyectando sobre XZ

1
S:y=vx—1. Np=—=,1,0].
Y ? (2\/x —1 )
Este vector N, es opuesto a Nj, por tanto la integral de flujo quedara con signo
contrario. La integral es impropia en ambos 6rdenes “dzdx” y “dxdz”. Ademads en el

orden “dxdz” aparecen funciones sin primitiva elemental.

1 1 0) _5_ cos(x) sen(z)
a/x—1""") 2vx—1

(cos(x) sen(z),5,sen(x) cos(z)) - (

”S F-NdS = F r—m (57 cos(x) Sen(z)) dzdx

1Jo 2\/ x—1
r ———\  cos(2—+vx—T1)cos(x)  cos(x)
- Jl <5<2 X71)+ 2vx —1 2\/X1> d
~ 13.1613

F es conservativo pues RotF = (0,0,0). Podemos aplicar “Independencia del camino” o resolver la

integral con una funcién potencial.

Primera manera: Resolver la integral con una funcién potencial

bx = Jcosx senzdx = senxsenz + Kq(y,z)
Vo =F — ¢y=J5dU = 5y+Ky(x,z)
d)z:Jcosz senxdz = senx senz + Kz(x,y)

5y +K
J F-dr=¢(1,0,2) — $(1,0,0) = sen(1) sen(2) ~ 0.765147
C

Segunda manera: Usar independencia del camino.

= ¢(x,y,z) =senx senz +
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Podemos usar el camino C’: (1,0,t), t € [0,2]. Este camino es el segmento que une el punto (1,0,0)
con el punto (1,0, 2).

2 2
J F-dr = J (cos(1) sent, 5, cost senl) - (0,0,1)dt = J sen(1) costdt = sen(1)sen(2) ~ 0.765147
C 0 0

Tercera manera: Resolver la integral “a pie”

Ci:nt) = (2+1,t0), te (0,2
€YY CCint) = @+1L52-1), te 0,2
J F-dr = F-dr+J F. dr
C JCy C,
2 2
= (0, 5, sen (t2 +1))-(2t,1,0)dt — J (sen(2 — t) cos (t2 +1),5,sen (t2 +1)cos(2—1)) - (2t,1,
Jo 0
2 2
= 5dt — J (2tsen(2 —t)cos (t* +1) +5 — sen (t* + 1) cos(2 — 1)) dt
Jo 0
1
= 10— 5(20 —cos(1) + cos(3)) ~ 0.765147
d.) Se omite.
| |
8.7.1 @
1
o4
3
| |
2
64
J F- dr—}-J F- dr-i-J F- dr-{—J F-dr=4-—-36+28/3+4/3 =——
C, C, Cs Cy 3

8.7.2 @

Como se cumplen las condiciones para aplicar el teorema de Green en el plano, excepto la orientacion de la
curva, entonces

8.7.3 @

Por el teorema de Green:
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J F- dr
nC

8.74 M@
8.7.5 @
89.1 @
8.9.2 M@
893 M@

894 @

Aplique el teorema de Stokes con las superficies de la figura que sigue.

8.9.5 @

JO

f1 px2+1 aQ P
9% 9 aya
Jo (ax ay) g

f1 x241
J (2x — 1) dydx
0

rl

Jo

2x—1) (2 +1)dx = %

(2,0,4) Z
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Una parametrizacion para C; esr(t) = (t, 2 — t2,4—1?),con t € [0,2].

2
a.) JC F- dr:JO (2(2 — %) (4 —t3), —4t, —3(4 — %)) - (1, —2t, —2t) dt

b.) Usamso el teorema de Stokes. Proyectamos sobre XZ

2 r4—x2
J F.-dr = J J 0,2y, —4—2z)-(0,1,1) dzdx
C 0Jo

8.9.6 M@

8.9.7 @

P

Un vector normal paray = 2x es Ny = (2, —1,0), pero la curva gira a favor de reloj respecto a Ny, por lo que
ha que ajustar el signo.

Asi

J Fdr = — Rot (F) - NdA
C -JIJS

rr

= —|| 2-vy,-1,0)-(2,-1,0)dA
JJR

= —|| (~2y—3)dA

LT
- ZJ (—2(2r cos 8) — 3)rdrd®

Jo Jo
ud 3 ) r=1
= — <4rc0563r> do
JO 3 2 r=0
"% _4
= — —cos®— =) de
Jo (3 )
= — jsene—@ —
- 3 2 /o - 3 4

898 @
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Se cumplen las condiciones para aplicar el teorema de Stokes (Teo de Green en el espacio). Podemos tomar
como la superficie S, la porcién del plano z = 2 — x limitada por el cilindro x*> +y? = 1. Entonces un vector
normal que nos sirvees N = (1,0,1).

@ B.0.1 Sea Q el s6lido limitado por y + z = P 4-2?
6, 4x —dy—2z=0,z=4—x%2=0 yx=0, taly
como se muestra en la figura.

a.) Calcular J F. drsi F(x,y,z) = (x,x,z) y C es

C
la frontera de la superficie S; en la figura.

b.) Calcular ” F-NdS donde F(x,y,z) =
)

(x,y,z), 0Q esla frontera del s6lido Q y N es
el vector vector normal unitario exterior.

Como F(x,y,z) = (x +z, 2y, y — z), entonces RotF = (1,1,0).

J F-dr = JJ RotF-NdS
C

= J J (1,1,0) - (1,0,1) rdrdo® = m/4

8.9.9 M@

C es una curva cerrada simple, suave a trozos. Podemos usar el Teorema de Stokes (T. Green en el espacio).
Tenemos dos opciones, proyectar sobre el plano XY o sobre el plano YZ.

Proyectando sobre el plano XY. En este caso, S: z =4 — x2 y N =(—zx, —2y,1) = (2x,0,1).

J F-dr = ” RotF- N dS
C S

_ ” (—y, x—1,0)-(2x, 0,1) dA

Y

2 px“+1 62
= J J —2xy dydx = — =~ 20.6667
0Jo 3
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1
Proyectando sobre el plano YZ. Enestecaso, S: x =v4—zy N = (1, —xy,—x;) = (1,0, 2) .

4—z
J F-dr = ” RotF - N dS
C S

— JLXH(—y,x—l, O)'<l’0’2\/41fz> dA (%)

4 r5—z
62
= —J J —y dydz = — =~ 20.6667
0Jo 3

Nota. La integral (*) no es impropia pues al hacer el producto punto, el integrando es una funcién acotada.
Las discontinuidades en un integrando acotado no afectan la integral sin constituyen un conjunto de medida
cero.

8.9.10 @

1. J F-dr:J F~dr+J F-dr—i—J F-dr—l—J F- dr
C C1 Cz CS C4

1
1
a) —Ci:r(t)=(t,t,0)te [0,1] = J F- dr:—J —2dt ==
C 0 3

1
b) C;: rn(t)=1(0,0,t)tec [0,1] = J F. dr:J 0dt=0
C 0

1
1
) C3:r3(t)=(0,t,1—t)te [0,1] = J F-derl—tdt:
Cs 0 2

1
d) Cy:ry(t)=(t,1,00te [0,1] = J F. dr:J —1%2dt=-1
C 0

J F-dr=1/3+1/2—-1
C
2. ” RotF-NdS = ” RotF-NdS + ” RotF - N dS.
S S S,
RotF = (—1,—1,2y)

Para Sq un vector normal es N1 = (1,—1,0) (acorde con la orientaciéon de C).

JJ RotF-N;dS = JJ 0dS =0
Sl sl

Para S, un vector normal es N, = (0,—1,—1) (acorde con la orientacién de C).

11
” RotF-N,dS = J J 1—-2ydydx = —1/2+1/3.
SZ 0 Jx
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Finalmente, JJ RotF-NdS = 0+ —-1/2+1/3.
S

Soluciones del Capitulo 9
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