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1.0.1 Obijetivos Especificos

Comprender los elementos basicos asociados al tépico de ecuaciones diferenciales de orden superior.
Estudiar definicion de ecuacion diferencial lineal de énesimo orden, asi mismo problemas de valores
iniciales, valores frontera.

Estudiar conceptos de combinacién lineal de funciones, wronskiano, teoremas asociados a la depen-
dencia e independencia lineal.

Estudiar concepto de operador lineal D", aniquilador o anulador y notacién de ecuacion diferencial
en forma de operadores.

Estudiar definicion y teoremas asociados en ecuacién diferencial lineal complementaria u homogénea
y no homogénea.

Comprender teorema de segunda solucién y técnica de reduccién de orden.

1.0.2 Contenidos

Definicion de ecuacién diferencial lineal de énesimo orden.

Problema de valor inicial y frontera en ecuacion diferencial lineal de énesimo orden.

Combinacién lineal de funciones, el wronskiano y teoremas asociados en ecuacién diferencial lineal
de énesimo orden.

Concepto de operador lineal, aniquilador y notacién de ecuacién diferencial lineal de énesimo orden
en forma de operadores.

Reduccién de orden en ecuacién diferencial lineal de énesimo orden y teorema de segunda solucién.



1.1 Ecuaciones Diferenciales lineales de orden superior

1.1.1 Ecuacion Diferencial Lineal de Enésimo Orden
Definicién 1.1
Una ecuacioén diferencial ordinaria de orden n (n € N) es lineal si puede escribirse de la forma :

an ()Y + au 1 ()Y + A ay ()Y +ao (x)y = F (x) (L.1)

donde ag(x),a (x),...,a,(x),F (x) son funciones reales continuas que dependen sélo de la va-
riable independiente x y definidas en un intervalo comun /, con a, # 0 para toda x € I. Una
ecuacion diferencial que no puede escribirse de la forma 1.1 es No lineal.

Dentro de las ecuaciones diferenciales lineales se distinguen:

= Ecuacién diferencial lineal homogénea cuando el término independiente F(x) = 0.

= Ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes, cuando todos las funciones a; (x)
Vi=1,...,n son funciones constantes.

= Ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes variables si alguna funcién q;(x) no es una
funcién constante, sino una dependiente solo de x.

Ejemplo 1.1

a) y'—2y' +3y=x>+senx: ecuacién diferencial lineal con coeficientes constantes no homogénea.

b) 2y +x%y +6y=0: ecuacién diferencial lineal con coeficientes variables homogénea.

1.1.2  Problemas de valor inicial
Con frecuencia se pueden encontrar problemas en los que se busca una solucién y(x) de una ecuacién
diferencial de modo que y(x) satisfaga condiciones adicionales prescritas, es decir, condiciones impuestas
en la y(x) desconocida o sus derivadas. Para ello, se expone la siguiente definicion.

Definicién 1.2 Problema de Valores Iniciales (PVI)
Si I es un intervalo que contiene a xp, el problema de resolver

an (x) 3" a1 ()" + 4 ay ()Y +ap (x)y = g(x) con y(x0) =0, (x0) =y1,++ 3" (x0) =yu_1
(1.2)

donde yo,y1,- -+ ,Y,—1 son constantes reales especificadas de manera arbitraria, se llama problema
de valores iniciales (PVI) de n-ésimo orden. Los valores de y(x) y sus primeras n — 1 derivadas en
un solo punto xo: y(xo) = y0,Y (x0) = y1,- - " D(x9) = yo_1 se llaman condiciones iniciales.

En el caso de una ecuacion lineal de segundo orden, una solucién del problema de valor inicial

a(x)y" +ay (x)y +ap)(x)y = g(x) sujetaa y(xo) = yo, Y (x0) = y1 (1.3)

es una funcion que satisface la ecuacion diferencial en I cuya grafica pasa por (xg,yo) y tal que la pendiente
de la curva en el punto es el valor de y;, como se muestra en la figura 1.1.
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Figura 1.1: solucién del PVI de segundo orden.
Fuente: elaboracién propia con INKSCAPE 0.47.

Teorema 1.1 Existencia de solucién Unica
Sean a, (x),an—1 (x),...,ap (x) y g(x) continuas en un intervalo / y sea a,(x) # 0 para toda x en /.
Para cualquier x = x € I, existe entonces una solucién y(x) del problema de valor inicial dada en la
definicién 1.2 en el intervalo y tal solucién es tnica“.

“Note que en dicho teorema se requiere que a;(x), i =0,1,2,--- .1 sean continuas, ademds a,(x) # 0 paratodax € [ y
en caso que a,(x) = 0 para alguna x en 1, entonces la solucién del PVI puede no ser tnica, o incluso no existir.

Ejemplo 1.2 |
D |

2x

Verificar que la funcién y = 3e** 4 e~>* — 3x es solucién del problema de valor inicial

y'—4y=12x, y(0) =4, y'(0)=1

En efecto, observe que ax(x) =1, a;(x) =0, ap(x) = —4 'y g(x) = 12x, funciones continuas en R,
ademas a;(x) = 1 # 0 en cualquier intervalo que contenga a x = 0. Luego se concluye que la funcién
dada es la solucién tnica.

Ejemplo 1.3 |
|
Verificar que la funcién y = cx? 4 x + 3 es solucién del problema de valor inicial
Xy =2y +2y =6, y(0) =3, y(0) = 1,

en el intervalo | — oo, oo[ para cualquier valor del pardmetro c¢ (infinitas soluciones).

En efecto, puesto que y = 2cx+ 1y y” = 2¢, al sustituir en x%y” — 2xy’ + 2y = 6, se verifica la

igualdad para cualquier ¢ en R, por tanto y = cx? +x + 3 es solucién de dicha ecuacién. También

note se satisface y(0) = ¢(0)2+0+3 =3, yy'(0) = 2¢(0) + 1 = 1. En software Mathematica se

puede realizar una tabla de la familia de soluciones y grafiquelas .“ y para ello ingrese lo siguiente:
dx=Table[ C x"2 + x + 3 /. L -> i,{i, -2, 2 ,0.5}]

fx=Plot [Evaluate[dx], {x, -10 , 10}, PlotRange -> 10]

Luego de esta forma se genera lo mostrado en la figura 1.2.
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“Note que apesar de ser una EDO lineal con ay (x) = x%, a;(x) = —2x, ap(x) =2y g(x)=6, funciones continuas en
cualquier parte, el problema se presenta cuando a,(x) = x> sea cero, es decir, en x = 0 y que las condiciones iniciales se
impongan en x = 0, (punto donde la Ed no es continua) de ahi no contradice el teorema de existencia y unicidad para

dicha x.

-10*

Figura 1.2: PVL: x%y" —2xy' +2y =6, y(0) =3, y'(0) =1,
Fuente: elaboracion propia con MATHEMATICA 10.3

Problema de valores en la frontera

Otro tipo de problema consiste en resolver una EDO de orden dos o mayor en donde la variable dependiente
y junto con sus derivadas se especifican en diferentes puntos.

Definicion 1.3
El problema de resolver

ar(x)y" + a1y +apy = g(x) sujetaa y(a) = yo, y' (b) = y1 (1.4)

se llama problema de valores en la frontera (PVF) y los valores especificados y(a) = yo y y(b) = y1
condiciones en la frontera.“

“Importante hacer notar que en un PVF puede tener varias soluciones, tinica o no existir la solucion.

1.1.4 Combinacién Lineal de funciones

Definicién 1.4 (Combinacion Lineal de funciones,conjunto generado y conjunto generador)

Sean Cy,C;,- - ,C, constantes reales y fi, f2,- -+, fu, funciones con derivada continua. La funcion
f=C-fi+C - fo+---+C,- f, se llama combinacién lineal de fi, f»,---,f, . El conjunto de
combinaciones lineales de las funciones fi, f>,-- - , f, se llama Conjunto generado por fi, f>, -, fu

y se denota con < fi, f2,---, fn = . El conjunto {fi, f2, -, fu} se llama conjunto generador de

"<f17f27"'7fn .
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Ejemplo 1.4 |

El conjunto de funciones polinomiales {x?,x, 1} genera las funciones ax? + bx -+ ¢ de grado menor o
igual que dos, donde a, b, ¢ son constantes cualesquiera.

1.1.5 Dependencia e Independencia Lineal

Definicion 1.5 (Dependencia Lineal)

Un conjunto de funciones y; (x), y2 (x),...,y, (x) es linealmente dependiente en un intervalo 7 si
existen constantes ¢, 0p,..., &, no todas cero, tales que, V x € I, se cumple que:

o1 y1 (X) + 02 (X) +...+ay, =0 (1.5)

Definicion 1.6 (Independencia lineal)

Un conjunto de funciones y; (x), y2 (x),...,y, (x) es linealmente independientes en un intervalo 7 si
V x € 1, la ecuacién

o1 y1 (x) + 02 (x) 4. 40y, =0 (1.6)
se satisface Unicamente para 0 = 0p = ... = 0, =0
Ejemplo 1.5 |

Determine si las funciones cos (2x) y 1 — 2sen®x son linealmente dependientes(L.D) o linealmente
independientes(L.I) en R.

Solucion

Suponga que son L.D en R, luego de acuerdo con la definicidn, existen constantes reales o y f no ambas
cero, de tal manera que Vx € R, se satisface la ecuacion

orcos (2x) + B (1 —2sen’x) =0 (1.7)
Como cos (2x) = cos?x — sen’x = 1 — sen’x — sen’x = 1 — 2sen’x, en la ecuacion se tiene

ocos (2x) 4+ Bcos (2x) =0 (1.8)

La ecuacion anterior se satisface si @ = —f3, asi por ejemplo si & = 1 = B = —1. Por lo tanto, la ecuacién
tiene infinitas soluciones, en particular @ = 8 = 0. Esto quiere decir, que las funciones dadas son lineal-
mente dependientes.

Ecuaciones diferenciales Ordinarias 13



Note que en la figura 1.3 se muestran las graficas de las funciones cos (2x) y 1 — 2sen’x, las cuales grafi-
camente se observa son funciones equivalentes. Los comandos asociados para obtener la grafica 1.3 en
software Mathematica 10.3 son los siguientes:

Plot[{Cos[2 x], 1 - 2 Sin[x]~2}, {x, -2 Pi, 2Pi}, PlotStyle -> {Green, Dashed},
PlotLegends -> "Expressions"]

cos(2 x)

¥ 1-2sin?(x)

Figura 1.3: Griéfica de funciones con criterios: cos (2x) y 1 —2sen’x
Fuente: elaboracion propia con MATHEMATICA 10.3

Ejemplo 1.6

1 Muestre que las funciones x y x* son linealmente independientes (L.I).

Solucion

Para que dichas funciones sean L.I debe cumplirse segin la definicién que los tnicos valores que sa-
tisfacen la ecuacién ax + Bx> = 0 son o = B = 0. Derivando dicha ecuacién se tiene « +2Bx = 0
(*) y derivando nuevamente 23 = 0, asi, sustituyendo en (%) tenemos que o = 0. Por lo tanto, las

funciones son /i. En la figura 1.4 se muestra la grafica de dichas funciones al ingresar en Mathematica
Plot [{x~2,x},{x,-5,5},PlotStyle->{Blue,Red},PlotRange->5,PlotLegends->"Expressions"]

_X

Figura 1.4: Griéfica de funciones con criterios: x*> y x

Fuente: elaboracién propia con MATHEMATICA 10.3
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Ejemplo 1.7 |

Mostrar que ¢™* y ¢™* son L.I (linealmente independientes) si m; # m;.

Solucion

Debe probarse que los tnicos valores que satisfacen la ecuacién ae™*+ Be™*=0sona = =0

Haciendo x = 0 se tiene o + B = 0, luego derivando am;e™* + Bmy €™ = 0 y haciendo x = 0 se obtiene
am; +my B =0. En el sistema se tiene
o =0
+P (1.9)
omy +myp [3 =0
Multiplicando la primera ecuacién por m; y restandolas tenemos mpt — am; =0 = o (my —m;) =0y
como my # my tenemos que & = 0y por tanto f = 0. Asi, las funciones son L.I.

Ejemplo 1.8 |
D |

La funcién x*> — 5x -+ 6 pertenece al conjunto generado < 1,x,x*> >~ . Si agrega la funcién x> — 5x + 6
al conjunto linealmente independiente. {1,x,x?} se obtiene {1,x,x% x> — 5x+ 6}. Determine si es
L.DoL.L

Sean C1,C;,C3,Cq4 talesque Ci-14+Cp-x+Cs x4 Cy- (x2 —5x+6) =0, Vx € R. Seleccio-
nando entonces cualesquiera cuatro valores para x , por ejemplo:

x=0=C+6C;4=0
x=1=C+C+C34+2C4=0
x=2=C14+2C,+4C3 =0
x=3=C+3C=0

Luego, resolviendo el sistema asociado se concluye que este tiene infinidad de soluciones
Cil=—-6C4; Cr=5C4; C3=—C4; C4 €R

Asi C; =C>=C3=C4 =0 no es la tinica solucién, por tanto {1,x,x*,x*> —5x+6} esL.D.

Ejemplo 1.9 |

Las funciones y; (x) = xy y2(x) = |x| son linealmente independientes en I =] — oo, o[, sin embargo,
dichas funciones y; y y, son linealmente dependientes en I =]0, | dado que

cix+ x| = cix+cax = (c1 +¢2)x=0

se satisface para cualquier valor diferente de cero de ¢y y ¢ tal que ¢; = —c;. De ahfi la importancia
del intervalo en el cual las funciones estén definidas. En la gréfica 1.5 se muestra las funciones donde
seglin intervalo son linealmente independientes y linealmente dependientes.

Ecuaciones diferenciales Ordinarias 15



— Ixl

Figura 1.5: Gréfica de funciones con criterios: x y |x]|
Fuente: elaboracién propia con MATHEMATICA 10.3

Observacion 1.1 Si un conjunto de funciones es linealmente dependiente entonces una de
estas funciones se puede expresar en términos de las otras, es decir, dicho conjunto de funciones
se puede escribir como combinacion lineal del resto.

El Wronskiano

En la mayoria de casos el cdlculo de las constantes @, (%, ..., 0, puede resultar bastante tedioso, por lo que
el wronskiano que nos facilitara la toma de decisiones sobre la dependencia en conjuntos de funciones.

Definicién 1.7 (Wronskiano de Segundo orden (W-,,))

Sean y; (x) y y2 (x) dos funciones definidas en I tales que y| (x) y ¥} (x) existen en . El wronskiano

de y; Ay, denotado W (y1,y2) es una funcién definida por

W(yl,yz)=’ Ty — Y (1.10)
Y1 2
Ejemplo 1.10

|

Considere las funciones y; = cosx y y, = senx ambas definidas en R, entonces

cosx  senx 2

= cos’x + sen’x = 1 (1.11)

W =
O1,32) ’—senx cosx

Definicion 1.8 (Wronskiano de enésimo orden (W,,,))

Sean y; (x), y2(x),...,y, (x) funciones definidas en I tales que cada una de ellas tiene al menos
(n—1) derivadas en I. El wronskiano de estas funciones, denotado W (y1,y2, ...,y,) estd definido por
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Vi Y2 e Wn
Vi Yy o W
/! /! i
W (31,52, -s9n) = i Y2 o n (1.12)
-1 —1 -1
ygn ) ygn ) yEln )

Observacion 1.2 El determinante de una matriz A, (n > 2) es

n . .
Z (-1 a;; |Mj;| para cualquier i fijo, o bien

A=< 75 (1.13)

1
(—1)* aij |M,~j‘ para cualquier j fijo
j=1
donde |Ml~ j| , llamado el menor de g;;, es el determinante de la matriz que resulta al eliminar la

fila iy la columna j de A.

Ejemplo 1.11/
|
Considere las funciones y; =¢* y y» =e * y y3 =1 todas definidas en R entonces
e e 1
W(ee*l)=|e —e* 0|=2 (1.14)
& e 0

En la figura 1.6 se pueden visualizar las gréaficas de dichas funciones y su wronskiano.

El Wronskiano de las funciones es 2

20 -

10 |

-10 |

Figura 1.6: Wronskiano y grafica de funciones con criterios: e¢* ; e y
Fuente: elaboracion propia con MATHEMATICA 10.3

Ecuaciones diferenciales Ordinarias 17



Teorema 1.2 : Criterio para funciones linealmente independientes y dependientes

Sean y; (x), y2 (x),...,yn (x) funciones definidas en I y que son n — 1 veces derivables.

a. Si existe un punto xo € I y su wronskiano W (y; (x), y2 (x),...,yn (x))(x0) # 0, entonces las
funciones son linealmente independientes.

b. Si las funciones yy,ys,...,y, son linealmente dependientes entonces, W (y;,y2,...,y,) = 0, para
todaxcl“

“Recuerde que un conjunto de funciones son LD si alguna de estas es combinacion lineal o miltiplo de otra.

Prueba a.
Se procede por contradiccion, es decir, suponga que
i. W(y1,y2,..,yn)(x0) # 0 para algiin xo fijo en el intervalo I.

ii. y1,¥2,...,y, son funciones linealmente dependientes en /, es decir, existen constantes cy,c2, -+ ,Cp
no todas nulas tales que

ciyr1t+cey2+-t+cepyy =0 Vx el (1)

iii. Derivando n — 1 veces la ecuacion dada en (1) se tiene

c1yy + b+ ey, =0
ey + ey 4+ A enyl =0
el ey e =0

iv. Note el sistema formado por (1) y lo obtenido en (iii) para cada xy € [ tiene solucion diferente a la
trivial (¢; = 0) y por lo cual el determinate de la matriz asociada cumple

Y1 Y2 .. Yn
ViYW
oYy e W =0, Vxel (1.15)
-1 -1 -1
I G =

pero dicho determinante es el W (y;,y2,...,y,), obteniendose de esta forma una contradiccién dado
que segun (i.) se tiene que W (yy,y2,...,yn)(x0) # 0 para algiin x fijo en el intervalo /.

De esta forma el supuesto dado en (ii.) es falso y por tanto queda demostrado que si existe un punto
xo € I'y su wronskiano W (y; (x), y2 (x), ..., yn (x))(x0) # 0, entonces las funciones son linealmente
independientes.
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Prueba b.

Para demostrar que W (y1,y2,...,y») =0, para toda x € I, a partir de la hipétesis las funciones yi,y2,...,V»
son linealmente dependientes en I, se procede de forma andloga segtin lo dado en (ii.), (iii.) y (iv.) en donde
se concluye lo que hay que demostrar.

Ejemplo 1.12
D |
Las siguientes funciones x,x>,x> son linealmente independientes (L.I). Dado que
x XX xX
W) =1 2x 3x% |=2#£0, Vx#£0. (1.16)
0 2 o6x

En la figura 1.7 se pueden visualizar las graficas de dichas funciones y su wronskiano.

El Wronskiano de las funciones es 2 x*
20

2

Figura 1.7: Wronskiano y grifica de funciones con criterios: x y x*> y x°

Fuente: elaboracién propia con MATHEMATICA 10.3

Ejemplo 1.13|

Note que {v/x+5, vx+5x,x—1, xz} representa un conjunto de funciones linealmente dependientes
(LD) en I =]0,0[, pues v/x+5x=1-1/x+5-(x—1)+0-x*> y ademds se puede probar al determinar
el Wronskiano de dichas funciones, el cual es 0 paratoda x € 1I.

Observacion 1.3 Si W = 0 para cualquier x € 1, esto no significa necesariamente que las
funciones son LD. Por ejemplo escoja yi(x) =x*> y ya(x) =x|x|, dichas funciones son LI en
[ =] — o0, 00[ (se puede visualizar al trazar su grifica como se muestra en la figura 1.8 que una no
es miltiplo de la otra), peroel W(y;,y2) =0 para todo nimero real.

Ecuaciones diferenciales Ordinarias 19



2

— X

, .
-20 -10 10 20 x1x]

-200

-400 |

Figura 1.8: Grifica de funciones con criterios: x*> y x| x|
Fuente: elaboracion propia con MATHEMATICA 10.3

Ejercicios 1.1 [Ejercicios de retroalimentacion]

3%

@ 1.1.1 Determine el wronskiano de las funciones dadas y posteriormente ingrese a pagina
interactiva Wronskiano de funciones para comprobar dichos resultados.

a.
b. yi(x)=e

C. y1(x) :‘92)67 yz(x — e4x

d. yi(x) =e", y2(x) = xe*

e. y1(x) = e*cos(2x), y2(x) = e**sin(2x)

f. y1(x) = cos(5x), y2(x) = sin(5x)

g. yi(x) = 7%, ya(x) = 242

h. yi(x) =x%e*, y,(x) = %

i y1(x) =x, y2(x) =22, y3(x) =°

jo y1(x) = ¥, ya(x) = 3e?, y3(x) = Te*

k. y1(x) =x, yo(x) =¥, y3(x) =™

L yi(x) =€, ya(x) =xe, y3(x) = 12>
m. y;(x) =2, y2(x) = sin?(x), y3(x) = cos?(x)
n. yi(x) = e, y(x) = 3, y3(x) = 2"+ 7e*

@ 1.1.2 Pruebe que si f(x) es una funcién no idénticamente cero y continua en cierto intervalo
I, entonces f(x) y xf(x) son funciones linealmente independientes.

1 1 1
@ 1.1.3 Muestre que W (e, e?*,e%) = el@tbte)x| ¢ b ¢ |, cona,b,c€R
a b
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1.1.7 El operador Lineal D"

Definiciéon 1.9 (Operador)
Sea 7 un nimero entero positivo; los simbolos D, D?, ..., D" se llaman operadores debido a que ellos
definen la operacion de tomar la primera, segunda, ..., enésima derivada de una funcién determinada,
es decir, convierte una funcién derivable en otra funcién, asi por ejemplo

e3x

D(x2+ 1) =2x, Dz(e3x) =3

De acuerdo a lo anterior se tienen las siguientes equivalencias:

dy d?y d"y
Dy=_=y, Dy=_5=y'.., Dy )

Definicion 1.10 (Operador lineal)
El operador D", n entero positivo, se denomina operador lineal si cumple las dos propiedades
siguientes, para cualesquiera f (x) y g (x) funciones diferenciales y k constante:

= D" (f(x)+8(x)) =D"f(x)+D"g(x)
= D" (kf(x)) = kD" f (x)

Ejemplo 1.14
Para la funcién y = e — 3x?, evaluar D>y — D’y + 2Dy +y.
Solucién
Dy=D(e™*—3x*) =D(e™) —3D(x*) = —e* —6x =
D*(e ™ —3x%)=D(—e*—6x)=e *—6=

D¥(e*—6)=D(e™*—6)=—¢*

Sustituyendo en D3y — D%y + 2Dy +y se tiene

(D> —D* 42D+ 1)y = -3¢ " +6— 12x — 3x

Ejemplo 1.15|

1 Para la funcién y = senx — 4x3, evaluar D>y —4Dy+y (%)

Solucion

Dy = D (senx —4x>) = D (senx) — 4D (x*) = cosx — 12x* =
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D?*y =D (cosx — 12x*) = D (cosx) — 12D (x*) = —senx — 24x

Sustituyendo en (x) tenemos

(D2 —4D + 1) y = —senx—24x—4 (cosx — 12x2) + senx — 4x> = —4x> + 48x> — 24x — 4 cosx

Ejemplo 1.16
Determine la ecuacién diferencial correspondiente a (D — 06)2 y=3.
Solucién

Dado que (D — o))*y = (D*—2aD+a?)y=D?y—2aDy+ o’y =y" —2ay + a?y.

Por lo tanto la ecuacién diferencial asociada es

y”—2(xy'+062y:3

Ejercicio

Verifique que  (D?+5Dy+6)y cumple que (D+2)(D+3)y=(D+3)(D+2)y

Observacion 1.4 En los operadores diferenciales de coeficientes constantes, el orden de los
factores no altera el producto,es decir, cumple propiedad de conmutatividad mientras en un OD
de coeficientes variables no lo cumple, por ejemplo se puede probar que (xD+ 1)(D+2) #
(D+2)(xD+1).

Aniquilador o anulador

Se dice que el operador ¢ (D) con coeficientes constantes aniquila o es un anulador de la funcién F(x) si
ysolosi ¢(D)F(x)=0.

Ejemplo 1.17
D |

a. D es anulador de toda funcién constante, pues D(a) = 0; Va € R.
b. D? es anulador de ax+ b donde a,b € R en particular note que D*(2x+3) = 0.
¢. D—4 esanulador de ¢* porque (D —4)e* = D(e*) — 4™ = 0.

d. (D+3)? es anulador de 7xe, pues (D +3)?(7xe3*) = 0 (verificarlo).
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e. (D> —2)3 es anulador de x* cos v/2x, pues (D? —2)3(x*cos(v/2x)) = 0.

f. D> +b* esanulador de sen(bx) yde cos(bx) dado que se puede verificar

(D? +b?) sen(bx) = 0 = (D? + b*) cos(bx)

A continuacién se muestra un resumen de algunos anuladores, donde a, 8 son constantes y n € N. La
columna de la izquierda muestra el anulador de las funciones en la columna derecha y también de sus
combinaciones lineales:

Anulador Funciones que anula .

D" Lx,x2, - x" 1

D—a e

(D_a)n eax’xeax7x28ax_nxnfleax

D? + 82 cos(Bx), sen(Px)

(D?>+ B2)" cos(Bx),xcos(Bx),x*cos(Bx) - --x"~! cos(Bx)

sen(fBx),xsen(Bx),x*>sen(Bx)---x" ! sen(Bx)

((D—a)*>+B>)" e™ cos(Bx),xe cos(Bx),x>e® cos(Bx) - - - X"~ 1e* cos(Bx)
sen(fBx),xe™sen(Bx), x>e®sen(Bx)---x" e sen(Bx)

Ejemplo 1.18|
b |
El anulador para la funcién F(x) = 5¢* — 6sen(4x) es (D —3)(D*+ 16).

En efecto, al considerar los anuladores de cada una de las partes de la funcién y luego se toma el
producto de ellos, se tiene que D —3 anula a e* pues (D —3)e* = 0y por otro lado D?> + 16 anula
asen(4x) ya que (D*+16)(e*) = 0 asf entonces se tiene que

(D—3)(D*+16)

es anulador de la funcién F(x) = 5¢* — 6sen(4x).

Ejemplo 1.19

b |
El anulador para la funcién F(x) = x*¢*sen(5x) +e*(x +1) es ((D—2)+25)*(D—1)>.

En efecto, pues al considerar los anuladores de cada una de las partes de la funcidn, se tiene que
((D—2)+25)* anulaax’e*sen(5x) y por otro lado (D — 1)? anula a e*(x +1).
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Ejercicios 1.2 [Ejercicios de retroalimentacion]

@ 1.1.4 Determine el operador anulador de las siguientes funciones

a) f(x) = 13x+9x* — sen(4x)
(

b) f(x)=(2—¢)?

c) hix)=3+¢" cos(2x)

d) n(x) = "+ 2xe* —x3e™*

e) m(x) = x*e** — senx + 10cos(5x)
z(x) = xe?* cos(3x) + ¥ — 2xe*
r(x) = 2x> — 1+ 2xsenx — 3cosx

@ 1.1.5 Demostrar que si f € C"(I) y ¢(D) es a € R o con a en los complejos entonces

¢ (D) (e f(x)) = eT¢(D+a)(f(x))
Use dicho resultado para comprobar
a) (D+2)(D—2)3(x*¢*) =0
b) (D —3)"(e¥x") = nle™*

1.1.9 Ecuaciones Lineales y la Notacion de Operadores

La ecuacién diferencial lineal de orden n:  a, (x)y™ +a,_1(x)y" D + ... 4+a; (x)y +ao (x)y=F (x) !
se puede escribir en notacion de operadores como

(anD" +ay_ D" '+ ...+ a1D+ap)y =F (x) 1)

Si ¢ (D) =a,D"+ an_1D" '+ ...+ a; D+ ay, entonces la ecuacién diferencial (1) puede escribirse de la
siguiente forma

¢ (D)y=F(x) (2)
Observacion 1.5 Otra notacién referente a (1) es el operador diferencial
L=a,D"+a,_\D" '+ ...+ a;D+a,

escribiéndose la ecuacion diferencial (1) como sigue

IRecuerde que ag (x),a; (x),...,a, (x),F (x) son funciones reales continuas que dependen sélo de la variable independiente
x y definidas en un intervalo comtn 7, con a, # 0 paratodax &l
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Ejemplo 1.20|
D |
La ecuacién 3y(*) — 5y +y = senx se expresa en la notacién de operadores como
(3D* —5D° 1)y = senx;
ademds la forma abreviada de estas ecuaciones es de la forma ¢ (D)y=F (x) donde

¢ (D) =3D*—5D>+1 , F(x) = senx.

1.2 Ecuacion diferencial lineal complementaria u Homogénea ¢ (D)y =0

Definicion 1.11
Dada una ecuacién diferencial lineal de orden n de la forma ¢ (D)y = F(x), con F(x) # 0 entonces
su respectiva ecuacién complementaria es ¢(D)y = 0. En particular, si F(x) = 0, la ecuacién
complementaria de ¢ (D)y = 0 es ella misma.

Ejemplo 1.21|
1. La ecuacién complementaria u homogénea de x>y +xy' —2y =Inx esta dada por

2y +xy —2y=0

/"

2. La ecuacién complementaria u homogénea de 3y” —2xy’ =0 esta dada por ella misma.

Teorema 1.3 Principio de superposicion ecuaciones ¢(D)y =0

Sean yi,y2, ..., yn soluciones de la ecuacion diferencial ¢ (D)y = 0 de orden n, para x en el intervalo
1, la combinacién lineal
y=ciyi+cy2+---+cpyn

conc;, i =1,2,3,--- n constantes arbitrarias, también es una solucién para x € 1.

Prueba

i. Sean yj, y2,...,y, soluciones de la ecuacién diferencial de orden n  ¢(D)y = 0 de esta forma
o(D)y1 =0, ¢(D)y2=0---, ¢(D)y, =0y se debe probar

O(D)(ciy1+cay2+---+cnyn) =0

concj, i =1,2,3,--- ,n constantes arbitrarias.

iii. Se define y = c1y; +coy2 + - +cpyncon ¢;, i = 1,2,3,--- ,n constantes arbitrarias, luego por lo
dado en (i) y ademas la propiedad de linealidad del operador se tiene
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¢ (D)(ciy1 +cayr+- -+ cnyn) = c10(D)y1 +c2¢(D)y2+ -+ - +cnd (D)yn
=C 0+C20++Cn020

demostrandose de esta formay = c1y; +cay2 + - - - + ¢y, €s solucion de la ecuacién diferencial ¢ (D)y, = 0.
Corolario

A. Un multiplo constante y = c1y; (x) con y; (x) una solucién de la ecuacién diferencial ¢ (D)y, = 0 también
es solucién de dicha ecuacién diferencial.

B. Toda ecuacién diferencial lineal homogenéa siempre tiene la solucion trivial y(x) = 0..

Ejemplo 1.22

Considere la ecuacién diferencial lineal homogenéa y”(x) — 5y(x) = 0, la cual puede comprobarse
que tiene a y; (x) = V3 y v, (x) = ¢~V como soluciones de dicha ecuacién diferencial. Luego
es fécil probar que la funcién y =c; - e Hye,- e V3 con €1 y ¢z constantes arbitarias también es
solucién de la ecuacién diferencial y”(x) — 5y(x) = 0.

1.2.1 Soluciones de una ecuacién diferencial lineal homogénea y el wronskiano

Consideremos la ecuacién diferencial lineal de orden n, ¢ (D)y = F (x) y su respectiva ecuacién comple-
mentaria u homogénea ¢ (D)y = 0 donde ¢ (D) = a,D" +a, D" ' +...4+a;D+ap con

Teorema 1.4 : Criterio para soluciones linealmente dependientes e independientes de ¢ (D)y =0

Sean yj (x), y2 (x),...,yn (x) soluciones de la ecuacion diferencial lineal homogénea ¢ (D)y = 0 en
algun intervalo /.

a. Las soluciones y;,y2,...,y, de ¢ (D)y =0sonld < W(y;,y2,...,y,) = 0 para algtn xo € 1.
b. Las soluciones y;,y2,...,y, de ¢ (D)y =0sonli < W(y;,y2,...,yn) 7 0 para todo xp € I.

Demostracion a. Parael casode n =2

(=)

Suponga que y; y y» son Id, se demostrara que W (y1,y;2) = = y1y, — 2y} = 0. Si una de las

/ /

b))
dos funciones es cero, la conclusién es obvia. Al ser /d, se tiene que y, = cy; para ¢ € R, de modo que

¥h =cy|. Asi que yicy| —cy1y), =0.= W (y1,y2) =0

‘ Y1 Y2

(<)
Suponga que W (y1,y2) = ‘ );, ;}/2 = y1y4 —y2y; = 0, hay que probar que y; y y, son ld
1 2
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Suponga que y; # 0, entonces al dividir wronskiano por y% se tiene

W(iy2) _ yh =y _ (yz)':()

y% y% Vi

integrando se obtiene 2 _ k, con lo que y, = kyy, para algin k. probandose que y;,y, son ld.
1
Prueba b.

(<)
Suponga W (y1,y2,...,yu) # 0 para todo xq € I, luego hay que mostrar que las soluciones y;,ys,...,y, de
¢ (D)y = 0 son linealmente independientes (li) .

Seaciyi+coyo+---+cpyn =0, Vxelconc;, i =1,2,3,--- n constantes arbitrarias, luego derivando
n — 1 veces dicha ecuacion se tiene el sistema

c1y1+coys+- +cuyn = 0
ciyy F ey + e, =0
Vi " " _
ciy) ey +- -+ enyy = 0
Clygnil)+62ygn71)+"‘+cnyr(1nil) = 0

Note en el sistema formado anteriormente para cada xo € I el determinante de la matriz asociada es
equivalente al wronskiano W (y;,y2,...,y,), €l cual por hipétesis es dintinto de cero para todo xq € I, por
lo que se cumple que

yroo Y2 - In
Yoo Ye o oW
! ! /!
Yoo Y2 oo Jn #0, Vxel 1.17)
-1 -1 —1
ygn ) ygn ) ygln )
asi, se prueba que ¢; = ¢; = ... = ¢, = 0 y de esta forma las soluciones y;,y2,...,y, de ¢ (D)y =0 son

linealmente independientes (li) para todo x¢ en el intervalo 1.

(=)
Suponga que las soluciones yy,yz, ...,y, de ¢ (D)y = 0 son linealmente independientes (li) para todo xo en

el intervalo 7, ahora se debe probar que W (yy,y2,...,y,) # 0 para todo x € I. Para ello se recurre a prueba
de reduccion al absurdo.

Suponga W (y1,y2,...,y,) = 0 para algdn xo € I y considere el sistema

ciy1+cyr+---+cpyn = 0
ciyy+eayh+ -+ cnyn =0
iyl +ehy+- -+ enyn = 0
e Vel e = 0
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posteriormente como el determinante del sistema asociado es equivalente al W (y;,y2,...,y,) se tendria

yr Y2 o In
i Ya e
oY e Wy -0 (1.18)
-1 -1 -1
N B e
para algtin xq € /, lo que implica existan infinitas soluciones para cy, ¢z, - - , ¢y, siendo esto una contradiccién

ya que por hipétesis se tiene yi,y, ..., y, son soluciones de ¢ (D)y = 0 linealmente independientes (li) para
todo xo en el intervalo /. Por lo que de esta manera debe darse W (yy,y2, ...,yn) # 0 para todo xo € I.

Ejemplo 1.23
b 4x

1. Siy; =e ¥, y, = e*,y3 = ke ™" son soluciones de la ecuacién y” —y — 12y = 0 entonces

determine si:
a)yryyz2sonldoli

b) y1yyssonldoli

Solucion (a)

e—3x e4x

L3 gt | T 4% . oM — (—3e‘3" . e4") =Te* #0. Asf se tiene que = y;

Como W (e_3",e4x) = ‘

y y2 son [i.
Solucion (b) :

ef3x k€73x

W (e ¥ ke™3") = ’ B =e ¥ —3ke ¥ — (=3¢ - ke3*) = 0. Luego entonces y

3¢ —3ke
y y3 son ld.
Ejemplo 1.24
|
Dadas las funciones y; = x|x| y y»=x?enelintervalo = [—1,1]. Probar que y; y y»

a. Son linealmente independientes en /, aunque su wronskiano es igual a cero.
b. Son solucién de la ecuacién diferencial x?y” — 2y = 0.

c¢. Justifique porque no contradice el teorema del criterio para EDO de soluciones LI-LD.

Solucion a.
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2 osi 0<x<1

Observe que y; (x) :{ —x? si —1<x<0

otro lado note que W (y;,y2) = 0 para toda x € [—1, 1], pues:

, ademds se tiene y; = x* en el intervalo I = [—1, 1]. Por

x> ¥
» En [—1,0] se cumple W (y1,y2) = e x| 0.
P
= En [0, 1] se cumple W (y1,y2) = e o |T 0.
Para probar que yj,y, son linealmente independientes en I = [—1, 1], se procedera por contradiccion, es

decir, suponga que y;,y»> son linealmente dependientes en el intervalo, entonces debemos encontrar dos
constantes ¢ y ¢ no ambas cero, tales que:

clx]x]+czx2:0 en —1<x<1

de donde si —1 < x < 0 se tiene —cix” + cox? = 0, es decir, x¥*(—c; +c2) =0y si 0 < x < 1 se tiene
c1x* +cox? = 0, es decir, x*(c1 +¢3) = 0. De donde para ¢; # 0y ¢, # 0 este resultado es imposible. Esto
prueba que las funciones son linealmente independientes en /.

Solucion b.

Es ficil comprobar que y; = x|x| y ¥, =x? en el intervalo I = [—1, 1] son soluciones de la ecuacién

diferencial x%y” — 2y = 0, pues:
= En [—1,0] se cumple y = —c1x*> +cox’ = (—c1+c2)x* =y = —2(c1 —c2)x =y = —2(c1 —c2).

sustituyendo en la ecuacién diferencial x>y”" — 2y = 0 se verifica dicha igualdad.

» En [0, 1] se cumple y = c1x* +c2x? = (¢ +2)x* = Y =2(c1 +c2)x =y =2(c1 +c2).
sustituyendo en la ecuacién diferencial x2y” — 2y = 0 se verifica dicha igualdad.
Por lo tanto y = c;x|x| 4 c2x? es solucién general de dicha ecuacién diferencial.

Solucion c.

De acuerdo a los resultados de a. y b. se comprobé que y;,y, son linealmente independientes y su W = 0;
esto parece contradecir al teorema; pero no es asi, pues se observa que la hipétesis ap(x) # 0, Vx en

intervalo I comtin no se cumple en este caso, ya que que as(x) = x? es cero en x = 0, ademds despejando y”

de nuestra ecuacién se tiene y’ — Sy = 0, de donde a; (x) = —— es discontinua en x = 0. Por lo tanto,
X X

no se puede aplicar dicho teorema.

Teorema 1.5

Dada una ecuacion diferencial lineal homogénea ¢ (D)y = 0 de orden n sobre intervalo [ existen n
soluciones linealmente independientes de ella.

Prueba

Por TEU de ecuaciones diferenciales lineales ¢ (D)y = 0 de orden n, existe una tnica solucién
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yi(x) que satisface y;(xo) =1, ¥} (x0) =0,y (x0)

0,--,y
y2(x) que satisface y2(xp) =0, y5(x0) = 1,¥5(x0) =0

[ 7y2 (XO) =
ya(x) que satisface y,(x0) = 0, ¥, (x0) = 0,/ (x0) = 0, -+ , Yo" (xg) = 1

lo anterior prueba la existencia de n soluciones, ahora basta probar que las funciones yi,ys,...,y, de
¢ (D)y = 0 son linealmente independientes (li), para ello suponga existen constantes ci, ¢, - - , ¢, tales que

c1y1(x) +eaya(x) + -+ epyn(x) =0, Vx el
En particular si x = x( se obtiene que se debe cumplir ¢; = 0, derivando
oYy (xX) + - ey (x) =0, Vx el
de igual forma en particular si x = x( se obtiene que se debe cumplir ¢, = 0, y derivando nuevamente
cayy(x)+-+eyh(x) =0, Vxel
y continuando el proceso se obtiene que

cp=c=--=¢,=0
probando asi que y;,y, ..., y, son soluciones de ¢ (D)y = 0 linealmente independientes (li).
Definicion 1.12

Un sistema fundamental de soluciones de una ecuacién diferencial lineal homogénea normal de
orden n es un conjunto de cualesquiera n soluciones particulares linealmente independientes.

Teorema 1.6 (Definicion de solucién general de ED homogéneaq)
Sean y1,yz,...,y» soluciones linealmente independientes de la ecuacién diferencial lineal homogénea
¢ (D)y =0 en algin intervalo /, entonces su solucion general es:

Y=Y =ciy1+c2y2+ ... +cpyn®

“4Las soluciones {y1,y2,...y»} linealmente independientes en / constituyen un conjunto fundamental de soluciones.

Prueba

Hay que probar que cualquier solucién es combinacidn lineal de # soluciones linealmente independientes
Y1,Y2-.-,¥n de la ecuacion diferencial homogénea ¢ (D)y =0 en algin intervalo 7 .

Sea y una solucién cualquiera de la ecuacién diferencial que satisface las condiciones iniciales
Y(x0) =1, ¥ (x0) = y2," (x0) =3, )"V (x0) = yu

n
Sea z(x) = Y ciyi tal que z(xo) = y1, Z'(x0) = y2,2"(x0) =y3,-+,2"" "V (x0) = y, entonces
i=1
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([ c1y1(x0) +c2y2(x0) + -+ + Cayn(x0) =
1Y) (x0) + cayh (x0) + - -+ ¢y (x0) = »m

/! /! /! _
c1y (x0) + 25 (x0) + -+ - + cuyl, (x0) = »n
Clygn_l)(x()) —i—Czygn_l)(xQ) +oeee —I—Cnyg"_l)(xo) = Y

Dado que el determinante de la matriz asociada a este sistema es W[yy,...,y,] y estas funciones yi, ..., yn
son li entonces Wy, ..., yn] # 0, por lo que el sistema tiene solucién dnica, es decir existe constantes tnicas
c1,¢2,...,Cy que satisfacen que

n
2(x) = ) civi con z(xo) =y1, Z'(x0) = y2,2" (x0) = y3,++, 2"V (x0) =y
i=1
de donde como z(x) es solucién de la ecuacion entonces por el TEU en ecuaciones diferenciales lineales
homogéneas se tiene que : y(x) = z(x).

Ejemplo 1.25|

Se sabe que y; = e, y, = ™

y" —y' — 12y = 0 entonces su solucién general (o complementaria) es y = Cje >* + Cre™

son soluciones linealmente independientes de la ecuacion

Ejemplo 1.26

Considere el problema de hallar la solucién general de la ED homogénea con coeficientes constantes
y' =3y +2y=0& (D*-3D+2)y=0
El operador diferencial tiene coeficientes constantes, por lo tanto
D*>-3D+2=(D-1)(D-2)=(D-2)(D—1)

y ademas es facil comprobar que (D?> —3D+2)(e®) =0 y (D*—3D+2)(e") =0 entonces e* y
%" son solucién de la ED homogénea y por teorema (Si y; y y2 son solucién de la ED homogénea
entonces cualquier combinacion lineal de ellas es solucién también de la ED homogénea) se tiene
que

y= C162x + Cre*

Falta por verificar si dichas soluciones y; = ¢ y y, = ¢ son L.I, lo que ficilmente se puede
comprobar mediante el Wronskiano donde se cumple que W (y1,y2) # 0, Vx € R . Luego finalmente
se concluye que

y=0_C e +Cre”

es la solucién general de la ED homogénea y” — 3y’ +2y =0.

1.3 Ecuacion diferencial lineal no homogénea ¢(D)y = F(x)

Recordemos que una ecuacién diferencial lineal de orden 7 de la forma ¢(D)y = F(x), con F(x) # 0, se le
conoce como ecuacion diferencial no homogénea, acontinuacion se aborda teoria relacionada con este tipo
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de ecuaciones diferenciales.

Teorema 1.7
Si la funcién y; = u(x) es solucién de la ecuacién diferencial ¢ (D)y = F(x), y si la funcién
y2 = v(x) es una solucién de la respectiva ecuacién complementaria ¢ (D)y = 0, entonces la funcién
y=u(x)+v(x) estambién una solucién de la ecuacion diferencial ¢(D)y = F(x).
Demostracion

i) Como y; = u(x) essolucionde ¢ (D)y=F (x) = ¢ (D)u(x) =F (x).
ii) Ademads, como y, = v(x) es soluciénde ¢ (D)y=0= ¢ (D)v(x) =0.

iii) Sumando las dos expresiones (i) y (ii) se tiene que:

¢ (D)u(x)+¢ (D)v(x) =F(x) = ¢ (D) (ux)+v(x) =F(x)

Por lo tanto, y = u (x) + v (x) es una solucién de ¢ (D)y = F (x) .

Del teorema anterior, se puede inferir que si y; (x) = u (x) es una solucién particular (libre de pardmetros) de
¢ (D)y = F (x) y siys(x) =v(x) es la solucion general (contiene n pardmetros) de la ecuaciéon homogénea
¢ (D)y =0, entonces

y=v(x)+u(x) =y +y
~ —~~
Ye Yp

Es importante hacer la observacion de que para determinar la y, , es requisito indispensable conocer y.,
aspecto que se justificard mas adelante.

Ejemplo 1.27
‘ 7z . . . . . .,
Usando las técnicas estudiadas en lecciones anteriores, se puede verificar que la solucion general de

—3y=8¢Fesy=—2e ¥ 4+Ce¥.

De donde, la solucién complementaria de y/ — 3y = 0 es y. = Ce™* y una solucién particular de
—3y=8e" es y,=-2e".

Ejemplo 1.28

1 Resuelva la ecuacién de primer orden y' 4 4y = **

Solucion

— oJ4dx

Multiplicando la ecuacion y' +4y = e* por el factor integrante u (x) = ¢, se obtiene que
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e4xy/ + 4ye4x — e6x

o [e4xy]/ _ er

&My = /e6xdx

e6x

4x
Se'y=—+c
Y=

er
Sy=ce 4
6
er
Por lo tanto, la solucién complementaria de y' +4y = 0 es y. = ce~*" y una solucién particular es Yp = 3

Teorema 1.8 (Definicién de solucion general de ED NO homogénea)
Sean yy, y2,...,yn soluciones linealmente independientes de la ecuacién diferencial lineal homogénea
L(y) = 0“ y sea y, una solucién particular de la ecuacién diferencial L(y) = g(x), entonces la
solucién de esta ultima ecuacién es

y=ciyi1+oey2+...+cnyntYp

Ye

“Recuerde L = a,D" + a,_1 D" + ... +a; D+ ag se refiere al operador diferencial de ecuacién diferencial homogénea
de orden n

Prueba

i. SeaL=a,D"+a,_ D" ' +...+a1D+aq el operador diferencial de ecuacién diferencial homogénea
de orden n y sean Y (x) y y,(x) soluciones particulares de la ecuacion no homogénea L(y)=g(x)y

por tanto se cumple L(Y (x)) = g(x) y L(yp(x)) = g(x).

ii. Defina u(x) =Y (x) —y,(x), por la linealidad de ¢ (D) se debe cumplir

L(u(x)) = L(Y (x) = yp(x)) = L(Y (x)) = L(yp(x)) = g(x) — g(x) = 0

Esto demuestra que u(x) es una solucién de la ecuacién homogénea L(y) = 0.

iii. Luego de acuerdo a lo obtenido anteriormente y por el teorema 1.6 referente a la solucién general de
ecuaciones diferenciales lineales homogéneas se tiene

u(x) =cy-y1(x) +ca-y2(x) +c3-y3(x) + -+ cp - yalx)

=Y (x) —yp(x) = c1-y1(x) +c2-y2(x) 4¢3 y3(x) + -+ cn - yu(x).
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Por lo tanto, se concluye

Y(x) =cr-y1(x) +c2-y2(x) +¢3-y3(x) + -+ n - yu(x) +yp(x)

Ejemplo 1.29

D |
Considere la ecuacion diferencial lineal de orden dos y” +y = secx.

1. Verifique que y. = Acosx -+ Bsenx es solucién complementaria de ¢ (D)y =0
2. Verifique que y, = xsenx + cosxIn (cosx) es solucién particular de ¢ (D)y = F (x)

3. Determine la solucién general de ¢ (D)y = F (x)

Solucion 1 :

Como y; =cosx y y, = senx son ambas soluciones de y"+y =0 y ademds W (cosx,senx) = 1
entonces son /i, por teorema la solucién complementaria estd dada por y. = Acosx+ Bsenx.

Solucion 2:

Para y,, = xsenx+ cosxln (cosx), se tiene que
)4

. 1
y, = Xxcosx — sinxIn (cosx) = y, = cosx —xsenx — cosxIn (cosx) + —— sen’ x.

P COSX
Entonces sustituyendo en y” +y = 0 tenemos

| 1
cosx — xsenx — cosxIn (cosx) + —— sin’x | +xsenx+ cosxIn(cosx) = —— = secx.
cosx COSx

Por lo tanto es solucién particular de y” 4y = secx.

Solucién 3: Por 1, 2 y por teorema dado se tiene que la solucién general de y” +y = secx estd dada por

Yy =Yc+yp =Acosx+ Bsenx+xsenx+ cosxln (cosx)

Mediante software Mathematica 10.3 se puede comparar dichos resultados de la siguiente manera:
DSolve[y’’[x] + y[x] == Sec[x], y , x]y dando por resultado

y->Function[{x}, C[1]Cos[x] + Cos[x]lLogl[Cos[x]] + xSin[x] + C[2]Sin[x]

Observacion 1.6 Observe que de acuerdo a lo anterior la solucién general de una ecuacién
lineal no homogénea consiste en la suma de dos funciones:

Y=Yn+Yp

es decir, para resolver una ecuacién diferencial lineal no homogénea primero se resuelve la
ecuacion homogénea asociada y luego se determina cualquier solucion particular de la ecuacion
no homogénea. La solucion general de la ecuacion no homogénea.




Tecnolégico de Costa Rica Profesor: M.Sc. Norberto Oviedo Ugalde

Ejercicios 1.3 [Ejercicios de retroalimentacion]

@ 1.3.1 Verificar que ¢ (x) = x+ 1 es solucién de la ecuacién diferencial y” + 3y +y =x+4,
pero 1 (x) =2¢(x) no es solucion de dicha ecuacion diferencial.(justifique por que no contradice
el teorema 1.6 EDLn homogénea.

@ 1.3.2 Demostrar que si, las fuciones y1,y, son soluciones de la ecuacién diferencial y” +
y? = 0, NO necesariamente se cumple que ¢ (x) = C1y; +Cay; es solucién de dicha ecuacién
diferencial.(Justifique)

@ 1.3.3 Para cada afirmacion indique V si es verdadera o F si es falsa segun asi corresponda:

a. Si se sabe que yi,y2,y3 son soluciones de una ecuacién diferencial lineal homogé-
na de orden tres en un intervalo I y ademas, W (y1,y2,y3) # 0, entonces la expresion
y = C1y1 + Coy2 + C3ys, con Cp,(C,C3 constantes reales, no es la solucion general de la
ecuacion diferencial.

b. Si se sabe que y1,y2,y3,y4,y5 son soluciones de una ecuacion diferencial lineal homogéna
de orden cinco en un intervalo I y ademas, W (yy,y2,y3,y4,ys) = 0, entonces la expresion
y = C1y1 + Coyr + C3y3 + Cyy4 4+ Csys, con C1,Cr,C3,Cy,Cs constantes reales, es la solu-
cién general de la ecuacion diferencial.

c. Considere la ecuacién diferencial x?y” + 6xy’ + 6y = 0, si k; yk» corresponden a los valo-
res distintos de k para que y = x¥ sea solucién de la ecuacién diferencial dada, entonces la

. o 1
solucién general se puede escribir como y = C;.xK1 4+ C>.x%2 + p—
X

d. Las funciones y; = —e®, y, = 12¢™*, y3 = —3¢?* son soluciones linealmente dependientes
de la ecuacién diferencial y"' — 9y” 4+ 6y’ + 16y = 0.

e. Si se sabe que el conjunto de funciones { fi(x), f2(x), f3(x) } es linealmente independiente
en el intervalo I y ademds cumplen que a; fi(x) + axfa(x) + a3z f3(x) =0, Vx € I con
ay,ay,as constantes reales entonces a + a3 + a3 = 0.

f. Considere la ecuacion diferencial

¢(D)y = F(x) [1]

lineal de coeficientes reales. Si y; = ¢*,y» = x son soluciones de la ecuacion diferencial
¢ (D)y =0y ademds y = 3e™* es solucidn particular de [1], entonces una solucién de la
ecuacion diferencial [1] corresponde a y = —4e* — % +3e~.

g. Siy1,ys son soluciones linealmente independientes de y” + p(x)y’ + ¢(x)y = 0, entonces
con certeza c1y1,c2y»2 son soluciones linealmente independientes siempre y cuando ¢y y
¢> sean constantes no nulas ambas.
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® 1.3.4 Considere ecuacién diferencial x*y” — 4xy’ +6y =0 en | — oo, oo|.

a. Compruebe que y; = x> yy; = |x|? son soluciones linealmente independientes de la EDO
lineal dada.

b. Muestre que W (y1,y2) = 0 para todo nimero real.

c. Determine si lo obtenido en inciso anterior (b.) contradice el teorema del criterio para
soluciones linealmente independiente.

2

d. Verificar que ¥; = x> y ¥» = x? son también soluciones linealmente independiente de la

EDO lineal dada en | — oo, o).

1.4 Reducién de Orden

La técnica de reduccion de orden que se estudiard en esta sesién permite determinar en ecuaciones dife-
renciales lineales de segundo orden homogéneas una segunda solucidn, y;, a partir de una solucién y; no
trivial linealmente de ella.

Dicho método consiste en dada una solucién y; (x) de la ecuacion diferencial

Y'(x) +P(x)y' + Q(x)y(x) =0

tomar el cambio de variable y, (x) = u(x)y; (x) y determinar la funcién u(x). Este método se llama reduccién
de orden porque debemos resolver una ecuacion lineal de primer orden para hallar u(x) de donde de acuerdo
al cambio de variable planteado se llega a la ecuacidén diferencial

u’ (x) + (P(x) + Zyyf) u'(x)=0

posteriormente se toma cambio de variable u/(x) = v(x) y de esta forma la ecuacién anterior se transforma
en la ED de primer orden en v(x).

Por medio del siguiente ejemplo y teorema de segunda solucién en ED lineales de segundo orden homogé-
nea se ilustra los procesos involucrados.

Ejemplo 1.30
q

Sea y; = x solucién en ]0, o[ de ecuacion diferencial

1
xy' 4y — =0 @

aplique el método de reduccion de orden para determinar una segunda solucién y, linealmente
independiente a y;.

¢ Tomando el cambio de variable y = u(x)y; (x) = u(x)x, luego derivando con respecto a x dos veces
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se tiene
Y =ux+u Y =u"x+2d (2)

de donde sustituyendo lo obtenido en la ecuacién diferencial (1) se tiene ahora
".2 !
ux +3ux=0

dado que x # 0 debe darse u”x+ 3u’ = 0, la cual representa una ecuacién diferencial lineal de
segundo orden en u(x) y se transforma mediante el cambio «’(x) = v(x) en la ecuacién diferencial
lineal de primer orden

Vx+3v=0

con i = x° y al resolverla se tiene

v=kx 3 =u =kx3

de donde resolviendo esta ultima ecuacion diferencial se obtiene

—kx 2
= c
u(r) = —+
con k,C constantes arbitrarias y tomando k = —2 y C = 0 se tiene u(x) = x~? y de esta forma la
segunda solucion viene dada por
1
Y2 =
X

Puede probarse mediante el wronskiano que W (yy,y,) # 0 para toda x €]0,o].

1 1
“Conviene en un primer momento dividir por a;(x) la ED para transforma en y” + -y — =y =0
X x

Este procediemiento se generaliza mediante teorema 1.10 de la segunda solucién de ecuacion diferencial
lineal de orden dos homogénea dado mds adelante.

Teorema 1.9 (Identidad de Abel)
Sean yy,...,y, soluciones de la ecuacién diferencial homogénea

¢ (D)y=0

a1 (¥) dx

en algin intervalo [ entonces W [y1,y2,...,yu] = Ce / an(x) Ademds, como

/anl(x)d
e an(X) " > 0 entonces W y1,¥2,-90] =0 C=0 o Wly,y2,....0n] #0& C #£0.

Demostracion orden 2: a;(x)y” (x) +a; (x)y' (x) + ao(x)y(x) =0 (1)

Dado que ay(x) # 0 la ecuacién diferencial (1) se puede escribir y” + P (x)y' + Q(x)y =0 (2) yaside
esta forma para y; y y, soluciones de (1) en un intervalo /, hay que probar que

W [y1,y2] = ce™ P (1.19)
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conc € R.

Como y; y y» son soluciones de (2), entonces cumplen con la ecuacién, asi

WAHPE+QE) 3 =0=) = —PE)1 —0@)n (+)

Yo+ P(x)h+0(x)y2=0=yy=—P(x))h —Q(x)y2 (%)

Por otra parte derivando el wronskiano W [y;, 2] con respecto a la variable x, se tiene

d‘ yll Y2
dw Vi Va d(y1yh —y2yh)
— == de L = yh vy — oyt — v = yiys — vy

luego de () y ()

dW /! /! / /
=Y =y (=P(x)y5 — Q(x)y2) —y2 (—P(x)y} — Q(x)y1)
dW / / / !

T = P+ Py = PX) (ys —y2yy) = —P(x)W (y1,y2)

de tal forma se tendria que w' + P(x)w =0=w = Ce [ PW)dx

Ejemplo 1.31

D |
Considere las funciones y; = ¢*cos (2x) y y, = e*sen(2x)

a. Pruebe que son soluciones linealmente independientes de la ecuacion diferencial
y' =2y +5y=0

b. Verifique la identidad de Abel.

Solucién Parte (a)

Vamos a verificar y; y y» son soluciones de la ecuacién diferencial, para ello primero
y1 = e“cos (2x) = y| = e“cos2x —2¢ sen2x = y| = —3e cos2x —4e*sen2x

donde luego sustituyendo en la ecuacion diferencial se tiene

—3¢" cos2x — 4e*sin2x — 2 (e* cos2x — 2¢* sen2x) + 5 (¢*cos (2x)) = 0

Igualmente para y,. Ahora se prueba que son linealmente independientes pues

e* cos (2x) e“sen (2x)

W22 =1 prcosax—2etsin2r 2e%cos2v+esen2x
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= e*cos (2x) - (2¢* cos 2x + e* sen2x) — (€* cos 2x — 2¢* sin 2x ) (¢* sin (2x))
= 2% £0.

Por lo tanto son soluciones linealmente independientes.
Solucion Parte (b)

— | —2dx
Segiin la identidad de Abel debe cumplirse que W (y;,y2) = Ce / =Ce¥ =2e"=C=2.

Ejemplo 1.32

Considere la siguiente ecuacién diferencial x3y” — 12x%y’ 4+ y = 0. Determine el wronskiano de dos
de sus soluciones y; y y» que satisfacen que y; (1) =y (1) =2, y2(1) =0y y5(1) =33

Solucion

Dada la ecuacion diferencial x°y” — 12x%y' +y = 0 y utilizando teorema de la identidad de Abel se cumple

entonces:
12

dx
W(yi(x),»2(x) =Ce/ x  =cCx'* [1]

Por otro lado si aplicamos la definicién del wronskiano para y,ys se tiene, W (y;(x),y2(x)) = y1y5 —¥iy2
y dado que y; (1) =y (1) =2, y2(1) =0y y5(1) = 33 entonces :

W(yi(1),y2(1)) = yiyh — yiy2 = 66 [2]

luego observe que en [1] se tiene W (y;(1),y2(1)) =C-1 = C [3], de donde por lo obtenido en [2] se
obtiene
C =66

de esta forma
W (y1(x),y2(x)) = 66x'
La segunda solucion de una ecuacion diferencial de orden dos

El siguiente teorema nos permite obtener la segunda solucién de una ecuacién lineal de segundo orden, a
partir de una solucién conocida.

Teorema 1.10 (Teorema segunda solucion)

Si y1 (x) es solucién, en algdn intervalo I, de la ecuacién diferencial y”’ + p(x)y +¢q(x)y =0
entonces la otra solucién linealmente independiente con y; (x) en /, estd dada por

e~ [ p(x)dx
y2 (%) =1 (x)/(yl(x))zdx (1.20)

En tal caso la solucién generales y=Ciy;+Cryo
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Demostracion

i) Recordemos que por identidad de Abel W (y1,y2) = ce™ /PO = y iy —yhyy = ce™/ PX)dx
de donde al dividir por y; # 0

yll Ce—fp(x)dx

R (1.21)
Al Y1

es una ecuacion diferencial lineal de primer orden en variable dependiente y,.
/!

- )]

J—ﬁd)’I — e—lny] _

ii) De donde su factor integrante serd F (y;) =e y al mutiplicarlo en 1.21 se tiene

Y1
ylz - YZ%: ce— | p(x)dx
- 2
Y1 N
1 / Ceffp(x)dx
) e
Y1 1
/ ce jp
ce—Jp(x)dx o
de esta forma y, = y; / ————dx, , luego como ¢ es una constante arbitaria tome ¢ = 1 para obtener
N
e~/ p(x)dx
S
N

Ademads se verifica que y; y y» son linealmente independientes ya que

" f - fpmdx

Whiy)=| ,
Y1 Y1

1 e /P (x)d‘(

e~ JP(x)dx e~ p(x)dx e~ Jp(x)dx e~ Jp(x)dx
—h [t it [ dr =i = e
)’1 }’1 yl yl

Finalmente se tiene por solucién general a
y=Ci-yi+Cy

para C, C; constantes arbitrarias.
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Ejemplo 1.33|

Determine la otra solucién y,, linealmente independiente con la solucién particular y;, ademas
indique la solucién general de la respectiva ecuacion diferencial

a) y/+2y —15y=0 con y; = e>*,

b) 2y 0/ + (2 =) y=0  cony =5 x>0 @

3x

Solucién Parte (a.) : Como y; = ¢, entonces y; = 3¢* y y| = 9¢**. Luego sustituyendo en la ecuacién

diferencial tenemos

9¢%* +2-3¢* — 15-¢* =0,

por lo tanto y; es solucidn.

Para hallar y, tomamos

,.['de —2x 1 - 5S¢
2=y / ‘ 7 = e3x/ ¢ sdx = e3x/e’8"dx R SR
Y1 (e3¥) 8 8

—1675)‘

8
Como y; y y2 son soluciones linealmente independientes de la ecuacién diferencial entonces su solucién
general serd

Asientonces se tiene, y; =

y=Cie* +Ce ™

! 1 senx
Solucién Parte (b): Escribimos la ecuacién como y” + Y + (1 — 2) y=0 ydado que y; = — es
x 4x VX
solucién entonces
— [ —Inx
(x) = Senx [ e”'w . _senx fe” ™ senx [ oo . _ _Senx . . _COSX
PITVR ) (e T VA e TR VR Vi
N *
Asi, la solucién general estd dada por
senx COSX
y=C +C——

VT

ﬁ Puede ingresar a pagina interactiva Teorema de la segunda solucién para comprobar dichos
resultados.
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Ejemplo 1.34
D . o :
Muestre que @ (x) = x-sen(x) es solucién de la ecuacién diferencial

X%y —2xy' 4 (x> +2)y =0

luego determine @, (x) de la ecuacién diferencial anterior tal que {@;(x), ¢,(x)} constituyan un
sistema fundamental de soluciones para la ecuacién diferencial dada.

Solucion:

Note que si @ (x) = x-sen(x), entonces: @’(x) = sen(x) +x- cos(x), ¢”(x) = 2cos(x) — x - sen(x) luego si
es solucién debe satisfacer la ecuacién diferencial x*y” — 2xy’ + (x> +2)y = 0, en efecto pues al sustituir
en ella se cumple

x?(2cos(x) — x - sen(x)) — 2x(sen(x) +x- cos(x)) + (x* +2) (x - sen(x))

3

=2x? - cos(x) — x> - sen(x) — 2x - sen(x) — 2x% - cos(x) +x° - sen(x) + 2x - sen(x)

=0
De esta forma se verifica, @) (x) es solucion de la ecuacién diferencial dada.

Posteriormente para determinar la segunda solucién ¢, (x) linealmente independiente con ¢ (x), primero

2y (P42
se reescribe la ecuacién diferencial dada como: y” — 2 + M =0, luego de acuerdo al teorema de
X

la segunda solucion se tiene

o Fdx 2
P = <P1/ P dx = xsen(x) ./xzsenz(x)dx = —xsen(x)cot (x) = —xcos(x)

Al ser {xsen(x),—xcos(x)} soluciones linealmente independientes de la ecuacion diferencial dada, se
cumple constituyen un sistema fundamental de soluciones y por tanto se tiene por solucién general:

‘y = Cj-xsen(x) — C, -xcos(x) ‘

para Cy,C, constantes arbitrarias.

Ejemplo 1.35

Verifique que la funcién y; = cos (%) es solucién de la ecuacion homogénea de

xSy//+2x4y/+y -0

posteriormente determine la otra solucién linealmente independiente de la ecuacion diferencial
homogénea.

Solucion:
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Para comprobar que y; es solucién de la ecuacién homogénea basta con derivar dos veces, sustituir y ver si
satisface dicha ecuacién diferencial, es decir, dado que

1 _ sen (1 —cos (1) -x2.x2—2x-sen (1 —cos (1) —2x-sen (L
yll = sen () X 2: xgx); y/l/: (x) x4 (x):>y/1/: (x) x4 (x)

y al sustituir lo obtenido en la ecuacién homogénea x>y” +2x*y +y =0

L (—cosm —4zx-sen<;>> o ( gi)) oo (1))
X X X
1 5 1 5 1 1
= —xcos| — ) —2x"sen| — | +2x“sen| — | +xcos|[ — ) =0
X X X x

~.y1 = cos(1) es solucién de la ecuacién homogenéa.

Ahora para determinar la segunda solucion linealmente con yj, se recurre al teorema de la segunda solucién

e/p(x)dx
Y2=Mn 7(})])2

i
= Cos (i) '/cosz(l)dx

x
1 —21In(x)
= cos <) ~/6de
v) ') o ()
1 1
=cos|— || =———<dx
<x> /xzcosz(l)
. PO . S 1 . 1
si en esta ultima integral se realiza la sustitucion u = — se tiene du = ——dx
by X
1 —1
=cos | — ‘/7du
<x> cos?(u)
1 2
=cos | — ~/—sec (u)du
X
()= ()
=cos| — | -—tan| —
X X
(5)
Y2 =—s8€n| —
X

Finalmente la solucién de la ecuaciéon homogénea esta dada por

1 1
y=1Cj-cos () +C, - sen ()
X X
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Ejemplo 1.36
Considere la ecuacion diferencial:
(x*+1)y" —3x°y +3xy =0 (%)

1. Verifique que y;(x) = x es solucién de (*)
2. Obtenga otra solucién y,(x) de (*) y que sea linealmente independiente de y; (x).
3. Verifique que efectivamente yj, y» son linealmente independientes.

Solucién:
1. Siy;(x) =x, entonces | = 1,5 = 0, sustituyendo en (x> + 1)y — 3x?y' + 3xy = 0 se tiene que:

(P +1)-0-3x>-143x-x=0

2. Para obtener la segunda solucién de dicha ecuacion diferencial se utilice el teorema de la segunda
solucion de Abel de donde:

)CZ
e_f_,\ngldx
nx) = x'/idx

x2

In(x3+1)
= x-/e dx
X

X
x? 1+
= x|=—-——-+4c
2 x
3
por lo que se puede tomar yz(x)zj—l,conc:o.

3. Aunque el teorema de segunda solucidn ya garantiza que la segunda solucién obtenida en la parte
anterior cumple ser linealmente independiente (1.i) a la solucién ya dada, se puede verificar también
utilizando el wronskiano:

33 X3
W(y1,y2) = :7—54-1:)634-1750

por lo que yy,y; son [.i para toda x % —1

Ejemplo 1.37

Considere la ecuacion diferencial:

(—1=2x—2)y" +2(1+x)y =2y [1]
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1. Halle una solucién de la forma y = 1 + bx de la ecuacién diferencial [1].
2. Determine la solucién general de la ecuacion diferencial denotada con [1].

“ Solucion

Puede visualizar explicacion y solucién de dicho ejemplo,dar click al video explicativo del mismo a través
del link: https://youtu.be/M-Kz91lakjko

Ejemplo 1.38)

Halle una ecuacion diferencial lineal homogénea (necesariamente de coeficientes variables) que
tenga y = Ae* + Bx*e® como solucién general con A, B constantes arbitrarias.

Solucion:

Note que para y = Ae* + Bx*¢* sea solucién general de una ecuacién diferencial lineal homogénea con
coeficientes variables, se tiene que y; = ¢* y y» = x*¢* generan el espacio solucién. Por lo tanto, es suficiente
encontrar una ecuacion diferencial

ar(x)y” +ai (x)y +ao(x)y =0

que tenga y; = e por solucioén y ademads por Teorema de segunda solucién de Abel se cumpla y, = u.y;

con u = x4.

» La primera condicién, que y; = ¢* sea solucién nos dice que
az(x) +ay(x) +ap(x) =0

y por lo tanto ag(x) quedard determinado una vez que hallemos as(x) y aj(x).

» La condicién u = x* se traduce en

Asi, es suficiente tomar

/Z;g;dx 3 —/al(x)dx—Zx
———— =4x" =

e

x)

a(x) :43:—/‘“( dx = In(4x3
o X o 0) x =1In(4x”)
de donde, se tiene que
_(l] (X) :2+§
az(x) x

Si tomamos a(x) = x? (aqui la escogencia es totalmente arbitraria), a;(x) y por lo tanto ag(x) quedan
determinados de siguiente forma:
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a)(x) = —x* <2+ i) =—x(2x+3) yap = —az(x) —ai(x) = x(x+3)

Por tanto una ecuacioén diferencial lineal homogénea con coeficientes constantes que tiene por solucién
general
y =Ae* + Bx*e*
viene dada por
K2y —x(2x4+3)y +x(x+3)y=0

Ejercicios 1.4 [Ejercicios de retroalimentacion]

3%

@ 1.4.1 Para cada ecuacion diferencial y una solucién de ella, determine la solucion general.
Posteriormente ingrese a pagina interactiva Teorema de la segunda solucién para comprobar
dichos resultados.

a. x%y"(x) = 3xy'(x) +4y(x) =0, yi(x) =

b. e~ xy”(x) e 2y (x) +y(x) =0, yi(x) =sen(e")

c. x4y (x) — (x+2)XY( )+(x+2)y(x) =0, yi(x)=xe
d. (3x —|—5x) "(x) — (6x+5)y'(x) +6y(x) =0, yi(x) = x?
e. xzy"( )—6y(x) =0, yi(x)=x

£ Y"(x) +65/(x) +9y(x) =0, yi(x )=e "

g ) (X)+9y( )=0,y1(x) = OS(3X)

he (1—x)y"(x) + 20/ (x) = 2y(x) =0, yi(x) = —x

i. x2y"(x) —3xy'(x) +5y(x) = 0,y (x) = x*cos(In(x))

j- 42" (x) +y(x) =0, yi(x) = yxIn(x)

@ 1.4.2 Considere la ecuacidn diferencial
xy' —(x+6)y +6y=0
Si se sabe que ¢* es una solucién de la ecuacién diferencial, entonces determine W (yy,y>).

@ 1.4.3 ;Cual es la ecuacion diferencial de menor orden posible con coeficientes reales, con
funcidon incdgnita y(x) que satisfacen que:

f(x) cos(11x) 8(x)
W (f(x),cos(11x),g(x)) = | 1 cos(11x) 4™
0 —121cos(11x) 16¢*
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2.0.1 Objetivos Especificos

= Resolver ecuaciones diferenciales lineales homogéneas con coeficientes constantes.

» Determinar soluciones particulares y la solucién general de ecuaciones diferenciales lineales con
coeficientes constantes.

2.0.2 Contenidos

Solucién de la ecuacién homogénea segtin raices de la ecuacién auxiliar.

Solucién particular de la ecuacién no homogénea.

Solucién general de la ecuacién no homogénea.

Meétodo de los coeficientes indeterminados para determinar una solucién particular.



2.1 Ecuacion diferencial de orden superior homogénea con coeficientes constan-
tes

Definicion 2.1 Ecuacion diferencial lineal con coeficientes constantes de orden n

Una ecuacion diferencial ordinaria de orden 7 es lineal con coeficientes constantes si puede escri-
birse de la siguiente forma :

an (X)y" 4+ a,_1 ()Y + .. 4a, (x)y +ao(x)y =F (x) 2.1)

donde ag(x),a; (x),...,a, (x) son todas funciones CONSTANTES reales y F(x) una funcién
real continua que depende sélo de la variable independiente x y definida en un intervalo comiin /.

Recordatorios:

= Usando operadores la ecuacion anterior 2.1 se expresa como ¢ (D)y = F(x) y la ecuacion comple-
mentaria (homogénea) asociada a ella, viene dada por ¢ (D)y =0, donde

¢ (D) =a,D"+a, D" '+..+aiD+ay cona,#0 (2.2)

= La solucién general de la ecuacién diferencial de orden n, ¢ (D)y = F (x) estd dada por

Y=Yc+¥p

, donde y, (provista de pardmetros arbitrarios) es la solucién complementaria de la ecuacién homo-
génea ¢ (D)y = 0, mientras que y), (libre de pardmetros) es una solucion particular de la ecuacién no
homogénea ¢ (D)y = F (x).

2.1.1 Solucién complementaria de la ecuaciéon homogénea ¢ (D)y = 0, de orden dos

Como introduccién al tema considere la ecuacién lineal homogénea de primer orden con coeficientes
constantes y' + agy = 0, escrita como (D +ap)y =0, o bien ¢ (D)y = 0 con ¢ (D) = D + ay, obtenemos
que su factor integrante es (L (x) = el a0dx — pa0¥ - Ai la ecuacién diferencial y' + agy = 0 tiene solucién

general de la forma y = Ce™, 1o que sugiere que toda ecuacién diferencial ¢ (D)y = 0, con coeficientes
constantes, tiene por solucioén particular una funcién exponencial de la forma y = €.

En efecto y = ™, y/ = me™, sustituyendo en la ecuacién diferencial tenemos

me™ +ape™ =0 ™ (m+ap) =0 m=—a
Por lo tanto, y = e~%" es una solucién particular de la ecuacion y' +agy = 0 y su respectiva solucién
general es y = Ce™ 0¥

Se puede observar que su solucién general de ¢ (D)y =0, se puede obtener el cero o raiz de la ecuacién
¢ (m) = 0 (ecuacion auxiliar), donde ¢ (m) tiene la misma forma que ¢ (D) a saber ¢ (m) = m+ ap.
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Lo anteriormente descrito para la ecuacién diferencial lineal de primer orden y' + agy = 0, se puede genera-
lizar para ecuacién diferencial homogéneas de orden n con coeficientes constantes.

Por ejemplo para la ecuacion diferencial homogénea de orden 2 con coeficientes constantes
/! /
ay’ +by +cy=0,

escrita usando operadores como (aD?+bD+c)y =0, o bien ¢ (D)y =0 con ¢ (D) =aD?+bD +c, se
tiene que y = € es una solucion de (x).

Asiy = me™, y" = m*e™. Sustituyendo en [1] tenemos

am?e™ + bme™ + ce™ = 0

emx (am2+bm+c) =0
< am? + bm + ¢ = 0 —Ecuacién auxiliar llamada asociada o caracteristica.

Note que, ¢ (m) = am?> +bm +c = 0 es una ecuacién cuadratica y sus ceros dependen del valor del
discriminante, por lo que se deben considerar los siguientes tres casos dados a continuacion.

Caso 1. El discrimintante es mayor que cero

Si A > 0= ¢ (m) = 0 tiene dos soluciones reales diferentes m; y my
Las soluciones linealmente independientes de la ecuacion ay” 4+ by +cy =0 (x) son y; = ™" y y, = &™*.

Por lo tanto, la solucién complementaria o general esta dada por

y=Ce™* + Cre™*

Caso 2. El discriminante es igual a cero

Si A =0= ¢(m) =0 tiene dos raices reales iguales m; = m, = m, de esta forma sélo se puede
encontrar una solucién exponencial y; = ¢"*. Posteriormente, la segunda solucién, la cual es linealmente

independiente a y; de la ecuacién ay” + by’ 4+ ¢ = 0 se obtiene de la siguiente forma:

— [ p(x)dx 7§x
)’2:)71/76 5 dx:e”’x/—e dx

V3 e2mx
., - b z : L mx
pero como la solucién m = 2 = 2m = ——, se tendria que la segunda solucién L.I con y; = €™ es
a a
eme
Vo = emx/z—dx: emx/dx:xe’"x
e mx

Asi la solucién general de la ecuacién ay” +by +c¢ =0 estd dada por

’y = Cle””‘—Fszem’“
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Caso 3. El discriminante es menor que cero

Si A < 0= ¢ (m) =0 tiene dos soluciones complejas conjugadas m; = ot +iff y my = a — i3, luego se

tiene que las soluciones linealmente independientes de la ecuacién ay” + by’ +cy = 0 son

y = elotBi o glaBik
Por lo tanto, la solucién complementaria o general estd dada por

y = Ael@ BT 4 pola—Bi _ jox (Ae(ﬁx)i _,'_Be(fﬁx)i)

Usando el hecho de que e/® = cos 8 + isen, en ecuacién anterior se tiene que

y = e (AePYi 4 Be(~P¥)1) = ¢%* [Acos (Bx) + Aisen (Bx) + Bcos (—Bx) + Bisen (—Bx))
= e™[(A+ B)cos(Bx)+ (A —B)isen(Bx)]
= e® (Cycos(Bx) + Crsen (Bx))

De donde finalmente se concluye que para ED: ¢ (D)y = 0, lineal de orden dos con coeficientes constantes,

con soluciones complejas

(a+Bi)x (a—Bi)x

yr=e y y=e

se tiene por solucién general de la homogénea

‘y = e™ (Cycos(Bx) + Casen (Bx)) ‘

Ejemplo 2.1
Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales lienales homogéneas con coeficientes constantes

1. Y/ =3y +2y=0
2. 4 +12y +9y=0
3. 2y —6y +5y=0

Solucion 1

En la ecuacién diferencial y”’ — 3y’ +2y = 0, se tiene que la ecuacién caracteristica asociada es
m?> —3m+2 =0, donde A = (—3)2 —4-1-2=1> 0, entonces las soluciones de la ecuacién auxi-

liar mi=1 'y mp=2.

Asf, la solucién general de la ecuacion diferencial serd

y=Cie* +Cre**
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Solucion 2

En la ecuacién diferencial: 4y” + 12y’ +9y =0, se tiene que la ecuacion caracteristica asociada es
4m? +12m+9 = (2m+3)* =0, donde A = (12)* —4-4.9 = 0, entonces la solucién de la ecuacién

auxiliar ¢(m) =0 es laraiz doble m = %

Asi, la solucidn general de la ecuacion diferencial serd

—3x —3x
y=Cie 2 +Cuxe 2

Solucion 3

EnlaED: 2y” — 6y +5y =0, se tiene que la ecuacion caracteristica asociada es 2m?> — 6m+ 5 = 0, donde

A= (—6)2 —4.2.5=—4 <0, entonces las soluciones de la ecuacién auxiliar ¢ (m) =0 son
_64VA_3 i3 i
MTTon T2t YT

Asfi, la solucién general de la ecuacién diferencial serd

y= 3 [Acos (f) + Bsen (EH
2 2

Ecuacion diferencial lineal homogénea ¢ (D)y = 0 de orden superior mayor a dos

Para resolver ecuaciones diferenciales lineales homogéneas de orden superior es una generalizacién de
la técnica desarrollada para las ecuaciones lineales de orden dos, asi los ceros o raices de su respectiva
ecuacion auxiliar ¢ (m) = 0 determinan la solucién general de ¢ (D) = 0 sabiendo que una solucién
particular de ésta es una funcién exponencial de la forma y = ¢™*, para m un nimero real o complejo.

Caso 1. La ecuacion auxiliar ¢ (m) =0 tiene n raices reales diferentes

La solucién complementaria general de ¢ (D)y =0 viene dada por

’y = C1e™* + Cre™* + ...+ C,e™*

Caso 2. La ecuacioén auxiliar ¢ (m) = 0 tiene a m; como raiz repetida k veces ( multiplicidad k),
por lo que (m—m, )" es un factor de dicha ecuacién

La solucién complementaria general viene dada por

y = C1e™* 4+ Crxe™* + Cix2e™* 4 . 4 Cpxk—1emx
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Caso 3. La ecuacion auxiliar ¢ (m) = 0 tiene raices complejas conjugadas, diferentes o repetidas,
a saber m = a+ bi (por parejas)

A cada pareja le corresponde una solucién de la forma

’y = e (C cos (bx) + Casen (bx)) ‘

La solucién general (complementaria)de la ecuacion diferencial ¢ (D)y = O resulta de combinar las
soluciones anteriores, con las otras soluciones de la ecuacidn auxiliar ¢ (m) = 0; para la cual, se aplican,
seglin corresponda, los casos vistos para las ecuaciones lineales homogéneas de segundo orden.

Ejemplo 2.2
Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales homogéneas
L y® 43y —4y=0
2. 3y" —19y" +36y — 10y =0
3. 2" +y" =18y =9y =0
4. y"-3y"+4y=0
5. yO) 42y®) 429" 14y 4y +2y =0

Solucién 1: y*) +3y" —4y =0

Note que es una ecuacién diferencial de orden superior homogénea tiene ecuacidn caracteristica asociada o
auxiliar :

m*+3m* —4=0
= (m*—1)(m*+4) =0
= (m—1)(m+1)(m—2i)(m+2i) =0

de donde son soluciones de ellam; =1 ; my = —1 ; m3 = 2i ; my = —2i, luego de esta forma se tiene por
soluciones de la ecuacién diferencial homogénea:

yi=¢€" 3y =e";y3=cos(2x) ; ys = sen(2x)

Se puede comprobar que W (e*,e™*, cos(2x),sen(2x)) # 0 en cierto intervalo comun /, asi de esta forma se
tiene entonces por solucion general de la ecuacion diferencial homogénea:

y=Ci-e" +Cre* + C3c0s(2x) + Cysen(2x)

para C1,C,,C3,Cy4 constantes arbitrarias.

Solucion 2: 3y —19y” +36y' — 10y =0
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Dicha ecuacién diferencial tiene por ecuacion caracteristica asociada o auxiliar a:
3m’ — 19m* +36m — 10 =0
en la cual aplicamos técnica de division sintéctica

3 —-19 36 —-10
1 -6 10
3 —18 30 0

[SSTE

y se obtiene que una solucién es m = % y ademads el polinomio 3m?> — 18m?> + 30 = 0 mediante la férmula
general.

6+/(—6)2—4-1-10 6+y/—4
2-1 2
de donde se generan las soluciones linealmente independientes y; = €3, yp = e cos(x), y3=e

(W #£0). De esta forma la ecuacién homogénea tiene por solucion

¥ sen(x)

y=Cie3 + e (Cycos(x) 4+ C sen(x))
Solucién 3

Enla ED: 2y"” +y" — 18y —9y =0, se tiene que la ecuacion caracteristica es
2m* +m? —18m—9 = (m—3)(2m—+1)(m+3)=0
=m =3, mzz%l y m3=-3
Por tanto, la solucion general estd dada por
y=Ce¥ —|—C2€771x +Cye

Solucion 4

EnlaED: y” —3y’+4y=0, se tiene que la ecuacion caracteristica es
m* —3m*+4=(m—2)*(m+1)=0
=my=—1 'y mp=2(raiz real doble)

La solucién general estd dada por

y=Cre ™"+ Cre* + Czxe™
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Solucion 5

Enla ED: y©® 42y®) 42/ 44y +y' + 2y = 0 se tiene que la ecuacién caracteristica es
(m+2) (m2—|— 1)2 =0
=m;=—2 'y mp==i(raiz compleja doble). Por tanto, la solucién general estd dada por

y=C] e+ Corsenx + C3 cosx + Caxsenx + Csxcosx

Ejemplo 2.3
|

Considere la ecuacién diferencial J: y”(x) + a1y’ (x) + aoy(x) = G(x) con solucién particular

y1 = cos(2x). Ademds sean y(x) = e~ 2

X y3(x) = e soluciones de la homogénea asociada.
Determine

1. La solucién general de ecuacién diferencial dada por J.
2. El valor de las constantes ao y aj,y la funcién G(x).

Solucién

a) De acuerdo a la teorfa se tiene que al ser y(x) = e, y3(x) = **
homogénea asociada estas son LI y ademds como y; = cos(2x) es solucion particular de la ED lineal no
homogénea, se tiene que la solucién general de J viene dada por

soluciones de la ecuacion diferencial

y=Cy e +Cy-e* +cos(2x)

b) Por otro lado para hallar ag y a; se considera la ED homogénea asociada a J, de la cual se sabe que

tiene solucién y, = Cy -e ™~ +C, - ¢**, con lo que m = —1 y m = 2 son raices del polinomio caracteristico
m? —m — 2. De donde la ED homogénea es y”’ —y' —2y = 0y de esta forma se desprende que a; = —1y
apg = —2.

Para determinar la funcion G(x) se considera la solucién particular y = cos(2x), la cual debe satisfacer la
ecuacion diferencial dada por J, de esta forma derivandola

y = —2sen(2x) = y"” = —4cos(2x) y sustituyendo en J se tiene que

—4cos(2x) +2sen(2x) —2cos(2x) = G(x)

De donde finalmente 2 sen(2x) — 6cos(2x) = G(x) y la ED asociada viene dada por

" —y —2y=2sen(2x) — 6¢cos(2x) ‘




Tecnolégico de Costa Rica Profesor: M.Sc. Norberto Oviedo Ugalde

Ejemplo 2.4 |

Determine el valor de las constantes a, b, ¢, d y la funcién f tales que la ecuacién diferencial
y* +ay" 4+ by +cy' +dy = f(x) tenga como solucién general:

y = (C) 4+ Cyx)e* + e (C; - sen(3x) + C4 - cos(3x)) + x> + 4 (%)
Solucién:

Por la forma que presenta la solucién general de la ecuacién diferencial dada se tiene que la ecuacién
caracteristica de la ecuacidn diferencial homogénea posee como solucién a 1 (repetido) y las soluciones
complejas —1 = 3, por lo que la ecuacién caracteristica tiene la forma:

(m—1)(m—1)[m—(=1430)][m—(~=1-3i)] = (m*—2m+1)[(m+1)*—(3i)]
= (m*=2m+1) [m*+2m+1+9]
= (m2—2m+l)[m2+2m+10}

m* +Tm?> — 18m + 10

De la ecuacion caracteristica anterior se deduce ficilmente que a =0, b =7, c = —18,d = 10 y la ecuacién
diferencial correspondiente tiene la forma

Yy 47y — 18y + 10y = f(x) (**)

Como en la solucién general dada por (*) el término X244 corresponde a una solucién particular de (¥*),
entonces procedemos de la siguiente forma:

Sea yp(x) = x*+4, entonces Y, (x) = 2x; y) (x) = 2; ¥/ (x) = y®*) = 0. De donde:

Yy 47y 18y +10y = f(x) = 0+7(2) — 18(2x) + 10(x> +4) = f(x)
= 14 —36x+ 10x*> +40 = f(x)

o f(x) = 10x% — 36x + 54

y la ecuacion diferencial asociada viene dada por

Y& 4y 115y — 22y + 10y = 10x2 — 36x + 54

Ejemplo 2.5 | Ecuacién diferencial dada la solucién general
Determine la ecuacidn diferencial lineal que tiene como solucién general la funcién dada por:

20
a)y = cie” + cre’* —9xe3* + 2x + 1
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l b) y = Asen(2x) + Bcos(2x) + e *(Csen(x) + Dcos(x))
Solucién a)

De la solucién general dada se desprende que yy = cre’ + cre>* y yp = —9xe>* + 2x + 51

Como yy = cje’* 4 c2¢>* comprende dos constantes arbitrarias, se tiene que la ecuacién diferencial lineal
asociada a ella es de orden dos, en donde : y; = e A Vo = ¢3* son soluciones linealmente independientes
de la ecuacion diferencial homogénea.

Por otra parte, de las soluciones y; = e A V) = e3* se tiene que m; =7 Amy = 3 deben ser raices de la
ecuacion caracteristica o auxiliar de la ecuacion diferencial homogénea asociada y de esta forma se debe

cumplir (m —7)(m—3) = 0, es decir,
m* —10m+21 =0

es la ecuacion caracteristica (EC) a la ecuacidn diferencial homogénea:

y' =10y +21y =0

luego, la ecuacion diferencial lineal no homogénea es de la forma: y” — 10y’ +21y = F(x).

20
En ella tiene que cumplirse que yp = —9xe>* + 2x + 1 sea solucién. Por lo que al obtener su primera y

segunda derivada y sustituir debe satisfacerla, de esta forma
Vp=—9e* —27xe¥ +2, y} = —27¢* —27e* — 81xe®* = —54¢3* — 81xe™

al sustituir en y” — 10y’ + 21y = F(x) se obtiene:

20
—54¢% — 81xe® — 10(—9e* —27xe3* 4-2) + 21 (—9xe3x +2x+ 21) =F(x)

= —54¢% — 81xe>* +90e> + 270xe> — 20 — 189xe>* — 42x+20 = F(x).

Por lo que se tiene 36e* —42x = F(x). De donde finalmente la ecuacién diferencial lineal que se busca
corresponde a :

y' — 10y + 21y = 36€> — 42x

b) y = Asen(2x) + Bcos(2x) + e *(Csen(x) + Dcos(x))
Solucién b)

Primero de acuerdo a la solucién general dada note involucra cuatro constantes arbitrarias, por lo que
corresponde a una ecuacion diferencial lineal homogénea de orden cuatro.

Ademas recordando que cuando una solucién de la ecuacidn caracteristica asociada a la ecuacion diferencial
homogénea es de la forma m = a & bi dicha solucion va a estar dada por y = e™ (Cj cos (bx) + C; sen (bx)),
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de donde se deduce que las raices de la ecuacion caracteristica para nuestra ecuacion diferencial solicitada
corresponden a m = £2i y m = —1 i, y de esta forma debe darse

(m—2i)(m+20)(m+1—i)(m+14i) =0
= (m*+4)(m* +m—im+m+1—i+im+i+1)=0
= (m*+4)(m* +2m+2) =0

siendo de esta forma la ecuacidn caracteristica
4 3 2 _
m +2m’+6m-+8m+8=0

Por lo que finalmente la ecuacién diferecial lineal buscada corresponde a

y(4) + 2y/// + 6y” + 8y’ +8y=0

2.1.3 Ejemplos mediante videos explicativos

Ejemplo 2.6 |

Determine una ecuacion diferencial homogénea de coeficientes constantes de menor orden posible
para que las funciones

fx) =1, fx) = e>cosx, f3(x) = e senx

constituyan un sistema fundamental de soluciones.

Solucion

Puede visualizar explicacion y solucion de dicho ejemplo, mediante video explicativo a través del link:
https://www.youtube.com/watch?v=31tFuexplOg

Ejemplo 2.7 |Ecuaci6n diferencial con coeficientes reales

Determinar una ecuacién diferencial lineal de coeficientes reales de menor orden posible que
tiene ay;(x) =x y y2(x) = xcos(3x) como soluciones de la homogénea y a y(x) = 2x> como una
solucidn particular.

Solucion

Dado que se pretende que las funciones y;(x) =x y y2(x) = xcos(3x) sean soluciones de la ecuacién
diferencial homogénea, de estas se desprende que m =0y m = 3i deben ser raices dobles del polinomio
caracteristico asociado a la ecuacién diferencial lineal homogénea, y como se quiere una EDL con
coeficientes reales y de menor orden posible, se debe considerar m = —3i también como raiz doble de la
ecuacion caracteristica (EC). De esta forma debe darse :

m?(m —3i)*(m+3i)> = 0 = m® 4+ 18m* +81m* = 0
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Por lo que la ecuacién diferencial Homogénea asociada viene dada por y(® + 18y* +81y” = 0 y la ecuacién
diferencial no homogénea asociada es de la forma

YO+ 18y* 481y = g(x)
Ahora basta encontrar la funcién g(x), de donde se considera la solucién particular  y(x) = 2x>, la cual
debe verificar la ecuacién diferencial y(©) + 18y* + 81y = g(x), asi se deben calcular las derivadas de la y,,
y = 6x> = yV=12x=y"=12= y(4) = y(s) = y(6) =0

y sustituyendo en dicha ecuacién diferencial se tendria que 0+ 180481 - 12x = g(x) = g(x) = 972x. Por
lo tanto la ecuacién diferencial lineal no homogénea buscada es

y(© 4+ 18y* 4 81y" = 972x

Puede visualizar explicacion y solucion de dicho ejemplo, mediante video explicativo a través del
link: https://www.youtube.com/watch?v=XMASlgduxYo

Ejemplo 2.8
|

Considere 1a ecuacion diferencial

Y'(x) +ary' (x) + azy(x) = G(x) [1]

con solucién particular y; = xcos(2x). Ademds, sean y,(x) = e *,y3(x) = e** soluciones de la
homogénea. Determine:

a. Solucién general de la ecuacién diferencial [1].
b. El valor de las constantes a;,a, y la funcion G(x).

.‘ Solucion

Puede visualizar explicacién y solucién de dicho ejemplo, mediante video explicativo a través del link:
https://www.youtube.com/watch?v=wjXAehfND-0

Ejercicios 2.1 [Ejercicios de retroalimentacion]

¥

@ 2.1.1 Para cada ecuacién diferencial lineal homogénea determine la solucién general. Poste-
riormente ingrese a pagina interactiva Ecuacion diferencial lineal con coeficientes constantes
de orden dos homogénea para visualizar paso a paso proceso de resolucién y comprobar
dichos resultados.



https://www.youtube.com/watch?v=XMASlgduxYo
https://www.youtube.com/watch?v=wjXAehfND-0
CDFEDLn/EDLCCH-Libro.cdf
CDFEDLn/EDLCCH-Libro.cdf
CDFEDLn/EDLCCH-Libro.cdf
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b.
d. (x) +5y(x) =0
e. y'(x) =2y (x) +y(x) =0
f. 9y (x) —4y(x) =0
g Y'(x)=0
h. y"(x) +y(x) =0
i. 16y”(x)+9y(x) =0
j- 9"(x) +y(x) =0
k. y"(x) = 4y'(x) + 13y(x) = 0
L 2y"(x)+5y(x)=0
m. 4y"(x) —4y'(x) —y(x) =0
n. 20y"(x) —5y'(x) =0
fi. 4y"(x)—12y'(x) +9y(x) =0

@ 2.1.2 Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales homogéneas

a. yW 4+3y/ —4y=0
b. 3y —19y" +36y —y =0
c. y(S) _y(4)_2y///+2y//+y/_y:0

@ 2.1.3 Determine la ecuacion diferencial lineal que tiene como solucién general la funcién
dada por:

1. y=0C; e 3 4 Cre® + Cyxe®
2. y = Asen (2x) + Bcos (2x) + e * (Csenx + Dcosx)
3.y cle7x—|—cze3x—9xe3x+2x—|— %

@ 2.1.4 Sabiendo que y = Ae? + =2 (Bsen (4x) + Ccos (4x)) es la solucién general de la
ecuacion lineal (aoD3 +a;D*+aD+ a3) y =0, determine el valor de los coeficientes ag, ay,as
y a3 y escriba la ecuacion diferencial resultante.

@ 2.1.5 Determine el valor de las constantes a,b,c,d y la funcién f tales que la ecuacién
diferencial
YW +ay” +by" +cy +dy = f(x)

tenga como solucion general
y = (A+Bx)e* + e *(Csen(3x) + Dcos(3x)) + x> + 4

@2.1.6 Sea ¢(D)y = F(x) una ecuacion diferencial lineal con coeficientes reales no homogé-
nea, que tiene a y; = ¢*, y, = x soluciones de ED homogenéa asociada a ella y ademads tiene a
y = 3e " como solucién de ¢ (D)y = F(x) . Determine la ecuacion diferencial ¢ (D)y = F(x)
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@ 2.1.7 Demuestre que la solucion de la ecuacion de segundo orden [Dz —2aD + (a2 + bz)] y=
0 se puede escribir como y = Cje™cos (bx+ ()

@ 2.1.8 Para cada afirmacién indique V si es verdadera o F si es falsa segtin asi corresponda:

a. Sea ¢(D)y = 0 una ecuacién diferencial lineal con coeficientes reales, que tiene a
y1 = €%, y» = x soluciones. Con certeza se garantiza que la solucién general viene dada
por y = Cie* + Cx con Cy,C; constantes arbitrarias.

b. El menor orden de una ecuacién diferencial lineal con coeficientes reales que satisface
que m; = —16 y my = —10+i (doble) sean raices del polinomio caracteristico asociado
en dicha ecuacion diferencial, es orden 5

c. Al considerar y; = x,y» = —3i,y3 = xe>* soluciones de una ecuacién diferencial lineal
con coeficientes constantes reales de menor orden posible, se cumple que su solucién
general viene dada por y = Cjx 4 C; cos(3x) + Cs sen(3x) + Cyxe®

d. Una ecuacidn caracteristica posible de una ecuacion diferencial lineal homogénea que
tenga por solucién y(t) = Ae” + Bte” + e~ (Ccos(v/11t) +Dsen(\/11t) es m* +6m> +
20m* = 0.

2.2 Método de los coeficientes indeterminados

Se sabe que la solucién de la ecuacién diferencial ¢ (D)y = F (x) con coeficientes constantes tiene la forma
Yy =Y +Yy,. Para esto debemos encontrar primero la solucién complementaria y. de la ecuacion homogénea
asociada y luego hallar una solucion particular y, de la ecuacién no homogénea.

Existe una técnica llamada coeficientes indeterminados que nos permite hallar una solucion particular y, de
la ecuacion lineal no homogénea de orden n, ¢ (D)y = F (x) que cumplen con las condiciones simultdneas
siguientes:

1. La ecuacion defirencial debe ser de coeficientes constantes.
2. La funcién F (x) debe contener:

a) expresiones polinomiales (constantes, lineales, de grado dos, etc)

b) expresiones exponenciales o trigonométricas de la forma ™, sen (bx+c), cos (bx+c) donde
(a,by c constantes)

c) combinaciones lineales de sumas y productos finitos de estas expresiones.

Ejemplo 2.9

1 Resolver la ecuacién diferencial y” + 3y’ + 2y = 4x2.

La ecuacién homogénea asociada a la ecuacidn estd dada por

y'+3y +2y=0,
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en notacién de operadores ¢ (D)y = (D*+3D+2)y =0 con ecuacién caracteristica o auxiliar
m*+3m+2=0

de donde m; = —2y my = —1. Asf las soluciones estdn dadas por y; (x) =e > y y,(x) =e "

Por lo que la solucién complementaria de la ecuacion homogénea estd dada por

ye = Cre > 4+ Cre™

Ahora vamos a determinar y,, la cual debe cumplir que y;; + 3y;, +2y, = 4x%. Asi, parece razonable pensar
que y, tiene la forma
¥y (x) = a+bx+cx?

donde y;, =b+2cx y yg = 2c¢, luego sustituyendo en la ecuacién diferencial tenemos

2c+3(b+2cx) +2 (a+bx+cx?) = 4x* & 2cx* + (6¢ +2b) x + (2¢ + 3b + 2a) = 4x>

igualando coeficientes de polinomios se obtiene el sistema

2¢c+3b+2a=0
6¢c+2b=0 ,Cuyasoluciénes: [a=7,b=—6,c=2]
2c=4

Por tanto, la solucién particular estd dada por |y, =7 — 6x+ 2x%| y la solucién general de la ecuacién
diferencial no homogénea es

y=Cre > +Cre ™ +7—6x+2x2

Existen algunas generalizaciones segiin casos para la funcion F (x) de la siguiente manera:

Caso 1

La forma de la solucidn particular (o bien de F (x)) no estd contenida en la solucién complementaria, o sea
Yp Z ye-

Lo anterior se puede sintetizar diciendo que la solucién particular NO estd contenida en la solucién

complementaria u homogénea(entiéndase ningtin término de la propuesta de la y, coincide con términos de

la y, ). A continuacién algunas propuestas que puede ser de utilidad para identificar la forma de la solucién
particular.
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Propuestas de soluciones particulares basado en la estructura de F (x)

Funcién F (x)

xn

sen (ax+b) o cos (ax+b)

x'te™

x"sen (ax+b) o x"cos (ax+b)

e“sen(ax+b) o e cos(ax+Db)

x"e“sen(ax+b) o xX"e™sen (ax+Db)

Ejemplo 2.10

Formadey,.
apX + ap XN+ Fag

Aeax
Asen (ax+b)+ Bcos (ax+Db)
Ape™x" + ap_1eCx" N L+ ePay

apsen (ax+Db)x" +a,_ysen (ax+b)x""' + ...+ sen (ax+b) ag
+by,c08 (ax+b) X" + b, cos (ax+b) X"~ + ... +cos (ax+ b) by

Ae™sen (ax+ b) + Be™ cos (ax+b)

apsen (ax+b) e™x" + a,_1sen (ax+b) e™x"~! + ... +sen (ax+b) e*ay
+by, c0s (ax+ b) e¥x" + by 1 cos (ax+b) e®x" ! + ... +cos (ax + b) e®by

1 Resuelva la siguiente ecuacion diferencial y” + 3y’ — 10y = x (6¢* — 5)

Solucion

La ecuacién homogénea asosciada es y” +3y' — 10y =0 donde m>4+3m—10=0<m=—-5Vm=2.

Luego la solucién complementaria serd

Ve = Cl 875x 4 C262x

Para la solucién particular cuando derivamos g (x) = 6xe* tenemos g’ (x) =6 (e* +xe¥) y g’ (x) = 6 (¢* + " + xe¥)
por eso para g necesitamos una funcién y, que tenga la forma y,, = Axe* + Be".

Para la funcién r (x) = —5x necesitamos una funcion y, que tenga la forma y,, = Cx+ D, por lo que para
la funcién particular  y, =y, +y,,, se tiene que la forma de dicha solucion particular estaria dada por:

‘yp :Axex+Bex+Cx—|—D,‘

que ademds cumple las condiciones del caso I (y, ¢ y.). Luego derivando

y, =A(e* +xe*) +Be* +C
vy, =A(e" +e* +xe*) + Be*

Sustituyendo en la ecuacién diferencial original y” + 3y’ — 10y = 6xe* — 5x tenemos debe cumplirse
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2Ae" + Axe* + Be* 4 3 (A (e* + xe*) + Be* +C) — 10 (Axe* + Be* +Cx+ D) = 6xe* — 5x

De aqui se construye el sistema

SA—6B=0

—6A:6 5 1 3
3c_10p—o A= "1B=5C=2.D=5]
~10C = -5

. . ) 1 3 . p
Asi, la solucién particular serd  y, = —xe* + ?ex + 7% + 20" y de esta manera la solucién general serd

y=Cie >+ Cre* + —xe* + %Sex—k %x—k 2%

Ejemplo 2.11

1 Resuelva la ecuaciéon y” 42y +y = senx+ 3cosx

Solucion

En dicha ecuacién diferencial, la ecuaciéon homogénea asociada es y” + 2y +y = 0, se tiene por ecuacién

auxiliar
m*4+2m+1=(m+1)>=0

Luego, la solucién complementaria de la ecuacién serd

Ve = Clex—i—szex‘

Para la soluci6n particular, note que cuando se deriva g (x) = senx+3cosx, setiene g (x)=cosx—3senx
y &"(x) = —senx—3cosx por eso para g necesitamos una funcién y, que tenga la forma

‘yp = Asenx+ Bcosx, ‘

que ademds note que cumple que y, ¢ y. enI, con y"v =Acosx—Bsenx y yg = —Asenx — Bcosx
Sustituyendo en la ecuacién diferencial original, y”+2y +y = senx+3cosx tenemos debe cumplirse
—Asenx — Bcosx + 2 (Acosx — Bsenx) + (Asenx + Bcosx) = senx+ 3cosx

De aqui se construye el sistema

Il
ol
o)
I
I\J“

R
e

—2B=1 o
{ p—3 e solucién es: [A
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. . 3 1 )
Asi, la solucién particular serd y, = Ssenx— 3 cosx, de esta manera la solucién general serd

y=Cie*+ Crxe* + %sen — %cosx

Ejemplo 2.12

Determine la solucién general de la ecuacién diferencial y(*) —2y” 4y = 8084(cos(x) + sen(x)).

Solucién
La ecuacion caracteristica relacionada a la ecuacién diferencial homogénea corresponde a: m* —2m? +1 =0,
la cual tiene por soluciones: m = —1 (doble) y m = 1 (doble). De esta forma se tiene
vy = Cre* + Coxe* +Cze™* + Cyxe™

Para obtener la solucién particular se propone y, = Asen(x) + Bcos(x), en donde

y,, = Acos(x) — Bsen(x)
=y, = —Asen(x) — Bcos(x)
=y, = —Acos(x) + Bsen(x)
= y§,4) = Asen(x) + Bcos(x)

Sustituyendo en la ecuacién diferencial dada se obtiene:

Asen(x) + Bcos(x) — 2(—Asen(x) — Bcos(x)) + Asen(x) 4+ Bcos(x) = 8084 (cos(x) + sen(x))
= Asen(x) + Bcos(x) + 2Asen(x) + 2Bcos(x) + Asen(x) + Bcos(x) = 8084 (cos(x) + sen(x))
= 4Asen(x) +4Bcos(x) = 8084cos(x) + 8084sen(x)
de donde debe darse 4A = 4B = 8084 = A = B = 2021. Por lo que

yp = 2021cos(x) +2021sen(x)

Finalmente la solucién general de la ecuacion diferencial viene dada por:

y = Cie* 4 Coxe* 4+ Cze ™ 4 Cyxe ™ + 2021 cos(x) +2021sen(x)

Caso 2

Una o varias de las funciones que conforman la propuesta de y, también forman parte de algin o algunos
de los componentes de la solucion complementaria y., es decir, y, C y.

Aqui la diferencia es que se deben considerar cudntas veces aparece en la solucién complementaria, el o los
componentes que también estdn en la funcion F (x) y que, por lo tanto formaran parte de y,,.

Para hacer la propuesta adecuada de y, se debe seguir un procedimiento andlogo a lo estudiado en lo
que respecta a “raices repetidas” reales o complejas, de la ecuacion auxiliar asociada a la ecuacion
homogénea.
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Ejemplo 2.13|

Resuelva cada una de las siguientes ecuaciones diferenciales.

y' =2y +y="7€ cony(0) =3;y(0) =2
y/// . 3y// =14+ e3x

4y" — 4y +y=12+4e2

Y'+y = —4senx

y(4) _ 2y/// +4y// =1 +xe*
y" 4+ 2y" = —8x+ 3¢~ . (ejercicio)

SR -

Solucion 1

Primero se resuleve la ecuacién y” — 2y’ 4y = 0 (*), la cual tiene por ecuacién caracteristica m> —2m+1 =0,
con solucién m = 1 (repetida). Por lo que la solucién de (*) es

yu(x) = ae* + bxe*

Luego se va a proponer la forma de una solucién particular para y” — 2y’ +y = 7¢*. En este caso la propuesta
inicial es y,(x) = Ae", sin embargo, para obtener una solucion particular que sea linealmente independiente
con yy, la solucién propuesta puede ser:

yp(x) =A% = yp(x) = 2Axe" +Ax*e’
= y,(x) =24¢" +4Axe’ +Ax’e*

Por lo que:

V=2 +y=7¢" = 24" +4Axe" +Ax’e" —2(2Axe" + Ax’e") + Ax’e" = Te*
= 24" +4Axe" +AxPe" — 4Axe" — 2Ax% e + AxP e =T¢
= 24 =7

De esta forma A = %, de donde y,(x) = Exzex. Asf se tiene que solucion general de la ecuacidn diferencial
es

7
y(x) = ae* + bxe* + Exzex

utilizando las condiciones iniciales dadas y(0) = 3; y'(0) = 2, se va a determinar las constantes a y b:

7
¥(0) = ae® +0+0=a =3, por lo que y(x) = 3€x+bx€x—|—§x2ex
Y (x) =3¢" +be* +bxe* +Txe" + Ix%e* = y(x) =3+b=2=>b=—1

De donde finalmente la solucién al PVI dado corresponde a

7
y(x) =3e* —xe* + Exzex
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Solucion 2

Primero se resuelve y”’ — 3y” = 0, la cual tiene por ecuacién caracteristica m> — 2m? = 0, con solucién
m = 0 (doble) y m = 2. Por lo que la solucién de la homogénea corresponde a

Ye(x) = Ci + Cox+ Ce™ (%)

Por otra parte, dado que la funcién externa es g(x) = 1 + ¢** se propone inicialmente como solucién
particular la forma y, = By + Bye3*. Dado que esta forma propuesta es coincidente con los términos de
la solucién de la homogénea Cy,Cze* establece que la solucién particular de la ecuacién diferencial
y" —3y" = 1 + ¢ tiene la forma

¥p(x) = Ax® + Bxe™

donde A y B son constantes por determinar. Luego,

(yp)'(x) = 2Ax+ Be** + 3Bxe™;
(yp)" (x) = 2A + 6Be™ + 9Bxe™;
(yp)" (x) = 27Be™ 4+ 27Bxe™

Ahora se sustituyen las derivadas en la ED original:

1
(27Be* +27Bxe>™) — 3(2A + 6Be™ + 9Bxe™) = 1 +-¢* < B = 5 A=—

Por lo tanto, la solucién general es:

y(x) =C +C2X+C3e3x— % +—

Solucion 3

EnlaED: 4y” — 4y +y=12+4e?, la ecuacion caracteristica o auxiliar es 4m? —4m+1 = (2m—1)* =0,

de donde m = %, es raiz repetida de multiplicidad 2, entonces la solucién complementaria es

Ve = Cle% +C2xe%

Como F (x) =12+ 4e1 , parece razonable segiin lo que hemos visto que la solucién particular podria ser

X B X X
de la forma y, = A+ BeZ, de donde ), = Eef y Yy =fez,

B X B X X X
Sustituyendo en la ecuacion diferencial se tiene 4 <4ez> — 4567 +A+Be: =A=12+4e2

De dénde se obtiene que A+0= 12+ 42, de donde A =12 y 0= 4e?, esta tltima es una contradiccion
pues no existe x € R que cumpla dicha igualdad.

Podemos notar que y,, = Be? estd presente en la solucién complementaria y. = Cje? + Cyxe?, lo que
significa que eZ es una solucién de la ecuacién 4y” — 4y’ +y = 0, por lo que cualquier multiplo de ella,
como Be?2 también lo es, asi que al sustituirla en la ecuacién 4y” — 4y’ +y = 4e? obtendremos 0 = 4e2 , asi
que la suposicién de y, es incorrecta.
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z . . . X .
Asi, dado que y, tiene prioridad sobre y,, como e2 aparece por primera y segunda vez en y. entonces a y,
le corresponde la tercera posicidn, por lo que la propuesta buscada debe ser

2 X
Yp, = Bx“e2,

;| e x 2 2xe? +x
entoncesyl'DZ:B<2xe2 +x26 >YYZ2:B 2<e2+x; >+2

4y —4y +y= 4e2

3 Zé X 3 X X
) +M?2>> —4(B (erf +x252)) +Bx?e? =de?

De lo anterior se desprende que 8Bez = 4¢2 = B = % Asf, la solucidn particular es

se obtiene que 4 (B (2 (eg + xe27

yp =12+ %xze%

Por lo tanto la solucién general sera

y= Cle% +C2xe% + 12+ %xze%

Solucion 4
Enla ED: y” 4y = —4senx, se tiene que la ecuacién caracteristica es m”> 4+ 1 = 0 < m = i, entonces la

solucién complementaria es

ye = C1senx+ Cpcosx

Como F (x) = —4senx, parece razonable segiin lo que hemos visto que la solucién particular podria ser de la
forma y, = Asenx+ Bcosx, de donde y;, =Acosx— Bsenx y yZ = —Asenx — Bcosx. Luego sustituyendo

en la ecuacidn diferencial se tiene

—Asenx — Bcosx + Asenx + Bcosx =0 = —4senx

De dénde se obtiene que 0 = —4senx, de esta forma no es posible encontrar el valor de A y de B.

Podemos notar que y,,, = Asenx -+ B cos x estd presente en la solucion complementaria y. = Csenx+C; cosx,
lo que significa que senx y cosx son soluciones de la ecuacién y” +y = 0, por lo que cualquier mdltiplo
de ella, como Asenx y Bcosx también lo son, asi que al sustituirlas en la ecuacién y’ +y = —4senx
obtendremos 0 = —4senx, asi que la suposicioén de y, es incorrecta.

Asi, dado que y, tiene prioridad sobre y,, como senx y cosx aparecen por primera en y. entonces a y, le
corresponde la segunda posicién, por lo que la propuesta buscada debe ser

yp = Axsenx + Bxcosx,
entonces al derivar se obtiene
y, = A(senx+xcosx) + B (cosx — xsenx) =y = A (2cosx — xsenx) + B (—2senx — xcosx)
luego sustituyendo en la ecuacién y” +y = —4senx se tiene que
A (2cosx — xsenx) + B (—2senx — xcosx) + Axsenx + Bxcosx = 2A cosx — 2Bsenx = —4senx

de donde se tiene 2A =0y —2B = —4 = A =0y B = 2. Asi, la solucién particular seria
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yp = 2xcosx

Por lo tanto la solucién general serd

y = C;senx+Cycosx+ 2xcosx,

si se consideran las condiciones y (£) = —1yy' (%) =0. Paray(%) = —1setiene C; = —1 y como

y' = Cjcosx —Cysenx+2(cosx — xsenx) entonces para y’ (%) =00=-0C-2-7=C=-=n

Por lo tanto, la solucién general viene dada por

‘y = —senx— Tcosx+2xcosx ‘

Solucion 5

En la ecuacién diferencial y*) —2y"” 4+ 4y" = 0, se tiene por ecuacién auxilar m* — 2m> 4+ 4m? = 0, en
donde
m* —2m> +4m> =0
= m*(m*—2m+4)=0

= m=0 VvV m=0 V m

2++v4-1 2+2v/—
- 5 6: 5 3:11\@,'

yi(x) = c1 + cox+ € (c3senv/3x + 4 cos v/3x)

Dada que en y*) —2y" 4 4y" = 1 + xe* se tiene que F(x) = 1+ xe* se propone como solucién particular
de tal forma ninguna de sus partes coincida con la y, a

yp(x) = ax® + (ex+d)e*
Luego derivando cuatro veces
yp(x) = ax® + (cx+d)e*

= V,(x) =2ax+ce' 4 (cx+d)e*

= yy(x) =2a+ce" +ce + (cx+d)e* =2a+2ce" + (cx+d)e*

=y, (x) =2ce" +ce' + (ex+d)e* =3ce’ 4 (cx +d)e”

= y5,4) (x) =3ce" +ce* + (cx+d)e* =4ce* + (cx+d)e*
Asi sustituyendo en la ecuacién diferencial y*) — 2y +4y” = 1 4 xe* se tiene

= 4ce’+ (ex+d)e" —2(3ce* + (cx+d)e*) +4(2a+2ce* + (cx+d)e*) = 1 +xe*
= dce' +cxe' +de* —6ce’ —2cxe’ —2de +8a+8ce” +4cxe” +det =14 xe'
= 8a+ (4c+d—6¢c—2d+8c+4d)e" + (cx —2cx+4cex)e = 1+ xe'

= 8a+ (6c+3d)e" +3cxe’ =1+ xe"

1 1

De donde se extrae el sistema 8a = 1,6¢ + 3d = 0,3¢ = 1, el cual al resolver se obtiene a =

§7c:3’

-2
d= =3 luego solucién particular viene dada por
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Por lo tanto, la solucién general corresponde a

y(x) = c1 +cox+e* (c3seny/3x+ cscosV/3x) + %xz + (%x— %) &

2 3
Solucién 6: Respuesta: y=C; +Cox+Cze > + x> — §x3 + er—Zx

Ejemplo 2.14|

Resuelva el siguiente problema de valores frontera: y” +y = 4x+ 10sen(x) con y(n) =0y y'(7) =2

Solucion

Se procede primero a resolver la ecuacion diferencial homogénea y luego la solucién particular por medio
de coeficientes indeterminados.

En la ecuacién diferencial homogénea y” +y = 0 se tiene como ecuacién caracteristica asociada: m> +1 =0,
la cual al resolver tiene por raices a m = =i de esta forma

yu = Cj cos(x) + Cy sen(x)

con C},C; constantes arbitrarias. Luego, como F(x) = 4x+ 10sen(x), entonces se propone yp de en dos
partes una yp, para Fi(x) = 4x y una yp, para F>(x) = 10sen(x) siendo la propuesta final yp = yp, + yp,.
Asi de esta forma para la Fj(x) = 4x se propone yp, = Ax+ B, la cual note no conicide ninguna de
sus partes cona la yj, por tanto es vélida. Asimismo para la F>(x) = 10sen(x) se propone inicialmente
yp, = Csen(x) 4+ Dcos(x), sin embargo, note que en yp, hay términos coincidentes a yy por lo que se hace
una nueva propuesta yp, = Cxsen(x) + Dxcos(x).

De esta forma finalmente se propone
yp = Ax+ B+ Cx-sen(x) + Dx - cos(x)

= yp =A+C-sen(x) 4+ Cx-cos(x) + D - cos(x) — Dx- sen(x)
=y} =2C-cos(x) — Cx-sen(x) — 2D - sen(x) — Dx - cos(x).

Para hallar las constantes involucradas en la yp, se considera que ella es solucion, entonces hay que sustituir
ella y sus derivadas en la ecuacion diferencial y}, + yp = 4x+ 10sen(x), de donde :

2C - cos(x) — Cx-sen(x) — 2D -sen(x) — Dx - cos(x) +Ax + B+ Cx - sen(x) + Dx - cos(x) = 4x + 10sen(x)
= 2C-cos(x) —2D-sen(x) +Ax+ B = 4x+ 10sen(x),

lo anterior valido para A = 4;B = 0;C = 0; D = —5, siendo entonces
yp = 4x—5x-cos(x)

y la solucion general :
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‘)’ = C)cos(x) + Cysen(x) + 4x — 5x - cos(x) ‘

, como se tiene que cumplir que y(7) = 0; entonces de la solucién general:

0=Cjcos(m)+Cysen(m) +4mw — 57 cos(m)
=0=-C+4n+5n
=C; =97

Para obtener y’, se deriva la solucién general con respecto a variable independiente x y se usa y' () = 2:
y = —Cisen(x) + Cycos(x) +4 — 5cos(x) + 5x - sen(x) y dado que y'() = 2, entonces:

2 = —Cysen(m) + Crcos(m) +4 — S5cos(m) + 57 - sen(m)

=2=—-C+4+5

=C=1.

Por lo tanto, la solucién que cumple las condiciones frontera corresponde a:

|y =9mcos(x) + Tsen(x) + 4x — 5x- cos(x) |

2.2.1 Ejemplos mediante videos explicativos

Ejemplo 2.15

Considere la ecuacion diferencial de orden tres con coeficientes constantes:

X
0 (D)y = 12x+4e2 + e *cos(2x) [1]

cuya solucién de la ecuaciéon homogénea viene dada por

x x
vy =Ci1+Cre2 +C3xe2 + e *[(Cax+ Cs) cos(2x) 4 (Cex + C7) sen(2x)]

Determine la forma de la solucién particular de la ecuacién diferencial denotada con [1]

Solucion

Puede visualizar explicacion y solucién de dicho ejemplo, mediante video explicativo a través del link:
https://www.youtube.com/watch?v=2ufnxMCA6mc

Ejemplo 2.16

Considere la ecuacion diferencial de orden tres con coeficientes constantes:

y* 43/ = 3x% +4senx — cosx [1]



https://www.youtube.com/watch?v=2ufnxMCA6mc
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cuya solucién de la ecuaciéon homogénea viene dada por
yn = C1 + Cox+ C3cos(x) + Cysen(x)]

Determine la forma de la solucién particular de la ecuacién diferencial denotada con [1]

Solucion

Puede visualizar explicacion y solucién de dicho ejemplo, mediante video explicativo a través del link:
https://www.youtube.com/watch?v=wddYDVKA5Yk

Ejemplo 2.17 |
A |

Considere la ecuacion diferencial de orden 4:

¢ (D)y =4e > + (3x— 1) cos(2x) —e *senx [1]

Sabiendo que m; = —2,my = 1,m3 = —2 — i son raices de la ecuacidn caracteristica asociada a
¢(D)y =0 . Determine la forma de la solucién particular que resuelve a la ecuacién diferencial [1].

“ Solucion

Puede visualizar explicacién y solucién de dicho ejemplo, mediante video explicativo a través del link:
https://wuw.youtube.com/watch?v=12BV41laXjiM

2.2.2 Ejemplos varios sobre ecuaciones diferenciales lineales de orden superior
Ejemplo 2.18| Coeficientes indeterminados
Considere la siguiente ecuacion de orden tres con coeficientes constantes:
L:y"+y"—y —y=4sen(x)+8(1 +x)e*

a) Verifique que y(x) = ¢* + e * 4+ xe * es solucién de la ecuaciéon homogénea asociada a la
ecuacion L. No se vale realizar una sustitucién directa.

b) Determine la solucién general de la ecuacién diferencial L .

Solucion a.

Si consideramos la ecuacién diferencial homogénea de L se tiene por ecuacién caracteristica (m 4 1)?(m —
1)=0dedondey; =e™*, y, =xe ™y y3=e¢" deestaformasien yy setomaC; =C, =C; =1 se tiene
que y(x) = ¢* + e *+xe " es solucion de la ecuacion diferencial homogénea asociada a L.
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Solucion b.

Para hallar la solucién general de L basta determinar la y,, la cual es de la forma
yp =A-cosx+B-senx+x(Cx+D)e*

luego derivando dicha forma de la y,, se obtiene

y, = —Asenx+Bcosx+ (2C+D)xe* +Cx*e* + De*
Yy = —Acosx—Bsenx+ (2C+2D)e" + (4C+ D)xe* + Cx*e
Yy = Asenx—Bcosx+ (6C+3D)e" + (6C + D)xe* + Cx’e"

y sustituyendo en la ecuacion diferencial L, asimismo simplificando se tiene que

(2A —2B)senx+ (—2A —2B)cosx+ (8C+3D)e* + (8C + D)xe* = 4sen(x) + 8e* + 8xe”

de donde debe darse que

2A—-2B=4
—2A-2B=0
8C+3D=8 ’
8C+D =28

A=1,B=-1,C=1,D=0

por lo tanto se tiene por solucién particular de la ecuacién diferencial L

yp = cos(x) —sen(x) +x%e*
De esta manera se tiene por solucén general de la ecuacién diferencial b

y=Cie" + Cre "+ Csxe *cos(x) — sen(x) +x%e*

para C1,C,,C3 constantes arbitrarias.

Ejemplo 2.19 Forma de la solucién particular
|

Proponga tunicamente la forma de la solucion particular correspondiente a las ecuaciones
diferenciales:

(a) y/// _ 2y// _ 3yl _ xze—x + 2x3e3x
(b) Y +4y" = sen(2x) — xe>* +5

Solucién (a): y" —2y" — 3y = x?e™* +2x%e*

Primero se procede a resolver la ecuacién diferencial homogénea y”' — 2y” — 3y’ = 0. Dicha ecuacién
diferencial tiene como ecuacién caracteristica asociada: m> — 2m? — 3m = 0, en la cual

m(m> —2m—3) =0
=mm—3)(m+1)=0
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=m =0Amy=3Am3=—1

de donde se tiene por soluciones linealmente independientes y; = 1 Ay, = e** Ay3 = ¢, de esta forma
yg =C +C2€3x +Cze™
con Cy,C,,C5 constantes arbitrarias.

Luego, como F(x) = x>¢™* + 2x3¢’*, entonces se propone yp en dos partes una yp para Fj(x) = x?e ™~

y una yp, para F>(x) = 2x>¢>* siendo la propuesta final yp = yp, +yp,. Para la F (x) = x*¢* se propone
inicialmente yp, = arx*e* 4+ ajxe ™ + ape ™, la cual note conicide términos con la y;, por tanto no es es
vélida y se propone luego

3

yp, =axx’e +a1x’e ™ +agxe ™

Luego para F;(x) = 2x3¢%, se propone inicialmente yp, = b3x>e>* + byx?e>* 4 byxe* + bpe>*. Sin embar-
yp,

g0, como nuestra yp, propuesta contiene términos que coinciden en la yh, se multiplica por la variable

independiente x para que no coincidan términos y asi se propone ahora

P2:b3 4 3x+b2)€3 3x—|—b1X2 3x+b0xe

Por lo tanto la forma para la solucién particular viene dada por

yp = wmxle ™ +axte ™ +agxe ™ + bax*e3 + byx3 e + by x2e3r + boxe

Solucion (b): y*) +4y" = sen(2x) —xe’* 45

Primero se procede a resolver la ecuacion diferencial homogénea y#) 4+ 4y" = 0. Dicha ecuacién diferencial
tiene como ecuacién caracteristica asociada: m* +4m? = 0, en la cual

m?(m*+4) =0
= m?(m—2i)(m+2i) =0
=m =0Amy=0Am3=2iAmy = —2i

de donde se tiene por soluciones linealmente independientes y; = 1 Ay, = x Ay3 = cos(2x) Ays = sen(2x),
de esta forma
yu = C1 + Cox + Cscos(2x) + Cysen(2x)

con Cy,C,,C5 constantes arbitrarias.
Luego, como F(x) = sen(2x) — xe>* + 5, se va proponer para F| (x) = sen(2x), F>(x) = xe>*, F3(x) = 5 las

soluciones yp,, yp,, yp, de la siguiente forma respectivamente:
yp, = arsen(2x) + agcos(2x); yp, = bixe> + bpe>; yp, = co

Sin embargo note que tanto en yp, como en yp, tienen términos que coinciden en yy por lo que se hace
una nueva propuesta para yp, y yp, de tal forma que ya no existan términos coincidentes con la yj, es asi

entonces: yp, = ajx - sen(2x) + apx - cos(2x); yp, = cox*

Por lo tanto la forma para la solucién particular viene dada por

yp = ajxsen(2x) + agxcos(2x) + bixe3* + boe> + cox?
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Ejemplo 2.20 Solucién particular

|
Considere la ecuacién diferencial lineal y” (x) + a1 (x)y'(x) + ao(x)y(x) = F(x), si en ella para F (x) =

e** — 1 se tiene a y;(x) una solucién particular y para F(x) = x> — 2cos(3x) a y,(x) una solucién
particular. Determinar una solucién particular de la ecuacion diferencial.

Y () + a1 (x)y (x) +ao (x)y(x) = €™ — 1 +x* —2cos(3x) [1]

Solucion

Por teorema de superposicion de soluciones se tiene que la suma de las funciones y;(x) y y2(x) es una
solucién de la EDL [1] cuyo término independiente es la suma de los términos de las ecuaciones para los
cuales las funciones son solucioén. De esta forma la solucién solicitada viene dada por

y(x) = y1(x) +y2(x)

Ejemplo 2.21 Forma de la solucién general

Considere 1a ecuacion diferencial

N: y® 4y =3x> + 4senx —2cosx

Determine la forma de la solucion general de la ecuacién diferencial N.

Solucion

Sabiendo que m; = 0 (doble), my =i, y ms = —i son raices de la ecuacién caracteristica asociada a EDL
homogenea de N: y* 4y =0, se tiene que la solucién

yi =Ci1+Cy-x+C3-cos(x) + Cy - sen(x)

Se propone inicialmente y, = (Ax*> + Bx+C) 4 (Dsenx + E cosx) pero en ella hay partes contenidas en la
Yu, por lo que luego se debe proponer una forma

yp = x*(Ax* + Bx+C) + x(Dsenx + E cos x)

Finalmente se tendria que la forma de la solucion general de la ecuacion diferencial N viene dada por

y(x) = C1 +Ca - x+C; - cos(x) + Cy - sen(x) + Ax* + Bx® + Cx? + Dxsenx + Excosx

Ejemplo 2.22| Ecuacioén diferencial con coeficientes constantes
D |

Considere una ecuacion diferencial lineal homogénea, de coeficientes constantes, de la forma
¢(D)y =0 con ¢(D) = a,D" +---+a;D* 4 a1 D+ ag.

a) Determine una ecuacién diferencial de la forma ¢ (D)y = 0 con coeficientes reales y de menor
orden posible, sabiendo que los ceros de la respectiva ecuacidn caracteristica (o auxiliar) son:
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m=—i,m=0 (triple),m =2y m= —2.

b) Con base en la parte a), si se tiene que ¢ (D)y = x +xe* + 3cos(x), proponga la forma que
tendria la solucién particular de la ecuacién anterior.

Solucion a)

Como se sabe que las soluciones de la ecuacién caracteristica son m = —i, m = 0 (triple), m =2y m = —2
se cumple que m3(m+i)(m —2)(m+2) = 0, y solicitarse una ecuacién diferencial linela con coeficientes
constantes reales debe tambien considerarse como solucién de la ecuacién caracteristica asociada a m = i

y de esta forma debe cumplirse m*(m +i)(m — i) (m* — 4) = 0, de donde se obtiene la ecuacién auxiliar

m' —3m’ —4m> =0

Por lo que una ecuacién diferencial solicitada viene dada por :

n

Solucion b)

De acuerdo a lo dado en la parte anterior se tiene que la solucién de la ecuaciéon homogénea estd dada por:
Ye = C1 4+ Cox + C3x% + C4e* + Cse > + Cg cos(x) + Cysen(x)

Por otro lado al considerar la funcién externa F(x) = x + xe* + 3cos(x) en la ecuacién diferencial no
homogénea. La solucidn particular de la ecuacién diferencial dada es de la siguiente forma:

yp = x> (Ax+ B) 4+ Cx?e* + Dxe* + Exsen(x) + Fxcos(x)

Ejercicios 2.2 [Ejercicios de retroalimentacion]

%

@ 2.2.1 A continuacidn se presentan ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes cons-
tantes no homogéneas de la formas:

L. ajxy’ +agxy+xy” = ax+b con ay, ay, a, b constantes reales
IL. apy (x)+axy(x) +y"(x) = e cos(bx) con ay, az, b, a constantes reales.

Para cada de las ecuaciones dadas a continuacién resuelvalas y posteriormente ingrese a pagina
interactiva Ecuacion diferencial lineal con coeficientes constantes de orden dos homogénea
NO homogénea mediante método de coeficientes indeterminados para visualizar paso a
paso proceso de resolucién y comprobar dichos resultados.

a. y'(x) +y(x) =2x+3
b. y'(x) =3y (x) +y(x) =6x+1
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c. y'(x)=x+10

d. y"(x) —2y'(x) +y(x) = 6x+38

e. y'(x) —y(x) = e“cos(x)

£ y"(x) +2Y'(x) + y(x) = e*cos(x)
g. ¥ (x) +y(x) = cos(x)

h. y'(x) =2y (x) = e** cos(x)

i y'(x) =¥ (x) = y(x) = €™ cos(4x)
Y =y (x) =x+7

@ 2.2.2 Para cada ecuacion diferencial lineal homogénea determine la solucion general. Poste-
riormente ingrese a pagina interactiva Ecuacion diferencial lineal con coeficientes constantes
de orden tres y cuatro homogénea NO homogénea mediante método de coeficientes inde-
terminados para visualizar paso a paso proceso de resolucion y comprobar dichos resultados.

)—3y'(x
x) +5"(x) = 93
" (x) 4 2y"(x) = 3e~2 8x

a. YW (@) +y'(x) =" +1

b. y"(x) - 6y"(x)+11y( ) —6y(x) = (12x—25)e”"
c. y(4)(x)+3y”( ) = 8y" (x) — 12/ (x) + 16y(x) = x> + cos(x)
d. y"(x)+y"(x )—xsen( )+4

e. y(x)— 2y”(x) ( ) = 8084 (sen(x) 4 cos(x))

£,y (x) + 25" (x) =2/ (x) = y(x) = " —x

g Y'(x)+2y(x) +y(x )— 3x+3e" +2cos(2x) +2

b Y100 /() /) y(0) =B 1) 4 dsent)
i y®(x)— '(x)+ 16y’ (x) 4 32y(x) = xe~ > cos(2x)
j. 3y (x) — ( ) 27xe x

k. //

1.

y
y
y

@ 2.2.3 Proponga tnicamente la forma de la solucion particular correspondiente a las ecuacio-
nes diferenciales

a) y/// 2y// 3y — 2 + 2x3 3%

b) y! +4y” = sen (2x) —xe* +5

¢) w4 36w" =rcos(6t) — Tt + 18

d) w?q" = —wq' +8lg

@224 Se sabe que ¢(D)y = 9+ 6e~ !> + xcos(1/5x), representa una ecuacién diferencial
lineal con coeficientes constantes reales. Determine la forma que tendria una solucién particular
de dicha ecuacion diferencial y de menor orden posible, cuya ecuacion auxiliar corresponde a :
m?(m-+12)3(m?>+5) =0

@ 2.2.5 Si se sabe que la funcién y = Cje 3 + Cre* es la solucién complementaria de la
ecuacion lineal homogénea ¢ (D)y = 0, resuelva la ecuacién ¢ (D)y = 3 (5¢** —2)

@226

Determine la ecuacion diferencial que tiene como solucién general la funcién indicada:
a) y=C1+ Cre® — lezxsenx
b) y=Cle ¥ +e* [Cz cos (\/_x) +Csen (\/§x)} + xe ™ — x2
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@ 2.2.7 Si 0y -4 son las soluciones de la ecuacion caracteristica asociada a la ecuacién
au (t) + cu/(t) = 20c [1], con a y ¢ constantes reales distintas de cero, Determine la solucién
general de la ecuacion diferencial [1].

@ 2.2.8 Halle los valores de las constantes a,b, ¢ y una funcién para P(x) tales que la solucion
general de la ecuacién diferencial ay” + by’ +cy = —6xe*, este dada por y = Ce* + Cre* + P(x)

@2.2.9 Suponga que @ (x) = x solucién de la homogénea, y ¢(x) =x+e*,¢(x) =1 +x+e€"
son dos soluciones de una ecuacion diferencial lineal de segundo orden con coeficientes
constantes no homogénea

y' + a1y +apy = F(x)

a) Determine la solucién general de la ecuacion diferencial y” +a;y +agy = 0.

b) Halle las constantes aj,ag y la funcién F(x)

@2.2.10 Sea A > 0 en el problema : y*) — 2y = 0, con y(0) = y/(0) = y"(0) = 0,y(1) =0
Estudie si existen valores de A, para los cuales el problema tiene solucién no trivial.

@22.11 (A) Sea ¢(x) : R — R una solucién no trivial de la ecuacién y” —2by’ +cy =0 [1],
donde b, c son constantes arbitrarias, y ¢(0) = ¢(1) =0
(a) Demuestre que para cada n € N se cumple que @ (n) =0
(b) Seak € N, encontrar los valores de ¢ tal que la ecuacién diferencial [1] tiene una solucién
no trivial que satisface y(0) = y(27k) =0

@2.2.12 (A) Encuentre la solucién de la ecuacion:

a7y(7) + a6y(6) +ota?y' +ay +y=0
que satisface las condiciones iniciales y(0) = 1, y'(0) = 55 Y tlim y(t)=0cona <0
a ~ t—e
@2.2.13 Sea ¢(x) una solucién de y” — 3y’ —4y = 0 y ¥(x) una solucién de y”’ + 4y’ — 5y = 0.

4
Encontrar dichas soluciones si se tiene que: ¢(0) =0 = ¥(0),¢'(0) =¥'(0) y lim B g
X—o0

¢(x)
@ 2.2.14 Determine la solucion general de las siguientes ecuaciones diferenciales

a) y) +8a%y" = a+ ™ cos(at) con a constante real.

b) 7 +wz =tcos(y/wr) con w constante real (analice los casos para w).

¢) (141%)%y" +2t(1+12)y' +y = arctan®(¢) + cos(arctan(¢)) (sug. debe realizar un cambio
de variable apropiado)

@ 2.2.15 Considere la ecuacién diferencial z’(x) — kz’(x) 4 cz(x) = 8k con ¢,k constantes
reales, k £ 0. Si 0 es solucién simple de la ecuacién caracteristica asociada, determine la
solucion general de la ecuacion.
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3.0.1 Objetivo especifico

1. Determinar soluciones particulares y la solucién general de ecuaciones diferenciales lineales con
coeficientes constantes o variables mediante método de variacién de pardmetros.

3.0.2 Contenidos

= Método de variacion de pardmetros para la solucion particular de ecuaciones diferenciales lineales
no homogéneas.



3.1

3.1.1

Método variacion de paradmetros en ecuacion diferencial: ¢ (D)y=F (x),F (x) #0

Se sabe que la solucién de la ecuacién diferencial lineal ¢ (D)y = F (x), F (x) # 0 no homogénea tiene
la forma y = y. +y,. Para esto se debe encontrar primero la solucién complementaria y. de la ecuacion
homogénea asociada y luego hallar una solucion particular y, de la ecuaciéon no homogénea.

Sean a,(x),--- ag(x) constantes o variables con a, # 0, Vx €I y F(x) anulable o no." Este método de
Variacion de pardmetros se utiliza para construir una solucién particular y, de la ecuacién diferencial(ED)

an (X)Y" 4+ an_1(x)y" . Fa; (x)Y +ao (x)y=F (x)

donde la funcién F(x), puede contener no solo funciones anulables, sino también funciones F'(x) del tipo
como : Inx, —, tanx, secx, arsecx, arctanx, entre otras. En un primer momento se debe hallar para su ED
x

complementaria a,, (x)y" +a,_1(x)y" ' + ... +a; (x)y' +aop (x)y = 0 la solucién general

Ye =Ciy1 +Coyr + -+ Gy,

donde y1,ys -, ¥, son soluciones linealmente independientes (L.I) de la ED homogéneay C;,C3,---,C,
son constantes.

Posteriormente el método variacion de pardmetros consiste en determinar funciones u; (x),uz(x),- - - , uy(x)
que hacen que

Vp = ur(X)y1 +uza(x)y2 4+, 1t (X)yn

sea solucion particular de la ED completa, donde y;,y,,---,y, son las mismas soluciones linealmente
independientes (L.I) de la homogénea y,.

Descripcion del método, para ED lineal de segundo orden: y"’ + P (x)y +Q (x)y = F (x)

A continuacioén se detalla la descripcion del método de variacidn de pardmetros en ED lineal de segundo
orden:

1. Seala ED lineal de segundo orden de la forma a;(x)y”(x) +a;(x)y (x) +ao(x)y = h(x) , lacual
se reduce a la ecuacidn diferencial

Y'+P(x)y +Q(x)y=F(x) (1) con F(x):hcgj)

2. Siy; (x) y y2 (x) son soluciones linealmente independientes de la ecuacion homogénea,
Y'+P(x)y +0Q(x)y=0()

Asi, la solucion de esta ecuacion homogénea estd dada por

Ve =Ci-y1(x)+Ca-y2 (%) ‘ donde C; y C; son constantes arbitrarias.

Ivariacién de pardmetros es general, a diferencia del método de coeficientes indeterminados que se limita a ED lineales no

homogéneas con coeficientes constantes y funciones externas F (x) anulables como los polinomios, exponenciales y trigonométricas
sen(x) y cos(x). Ademds se considera que funciones en proceso de resulucién son funciones integrables y bien definidas.
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3. Suponga existe una solucién particular de la ecuacién y” + P (x)y' + Q (x)y = F (x) de la forma

yp = w1 (X)y1(x) +ua(x)y2(x) 2

donde u; (x) y uz(x) son funciones desconocidas por determinar.

4. Bajo el supuesto de que existen funciones u(x) y u>(x) tales que y, = u1(x)y1(x) +uz(x)y2(x) es
solucién de la ED lineal y” 4+ P (x)y + Q(x)y = F (x), para hallar las funciones u;(x) y us(x) se
requiere determinar en este caso dos ecuaciones, (por ser de orden dos) las cuales se indican a
continuacion:

» Para la primera ecuacion , se parte del supuesto de que las funciones u; (x) y uz(x) son tales
que satisfacen la expresion

u) (x)y1(x) +uy(x)y2(x) = 0| (E1)

» La segunda ecuacién se obtiene al sustituir la y, = u; (x)y;(x) + u2(x)y2(x), asf con todas sus
derivadas en la ecuacién diferencial por resolver, dada en su forma estandar, y” + P (x)y +
Q(x)y = F (x), lo cual nos conduce a la ecuacién 3

) (x)y (x) +uy (x)y5(x) = F(x) | (E2)

5. Para determinar las funciones u/(x) y u}(x), se debe resolver el sistema de las dos ecuaciones
obtenidas en el punto anterior, a saber:

{ u; (X)y1(x) +uz(x)y2(x) =0
u} (x)y] (x) +u5(x)y5(x) = F (x)

h
donde F(x) = hx) en la ED lineal dada en la forma a; (x)y” (x) 4+ a; (x)y' (x) + ao(x)y = h(x).
a
6. Puesto que y; yy» son soluciones L.I, entonces W (y1,y2) # 0; por tanto usando la regla de Cramer

se puede determinar las funciones u} (x) y u5(x) de la siguiente forma:

' 0 » ‘ i 0
i (x) = F (x) y/2 . (x) = yll F (x)
YT W () o= W (y1,y2)

7. Baséandose en lo anterior, las funciones u; (x) y u (x) se obtienen integrando u (x) y u}(x) respecti-
vamente. Finalmente, la soluciéon general es

‘ y = Ciy1(x) + Cay2(x) +ur (x)y1(x) +uz(x)y2(x) f

2Note que esta y,, consiste en cambiar pardmetros C; y C; de la solucién y., por funciones u;(x) y u(x), de ahi el nombre
variacién de pardmetros.

3ver demostracién en la pagina siguiente

4El método de variacién de pardmetros se generaliza para las ED lineales de orden n, de donde la solucién general es de la
forma y=Cyy1(x) +Coya(x) 4+ + Cp - yu(x) 411 (x)y1 (x) + 2 (x)y2 (x) + -+ - 4 1t (x) yn (x).
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Demostracion de la obtencion de las ecuaciones involucradas en el sistema de ecuaciones del punto 5.
Bajo el supuesto de que existen funciones u; (x) y u>(x) tales que y, = u1(x)y;(x) +uz(x)y2(x) es solucién
de 1a ED lineal y” + P (x)y' + Q (x)y = F (x), para hallar las funciones u; (x) y u>(x) se requiere determinar

en este caso dos ecuaciones, (por ser de orden dos) las cuales se muestran a continuacion:

1. Note que al ser y;,y; soluciones linealmente independientes de la ecuacion diferencial homogénea
y'+P(x)y 4+ Q(x)y =0, se cumple que

Y +Px)y+0((x)y1 =0

¥y +Px)yy+Q(x)y2 =0

y ademds y, = C1y; (x) + Coyz(x) para C,C, constantes arbitrarias.
2. Luego para y, = u1(x)y;(x) + uz(x)y2(x) se cumple
¥, = uyy1 +ury) +ubys + unyh
supongase una primera ecuacion u}y; +usy; = 0, en donde luego y"u = u1y| +u2y} y por ende

Yp = Yy +ury| +upys +uays

3. Sustituyendo en la ecuacion diferencial y” + P (x)y' + Q (x) y = F (x) lo obtenido en el punto anterior
Yp+P(x)y,+Q0(x)y, =F ()

uhy] +uy] -+ urys 4+ uzyy + P(x) (uy| + uzys) + Q(x) (ury1 + uzyr) = F(x)

de donde ordenando un poco se tendria

ur(Yi + P (x)y) + Q (x)y1) +uz (5 + P (x) y3 + Q (x) y2) + uyy) +usys = F(x)

de donde al considerar lo dado en 1. se tendria que la segunda ecuacién corresponde a

Uiy +usyy = F(x)

4. De esta forma se demuestra que las ecuaciones involucradas para determinar luego las funciones
ui(x) y up(x) corresponden a
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Ejemplo 3.1 |

Resolver la ecuacion diferencial y” +y = tanx.

La ecuacién homogénea asociada a dicha ecuacion diferencial esta dada por y” +y =0, la cual posee
coeficientes contantes y por ende tiene por ecuacion caracteristica, m? -+ 1 = 0, cuyas soluciones com-

plejas son my =iymy = —i, deestaformasetieneque y;(x)=elt¥ = y y)(x) =¥ =i,
Por lo que la solucién complementaria de la ecuacién homogénea> estd dada por
ye = Cisenx+ Cycosx

Ahora vamos a determinar y,, para la cual variamos los pardmetros haciendo

Vp (x) = uy (x) senx + us (x) cosx

Debe cumplirse que

usenx + uycosx =0
U cosx — uysenx = tanx

Este es un sistema de ecuaciones de variables u) y u5, que tendrd solucion siempre que

senx cosx
= —sen’x—cos’x=—1%#0
cosx — senx

Usando la regla de Cramer para resolver el sistema de ecuaciones se tiene

0 COSX senx 0
, tanx —senx , cosx  tanx
up (x) = 7 = tanxcosx = senux; uy (x) = 1 = —senxtanx
Luego las funciones u; (x) y uy (x) se obtienen integrando.
up (x) = /senxa’x = —cosx
2 1 — cos?

sen-x cos”x
y ux(x)= —/ dx = — / de =— / (secx —cosx)dx = —In(secx + tanx) + senx

cosx cosx
Asf, entonces se tiene que y, = uj (x) senx + up (x) cosx = — cosxsenx + (—In (secx + tanx) + senx) cosx,
es decir,

yp = —cosx (In(secx+tanx))

Por lo tanto la solucién general de la ecuacion es

y = Cisenx + Cpcosx — cosx (In (secx + tanx)) ‘

SRecuerde que en este tipo de ED lineales con coeficientes contantes de orden dos, si se tiene soluciones complejas conjugadas
yi = el@tBix y ) — o(@=Bilx 13 solucidn general de la homogénea esta dada por y = e® (C| cos (Bx) + Cysen (Bx))
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Ejemplo 3.2

Resuelva la siguiente ecuacién diferencial:

y”—4y’+4y:\3/;-ezx

Solucion:

Primero se resuelve la ecuacion diferencial homogénea y” — 4y’ +4y = 0, que tiene por ecuacién auxiliar
m* —4m+4=0=m =2 (solucién repetida) y de esta forma

yiu(x) = c1e® + coxe™

Para y”’ — 4y’ +4y = V/x2 - ¢* dado que la funcién externa F (x) = V/x2 -2 es no anulable se propone como
solucién particular :

Yp(x) = u(x) - ™ +v(x) - xe**

u(x)-e*+V(x) - xe® =0
Entonces luego se debe resolver el sistema: Usando Regla
g { 2l (x) - e 4+ (x) (2 +xe2) = Va2 - &2 &
de Cramer:
er erx
Note W (e*,xe*) = = % 4 2xe™ — 2xe™ = ¢™ # 0y ademis
27 e 4 2xe*
0 xe* e 0
W, = = _VxeM W, = = —V/x2e™
VaZe? e 4 2xe> 2e% V/x2e™
Por lo que:
W, —VaxSe* s 3 s

/ u 2 g

Ux)=—=——7—=—x3=u(x)=—=x3
W= =g )=
W, —vVx%e™ 2 3 s

/ 4 E 2
V(X)=—=—F—=—x3=>v(x) = —-x3

W)= = ()= 3 3
De esta forma la solucién particular tiene la forma y, (x) = —gx% e™ gx% -xe*, siendo finalmente la

solucion general de la ecuacion diferencial

8 8 8
yi(x) = c1e® + coxe® — %xi e 4 %xi e = c1e® + coxe™ + %xiezx

Ejemplo 3.3

Si yj(x) =cos(Inx) y y»2(x) =sen(lnx) son soluciones linealmente independientes de la
ecuacién x>y’ 4+xy' +y =0, hallar la solucién general de la ecuacién

x%y" +xy +y = sec(Inx)

La ecuaci6n debe estar de la forma y” + P (x)y’ + Q (x)y = F (x). Asi, dividiendo entre x* se tiene
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sec (Inx
Yoy _ (Inx)

\<\
_|_

|

!

x  x? X2

De donde la solucién de la ecuacién complementaria es
Ye (x) = Cj cos (Inx) 4+ Casen (Inx)
Luego para determinar la solucién particular debemos resolver el sistema

u cos (Inx) + uhsen (Inx) = 0
i sen (Inx) i cos (Inx) _sec (Inx)

¥2

Este es un sistema de ecuaciones de variables u] y u}, que tendrd solucién siempre que

cos (Inx) sen (Inx) cos? (Inx sen? (Inx 1
_sen (Inx) cos(lnx) | = )E ) + )E ) = o #0
x X

Usando la regla de Cramer para resolver el sistema de ecuaciones se tiene

0  sen(lnx)
sec(lnx)  cos(Inx)
2 sen (Inx) sec (Inx) tan (Inx)
Uy (x) = X ] X =— . S
x
cos (Inx) 0
sen(Inx)  sec(Inx)

/ X x2 cos (Inx)sec(lnx) 1
u (X) = 1 = ==
X X X

Luego las funciones u; (x) y us (x) se obtienen integrando, es decir,

uj (x) :/_tan(lnx)dx: —/Senudx:ln(cos(lnx)) y up(x) :/idlenx

X cosu

Asi,entonces se tiene que

yp = uy (x)cos (Inx) +us (x) sen (Inx) = In(cos (Inx)) cos (Inx) + Inxsen (Inx)

Por lo tanto la solucién general de la ecuacién es

‘y = C) cos (Inx) 4+ Cysen (Inx) +1In (cos (Inx)) cos (Inx) + Inxsen (Inx) ‘

Solucion

Puede visualizar explicacion y solucion de dicho ejemplo, mediante video explicativo a través del link:
https://www.youtube.com/watch?v=aQubgEo7CoM
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Ejemplo 3.4  Explicacién mediante video

Considere la ecuacion diferencial
N: x*(1—-2Inx)y” +x(1+2Inx)y —4y = x> (1 — 2Inx)?

Si {Inx,x*} es un conjunto linealmente independiente de soluciones para la ecuacién diferencial
homogénea de asociada a [N], determine la solucién general de [N].

'C Solucion

Puede visualizar explicacién y solucién de dicho ejemplo, mediante video explicativo a través del link:
https://www.youtube.com/watch?v=864PF7D1cCs

Ejemplo 3.5

Resuelva la ecuacién (1 —x)?y” + (x —x?)y’ — (1 —x)y = 4(x — 1) sabiendo que y; = ¢* es una
solucién de la ecuacién diferencial homogénea asociada.

Solucion:

Como y; = e* es una solucién de la ecuacién diferencial homogénea (1 —x)%y” + (x —x?)y’ — (1 —x)y =0,
falta determinar la segunda solucién linealmente a ella y para ello se recurre al teorema de la segunda
solucién de Abel en donde conviene primero al reescribir la ecuacién diferencial como:

y"—iyl—l—iz4x—4, x#1
x—1 x—1

Asi de esta forma para determinar la segunda solucidn se realiza:

effp(x)dxdx
oy [

(n1)?
. PR "
—¢ / e
e [ T5—1dx gy
=e / e2x
N en1—x)+x 7,
—¢ / e
(1 —x)dx
- ex./ e*



https://www.youtube.com/watch?v=864PF7D1cCs
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=€ xe ¥ =—x

De esta forma yyg = C1e* + Cox con C1,C, constantes arbitrarias. Luego, se propone la solucién particular
yp =uj(x)-€" 4+ uz(x)-x donde u; y u, son funciones por determinar con variable independiente x.

Para determinaralas, se debe resolver el siguiente sistema de ecuaciones:

uy-ef+uh-x = 0
up-ef+uy, = 4x—4
et —x
Dicho sistema tiene solucién tnica pues: W (e*, —x) = =—e'txe"=e"(x—1)#0, x#1
e —1
Usando Regla de Cramer:
0 —x
4x—4 -1 4xr —4x  4x B B
ul(x) = Wier—x) = D) === up(x) :4/xe Tdx=—4(x+1)e"
e 0
et 4x—4 4e*(x—1)
L(x) = = =4= = /4d = 4x.
(%) W (e¥,—x) eX(x—1) 2(x) e
De donde yp = —4(x+ 1)e e* +4x-x = 4x> — 4x — 4 y ademds la solucién general viene dada por
‘y(x) =Cle"+Cox+4x> —4x—4
Ejemplo 3.6 |

Considere la siguiente ecuacion diferencial lineal :

ED:xy’ — (x+ 1)y +y=x%* conx>0

Encuentre a constante tal que y; = e** sea solucion de la ED homogénea.
Dar la solucién general de la ED homogénea.

Encuentre una solucién particular de ED.

Escriba la solucién general de la ED.

a) Sustituye y; = ™ y sus respectivas derivadas y’, y y” en la ecuacién diferencial homogénea
o = (x+1)y +y=0
de donde

a?xe™ — (x4 1)ae™ +e™ =0

2

& (ax—ax—a+1)e™ =0
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s (@ —-1x—(a—1)=0
lo cual es valido solo si a = 1 entoces y; = €* es solucién de dicha ecuacion diferencial homogénea.

b) La ecuacién diferencial es de orden dos por lo tanto para obtener la segunda solucién linealmente
independiente con y; se aplica el teorema de la segunda solucion de Abel en donde

e
yw=e /de

= ex/xefxdx

al resolver dicha integral por la técnica de partes y simplificar se obtiene ahora

yp=-x—1
Por lo tanto la solucién de la ecuacién diferencial homogénea viene dada por
yn=Cie'+Cy(—x—1)
c) Falta solo determinar la solucién particular de nuestra ecuacién diferencial no homogénea
xy// _ (x+ 1)y'+y — x2e2x
y para ello utilizaremos el método de variacién de pardmetros® de esta forma sea
¥p = w1 (x)e + ur(x)(—x 1)
donde u;,u; son funciones por determinar. Para ello se plantea y resuelve el sistema

{u’l-ex—}—u’z-(—x—l) =0

ul - e —u = xe¥
e —x—1
Dicho sistema tiene solucién tnica pues: W (¢*, —x— 1) = =xe* #£0
e* —1
Usando Regla de Cramer:
0 —x-1
2x 2x
xe —1 x(x+1)e
uj(x) = = = (x lex:>ux:/x 1)e“dx = xe*
) — e — e s = [
& 0
& xe* xe3* o2
uh(x) = = =P =u x:/ezxdx:—
= = ()
2x

2x

De donde yp = xe=* — - (x+1) y ademads la solucién general viene dada por

2x
y(x) =Ce*+Co(—x—1) +xe® — %(x+ 1)

bnote al ser F (x) = x2¢2*, también se podria plantear la solucién particular mediante el método de coeficientes indeterminados
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Ejercicios 3.1 [Ejercicios de retroalimentacion]

¥t

@ 3.1.1 Resuelva cada de las ecuaciones dadas a continuacidn y posteriormente ingrese a
pagina interactiva Ecuacion diferencial lineal con variables de orden dos NO homogénea
mediante método variacion de paramétros para visualizar paso a paso proceso de resolucién

y comprobar dichos resultados.

a. y"(x) +2Y(x) +y(x) = e *In(x)
b. y"(x) +y(x) = csc(x)

c. y'(x) +4y(x) = 4sec(2x)

d. y'(x) =2y (x) + 2y(x) = e“sec(x)
e. y'(x) +4y(x) =2tan(x N

f. y'(x) =6y (x) +9y(x) = —

2 V() +3Y()+2() =

. 3/(x) + 4/ (x) +4y(x) = —
i. 4y"(x)+36y(x) = 4csc(3x)

X

o ¥0) =2 () () = 5

@ 3.1.2 Resuelva cada de las ecuaciones diferenciales dadas a continuacién en las que se
conoce una solucién de su ecuacion diferencial homogénea y posteriormente ingrese a pagina
interactiva Ecuacion diferencial lineal con variables de orden dos NO homogénea median-
te método variacion de paramétros para visualizar paso a paso proceso de resolucion y

comprobar dichos resultados.

2 20+ (2 = 1) 3(a) +2/(0) =, () = 2

b xy”(x) + (x— 1)y (x) = y(x) = &, yi(x) = e

. 2" (x) +xy/ () +(x) = sec(In(x)), 1 (x) = cos(In(x))

d. )% +In(x)y” (x) — )@ = In(x), y1(x) = In(x) + 1

e (5-1)s0+re+ (1-2)y0 = 2 =

¥2

1
.ty (x) + 223y (x) +y(x) = ;,yl (x) =cos [ —

X2
. () + (= DY () ~y(00) = () = ¢
i (x2—1)y"(x) —2xy(x) +2y(x) = x* —316,yxl (x)=x241
jo /() = 2(x+ DY () + (4 2)y(0) = == () =
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@ 3.1.3 Para cada afirmacién indique V si es verdadera o F si es falsa segtin asi corresponda:

a. Al resolver la ecuacién diferencial 8y” — 80y’ +200y = 136e~*+ In(x) se determina que
una solucién particular es de la forma y, = U(x)e>* + xe>*V (x) donde ¢>* y xe>* son
soluciones de la respectiva ecuaciéon complementaria. Un sistema de ecuaciones en las
incégnitas U’ (x) y V/(x) que ayuda a determinar U (x) y V(x) es

U’ (x) + xe>*V' (x) =0
53U (x) + (e +5xe>*)V/(x) = 17e *Inx

b. Para determinar la solucién particular de la ecuacién y” + 100y = tan(4x) al utilizar el
método de variacién de pardmetros, las ecuaciones que permite hallar los pardmetros de
esa solucién particular son

{ sen(10x)U’(x) +cos(10)V’(x) =0
10cos(10x)U’(x) + 10sen(10x)V’'(x) = tan(4x)

c. Considere una ecuacién diferencial de la forma y” + a1y’ + azy = x'?¢?%*. Suponga que
¢?* y xe?%* son soluciones de la respectiva ecuacién complementaria, y que el método
de variacién de pardmetros propone una solucién particular y, = U (x)e*™ + V (x)xe?%,

15
—X

15

entonces U (x) es igual a

d. Considere una ecuacién diferencial de la siguiente forma y” — 2y’ +y = 8senx, enton-
ces el método de variacion de pardmetros propone una solucion particular de la forma
yp = Cysen(x) + C; cos(x) para Cy,C, constantes arbitrarias.

e. Sean y; = cos(17x);y, = sen(17x) soluciones linealmente independientes de la ecuacién
complementaria de la ecuacién diferencial y”(x) + ag(x)y(x) = sec®(17x), la solucién
sec(17x) N tan(17x) sen(17x)

particular de dicha ecuacién diferencial corresponde a y, = 378 289

f. Considere la ecuaci(’)n diferencial de orden dos dada de la forma ¢ (D)y = —2¢>  sec(9x)
[1], donde y; = e *cos(9x);y, = e>*sen(9x) son soluciones linealmente independien-
tes de la ecuacion diferencial homogénea asociada a [1]. La solucién particular de [1]

—7)
corresponde a y, = 5 In(cos(9x))e>* cos(9x) — 2xe>* sen(9x)



4.0.1 Objetivo especifico

1. Resolver ecuaciones diferenciales ordinarias lineales de la forma ED Cauchy-Euler.

4.0.2 Contenidos

= Método para la solucién de ED lineales en forma de EULER.



4.1

4.1.1

Poceso de resolucion de ecuacion diferencial de Cauchy- Euler

Considere la ecuacion diferencial de Cauchy-Euler de la forma

en(ax+b)"y" 4+ ¢,y (ax+ b)Yy 4o ey (ax+b)y + coy = h(x)

Enelcasodea=1, b =0 se considera la ecuacién de Euler caso simple de la forma

end'y" 4 cuo1x Y e oy = hi)

Observacion 4.1

= Note que en cada término ¢, (ax+b)"y" el exponente en (ax+ b)" es igual al orden y™.

= En la siguiente seccion se vera que toda ecuacion diferencial (ED) de Euler se puede
transformar en una ED lineal con coeficientes constantes, haciendo el cambio de variable
ax+b = ¢€* con lo cual, la variable independiente x cambia a variable independiente z, y por
tanto la funcién y asi como todas sus derivadas también van a depender de la nueva variable
Z.

Solucién de una ecuacion diferencial de Euler de segundo orden

A continuacioén se ilustra el método o procedimiento que permite resolver ecuaciones diferenciales de Euler
de segundo orden con a = 1y b = 0. Es decir de forma

arx®y (x) +arxy' (x) +aoy (x) = F (x) | (1)

con ap # 0. No obstante cabe mencionar que dicho algoritmo de solucién se puede extender a ecuaciones

de orden n.
Procedimiento para resolver ED de Euler de segundo orden: a>x?y” (x) +ajxy (x) +agy (x) = F (x)

dx
m Sea x = € (por lo que z = Inx y se asume que x > 0). De esta forma = ¢, lo cual es equivalente
z
a

dz .
a e
) dy dy dz _ .
- 7 _ 77 s 4 ! — -z
Por lo otro lad;), se tiene que y' = - pERr bl (z)e “ esdecir, | Y(x)=y(z)e ] (2)
dy _d(y(x) _d( () dz_d((g)e™) - - ] -
Ahora, y' = == = = L= e i=V'" () e fa_ 2] o2
YT T T Az dx i T @t e
es decir,

V') =D (@) -y @] e G

= Sustituyendo (2) y (3) en la ecuacion diferencial original (1) tenemos
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e (Y (2) =Y (2)) e F+ a1t (Y (z) e %) +aoy (z) = G (2)
a2y (z) — a2y (2) + a1y (z) +aoy (z) = G(2)

a2 (2) + (a1 — @)y (2) +a0y (2) = G(3) | @)

Note se trata de una ecuacion diferencial lineal de orden superior con coeficientes constantes en va-
riable z.

Observacion 4.2

= En la ecuacién de Euler ay(ax + b)?y” (x) + aj (ax+b)y (x) + agy(x) = H(x) con az,ay,ag
constantes reales y a; # 0 mediante cambio de variable ax 4 b = ¢° se transforma en la
ecuacion diferencial con coeficientes constantes

@’y (z) + (aa) — a*az)y (z) +aoy(z) = G(z)

@k Puede ingresar a la pagina interactiva Ecuacién diferencial de Euler para visualizar
paso a paso proceso de resolucién y comprobar dichos resultados.

= Se puede generalizar la técnica de Euler para resolver las ecuaciones de tercer orden, por

ejemplo para la ecuacién diferencial azx’y"” + ayx?y" + ajxy’ + agy = F (x), 1a cual puede

verificar que mediante cambio de variable x = ¢ se transforma en la ecuacidén diferencial de
coeficientes constantes:

a3y (2) + (a2 — a3)y" (z) + (2a3 — az +a1)y' (z) + aoy(z) = G(z)

Ejemplo 4.1

1 Resolver la ecuacién diferencial x2y” +4xy’ +2y = —21Inx?

Solucion

» Seax = ¢ (0seaz=Inx) donde usando (4) se transforma en la ecuacién de coeficientes constantes
con variable dependiente z
Y43y 42y = —2Ine* = —4z
= [a ecuacién auxiliar asociada a la ED homogénea es m*+3m+2=0<m = —2 ymy =—1. Asi,
Yelz) =Cre ¥+ Cre™*
» La soluci6n particular estard dada por y, (z) = Az+ B. Obteniendo y' (z) = Ay y” (z) = 0. Luego

sustituyendo en la ED diferencial dada, se tiene 3 (A) +2(Az+B) = —4z < 3A+2Az+2B = —4z
De donde debe cumplirse 2A=—-4=A=-2 y 3A+2B=0=B=3.
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= Por tanto, la solucién particular en terminos de z estd dada por y, (z) = —2z+3

= La solucién general en términos de z serd

y(z) =Cre ®+Cre *—2z+3

= Y finalmente la solucion general en términos de x serd

y(x) =Cix 2+ Cox~ ' —2Inx+3

Ejemplo 4.2

1 Resuelva la ecuacion diferencial ~ x*y"” + 3x%y” 4 2xy’ = sec(Inx), conx € ]e_T”, e%[

Solucién
= Seax:ezéezzz:ezzjli
= Se tiene que y'(x) = Z)Z) : % =Y (@)e ™ = [Yx)=y(z)e?| (1)
» Ademids, y"'(x)= d(y’(dzz)ez) : % =" =y (@@)e ) e = Y (x)=e =) (z) -y (2)]
= Ademds, y"'(x)= d (eZZy”(zziZ— YR . % = e %[y (2) = 3y"(2) +2)/(2)] - ¢ %, luego de esta

manera se tiene que

Y'(x) =e Fy"(2) =3"(0) + 2 ()] | (3)

» Luego sustituyendo (1), (2) y (3) enlaED dada se tiene que
e (e (2) = 3" (2) + 2/ (2)]) +3€% [e " (z) = (2)]] +2€% () * = secz

es decir, se obtiene la ED en coeficientes constantes de variable independiente 7

V" (2) +Y(2) =secz (4)]

» Ecuaci6n auxiliar de la ED homogénea : m* +m =0< m=0 A m= +i. De tal forma que

yn =A+Bcos(z) +Csen(z) ‘ y | yp(z) = ui(z) +uz(z) cos(z) + uz(z) sen(z)

Debe cumplirse que

(z) - 1+uh(z)cosz+uysenz =0
z)-0—u)(x)senz+ujcos(z) =0
) (z) -0 —ub(x)cosz —ujsen(z) = sec(z)

)
i :

INote sistema se obtiene mediante método variacién de paramétros para ecuacién diferencial de tercer orden (4).
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Este es un sistema de ecuaciones de variables u} (z), u2(z) y u5(z), que tendrd soluci6n siempre que

1 cos(z) sen(z)
0 — sen(z) cos(z) |=1+#0
0 —cos(z) —sen(z)

Usando la regla de Cramer para resolver el sistema de ecuaciones se tiene

0 cos(z) sen(z)
0 —sen(z) cos(z)
W) (z) = sec(z) - Cosl(z) e sec(z);
1 0 sen(z)
0 0 cos(z2)
() = sec(z) SCC(IZ) —sen(z) =—1;
1 cos(z) 0
0 —sen(z) 0
, 0 —cos(z) sec(z) —sen(z)
uz(z) = 1 cos(z)

Luego las funciones u; (z), u2(z) y u3(z) se obtienen integrando.

sen(z)
cos(z)

dz = In(cosz)

; Mz(x):—/le:—z; u3(x):—/

u(z) = /seczdz:1n|secz+tanz

Asi, entonces se tiene que

yp(z) =In|secz+tanz| —zcos(z) +In(cosz) sen(z) |,

Por lo tanto la solucion general en z de la ecuacién es

‘y(z) = A+ Bcos(z) +Csen(z) + In|secz+tanz| — zcos(z) +In(cosz) sen(z) ‘

Entonces finalmente en términos de la variable independiente x, la solucion general de la ED es

‘y(x) = A+ Bcos(In(x)) +Csen(In(x)) +1In|sec(In(x)) + tan(In(x) )| — zcos(In(x)) + In(cosIn(x)) sen(In(x)) ‘
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Ejemplo 4.3

Resolver la ecuacion diferencial (3x+2)%y" — (3x+2)y +3y=53x+2)> —4

Solucion

d d
Seal3x+2=¢" = ¢ :3—x =3¢ i = b
dz dx
) dy dz _
Set / — 2. 3¢
e tiene que y'(x) pERr el (z)3e
/ -z
Ademds, Y’ = 40/ (2)3e7) dz = (3y"(z)e * =3y (z)e ?)-3e”*

dz dx
Luego sustituyendo en la ED dada se tiene que
e [(3y"(2)e =3y (2)e ) -3¢ 7] — e [y (2) 37| +3y = 5e* — 4
[(3y y y y
es decir,
9" (z) — 12y (z) +3y = 5¢% — 4

Ecuacién auxiliar de la ED homogénea : 9m? — 12m +3=0&m = % A m = 1. De tal forma que

yn=creP +eet| y Yp =Ae* +B

Calculando las derivadas y),(z) = 24e*, y)(z) =4Ae* luego sustituyendo en la ecuacién ED

dada, y resolviendo el sistema de ecuaciones asociado, se obtiene que A = % yB= %4. De donde se

2z

e 4

obtiene la solucién particular con respecto a z: y, (z) = 3 3 de esta forma la solucién general es
2z

e 4

y(@) = el teet+ o — 2

3

cuya solucién general en términos de la variable independiente x es

3 3x+2)° 4
y(x) = c1 (3x+2)} +cZ(3x+2)+(X3)_3

Ejemplo 4.4 | Explicacién mediante video

Considere la ecuacion diferencial

N: (5x—4)%"(x) — 15(5x —4)y'(x) + 100y(x) = 5x

a) Utilice cambio de variable adecuado para convertir N en una ecuacién diferencial de
coeficientes constantes.
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' b) Resuelva ecuacion diferencial obtenida en a) para obtener solucién general de N.

“ Solucion

Puede visualizar explicacion y solucién de dicho ejemplo, mediante video explicativo a través del link:
https://www.youtube.com/watch?v=ApMTq_32s0Q

Ejemplo 4.5 | Ejemplo de ecuacion diferencial con técnica de Euler

Resolver la ecuacién diferencial y” + (tanx)y’ + (cos? x)y

Euler con z = senx)

= 5N ¥ cos* x (Sug: aplique la técnica de

Solucion

. : . dz .
Haciendo el cambio de variable x = arcsenz = senx = z de donde se cumple cosx = I Ademads dado
X

2

que z = senx, se tiene que 1 —cos“x = 22, es decir, 1 — 72 = cos2x y de esta forma se tiene

d
1—Z =cosx= 2% [1]
dx

Por otro lado, dado que se necesita transformar nuestra ecuacion diferencial dada en una de variables
dependiente y e independiente z, se utiliza regla de la cadena de la siguiente forma:

d dy d d
a) 2= oV 1-2 8| 2 =y (V-2 2]

dx dz dx dx

d’y _d((V1-22) dz_ [, d’y
b)) s=— 7. "= 1—72_— / 1—72 asi | =2 = (1=22W'(7)— 2V 3
) 52 = i ()V1-2 —zzy(z) V-2, asi g2 = 1=2)'(@)-2(2)| B3]

utilizando nuestro cambio de variable z = senx y lo obtenido en [1], [2], [3] en la ecuacién diferencial
dada, se tiene

Y'(@(1-2) =2y Q)+ () + (1 -2)y =€ (1-2°)*

si se divide dicha ecuacién entre 1 — z2, se obtiene la ecuacién diferencial de coeficientes constantes en y(z)

Y 4y =e(1-2%)

donde al resolverla se obtiene por solucién general
2 1 2
y=Cicosz+Crsenz—e Ez —z

y de esta forma al retomar nuestro cambio de variable inicial z = senxse obtiene por solucién de la ecuacion
dada

1
y = Cj cos(senx) + Cysen(senx) — e*"* [2 sen®x — senx]
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4.1.2 Método alternativo de Euler

Considere la ecuacién diferencial axx?y” (x) +aixy’ (x) +aoy (x) = 0, suponga que admite una solucién de
la forma y = x™ como m real por determinar. Por otra parte se tiene

y=x"=y =mx" =y =m(m—1)x"">

al sustituir en la ecuacion diferencial dada

axx’y" (x) +arxy' (x) +agy (x) =0
aym(m—1)x" +aymx™ +apx™ =0
(aam(m—1)+aim+ap)x" =0

(aym?® + (a1 — az)m+ag)x™ =0

P

Asi y = x™ es una solucién de la ecuacién diferencial siempre que m sea una solucién de la ecuacién
auxiliar

am® + (ay —ax)m+ap=0

Hay tres casos distintos por considerar en dicha ecuacidn caracteristica u auxiliar, a saber:

I Caso: Raices reales distintas

Sean m y my raices reales distintas, entonces se tiene y; =x"" y y; =x" forman un conjunto fundamental
de soluciones. De esta forma la solucién general viene dada por

y= CixX™ + Cox'™

para C1,C, constantes arbitrarias.

II Caso: Raices reales iguales

j ) . —a)+a
Sean m; y my raices reales iguales, entonces se tiene y; = x™! con m; = o Para hallar la segunda
a
solucién linealmente a y; se recurre al teorema de segunda solucién de Abel en donde se puede verificar

que

y2 =x" Inx
De esta forma la solucién general viene dada por
y=Cix™ 4+ Cox™ Inx

para C1,C, constantes arbitrarias.
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III Caso: Raices complejas
Si las raices de la ecuacion auxiliar son de la forma Sea m; = a+ bi y mp = a — bi (raices complejas),
entonces se tiene por solucién general

y =x%(Cjcos(blnx)+ Cysen(bInx))

para Cy,C, constantes arbitrarias.

Ejemplo 4.6 |
Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales

L. x3y" (x) — x%y" (x) — 6xy'(x) + 18y =0
2. 3x%y" +11xy =3y =0

Solucion 1.

Note que se trata de una ecuacién diferencial de Euler de tercer orden en donde se supone admite una
solucién de la forma y = x™, por lo que se calcula sus derivadas hasta la de orden 3 y se sustituye en la
ecuacion diferencial dada, con lo cual se reduce a

3y (x) —x3y (x) — 6xy (x) + 18y =0

Cm(m—1)(m—2)x"3 = x*m(m—1)x""% — 6xmx™ 1 +18x" =0
(mm—1)(m—2)—m(m—1)—6m+18)x" =0
(m—3)*(m+2)=0

vl

luego my = my =3, m3 = —2, de esta forma se tiene por solucién general de la ecuacién diferencial dada

y(x) = (C1 + Gy Inx)x® + C3x72

Solucion 2.

Suponga dicha ecuacién diferencial admite una solucién de la forma y = x™, por lo que se calcula sus
derivadas hasta la de orden 2 y sustituye en la ecuacién diferencial homogénea con lo cual se reduce a

3x2y" +11xy —=3y=0

= 3m(m—1)x"2 4+ 1xmx" ! —3x" =0
= (Bmm—-1)+11m—-3)=0
= 3m*+8m—-3=0
luego m| = 3 my = —3, de esta forma se tiene por solucion general de la ecuacion diferencial dada

y(x) = Crx3 +Cox 3
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Ejercicios 4.1 [Ejercicios de retroalimentacion]

¥

@ 4.1.1 Resuelva cada una de las ecuaciones dadas a continuacion y posteriormente ingrese a
pagina interactiva Ecuacion diferencial de Euler para visualizar paso a paso el proceso de
resolucién y comprobar dichos resultados.

X2y (x) 4 3xy (x) + y(x )—8—1n ()
X%y (x) +4xy' (x) + 2y(x) = —2In (x?)

1)2y"(x) = 2(x = 1)y/(x) —4y(x) = 4In(x — 1) — 3x
2y (x) +xy' (x) + y(x) = tan(In(x))
+2)2y"(x) — (Bx4+2)y' (x) + y(x) 5(3x+2) —4
2)%y"(x) +3(x—2)y'(x) + y(x) = In*(x—2) = 5In(x—2) + 6
x*y"(x) +xy' (x) + y(x) = sec(In(x))
20+ 1) (x) —2(2x+ 1)y (x) +4y(x) = 0

c(x—
. (3x
- (x—

Tf{q = O &0 .CTP

@ 4.1.2 Generalice la técnica de Euler para resolver las siguientes ecuaciones de tercer orden.

(Sug : verifique que y"”'(x) = e ¥ [y (z) = 3y" (z) +2Y (2)])

a) X3 ///_|_3x2 //_1_|_x
b) X3y —3x%y" +6xy — 6y =21Inx> — 35

c) x*y" —2xy' =5Inx

@ 4.1.3 Haciendo uso de la sustitucion x = arcsenz, aplique la técnica de Euler para resolver
las ecuaciones

a) ¥+ (tanx)y + (cos’x) y = cos?x

b) )" + (tanx)y’ + (cos?x) y = "™ cos*x

@ 4.1.4 Determine la ecuacion diferecial lineal con coeficientes constantes en y(z) que se
obtiene al realizar el cambio de variable x = cos(z) en la ecuacion diferencial
y" —cot(x)y’ — sen*(x)y =0
@ 4.1.5 Para cada afirmacién indique V si es verdadera o F si es falsa segtin asi corresponda:
a. Una solucién particular de la ecuacién diferencial w?q” = —wq’ +25¢ corresponde a

q= 12w + 7w
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. La solucién general de la ecuacién diferencial 5xy” — 2x~3 420y’ = 0 corresponde a
y=C;+ C2x73 — O,2x*2

. Al realizar cambio de variable apropiado, la ecuacién diferencial x?y” (x) + 3xy’ (x) +
15y(x) = —7x? 4 15In(x), se convierte en

Y'(2) =2y (2) +15y(z) = —Te¥ + 152
. La ecuacion diferencial
—6(—3x+1)%y"(x) = 3(=3x+ 1)y (x) — 2y(x) = 5(—=3x+1)> — 4
, al realizar el cambio de variable —3x 4 1 = ¢ se transforma en la ecuacion diferencial
—54y"(z) — 63y'(z) — 2y(z) = 5¢* — 4
. El cambio de variable que convierte la ecuacion diferencial
43x+ 12" (x) 4+ Bx+ 1)y (x) + y(x) =x* +Inx
en una ecuacion diferencial con coeficientes constantes corresponde a z = 3x+ 1.

. Al aplicar el cambio de variable apropiado, la ecuacién diferencial

dZ
sy

2 = —Sxy+ x*

24y
x_
dx

se obtiene la ecuacién diferencial y”(z) — 2y/(z) + 5y(z) = €*°
. Al realizar el cambio de variable ¢* = 7x + 4, la ecuacién diferencial

(Tx+4)%" (x) + (Tx+4)y (x) +Ty(x) = F ()

i y , et +4
, se reescribe como 49y"(z) — 42y (z) + 7y(z) = F 7

. Al resolver la ecuacion diferencial
1 1 41nt
/! /
-y +5y=—-, t>0
Yy =3 + 27 t

se tiene por solucidn general

y(t) = ci1t +coIn(t)r +4¢In(t) + 8¢
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de orden superior mediante dnges

5.0.1 Objetivo especifico

1. Resolver ecuaciones diferenciales lineales de orden superior mediante aniquiladores.

5.0.2 Contenidos

= Método de aniquiladores para resolucién de ecuaciones diferenciales lineales de orden superior con
coeficientes constantes.



5.1

Ecuaciones diferenciales de orden superior mediante aniquiladores

De acuerdo a lo visto en la seccién 1.1.9 sobre notacién de la ecuacién diferencial lineal de orden n :
an (X) Y 4+ a1 (x)y" D + .. 4a; (x)y +ag (x)y=F (x) con a, #0 ' se puede escribir en notacién de
operadores como

(anD”—i—an_lD”*l+...+a1D+a0)y:F(x) (1)

Si ¢ (D) =a,D"+ an_1D" '+ ... +a; D+ ay, entonces la ecuacién diferencial (1) puede rescribirse de la
siguiente forma

¢(D)y=F(x) (2)

Observacion 5.1

* Otra notacién referente a (1) es el operador diferencial L = a,,D" + an 1D '+ ... +aD+ ao,
escribiéndose la ecuacién diferencial (1) como sigue L(y) = F (x) (3).

Asimismo la solucién general de ecuacion diferencial (1) estd dada por y = y. +y,, donde y. (provista de
pardmetros arbitrarios) es la solucién complementaria de la ecuacién homogénea ¢ (D)y = 0, mientras que
yp (libre de pardmetros) es una solucién particular de la ecuacién no homogénea ¢ (D)y = F (x).

El método de aniquiladores es un método alternativo al de coeficientes indeterminados pues aplica a
ecuaciones diferenciales ordinarias lineales de orden superior con coeficientes constantes no homogénea
para determinar la forma de solucién particular y, para F(x) basicamente de funciones como polinomios,
exponenciales base e de la forma e™'y trigonométricas sen(fx) y cos(fx); asi como combinacion lineal
o productos finitos de ellas. El método en general en un primer momento sugiere expresar la ecuacién
diferencial en forma de operadores y buscar aniquilador para la funcién F(x) entre otros procesos que se
estudiard en esta seccion.

Observacion 5.2

Segtn lo estudiado en la seccion de operadores del capitulo 1, con respecto al operador ¢ (D) se
recuerda lo siguiente:

* ¢ (D) puede ser factorizado en R , esto pues todos los a; con i = 0,--- ,n son constantes.
* Los factores de ¢ (D) pueden ser conmutados.

* El operador ¢ (D) con coeficientes constantes aniquila o es un anulador de la funcién F(x) siy
solosi ¢(D)y(F(x))=0.

* Si el operador D aniquila a F(x) pero no a G(x) y si el operador D; aniquila a G(x) pero no a
F(x), entonces el producto de los operadores D - D; aniquila a cualquier combinacién lineal de
F y G, por ejemplo CF (x) + C,G(x).

IRecuerde que ag (x),a; (x),...,a, (x),F (x) son funciones reales continuas que dependen sélo de la variable independiente
x y definidas en un intervalo comtn 7, con a, # 0 paratodax &l
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A continuacién se muestra una tabla resumen de los principales anuladores para la funcién F(x) de la
ecuacion diferencial ¢ (D) = F(x) lineal de coeficientes contantes, donde F(x) involucra funciones poli-
nomiales, exponenciales y trigonométricas, sen(fx), cos(fx). Para a, 8 constantes y n € N, la columna
de la izquierda muestra el anulador de las funciones en la columna derecha y también sus combinaciones
lineales:

Anulador Funciones que anula .

D" 1x,x2, - x"!

D—a e

(D_a)n eax’xeax7x28ax.nxn—leax

D? + 82 cos(Bx), sen(Px)

(D?+ B2)" cos(Bx),xcos(Bx),x*cos(Bx) - --x"~! cos(Bx)

sen(fBx),xsen(Bx),x*>sen(Bx)---x" ! sen(Bx)

((D—a)*>+B>)" €™ cos(Bx),xe cos(Bx),x>e® cos(Bx) - - - "1 e* cos(Bx)
sen(fBx),xe™ sen(Bx), x>e®sen(Bx)---x" e sen(Bx)

5.1.1 Ejemplos de aniquilador para la funciones F(x).

Ejemplo 5.1 |

Halle el aniquilador de las siguientes funciones:
1. F(x) =3¢ —5xe* —2x3¢"

Los aniquiladores respectivos son D+2, (D—1)*, (D—1)*
Como el segundo es subconjunto del tercero, entonces el aniquilador total es
¢(D) = (D—1)* (D+2) y de esta forma puede comprobar que ¢ (D)F (x) = 0.

2. F(x) =xe™(2—3x) +xe™ = 2xe ™ + 3x%e ™" + xe®

Los aniquiladores respectivos son (D+1)*, (D+1)*, (D—4)*
Note que el aniquilador(D + 1) es subconjunto del (D+1)*, por lo que se toma (D +1)?
y asf entonces el aniquilador total es ¢(D) = (D+1)> (D —4)*.

* Note que cuando un aniquilador D; es subconjunto de otro D;, se toma el de mayor grado.
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Ejemplo 5.2

Halle el aniquilador de la siguiente funcién

l. F(x) =1—2x—xe *+3e™®

Los aniquiladores respectivos son D, D*, (D+1)*, (D—7)
Como el primero es subconjunto del segundo, entonces el aniquilador total es
¢(D) = D*(D+1)*(D—7)

Ejemplo 5.3

Halle el aniquilador de la siguiente funcién F (x) = x> 4+ e~ 3 (1 —xsenx) — %"

Los aniquiladores respectivos son D*, (D+3), (D*—2aD+ (a*+ bz))2 , (D—-18)

Como a = —3 y b = 1, asi entonces el aniquilador de F(x) es

(D) = D* (D +3) (D>+6D+10)* (D - 8)

Ejemplo 5.4

Halle el aniquilador de la siguiente funcién
1. F(x) = 5xsen (ﬂx) —3cos (ﬂx)

Los aniquiladores respectivos son (D2 + 2)2 , (D2 + 2)

Como el segundo es subconjunto del primero, entonces el aniquilador total es

9(D) = (D*+2)°

2. F(x) =e (3 —x+senx)—sen (ﬁx) =3¢ —xe ¥+ senxe ¥ — sen (\@X)

Los aniquiladores respectivos son D+ 1, (D+ 1)2 , (D2 +2D+ 2) , (D2 + 5)
Como el primero es subconjunto del segundo, entonces el aniquilador total es
¢(D) = (D+1)* (D* +2D+2) (D*+5)

5.2 Solucion de ecuaciones diferenciales ¢(D)y = F(x) mediante aniquiladores

Considere la ecuacion diferecial lineal con coeficientes constantes no homogénea ¢(D)y = F(x), se
determina el aniquilador D; de F (x), y este se aplica a ambos lados de la ecuacién, conduciendo a una
nueva ecuacion diferencial, por lo general llamada super homogénea:
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D¢ (D)y=D\F(x)=0

Al resolver esta ultima ecuacion, la cual es de mayor orden que la original, se puede determinar la forma
de una solucién particular para la ecuacion diferencial propuesta. Acontinuacién se enuncia un esquema
de resolucién con los principales pasos de la ecuacion diferencial lineal con coeficientes constantes no
homogénea ¢ (D)y = F(x) mediante el método de aniquiladores u operadores:

a. Se determina primero la solucién complementaria y, para la ecuacién homogénea ¢ (D)y = 0.
b. Luego aplique el aniquilador D; a ambos lados de la ecuacién ¢ (D)y = F (x).

c. Posteriormente se determina la solucién de la nueva ecuacién homogénea de acuerdo a lo obtenido
en paso anterior D;¢ (D)y = 0.

d. Se comparan solucién de la homogénea obtenida en paso del punto a con la obtenida en paso c, de
donde se eliminan todos los términos que estan duplicados en ambas soluciones mencionadas
Con los términos restantes, determine la estructura basica de y,, la cual serd la forma de una solucién
particular para ¢ (D)y = F (x).

e. Una vez conocida la forma de la solucién particular, se debe hallar las constantes involucradas en
ella y entonces para ello se recurre al proceso de sustituir y, y sus derivadas en la ecuacion original
¢ (D)y=F (x), se iguala los coeficientes de las diferentes funciones que aparecen y se resuelve el

sistema de ecuaciones para hallar los valores de los coeficientes indeterminados de y,.

f. Finalmente, se determina la solucion general correspondiente y = y. +y,.

Ejemplo 5.5 |

Resuelva la siguiente ecuacién diferencial

y” + 3y’ +2y = 4x?
Solucion

Observe que la ecuacién diferencial dada, en términos del operador D se escribe de la siguiente manera :
(D*+3D+2)y=4x

De acuerdo al proceso de solucién antes descrito se tiene:

a. Se determina la La ecuacién auxiliar asociada a nuestra ED, la cual es m? +3m+2=0=m; = —1y
my = —2, asi que
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ye=Cre™* +Cre > [1]

b. Note el aniquilador de F (x) = 4x es D>. Por lo que se aplica este aniquilador a ambos lados de la
ecuacién D (D2 +3D+ 2) y=D3 (4x2)

es decir,

(D°+3D*+2D%)y=0

c. Se determina la solucidén de esta nueva ecuacién diferencial obtenida en paso anterior , de donde
corresponde a

Yen =A+Bx+Cx*>+De "+ Ee > [2]

d. Ahora para obtener la solucién particular asociada a la ED dada, se debe suprimir términos duplicados
de [1] y [2], es decir,
Vp = Yo —Ye = A+ Bx+Cx’

e. Dada la forma de la y,, se deriva las veces del orden de ED(en este caso dos veces) y sustituye en
ecuacién original y asi obtener las constantes asociadas a dicha forma de la y,, Y = B+2Cx y
/!
V' =2C

2C+3(B+2Cx) +2 (A+ Bx+Cx?) = 4x*, igualando coeficientes

20=4
6C+2B=0 ,A=7,B=-6,C=2]
2C+3B+2A=0

Asi la solucién particular de 1a ED dada es

Yp =7 —6x+2x?

f. Luego finalmente la solucion general sera

y=Cre ¥ +Cre ¥ +7 —6x+2x2

Ejemplo 5.6

1 Resuelva la siguiente ecuacion diferencial : y"” +y" = e¢*cosx.

Solucién
Observe que la ecuacién en términos del operador D viene dada por : (D3 —|—D2) y =e€*cosx.
Considerando los pasos descritos para el proceso de solucién mediante aniquiladores :

a. Laecuacion diferencial (D3 +D?)y = 0 tiene por ecuacién auxiliar m> +m? = 0 = m; = 0 (multiplicidad 2)
y my = —1, asi que
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ye =Ci1+Cox+Cze ™, [1]

b. El aniquilador de F (x) = ¢*cosx es D?—2D+2. Aplicando este aniquilador a ambos lados de la
ecuacion diferencial (D* +D?)y = e* cosx se tiene

(D*—2D+2) (D*+D?*)y= (D*—2D+2) (¢" cosx)

es decir,
(2D*—D*+D%)y=0«D*(D+1) (D*~2D+2)y=0

¢. Resolviendo la ecuacion diferencial anterior se tiene que la solucién de esta nueva ecuacion es

Yen =A+ Bx+Ce ™+ " (Dsenx+ E cosx) [2]

d. Luego suprimiendo términos idénticos de lo obtenido en [1] y [2], se obtiene que la solucién particular
de la ecuacion diferencial inicial es de la forma

Yp =Yen —Ye = €" (Dsenx+ E cosx)

e. Luego se calculan las siguientes derivadas de y,, :

y = e (Dsenx+ E cosx) +¢* (Dcosx — Esenx) = ¢ ((D — E) senx + (E + D) cosx)
y' =" ((D—E)senx+ (E+D)cosx)+ e ((D—E)cosx — (E + D) senx) = ¢* (2Dcosx — 2E senx)
y" =e"(2Dcosx —2E senx) + ¢* (—2Dsenx —2E cosx), sustituyendo en la ecuacion diferencial dada

e*(2Dcosx —2E senx) +e* (—2Dsenx — 2E cosx) +e* (2Dcosx — 2E senx) = (4D — 2E) e* cosx+ (—2D — 4E) senxe* =
e*cosx, igualando coeficientes

4D—2E =1
—2D—4E=0"

Asi de esta forma se obtiene por solucién particular de la ED

=¢" 1senx— i coSX
= \5 10

f. Finalmente la solucion general de nuestra ED serd

1 1
y=C)+Cox+Cze *+¢€" (Ssenx ~ 1o cosx)

Ejemplo 5.7 |

Determine una ecuacion diferencial lineal, de menor orden posible, tal que, cada una de las
siguientes funciones sea una solucién particular:

0,1,2,3,x,—x,xe*,xe* cosx
Solucion:

Se determina los anuladores u operador aniquilador para cada una de las distintas funciones dadas:
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= Note que las funciones 0, 1,2, 3, 4-x todas poseen el mismo anulador: D?.
= Por otro lado, la funcién xe* tiene como anulador el operador (D — 1)2.
2

= Finalmente, la funcién xe* cosx es anulada por el operador (D —2D +2)

Asi, de esta forma la ecuacidn diferencial que satisface lo indicado corresponde a

D*(D—1)2(D—2D+2)*y=0

o bien

y®(x) — 697 (x) + 175 (x) — 28y©) (x) + 28y (x) — 16" (x) + 4" (x) = 0

5.2.1 Ejemplos de ecuaciones diferenciales mediante operadores con video explicativo

Ejemplo 5.8

Considere la ecuacion diferencial lineal con coeficientes constantes:

X
0(D)y = 12x+4e2 +e *cos(2x) [1]

cuya solucién de la ecuacion homogénea viene dada por

x x
i =C1+Cre2 +Csxe2 + e "[(Csx+Cs) cos(2x) + (Cex+ C7) sen(2x)]

Determine la forma de la solucién particular de la ecuacién diferencial denotada con [1]

Solucion

Puede visualizar explicacién y solucién de dicho ejemplo, mediante video explicativo a través del link:
https://www.youtube.com/watch?v=avGi2BotI00

Ejemplo 5.9
|

Considere la ecuacién diferencial lineal con coeficientes constantes:
y® 43" = 3x% 4 4senx —cosx [1]
cuya solucién de la ecuaciéon homogénea viene dada por
yn = C1 + Cax+ C3cos(x) + Cysen(x)]

Determine la forma de la solucién particular de la ecuacién diferencial denotada con [1]
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“ Solucion

Puede visualizar explicacién y solucion de dicho ejemplo, mediante video explicativo a través del link:
https://www.youtube.com/watch?v=4fpOyezeFoA

Ejercicios 5.1

@ 5.2.1 Determine el operador anulador de las siguientes funciones

a) f(x) = 13x+9x* — sen(4x)
b) f(x)=(2—¢")?

¢) h(x) =3+ e*cos(2x)

d) n(x) =" +2xe* —xle

e) m(x) = x*e** — senx + 10cos(5x)
( ) = xe** cos(3x) + & — 2xe*
r(x) = 2x? — 1 +2xsenx — 3cosx

@ 5.2.2 Para cada ecuacion diferencial lineal no homogénea determine la solucién general,
usando el método de aniquiladores estudiado en este capitulo.

a) yW(x)+y'(x) = +1

b) " (x) — 6y (x) + ny (%)~ 6y(x) = (12¢—25)e™

©) yW(x) 4 3y"(x) — 8y (x) — 12y (x) + 16y(x) = x* + cos(x)
d) ¥ (x) +"(x )—xsen( )+4

e) y ®)(x) — 2" (x) + ( ) = 8084 (sen(x) +cos(x))
Y (@) +2y" (x) =2y (x) —y(x) = & —x
g) y "(x) 4+ 2y (x) + y(x )—3x+3e +2cos(2x) +2
h) y' (x)+y"( ) =Y/ (x) —y(x) = 8" (x + 1) +4sen(x)
i) y®(x) —4y" (x) + 16y’ (x) +32y(x) = xe~ > cos(2x)
) Y"(x) =3y (x) = 2y(x) = 27xe™™
K) " (x) +"(x) = 9e3* — 4x
D y"(x)+ y”(x) =3¢ > —8x

@ 5.2.3 Proponga tinicamente la forma de la solucién particular correspondiente a las ecua-
ciones diferenciales

a)y —2y" -3y =x%e 4+ 253>
b) —i—4y” = sen (2x) —xe* +5
¢) w® +36w” =tcos(6t) — Tt + 18
d) w?q" = —wq' +8lq

@ 5.2.4 Considere la ecuacion diferencial coeficientes con constantes de orden n: ¢ (D)y =
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any™ + -4 a1y 4+ agy = g(t) donde
g(t) =acos(Pt)+bsen(Pt); B#0

Encuentre la forma de la solucién particular de la ecuacion diferencial. (Sugerencia: conside-

re primero el caso en que el anulador de g no es factor de ¢ (D).)

@ 5.2.5 Considere la ecuacion diferencial lineal coeficientes con constantes de orden n:
O(D)y = any"™ +---+ a1y +agy = g(t)
donde a;; i = 0;--- ;n son constantes con a, # 0.
g(1) = 1?1 (gcos(bt) + bsen(at)

con a y b enteros positivos. Encuentre la forma de la soluciéon particular considerando sepa-
radamente el caso en que el anulador de g(¢) no es un factor de ¢ (D) y el caso en que silo es 'y
con multiplicidades.

@5.2.6 Demostrar que si f € C"(I) y ¢(D) es a € R o con a en los complejos entonces

¢ (D) (e f(x)) = e ¢(D+a)(f())

Use dicho resultado para comprobar

a) (D+2)(D—2)3(x%*) =0
b) (D —3)"(e*x") = nle™*

@5.2.7 Pruebe (x"D™)x* =k(k—1)---(k—m+ 1)x* para cualquier niimero real k.

@ 5.2.8 Demuestre que la solucién de la ecuacion diferencial
[D* —2aD + (a* +b*)]y =0

se puede escribir como y = Cje® cos(bx + ¢3) con Cy,C; constantes arbitrarias.

@ 5.2.9 Demuestre que

0O si k>m
. km(xx:
(D—a)'x"e {m(m_l)...(m_k+1)xm—ke°‘x si. k<m

Deduzca en particular que
(D — o)™y e% = mle®
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Soluciones del Capitulo 1

Soluciones del Capitulo 2

LL1"Y®
a) x2

b) 0

c) 6¢%
d) &

e) 2%
f) 5

g) —14x*
h) —3ef*
i 2.3
»o

k) 3e™(10x—7)
l) ZeISx
m) 0

n) 0

1L.1.24@® Demostracién

1.1.3 @ Demostracién

114 @

a) D*(D*+16)

b) D(D—1)(D—2)

¢) D((D—2)>—4)

d) (D—-1)*(D+1)*

e) (D—2)3(D*—1)(D*—-25)



f) (D

—4D+13)2(D—1)?

g) D’(D*+1)

1L1.5®
a) Demostrativo
b) Demostrativo

1.3.1 8@

1.3240@

1.33¢®

a.

Q@ -0 &0 o

Verdadero
Falso

Verdadero
Falso

Verdadera
Verdadera
Verdadero

134 @

a.
b.

N (x) =2¢(x) no es solucién de dicha ecuacién diferencial pues EDL no es homogénea.

Note ¢ (Ciy1 +Cay2) # C19(y1) +Ca0(y2), dicho teorema aplica para ecuaciones dife-
renciales lineales homogéneas y tal ecuacién dada no es lineal.

c. Note en x>y" —4xy’ +6y = 0 se tiene ap (x) = x> # 0 Vx € I se puede expresar como y” — % + x%y =0

puesse toma x # 0 donde P(x) = —% y Q(x) =

)% son ambas continuas Vx # 0, por lo que no

contradice teorema ya que en este caso no aplica al ser P(x), >, Q(x) discontinuas en x € 0.

:C

i) y(x) :c2
D Yy(x) =G (=vx) +Ci. (Vxlog(x))

x) =
)
)=
x) =C1.x* +C,. (—3x— %)
)
)
)

x)=C X3 + . (%)
=Ci.e ¥ +0,. (e*3xx)

( sen(3x))+C1 cos(3x)
( x2—1)+Ci.x
(x?sen(In(x))) + C. (x* cos(In(x)))

W(y1,y2) = x5¢*

YO — 4y 4+ 121y3) —484y" =0
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Soluciones del Capitulo 3

211 @
a y,= Cle_% +C2€3x
b. y,= Cle_% —|—C2e_%x
C. yh= Clefg +C2€x/2
d. yp = Cre *sin(2x) +Cre *cos(2x)
e. yp=Ce"r+Cre'x
f. y,= Cle_% —I—Cze%
g yn=0Cx+C
h. y, = Cysin(x) + Cj cos(x)
i. y, =Cysin (34—)“) + Cjcos (%)
j- yh=Cpsin (3) +Cicos (3)
k. yp = C2e* sin(3x) + Cje* cos(3x)
L.y, = Cle_STX +C
m. y,= C1e%(1_‘/§)x+CZe%(‘/§+l)x
n. y, =G4 +C
. y, = Cle% +Cge37xx
21240@

a. y=Ae ¥+ Be* 4 Ccos (2x) + Dsen (2x)
b. y = Ae3 + > (Bsenx+ Ccosx)
c. y=(C1+Cux)e ™™+ (C3 +Cax+ C5x2) e*

2134M®@
a. y" —y"' =8y +12y=0
b. y®) +2y" +6y" +8y +8y =0
c. ' =10y +21y = 42x + 36>

214 0@ ay=2,a1="17,a,=36yaz=—20

215 @ y(4) +7y" — 18y’ + 10y = 10x> — 36x+ 54

21.6 @ Y’ —y" = —6e*

217 @ Demostrativo

21.8 0@
a. Falso
b. Verdadero
c. Falsa
d. Verdadero

221 @
a. y=casin(x) +cjcos(x) +2x+3
b. y=cie* +cre” +3x+5
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C. y=cax+cy+ (§+5)x2

d. y=crefx+c1ef+6x+20

e. y=cie*+cre” x—i—e"(z““(x) —%@‘0

f. y=cie ™ +cre” x+ex(451“(x)+3°‘2’55(x)>
g. y = casin(x) + ¢ cos(x) + $xsin(x)

h. y= %clez"—i-cz—i-ezx (th“(x) — “’;ﬁ>

1_y5

—

yzcle( ) +c2 e<f+ )

j- y:clex+cz+(7578)x

+e (ﬁ ((4x)sin) — 135 25 ((4x) cos))

2220M®
a. y=cax—cpsen(x) —cjcos(x) 4¢3+ % +9
b. y=cje X4 creX + c3ed — %e_xx—i— .
c. y=cre M +cze” 2x+c,’ex+c4ezx+ 16 + 32 3(ic7s(l)n) +50+ 128
d. y=csx+cre ™ +cr+2x* — Lxsen(x) — sen(x) + $xcos(x) — 3.:ng()
e. y=cie * +c2e x4+ 3"+ cae*x 42021 sen(x) 42021 cos(x)
f. y=cze x> +cre “x+cre” ’C—I—C4e + < x+x 2
g y=ce x+ce 3+ 4 % sen(Zx) — 5> cos(2x) —4
h. y=ce " x+cre* +cze’ + e)‘x2 — sen(x) 4 cos(x)
i. y=c3e ¥ 4ce Fx+cre?sen(2x) +cpe* cos(2x) + %e‘z’c sen(2x) + phge *“xsen(2x) + %e‘zx cos(2x) —
g€ Pxcos(2x)
jo y = x+cre 4+ o3 — 3¢ — JemN?

k. y= cx+cle_x+cz—%+2 2+
Ly=cx+ice™+e+(1-%)x7 —1—36*2)‘

223¢@
a) y,= (Ax+Bx2 + Cx3) e+ (Dx—l—E)c2 +Fx® + Gx4) e
b) y, = x(Asen (2x) + Bcos (2x)) + (Cx + D) e + Ex?
¢) w, =13(D+Et)+t(F + Gt)cos(6t) +t(H +It) sen(6t )
d) g=—5w°+20w~°

224M®@ yp = Ax? + Bx3e 12 + x(Cx + D) cos(v/5x) + x(Ex + F) sen(v/5x)
2254@ y=Cie ¥ +Cre® +3xe* + 1
2.2.6 H@

a) y' -2y —( senx—cosx)
b) ¥ =3y 43y + Ty =12 —T7x> —6x+6

2x

227 @ u=ci+cre ¥ +20t
228 ¢@® a=1,b=-3,c=2,P(x) = (—3x*+6x)e*

229 @
a) y=A+Bx+e
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b) ap=a; =0, F(x) =

22100@  y=Cle V4 GV 4+ Cycos(VAx) + Cysen(VAx), G = 0,01 = —Cy, Gy = —2C,
con C; # 0y solo se cumple solucién no trivial si A =0

2211 ™ ®
a) Solucién tiene la forma y(t) = Cre” sen(knt) con C, # 0

b) Bastatomarc:i\/l—%conneN

22.12N@® y=e Ea (Cl cos(\ﬁ +Czsen(f ) te (C3 cos(‘[’ +C4sen(\f ) +Cs Cos( ) +
Cosen (L) +Cre, aplicando condiciones se llega a y(f) = e = cos( 4 V2ty

6 Ax 6e =~
2213 @® Las soluciones son ¢ (x) = é,;_ — %, Yx)=e"—e >

2214 @

@cos(at)  3e“sen(at 1?
a) y(t) = c1 + ot + 3724 4 che cos(ar/3t) 4 cse™ sen(ar/3t) — ¢ (ar) | 3e (at)

| 40a> * 40a> * 16a?
b) Casow > 0: z(t) = cj cos(y/wt) + c2 sen(y/wt) + th sen(v/wr), Casow =0:z(t) = % +cit+
w
¢>, Casow < 0: No tiene sentido.

¢) El cambio de variable apropiado u = arctan(¢) lleva a la ecuacién diferencial y” (1) +y = u? + €3 +

cos(u) de donde finalmente y() = c; cos(arctan(t)) + c; sen(arctan(t)) — 6 arctan(¢) 4 arctan? () —
e3arctan(r)

—0 + 3 arctan(z) sen(arctan(z))

2215 @ 7(x) = A+ e —8x

Soluciones del Capitulo 4

31he
a. y=Ce *x+Cie " +e* (—2 — 2x%In(x )) +xe *(xIn(x) —x)
b. y = Cysen(x) + Cj cos(x) —xcos(x) + sen(x) In(sen(x))
c. y = Cysen(2x) + Cj cos(2x) 4 2xsen(2x) + cos(2x) In(cos(2x))
d. y = Cye"sen(x) 4 Cie* cos(x) +xe* sen(x) + e* cos(x) In(cos(x))

y = Casen(2x) +Cjcos(2x) —2 ( (2x)> cos(2x) + sen(2x) (In(cos(x)) — cos?(x))

o

X
274
y = Cre*x+C1e** — e — ¥ In(x)

y=Cie ®+Cre*+e > (In(e" +

—2x

Ly =Cre P+ Cre Pt
1 1

. y==C(sen(3x)) +Ci(cos(3x)) — gx(cos(3x)) + §(sen(3x))(ln(sen(3x)))

j- y=Coxe* +Cre* + e /4 —x2 + xe*sen” ! g

1)—e')+e*In(e'+1)

50

—

2@ " " |
: y(x) =Ci. NG +C2-<— NG >+ﬁ
-y
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c. y(x) = Cy.sen(In(x)) 4 Cj.cos(In(x)) 4 In(x) sen(In(x)) + cos(In(x) ) In(cos(In(x)))
c. y(x)=Cr.e " +Co.(x—1) =2 (x* = 2)
d. y(x) = Cy.x+C1.(In(x) + 1) + =x*(In(x) — 1)
e. Y(x) =Crx+Co.(—ex)+x((e*+1)In(e"+1)—1)
f. y(x) =Cy. (—sen (1)) +Cy.cos (1) + é -2
1
Cy(x) =Crx+GCa. <2x1n2(x)) +x1n? (x)
h. y(x) =Cr.e *+Co.(x— 1) — 2 (x* —2)
i y(x)=C. (P +1)+Co.(—x) —x*+ 5 (x*+1)In(x* — 1) 4 2xtanh ™! (x)
X3
i y(x) = cz.e; +Cr.ef —4e"(3In(x) + 1)
31.34M®
a. Verdadero
b. Falso
c. Verdadero
d. Falso
e. Verdadero
f. Verdadero

Soluciones del Capitulo 5

411 0@®
a. y(x) = % + < lz(x) —3In(x)+ 14
b. y(x) = % + % —2In(x)+3
c. y(x)=Cyx—1)*+ (ill + % ((x—2In(x—1)+2)
d. y(x) = —Cysen(In(x)) + Cj cos(In(x)) + cos(In(x)) In(tan(In(x) ) + sec(In(x)))
e. y(x) =CV/3x+2+C(3x+2) + § ((3x+2)> —4)
£ oy(x) = o4 @I 4 n2 (x—2) —9(In(x —2)) +22
g. y(x) = —Cysen(In(x)) + Cj cos(In(x)) 4 In(x) sen(In(x)) + cos(In(x) ) In(cos(In(x)))
h. y(x) =Ci(2x+ 1)+ C(2x+1)In(2x + 1)

412M@®
a) y=C+Cox ' +Csx + (% — 1) Inx

b) y=Cix+Cox?* +C3x° +4 —Inx

5
c) y=C1+Clnx+Csx® + 3 (ln2x+ln3x)

413"®
a) y = Cjcos (senx) + Cosen (senx) + 1

b) y = Ccos (senx) + Cysen (senx) —e

senx [%senzx — senx]
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414 @ y'(z) —y(z) =0

415M®

a. Verdadero
Verdadero
Falso
Falso
Verdadero
Verdadero
Falso
Verdadero

V0@ - 0 a0 o

Soluciones del Capitulo 6

521¢®
a) D3(D*+16)
b) D(D—1)(D—2)
¢) D((D—2)>—4)
d) (D—-1)*)(D+1)*
e) (D—2)*(D*—1)(D*>-25)
f) (D*—4D+13)2(D—1)?
9 D(D*+1)

522¢M@®
a. y=c4x—cpsen(x) —cjcos(x) +c3+ %2 +¢
b. y=cie* +cre® + 3¢ — %e*"x—l— e;

2

4y oy . o, X 3x 3(xsen) xcos 17
Gy Trae A GO A T 6T T 170 34 1 128
3cos(x)

&

y = cax+cie 4 ¢ +2x% — Jxsen(x) — sen(x) + sxcos(x) —

e. y=cie "+ e *x+ 3¢+ cpex 42021 sen(x) + 2021 cos(x)
f.y= cze 2 e x+ e  +calt + e%x +x—2
g y=cre " x+cre ™ +3x+ 2 + B gen(2x) — & cos(2x) — 4
h. y=cre*x+cre ™ 4 cze* + e“x* —sen(x) +cos(x)
1 3
iy 1: cze P+ cge”Fx+cre® sen(2x) 4 cre* cos(2x) + ﬁe_z’c sen(2x)+ ﬁe_z"x sen(2x)+ 51726’_2)6 cos(2x) —
@e’z"xcos(h)

yZCQe*xx—i-cle*x—i-Qezx—536*x —5e7'x
_ 3 3x

. y=c3x+cre x—i—cz—z"T—i—sz—}—%

1. yZC3x+}Lcle*2x+cz+(l—%)xz—l—%e*b‘x

o

523M®
a) y,= (A)H—Bx2 +Cx3) e+ (Dx—FEx2 +Fx + Gx4) e*
b) y, = x(Asen (2x) + Bcos (2x)) + (Cx+ D) ¢** + Ex*
c) w, =t*(D+Et)+1t(F + Gt)cos(6t) +t(H +1It) sen(6t)
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d) g=—5w°+20w~°

5244M® Casol anulador de g no es factor de ¢ (D): y,(t) = Acos(Bt)+ Bsen(Bt), Caso2 anulador
de g es factor de ¢ (D): y,(t) =1t"(Acos(Bt)+ Bsen(fr)), con r multiplicidad que evita factores repetidos

5250@® Casol anulador de g no es factor de ¢ (D) con a # b: y, = P(x)e® (acos(bt) + bsen(bt) + acos(at) + bsen(c
donde P(x) es un polinomio de grado 2ab — 1, Caso2 anulador de g es factor de ¢ (D) con a # b:

yp = t"P(x)e® (acos(bt) + bsen(bt)) + t°*P(x)e” (acos(at) + bsen(at)), donde P(x) es un polinomio

de grado 2ab — 1, ademas r,s multiplicidades de raices en ecuacién auxiliar que coinciden con factores

anuladores de g

526 0@
a) Demostrativo
b) Demostrativo

5274@® Aplique induccién matematica sobre m

5284M® Note solucién de Ed viene dada por y = e™(k; cos(bx) + ka sen(bx)), luego basta tomar
C) =kjcos(ky) y Co = —ky sen(kp)

5290@® Aplique induccién matemdtica sobre k
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