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Capitulo

1.1 El conjunto de los Numeros Naturales

Definicion 1.1
El conjunto cuyos elementos son 0,1,2,3,4, ... recibe el nombre de conjunto de los ntimeros naturales

y se denota con el simbolo IN, asf:
N =1{0,1,2,3,4,5,...}

@ Note que este conjunto tiene un primer elemento, a saber, el cero, pero no existe un ultimo
elemento. Por esta razén diremos que el conjunto de los nlimeros naturales es infinito.

1.2 El conjunto de los Numeros Enteros

Definicion 1.2
El conjunto cuyos elementos son ..., —4,—-3,-2,-1,0,1,2,3,4, ... recibe el nombre de conjunto de los
niimeros enteros y se denota con el simbolo Z, asi:

Z={.,—4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,.}

® Notese que:

a.) El conjunto de los ntimeros enteros no tiene un primer elemento ni un dltimo elemento, por
lo que decimos que es infinito.

b.) Los nimeros naturales 0,1,2,3,4, ... pertenecen al conjunto de los ntimeros enteros, de donde
se tiene que el conjunto de los nimeros naturales es subconjunto del conjunto de los ntimeros
enteros, lo que se expresa simbodlicamente asf:
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NcCcZ

1.3 Numeros Racionales y Numeros Irracionales

@ Seana € Zyb € Ztalque b #0.

a
La expresion a + b denota el resultado de dividir a por b lo cual también se escribe 5 €S decir:

7

a
ﬂ—b—g

., a
La expresion - se lee “a sobre b”

b

Observacion importante: La division por cero no estd definida, es decir, la frase “a dividido por cero” no
tiene sentido matematico en este contexto.

Definicion 1.3

. P a
El conjunto cuyos elementos son los ntimeros que se pueden presentar como —, cona € Z,b € Zy

b # 0 recibe el nombre de conjunto de los niimeros racionales y se denota con el simbolo Q, asi:

o

a€ZbeZyb#0}

S

.2 a . o[ V7 e e 1 173 e ey 2 . .
Observacion: Recuerde que b significa “a dividido por b” y como la divisién por cero no esté definida, la

frase “a dividido por cero” no tiene sentido matemaético en este contexto. Por esto es que en la definicién
anterior se pide que b # 0.

Ejemplo 1.1

3 -1 0 12 -93 5 , .
Sp =y =y =y =y = representan niimeros racionales.
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Definicion 1.4
Seana € Z,b € Zyb#0.

L, a q : "
En la expresion —, “a” recibe el nombre de numerador y “b” recibe el nombre de denominador. Y la

b

., a . ..
expresion & recibe el nombre de fraccion.

Consideremos los siguientes ejemplos ilustrativos:

Ejemplo 1.2

a.) Como 3 =+ 1 = 3 entonces % =3

—6
b.) Como —6 =+ 1 = —6 entonces o = —6

¢.) Como —50 + 1 = —50 entonces _TSO = -50

d.) Seaa € Z. Como a + 1 = a entonces % =a

Los ejemplos 1.2(a), 1.2(b), 1.2(c) son casos particulares del ejemplo 1.2(d), esto nos permite enunciar el
siguiente resultado.

Todo nimero entero es un niimero racional, es decir el conjunto de los nimeros enteros es subconjunto
del conjunto de los ntimeros racionales y lo escribimos:

ZCQ

Expansion decimal de un numero racional
. . a . e ey
Seaa € Z,b € Zyb# 0. Si para un nimero representado como b se realiza la divisién de a por b, se

obtiene otra representacién para dicho ntiimero la cual, recibe el nombre de expansién decimal.

Ejemplo 1.3

Determine la expansién decimal de 1
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Solucién:

Dividimos 5 por 4

5 4

—4
— 1.2
10 >

La expansion decimal de Z es 1.25 es decir, Z =1.25
—8

20
20

0

Ejemplo 1.4

-3
Determine la expansién decimal de Y

Solucién: Dividimos 3 por 8

— 0.375

60 La expansién decimal de %3 es —0.375 es decir, %3 = —0.375

Observemos que en los dos ejemplos anteriores el residuo (final) que se obtiene después de varias divi-
siones es cero (0), por lo que decimos que 1.25 y 0.375 son expansiones decimales periédicas finitas o
simplemente expansiones decimales finitas.
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Definicion 1.5

Sea% € Qtalquea € Zyb e Z—{0}
a

5 tiene una expansién decimal

Si al dividir a por b se obtiene como residuo final cero, se dice que

finita.

Analicemos los siguientes ejemplos donde al dividir el numerador por el denominador no es posible obte-
ner un residuo final igual a cero.

Ejemplo 1.5

—7
a.) Determine la expansion decimal de: -

Solucioén:
7 6
—6
— 1.1666...
10 666
—6
— 40
. —36 _7
Residuo 20 Por lo que o = —1.1666..., donde los tres
e puntos significan que el digito 6 se repite in-
se _436 definidamente y escribimos:
— 40 -7 _
repite - = —1.1 6 (observemos que sélo el 6 se re-
—36 pite)
— 40
—36
— 4

2
b.) Determine la expansién decimal de: 11

Solucién:
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2 11
-0
— 1818...
T 0.1818
Residuo —1
90 5
que - Por lo que 11 = 0-1818.., donde los tres pun-
se — 0 tos significan que el término 18 se repite in-
repite - definidamente y en ese caso escribimos: 1
90 = 0.18 (la barra horizontal sobre 18 indica
que 18 se repite indefinidamente)
—88
= 2

@ Note que en el ejemplo 1.5, al obtener las expansiones decimales de los nimeros dados no se llega
a un residuo final cero, pero a partir de cierto momento, los residuos se repiten, lo que a su vez
implica que un digito o un grupo de digitos del cociente, se repiten (en el ejemplo 1.5 se repiten 18
y 6 respectivamente) por lo que decimos que 0.18 y —1.16 son expansiones decimales periddicas
infinitas.

Definicion 1.6

Sea% €Qtalquea € Zyb € Z—{0}.

g o 8.1 q q : .ooa . 0.
Si al dividir a por b no es posible obtener como residuo final cero, se dice - tiene una expansién

b
decimal periédica infinita.

Los resultados obtenidos en los ejemplos 1.3, 1.4, 1.5 son casos especiales del siguiente hecho.

Todo niimero racional se puede representar por una expansion decimal periddica finita o por una expan-
sion decimal infinita periddica (o simplemente por una expansion decimal periddica).

Ejercicios
@ 1.3.1 Para cada uno de los ntimeros siguientes determine su expansiéon decimal e indique si
ésta es finita o periddica infinita.
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—17
a.) —

b.) —
c) —

d) =2

421

e.) ﬁ

De lo anterior ya sabemos que todo ntimero racional se puede expresar por medio de una expansion deci-
mal periédica (finita o infinita).Pero, jes cierto lo inverso? O sea, toda expansiéon decimal periddica (finita
o infinita) representa un niimero racional? Antes de dar una respuesta a estas preguntas analicemos los
siguientes ejemplos.

Ejemplo 1.6

Determine si 0.23 representa un nimero racional.

Solucién: Sean 1 = 0.23 entonces 1 = 0.232323... 0 n = 0.2323. Como se repiten los digitos multiplica-
mos por 100 a ambos miembros de la igualdad.

1007 = 100(0.2323), realizando la operacion

100 = 23.23

Tomemos 1001 = 23.23 y n = 0.23, y restemos término a término
9n =23

por lo que:

23

"T 99

_ — 23
Por lo tanto 0.23 representa un ntimero racional y 0.23 = 9
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Ejemplo 1.7

Determine si —0.456 representa un niimero racional.

Solucioén:

Observe que en este caso la expansion decimal es finita.
Sea n = —0.456

Multiplicando por 1000 a ambos miembros de la igualdad se tiene.

10001 = —465
orlo que: n = —256
POTIo TS ™= 1000
. . —456
Por lo tanto —0.456 representa a un nimero racional y —0.456 = 1000

Ejemplo 1.8

Determine si 4.531 representa un nimero racional.

Solucién:

Sea n =4.531

Multipliquemos por 100 a ambos miembros de la igualdad

1001 = 453.1

Multipliquemos por 10 a ambos miembros de la igualdad

10007 = 4521.1

Tomemos 10007 = 4521.1 y 1001 = 453.1 y restemos término a término
10001 = 4531.1

—100n = —453.1
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900n = 4078 por lo que

. 4078
900
_ ) ) — 4078
Por lo tanto 4.531 representa un ntimero racional y 4.531 = 900

Los ejemplos 1.6, 1.7 y 1.8 son casos particulares del siguiente resultado:

Ejercicios
@ 1.3.2 Determine el nimero racional que representa cada una de las siguientes expansiones
decimales:

a.) 4,12
b) 0,325
c) —1,62
d) 1,335
e) —2,505

1.4 El conjunto de los Numeros Irracionales

Dados los resultados anteriores, tenemos que todo ntimero que se representa por una expansién decimal
periddica (finita o infinita) es un ntimero racional, pero cabe hacerse dos preguntas: ;Existen expansiones
decimales que no sean periodicas?, y si existen, ;qué ntiimeros representan?. Para contestar la primer pre-
gunta, consideremos las siguientes expansiones decimales:

a.) 0.20200 2000 20000 200000 2...
b.) 5.7822 3222 42222 5222222 6...

Observe que en las dos expansiones decimales anteriores, éstas no son periddicas y por los resultados ante-
riores éstas expansiones no representan ntimeros racionales. Las expansiones decimales (a) y (b) anteriores
reciben el nombre de expansiones decimales infinitas no periédicas.

Para contestar la segunda pregunta tenemos:
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Definicion 1.7

Los nimeros que se pueden representar por expansiones decimales infinitas no periodicas reciben el
nombre de ntimeros irracionales.

El conjunto cuyos elementos son los niimeros irracionales, recibe el nombre de conjunto de los
numeros irracionales y se denota con el simbolo I.

Observacion: Por la definicion de niumero racional y la de namero irracional se tiene que, no existen
nimeros que sean racionales e irracionales a la vez, simbdlicamente esto se indica de la siguiente manera:

QnNnl=go

1.5 El conjunto de los Numeros Reales

Definicién 1.8
La unién del conjunto de los ntimeros racionales con el conjunto de los ntimeros irracionales, recibe el
nombre de conjunto de los ntimeros reales y se denota con el simbolo R, simb6licamente escribimos:

R=QUI

Operaciones definidas en el conjunto de los niumeros reales

En el conjunto de los niimeros reales estdn definidas dos operaciones, que llamaremos adicién y multipli-
cacion.

Decir que la adicién y la multiplicacién son operaciones definidas en el conjunto de los ntimeros reales,

significa que si dos ntimeros reales se relacionan mediante alguna de estas dos operaciones el resultado es
un ntmero real.

Propiedades de adicién en el conjunto de los nimeros reales

Ai: Seana € R, b € R entonces a+b=b+a (laadicciéon es conmutativa)

Por ejemplo: 5+3 =345
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Az: Seana € R,b € R, c € R entonces a+ (b+c¢)=(a+b)+c (laadicién es asociativa)
Por ejemplo: 7+ (6 +2) = (7+6) +2

Az : Existe 0,0 € R talque paratodo a,a € R,a+0=0+a=a (0 es el elemento neutro aditivo)

-3

-3
P i lo. — +0=
or ejemplo 5 + 5

Ay Paratodo a,a € R existe —a, —a € R talque a+ (—a) =(—a)+a=0 (cada nimero real posee
inverso aditivo)

Por ejemplo: el inverso aditivo de —8 es 8 pues —8 +8 =0

Propiedades de la multiplicacion en el conjunto de los nimeros reales

M;: Seana € R, b € R entonces a-b=>0-a (la multiplicacién es conmutativa)

Por ejemplo:3-2=2-3

M;: Seana € R, b € R, c € R entonces a-(b-c)=(a-b)-c (lamultiplicacién es asociativa)

Por ejemplo: —5-(2-1)=(-5-2)-1

M;: Existe1;1 € R talqueparatodo a,2a € R,a-1=1-a=a (1 es el elemento neutro multiplicativo)

Por ejemplo: 4-1 =4

My : Paratodoa,a € R,a #0,existea™, ! € R tal que a - a'=a"1-a=1 (cada nimero real dife-

1
rente de 0 posee inverso multiplicativo). Cona~! = -
a

1
Por ejemplo: 15 - 1

ﬁ:
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Propiedad distributiva de la multiplicaciéon con respecto a la adicion

Sia € R, b € R, ¢ € R, entonces se cumple que:

a-(b+c)=a-b+a-c

Por ejemplo: —11-(34+9) = (—11) -3+ (—11)-9

La sustraccion definida en el conjunto de los numeros reales
Seana € R, b € R.
Llamaremos sustraccién de a y b, y denotaremos a — b a la operacién definida por:

a—b=a+ (-b)

Por ejemplo:

a) 5-3=5+(-3)
5 1 5 -1
b yT7=aty

La division definida en el conjunto de los numeros reales
Seana € R, b € R, b #0.

Se define la divisién de a por b y se denota a < b a la operacién definida por:

1
aTb—a-E

.. . a .
Como se dijo anteriormente a = b se denota como 5 €S decir:
a
a+b=—
b

. 2 . a , . .
Observacion: Recuerde que si b representa un nimero real entonces b tiene que ser diferente de cero,

pues la division por cero no estd definida mateméticamente, en el conjunto de los ntimeros reales.
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Orden en el conjunto de los numeros reales
Representacion de los numeros reales

Es posible establecer una correspondencia entre los ntimeros reales y los puntos de una recta (recta numé-
rica) de la siguiente manera: dada una recta, se selecciona un punto arbitrario de ésta para representar el
cero (0) y otro punto a la derecha del cero para representar el uno (1).

Luego, dividimos toda la recta en segmentos que tengan la misma longitud que el segmento de cero a uno,
para asi representar los ntimeros enteros, los nimeros 1,2,3,4, ... (en este orden) a la derecha del cero y los
nameros —3,—2,—1,... (en este orden) a la izquierda del cero.

Numeros Enteros

2 3 4 5 6 7 8 9...

.-4 -3 -2 -1 O

Enteros Negativos Enteros Positivos

Y

Y\
— |_I_

Y

A

Figura 1.1

Los restantes niimeros reales se representan en esta recta, usando su expansion decimal tal como se muestra
en el ejemplo 8.

Ejemplo 1.9

. 6 -7
Represente en la recta numérica los ntimeros 5Y 5

Solucion:

6 —7

= =12 — =-35
5 Yy 73

=12

=7 6

2 5

I&IIIII*IIIIIIII:
1 2 3 4 5 6 7 8 9...

- A

Figura 1.2
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Definicion 1.9
En una recta numérica el punto que representa el cero recibe el nombre de origen.

Definicion 1.10
Los ntimeros reales que se representan a la derecha del origen se llaman ntimeros reales positivos.
Los ntimeros reales que se representan a la izquierda del origen se llaman niimeros reales negativos.

La relaciéon “menor que” en el conjunto de los nhimeros reales

En el conjunto de los niimeros reales se define una relacién, llamada “menor que”, de la siguiente manera:

Definicién 1.11
Seana € R, b € R. Se dice que 2 es menor que b, y se escribe a < b, si a — b es un niimero negativo.

Por ejemplo:

a) 2<3pues2—-3=—1y —1esnegativo

b.) =3 <1pues -3 -1=—4 y —4esnegativo

c) —5< —2pues —5— (—2) = —3 y —3 es negativo

d) —6 <0pues —6 —0= —6 y —6 es negativo

De la definicién de la relacién “menor que” se tiene que todo niimero negativo es menor que cero (ver
ejemplo d)

La relacion “mayor que” en el conjunto de los nUmeros reales

Definicién 1.12
Seana € R, b € R, se dice que a es mayor que b, y se escribe a > b, si a — b es un ntimero positivo.

Por ejemplo:
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a.) 5>2pues5—2=3 y 3es positivo

b.) 3> —1pues3 — (—1) =4 y 4 es positivo

c) —2> —4pues —2 — (—4) =2 y 2 es positivo

d) 7>0pues7 —0=7 y 7 es positivo

17

De la definiciéon de la relaciéon “mayor que” se tiene que todo ntimero positivo es mayor que cero (ver
ejemplo d)

Algunas propiedades de la relacion “menor que”

O;: Sia € R, b € R entonces se cumple una y s6lo una de las siguientes condiciones: a < b, b <a, a="b

O, :

O32

O72

Og :

Og :

Seana € R, b€ R, c€R.Sia<by b<c entonces a<c

Seana € R, b € R.Si 0<ay 0<b entonces 0 <a-b

:Seana € R, b € R.Sia<0y b<0 entonces 0 <a-b

:Seana € R, b € R.Sia<0y 0<b entonces a-b<0

:Seana € R, b € R.Si 0<a y b<0 entonces a-b <0

Seaa € R.Si a <0 entonces 0 < —a
Seana € R, b € R.Si a < b entonces —b < —a

Seana € R, b E]R,b#O.SiO<% entonces0 < a-b

O1o. Seana € R, b € R, b #0. Si E<0 entoncesa-b <0

b

O11: Seana e R, b e R,c € R.Si a<b entonces a+c<b-+c

O1. Seana € R, b e R, c€R,¢c>0.5 a<b entonces a-c<b-c
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O133. Seana e R, b e R, c € R,¢c<0.51 a<b entonces b-c<a-c

Observacion:

1.) Sien cada una de las propiedades anteriores se sustituye el simbolo “<” por el simbolo “>"; las pro-
piedades que se obtienen son ciertas (y corresponden a la relaciéon “mayor que”)

2.) Siay b son nimeros reales: decir que “a es menor que b” es equivalente a decir que “b es mayor que

4

a .

Simbdlicamente se escribe:

Seana e R,be R,a<b<b>a

Por ejemplo:
a.) 2<3 esequivalentea 3 >2
b.) —1 > —5 esequivalentea —5 < —1

c.) —2<0 esequivalentea 0> —2

@ Seana € R, b € R. La expresion “a < b 6 a = b” usualmente se escribe a <b.

La expresion “a < b” se lee “a” es menor o igual que “b”.

Observacion: Seana € R, b € R. Para que “a < b” sea verdadera basta con que se cumpla una y s6lo una
de las siguientes condiciones:

1)a<b

2)a=b
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Ejemplo 1.10

a.) 4 <6 esverdadera pues 4 <6
b.) 2 <2 esverdadera pues 2 =2

c.) 5<3 es falsa puesnosecumple 5<3 ni 5=3

@ Seana € R, b € R. La expresion “a > b o a = b” usualmente se escribe a > b.

La expresion “a > b” se lee “a” es mayor o igual que “b”.

Observacion: Seana € R, b € R. Para que “a > b” sea verdadera, basta con que se cumpla una y s6lo una
de las siguientes condiciones:

1) a>b

2)a=b

Ejemplo 1.11

a.) 3> —2es verdadera pues 3 > —2
b.) —2 > 0 es falsa pues no se cumple que —2 > 0ni —2 =0

c.) 6 > 6 es verdadera pues 6 =6
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Valor absoluto en el conjunto de los nimeros reales

Definicion 1.13

Seana € R, b € R y supongamos que a < b ; se llama distancia entre a y b, al nimero no negativo
b—a.

|<— b-a —>

a b
Figura 1.3

A
Y

La distancia entre dos ntimeros reales diferentes entre si es un ndmero positivo, pues el menor se
resta del mayor.

Véanse los siguientes ejemplos:

1.) Ladistanciaentre 1y4es3,pues4—1=3

2.) Ladistanciaentre2y —3 es 5, pues2 — (—3) =5

3.) La distancia entre =7y —3 es 4, pues —3 — (—7) =4

Ejercicios

@ 1.5.1 Para cada uno de los casos siguientes determine la distancia entre los nimeros a y b si:

a)a=2,b=9
b)a=-3,b=5
c)a=0,b=6

d)a=2,b=-7
e)a=-1,b=-9
f)a=—-4,b=0
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Supongamos que se desea calcular la distancia entre 0 y un ntimero real x cualquiera. A esta distancia la
denotaremos por | x | y se llama valor absoluto de x. Asi: | x | indica la distancia entre x y 0

Ejemplo 1.12
a.) [3|]=3—-0=3 esdecir |3|=3
b.) |[0|=0—0=0 esdecir |[0]|=0
c) | —=5|=0—(—5)=>5 esdecir | -5|=5

d.) |5|=5—-0=5 esdecir |5|=5

En general, sea x € R

1.) Six > 0; tenemos | x |=x — 0 = x, es decir si x > 0 entonces | x |=x

< X-0 >I'
0 X
Figura 1.4
2.) Six < 0; tenemos | x |=0— x = —x, es decir si x < 0 entonces | x |= —x
< 0-Xx :j
-X 0
Figura 1.5

3.) Six=0; tenemos | x |=0—0=0, esdecir |0]|=0

Asi tenemos la siguiente definicién

Definicién 1.14
Para cada numero real x, definimos su valor absoluto, y lo representamos por | x | de la manera
siguiente:
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a.) |x|=x si x>0

b.) |x|=—x si x<0

Ejercicios

@ 1.5.2 Usando la definicién de valor absoluto, calcule:

a.) |11 |
b.) | 21|
c) | —13]
d.) | —109 |
e) [0]

£) | —115]

1.6 Aritmética en el Conjunto de los Niumeros Reales

Introduccion

Los temas presentados anteriormente nos dan una visién acerca del conjunto de los nimeros reales, las
operaciones que en este conjunto se definen y las propiedades que éstas poseen.

Nuestro objetivo en esta seccion es lograr que el estudiante adquiera destrezas en la realizacién de las ope-
raciones bdsicas en el conjunto de los niimeros reales (adicion, sustraccion, multiplicacion y division). Para
esto enunciamos algunas propiedades en el conjunto de los niimeros naturales, enteros, racionales y en
general en el conjunto de los niimeros reales, asi como los algoritmos que se utilizan para realizar dichas
operaciones.

Queremos enfatizar la importancia de los temas que en esta seccién se desarrollan, pues ellos constituyen
una base fundamental para un buen desempefio y asi obtener una mejor comprensién por parte de los
estudiantes de los temas que estudiaremos en el capitulo siguiente.
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1.7 Propiedades de los nhumeros enteros

Operaciones definidas en el conjunto de los numeros enteros

®

1.) Sia € Zy a > 0 entonces decimos que 4 tiene signo positivo (+)

2.) Sia € Zy a <0 entonces decimos que 4 tiene signo negativo (—)

Generalmente al representar los nimeros enteros positivos el signo (+) se omite, no asi para los
numeros negativos los cuales al ser representados siempre debe indicarseles el signo (—).

Adicion de los numeros enteros

Caso 1: Adicién de ntumeros enteros de igual signo

En este caso, se suman sus valores absolutos y al resultado se le hace corresponder el signo de ambos
nameros.

Ejemplo 1.13

Determine el resultado que se obtiene al sumar —8 y —5
Solucién:

| —8|=38, | —5|=>5; ademas el signode —8 y —5 es negativo (—) por lo que:

8+ -5=—(8+5)=-13 Osea, —8+-5=-13

Ejemplo 1.14

Determine el resultado que se obtiene al sumar —9 y —11

Solucién:
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| —=9|=9, | =11 |=11; ademaés el signode —9 y —11 esnegativo (—) por lo que:

94+ —11=—(9+11)=-20 Osea, —9+—11=-20

Ejemplo 1.15

Determine el resultado que se obtiene al sumar 27 y 4

Solucién:

|27 |=27, | 4 |=4; ademds el signo de 27 y 4 es positivo (+) por lo que:

27 +4=31

Los ejemplos 1.13, 1.14 y 1.15 son casos particulares del siguiente resultado:

Sia € Nyb € IN entonces:
—a+-b = —(a+D)
a+b = +(a+b)
Caso 2: Adicion de numeros enteros con distinto signo

En este caso, el resultado viene dado por la diferencia de los valores absolutos de ambos ntiimeros (el
mayor menos el menor) a cuyo resultado se le hace corresponder el signo del niimero de mayor valor
absoluto.

Ejemplo 1.16

Determine el resultado que se obtiene al sumar —8 y 9

Solucién:

| =8 |=28, |9 |=9;dedonde: |9 |>| —8 | y como 9 tiene signo positivo (+) entonces:

—-84+9=9—-8=1 esdecir, —-8+9=1
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Ejemplo 1.17

Determine el resultado que se obtiene al sumar 5y —12

Solucién:

|5|=5, | —12 |=12; de donde: | —12 |>| 5 | y como —12 tiene signo negativo (—) entonces:

54 —-12=—(12—-5)=—-7 esdecir, 5+ —-12=-7

Ejemplo 1.18

Determine el resultado que se obtiene al sumar —6y 2

Solucién:

| —=6|=6, |2|=2;dedonde: | —6 |>| 2 | y como —6 tiene signo negativo (—) entonces:

—6+2=—(6—-2)=—-4 esdecir, —6+2=-4

Ejercicios
@ 1.7.1 Escriba en notacién decimal el ntimero que representa cada una de las siguientes expre-
siones:

a.) —14+472

b.) —128 + (—29)
) 12+ (-12)
d) —142 + 67

e.) 27+ (—32)

f) 25+13

@ 1.7.2 Seana,b € R. Usando el hecho de que a — b = a + (—b), escriba en notacién decimal el
numero que representa cada una de las siguientes expresiones:
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a.) —121—-15
b.) —40 —70
c) —1—-4

Multiplicaciéon de numeros enteros

Recordemos que paraa € R, b € R se tiene que :

1) S0 <ay0<bentonces 0 <a-b
2)Sia<0yb<0entonces 0< a-b
3)Sia<0y0 < bentonces a-b <0

4)Si0<ayb< 0 entonces a-b< 0

Las propiedades (1) y (2) se pueden resumir diciendo:

Si ay b tienen igual signo entonces a - b es positivo

Por ejemplo

a) (—8)-(—6) =48 d) 12-5=60
b) (8) (—6) = —48 e) (=7)-(—9) =63
c) (—8)-6=—48 £) (=3)(—4)(-1) = —12

® Seaa € Z, entonces:

a.) (-l)a=—a
b.) —(—a)=a

Por ejemplo
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Ejemplo 1.19

Escriba en notacion decimal el niimero que representa cada una de las siguientes expresiones:

a.) 8—(—6)
Solucién:

8—(~6) = 8+—(-6)

= 846
= 14
. 8—(—6)=14
b.) —17 — (—13)
Solucién:
17— (-13) = -—-17+ —(-13)
= —17+13
= —4

~17 — (-13) = —4

c) —(—4)-3

Solucién:

27
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Ejemplo 1.20

Escriba en notacion decimal el niimero que representa cada una de las siguientes expresiones:

a) 6— (=5 -9
Solucién:
6—(-5—-9 = 6+5-9
= 11-9
= 2

6—(=5)-9=2

b.) —1— (—2) +30

Solucién:
—1—(=2)+30 = —-142+30
= 1430
= 31

—1—(-2)+30=31

Ejercicios
@ 1.7.3 Escriba en notacién decimal el niimero que representa cada una de las siguientes expre-
siones:
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a) —16 — (—8)

b.) —(—9)+3

c) —(=6) —(-1)
d) —(=11) +5-2
e) —3—(—4)—(-3)

£)2-13—6

g) 25— 28+ —(5)
h)2—(—1)+3

i)1-2-6+8

Operaciones combinadas

Consideremos la expresién 2 + 3 - 5

El resultado de realizar las operaciones puede ser 25 (si se realiza la suma primero y luego el producto) o
bien 17 (si se realiza el producto primero y luego la suma). Sélo uno de los resultados debe ser vélido.
Convenio 1

En una expresién que no involucre paréntesis y en la cual aparecen conjuntamente el producto y la suma
(o resta) se entenderd que el producto ha de realizarse primero. Lo anterior se expresa brevemente de la
siguiente forma:

“La multiplicacién tiene prioridad sobre la adicién y la sustraccién”

Por lo tanto tenemos que:

2+3.5 = 2415
= 2+15
= 17
2+3.5=17

Consideremos el siguiente ejemplo:
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6—-4.7 = 6-—-28

= =22

Ejemplo 1.21

Determine el niimero que representa cada una de las siguientes expresiones:

a)7-2—13
Solucién:
7-2—13 = 14-—-13
= 1

Porloque, 7-2—-13=1

b)3-2—5-4-3

Solucién:

3.2-5-4-3 = 6—-20-3
= —-14-3
=5 =17

Porloque, 3-2—-5-4—-3=-17
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Ejercicios

@ 1.7.4 Determine el nimero que representa cada una de las siguientes expresiones:

a) —8-7+12-3—6
b) 11+6(—7)—4-3
c) —8-(—4)—5-(=3)—10
d)2-(3)+5-3-8

Convenio 2

En una expresion que involucre paréntesis se deben realizar primero las operaciones indicadas dentro del
paréntesis.

Ejemplo 1.22

Determine el ntimero que representa cada una de las siguientes expresiones:

a.) —5+4-(2-7)

Solucién:
—5+4-2-7) = —-544-(-5)
= —5+(-20)
= 25

Porloque, —5+4-(2—7)=-25

b) —2-(—12) —3-(5—6) +4

Solucioén:
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—2.(-12)—3-(5-6)+4 = 24—3(—1)+4
= 2443+4
= 31

Porloque, —2-(—12)—-3-(5—-6)+4=31

Ejercicios

@ 1.7.5 Determine el nimero que representa cada una de las siguientes expresiones:

a) (—2—8)-5+4

b) —2—(—2+46)-5
c)12-(3—6)—6-(6+7)
d) —(3-3)-5+3-(2—7)

Cuando se presenta un paréntesis dentro de otro paréntesis procedemos a realizar las operaciones indica-
das en el paréntesis interno y asi sucesivamente hasta obtener el ntimero correspondiente a la expresion.

Ejemplo 1.23

Determine el nimero que representa cada una de las siguientes expresiones:

a) —2+3-[6—2-(3—12)]

Solucién:
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—243-[6—2-(3—12)]

Porloque, —2+3-[6—2-

b) —{6+7-(5—2-4)+4}

Solucién:

—{6+7-(5-2-4)+4}

—243-[6—2-(-9)]
= —2+43-[6+18]

= —2+3-[24]

= 2472

= 70

(3-12)] =70

= —{6+7-(5-8)+4}

—{6+7-(~3)+4}
= —{6-21+4}
—{-11}

= 11

Porloque, —{6+7-(5—2-4)+4}=11

Ejercicios

@ 1.7.6 Determine el niimero que representa cada una de las siguientes expresiones:

a)2-[3-(7-11)—21] —4
b)4-5-[3-(5-2)+8—2-6]

33
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Ejemplo 1.24

Determine el niimero que representa cada una de las siguientes expresiones:

a)5—-2-3-(7—4)—(-124+3)] -6
Solucioén:

5-2-[3-(7—4)— (-12+3)] -6

Il
Q1
|
N
oY
—~
[6})
~—
|
—~
|
\O
=
|
(o)

Porloque, 5—2-[3-(7—4)—(-12+3)] —6=-37

b) —7-(3—4-2)+2-[-2-(=6—1) +3]

Solucién:

~7-(3-4-2)+2-[-2-(—=6-1)+3]} = —7-(3-8)+2-[-2-(~7)+3]}
= —7-(=5)+2-[14+3]}

= 3542-(17)

= 35+34

= 69

Porloque, —7-(3—4-2)+2-[-2-(-6—1)+3]=69

34
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Ejercicios

@ 1.7.7 Determine el nimero que representa cada una de las siguientes expresiones:

a) —3[4(3—2) — (=5+16) +12] — 16
b)5-2-[(5-7)+(3—-2)—1]-(-1)
c)1—8-[10-(=15—2) —17] + 6 - (—7 — 84)
d)5-2-(3—11)-(—4)[5— (6 —9)]

Ejemplo 1.25

Determine el nimero que representa la expresion:
12—{-2+3-4—(-8+12)+1] -2} +3

Solucioén:

12— {-243-[4— (-8+12) +1] -2} +3 12— {-2+3-[4—(4)+1] -2} +3
= 12— {-2+3-[1] -2} +3

= 12— {-2+3-2}+3

= 12— {-1}+3

= 124143

= 16

Porloque, 12— {-2+3-[4—(—-8+4+12)+1]—-2}+3=16

Ejercicios
@ 1.7.8 Determine el niimero que representa cada una de las siguientes expresiones:
a) —{-10-17-8—(5-9)]+17} +5
b.) —22+4+15—-17—-14+35
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c)32-77-22+14
d) —8—22—14+25
e)213-2)+[{3—4+(2-7)} -8 —6
£)8—6-[5-(6—-3-{=3-(5-2)}+2)—1]+7
g)3-2-{-(3-2)+7-4-5-(11—-6)} +8] —2

Observacion: La adicion, la sustraccion y la multiplicacion son operaciones definidas en el conjunto de
los ntimeros enteros, esto es, si se relacionan dos nliimeros enteros, por alguna de estas operaciones el re-
sultado es un niimero entero. Pero la divisién no es una operacién definida en el conjunto de los ntimeros

enteros pues, por ejemplo:

a) 3+2=15 vy 15 noesunnimeroentero
b) —7+3=-23 y —23 noesunndimero entero

c) 5+(—4)=-125 y —125 no esunnumero entero

Sin embargo, para el conjunto de los nimeros enteros, tenemos el siguiente resultado.

Algoritmo de la division

Sia € Z,be Zconb#0entonces existencyr;conc € Z, r € Ntalesque:a=>b-c+r,conr <b (x)

Con respecto a la igualdad anterior el nimero c es el cociente, y el ntimero r es el residuo que se
obtiene al dividir 4 por b.

Consideremos los siguientes ejemplos:

1.) Realizando la divisién de 150 por 6 tenemos que:

150 6
—12

30 25 Como 0 < 6, el procedimento de division se detiene.
—30

0
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El cociente es 25 y el residuo es 0, y ademas por el algoritmo de la divisién: 150 = 6 - 25 + 0

2.) Realizando la divisién de 23 por 4 tenemos que:

23 4
20 Como 3 < 4, el procedimento de division se detiene.
3 5

El cociente es 5 y el residuo es 3, y ademas por el algoritmo de la divisién: 23 =4 -5+ 3

Ejercicios

@ 1.7.9 Por medio de la divisiéon determine el cociente c y el residuo r para cada uno de los casos
siguientes:

a.) 49=5-c+r
b.) 476 =7 -c+r
c)135=45-c+r
d)9=15-c+r

Divisibilidad

Definicion 1.15

Seana € Z, b € Z.Se dice que : a es divisible por b, si al dividir | a | por | b |, se tiene como cociente
un niimero natural ¢, y como residuo 0.

Ejemplo 1.26

Determine si 72 es divisible por 6:

Solucién:

Como | 72 |=72, | 6 |= 6 y al realizar la division de 72 por 6 tenemos que
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72 6
—6

— 12
12

—12
0

El residuo es 0 y el cociente es 12 (un ndmero natural). Por lo tanto 72 es divisible por 6.

Ejemplo 1.27

Determine si 37 es divisible por —5:

Solucién:

Como |37 |=37,y | =5 |=5y al realizar la divisién de 37 por 5 tenemos que

37 5
—35
— 7

El residuo es 2 y el cociente es 7 (un niimero natural); al ser el residuo diferente de cero, 37 no es
divisible por —5.

Ejemplo 1.28

Determine si —135 es divisible por 7:

Solucién:

Como | —135|=135, | 7 |= 7y al realizar la divisiéon de 135 por 7 tenemos que

135 7
-7
— 19
65
—63
2
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El cociente es 19 y el residuo es 2, al ser el residuo diferente de 0, —135 no es divisible por 5.

Ejemplo 1.29

Determine si —51 es divisible por —3:

Solucién:

Como | =51 |=51y | =3 |= 3y al realizar la divisién de 51 por 3 tenemos que

51 3
-3

—_— 17
21

—21
0

El cociente es 17 y el residuo es 0, por lo tanto 51 es divisible por —3.

Ejercicios

@ 1.7.10 Realizando la division correspondiente conteste las siguientes preguntas:

a.) ¢Es 154 divisible por 7? Justifique su respuesta.
b.) ¢Es 39 divisible por —12? Justifique su respuesta.
c.) ¢(Es —104 divisible por —13? Justifique su respuesta.

d.) ¢Es —71 divisible por 17? Justifique su respuesta.

Algunos criterios de divisibilidad

De acuerdo con el concepto de divisibilidad estudiado anteriormente se tiene que para determinar si un
numero entero 4 es divisible por un nimero entero b, debe realizarse la divisién de | a | por | b |. Si el residuo
que se obtiene al realizar esta divisién es cero, entonces a es divisible por b. Si este residuo es diferente de
cero entonces a no es divisible por b. Este procedimiento resulta ser un poco largo cuando las cantidades

consideradas son “muy grandes”.
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A continuacién enunciaremos algunos criterios de divisibilidad que nos permitirdn determinar, en forma
abreviada, algunos casos en que un niimero entero a es divisible por un ntimero natural b.

Para los criterios que siguen entenderemos por digitos de nuestro sistema de numeracién decimal los
numeros0,1,2,3,4,5,6,7,8,9.

Criterio de la divisibilidad por 2
Un ntimero entero es divisible por 2, si y sélo si si el digito de las unidades es divisible por 2.

Por ejemplo:

a.) 374 es divisible por 2 pues el digito de las unidades (4) es divisible por 2.

b.) 5620 es divisible por 2 pues el digito de las unidades (0) es divisible por 2.

c.) 537 no es divisible por 2 pues el digito de las unidades (7) no es divisible por 2.

d.) —238 es divisible por 2 pues el digito de las unidades (8) es divisible por 2.

e.) —159 no es divisible por 2 pues el digito de las unidades (9) no es divisible por 2.

Ejercicios
@ 1.7.11 Usando el criterio anterior determine cuédles de los siguientes nlimeros son divisibles
por 2.

a.) 1268
b.) —35794
c.) 9237
d.) 2450
e) —379
£) —475
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®

1.) Siun ntimero entero es divisible por 2 recibe el nombre de ntimero par.

2.) Siun ndmero entero no es divisible por 2, recibe el nombre de niimero impar.

Criterio de la divisibilidad por 3

Un ntimero entero es divisible por 3 si y s6lo si la suma de sus digitos es divisible por 3.

Por ejemplo:
a.) 504 es divisible por 3, pues 5+ 0 + 4 = 9 y 9 es divisible por 3.
b.) 957 es divisible por 3, pues 9 +5 + 7 = 21 y 21 es divisible por 3.
c.) —375 es divisible por 3, pues 3 +7 + 5 = 15y 15 es divisible por 3.
d.) —218 no es divisible por 3, pues 2 + 1+ 8 = 11 y 11 no es divisible por 3.

e.) —4523 no es divisible por 3, pues 4 + 5+ 2 + 3 = 14 y 14 no es divisible por 3.

41

Observacion: En los casos (c), (d) y (e) anteriores para aplicar el criterio de divisibilidad, no se toma en

cuenta el signo (—)

Ejercicios

@ 1.7.12 Usando el criterio de divisibilidad por 3, determine cuédles de los siguientes ntimeros

son divisibles por 3.

a.) 374
b.) —1047
c.) 1983
d.) 17983
e.) —5383
£) —285
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Criterio de la divisibilidad por 5
Un ntimero entero es divisible por 5, si el digito de las unidades es50es 0.

Por ejemplo:

a.) 725 es divisible por 5, pues el digito de las unidades es 5.
b.) 490 es divisible por 5, pues el digito de las unidades es 0.

c.) —468 no es divisible por 5, pues el digito de las unidades no es 5, ni es 0.

Ejercicios

@ 1.7.13 Usando el criterio de la divisibilidad por 5, determine cuéles de los siguientes niimeros
son divisibles por 5.

a) —1345
b.) 753

c.) 920

d.) —5554
e.) —41270
£) 11235

Criterio de la divisibilidad por 7

Un ntimero entero 7 es divisible por 7 si y s6lo si la resta entre, el valor absoluto del nimero que se obtiene
al suprimir el digito de las unidades de n y el doble del digito de las unidades es divisible por 7.

Ejemplo 1.30

Determine si 182 es divisible por 7

Solucién:
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El digito de las unidades de 182 es 2 y el doble de este digito es 4; ademds: 18 — 4 = 14

Como 14 es divisible por 7, entonces 182 es divisible por 7.

Ejemplo 1.31

Determine si 426 es divisible por 7
Solucién:
El digito de las unidades de 426 es 6 y el doble de este digito es 12; ademas: 42 — 12 = 30

Como 30 no es divisible por 7, entonces 426 no es divisible por 7.

Ejemplo 1.32

Determine si 108 es divisible por 7
Solucién:
El digito de las unidades de 108 es 8 y el doble del digito es 16; ademds: 10 — 16 = —6

Como —6 no es divisible por 7, entonces 108 no es divisible por 7.

Ejemplo 1.33

Determine si 119 es divisible por 7
Solucién:
El digito de las unidades de 119 es 9 y el doble del digito es 18; ademas: 11 — 18 = —7

Como —7 es divisible por 7, entonces 119 es divisible por 7.
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Ejemplo 1.34

Determine si —263 es divisible por 7

Solucién:

El digito de las unidades de —263 es 3 y el doble del digito es 6, | —26 |= 26 y ademds: 26 — 6 = 20

Como 20 no es divisible por 7, entonces —263 no es divisible por 7.

Ejemplo 1.35

Determine si —385 es divisible por 7

Solucioén:

El digito de las unidades de —385 es 5 y el doble del digito es 10, | —38 |= 38 y ademds: 38 — 10 = 28

Como 28 es divisible por 7, entonces —385 es divisible por 7.

Ejercicios

@ 1.7.14 Usando el criterio de la divisibilidad por 7, determine cuéles de los siguientes niimeros
son divisibles por 7.

a.) 161
b.) —277
c.) 581
d.) —669
e.) —735
f.) 806

Criterio de la divisibilidad por 11

Un ndmero entero es divisible por 11 si y s6lo si la diferencia entre la suma de los digitos que se encuentran
en los lugares impares y la suma de los digitos que se encuentran en los lugares pares es divisible por 11.
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Ejemplo 1.36

Determine si 8349 es divisible por 11

Solucién:

La suma de los digitos que se encuentran en los lugares impares es: 8 + 4 = 12.

La suma de los digitos que se encuentran en los lugares pares es: 3 +9 = 12, ademés: 12 — 12 =0

Como 0 es divisible por 11, entonces 8349 es divisible por 11.

Ejemplo 1.37

Determine si —7293 es divisible por 11

Solucién:
La suma de los digitos que se encuentran en los lugares impares es: 7 + 9 = 16.
La suma de los digitos que se encuentran en los lugares pares es: 2 + 3 =5, ademés: 16 — 5 =11

Como 11 es divisible por 11, entonces —7293 es divisible por 11.

Ejemplo 1.38

Determine si 7869 es divisible por 11

Solucién:
La suma de los digitos que se encuentran en los lugares impares es: 7 + 6 = 13.
La suma de los digitos que se encuentran en los lugares pares es: 8 +9 = 17, ademads: 13 — 17 = —4

Como —4 no es divisible por 11, entonces 7869 no es divisible por 11.

45
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Ejercicios
@ 1.7.15 Usando el criterio de la dibisibilidad por 11, determine cuéles de los siguientes niime-
ros son divisibles por 11.

a.) 23716
b.) —37631
c) —133375
d.) 66687
e.) 17983
£) —21813

Multiplos y factores de un numero entero

Definicion 1.16
Seana € Z, b€ Z,c € Z,sia="0-c sedice que a es un nimero multiplo de b y c; ademads b y c son
factores o divisores de a.

Ejemplo 1.39

1.) Como 45 =9 -5 entonces 45 es un multiplo de 9y 5, 9 es un factor o divisor de 45.

2.) Como 37 =1 - 37 entonces 37 es un multiplo de 37 y 1, entonces 1 y 37 son factores o divisores
de 37.

3.) Como —42 = —6 -7 entonces —42 es un mdultiplo de —6 y 7 entonces —6 y 7 son factores o
divisores de —42.

Definicién 1.17
Seana € Z y bun factor de a. Si b € IN entonces b recibe el nombre de factor natural de a.
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Ejemplo 1.40
1.) Como —30 = —2-15y 15 € IN entonces 15 recibe el nombre de factor natural de —30.

2)) Como77=11-7y11 € N, 7 € N entonces 11 y 7 reciben el nombre de factores naturales de
77.

Ejemplo 1.41

Determine los factores (divisores) naturales de 14

Solucién:

14 es divisible tinicamente por 1, —1, —2, 7, —7, 14 y —14 por lo tanto los factores (divisores) natu-
rales de 14 son:
1,2,7y14.

Ejemplo 1.42

Determine todos los factores (divisores) naturales de 6
Solucion:
6 es divisible tinicamente por 1, —1, 2, —2, 3, —3, 6 y —6 entonces los factores (divisores) naturales

son:
1,2,3y6.

Ejemplo 1.43

Determine todos los factores (divisores) naturales de 17
Solucioén:

17 es divisible tnicamente por 1, —1, 17 y —17 entonces los factores (divisores) naturales de 17 son 1
y 17.
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Ejercicios
@ 1.7.16 Determine todos los factores naturales de 36
@ 1.7.17 Determine todos los factores naturales de 39

@ 1.7.18 Determine todos los factores naturales de 43

Observacion: Si n € N entonces siempre se cumple que 1, —1, n y —n son factores o divisores de n.

Puessn=1-n, n=(-1)-(—n)

NUmeros primos y nimeros compuestos

Definicién 1.18
Sean € IN, n > 1. Se dice que 1 es un ntimero primo, si sus tinicos factores (divisores) naturales son
lyn.

Ejemplo 1.44
a.) 23 es un nmero primo pues sus tnicos factores (divisores) naturales son 1y 23.

b.) 77 no es un nimero primo pues sus factores naturales son 1, 7, 11y 77.

Ejercicios
@ 1.7.19 Escriba los nimeros naturales primos menores que 30.
@ 1.7.20 ;Es 43 un nimero primo? Justifique su respuesta.
@ 1.7.21 ;Es 69 un nimero primo? Justifique su respuesta.

@ 1.7.22 ;Cudles niimeros naturales pares son nimeros primos?

Definicion 1.19
Sean € IN, n > 1. Se dice que n es un niimero compuesto, si 7 no es un namero primo.

Ejercicios

@ 1.7.23 Escriba cinco ntiimeros naturales compuestos.
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Definicion 1.20

Sea a € Z. Si c es un factor natural de a2 y ¢ es un nimero primo se dice que c es un factor primo de
a.

Ejemplo 1.45

a.) 15=>5-3y5, 3 son nimeros primos por lo que 5 y 3 son factores primos de 15

b.) 42=6-7=2-3-7,como 2, 3 y 7 son nimeros primos y a su vez son factores de 42, entonces
2, 3 y 7 son factores primos de 42.

Ejercicios

@ 1.7.24 Determine los factores primos, de los siguientes ntmeros:
a.) 6
b.) 10
c.) —55

d.) —140
e) —73

Numero compuesto como el producto de nimeros primos

Aceptemos sin demostrar el siguiente teorema.

Teorema 1.1

Todo ntimero natural compuesto se puede expresar como producto de ntimeros primos.
A la representaciéon de un nimero natural como el producto de factores primos la llamaremos facto-

rizacién prima o factorizaciéon completa del namero.

Aceptaremos ademas que la factorizacion prima de un nimero natural es tinica, salvo el orden de los
factores.
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Existen diferentes formas de ir indicando el procedimiento para la obtencién de la factorizacién prima de
un ntimero natural. Estas formas lo que buscan es simplificar el trabajo, pero todos conducen a un mismo
resultado. A continuacién, indicamos una forma que consideramos que simplifica bastante el trabajo y a la
vez permite obtener la factorizaciéon completa de un niimero en una forma ordenada.

Ejemplo 1.46

Determine la factorizacién prima de 300

Solucioén:
300 2
150 2
75 3
25 5
5 5
Asi300=2-2-3-5-5
1
Ejemplo 1.47

Determine la factorizacién prima de 105

Solucioén:

105 3

35 5

Asi105=3-5-7

Ejercicios

@ 1.7.25 Para cada uno de los nimeros, determine su factorizaciéon prima:
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a.) 504
b.) 1170
c.) 735
d.) 154
e.) 675

Méximo divisor comun

Los conjuntos cuyos elementos son los divisores naturales de 12 y 18 respectivamente son:

Dy : { [2],[3],4, @,12}
Dis : { 2], [3], @,9,18}

Encerrados en un recténgulo aparecen los nlimeros que pertenecen a ambos conjuntos, al mayor de estos
numeros lo llamaremos maximo divisor comtn de 12 y 18, en este caso 6, y escribimos M.D.C.(12,18) =6

En general sia, b, ..., c son nimeros naturales y el maximo divisor comun de ellos es k entonces escribimos:
M.D.C.(a,b, ...,c) =k
Ejemplo 1.48
Determine M.D.C.(12, 40, 56)
Solucioén:
Dp: {1,23[4],612}
Dy : { 1,2,[4],5,8,10,20,40 }
Dso: {1,2,[4],7,8,14,28,56 }

Asi obtenemos que M.C.D.(12, 40, 56) = 4
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Definicién 1.21
El méximo divisor comtin de dos o mds ntimeros naturales es el mayor nimero natural que es divisor
de cada uno de los nimeros dados.

Ejercicios
@ 1.7.26 Verifique que:

a.) M.C.D. (54,90) =18
b.) M.C.D. (5,25,90) =5

El procedimiento que hemos visto para determinar el médximo divisor comtin de dos 0 més ntimeros no es
muy prdctico cuando se trabaja con cantidades grandes.

Podemos obtener el mismo resultado con el procedimiento que se presenta en el siguiente ejemplo

Ejemplo 1.49
Determine M.D.C.(2520, 720, 540)

Solucion:

El procedimiento se basa en escribir los divisores primos comunes de los tres niimeros en una
columna a la derecha de la linea vertical.

2520 720 540 | 2
1260 360 270 | 2

630 180 135 | 3
Observe que 14,4 y 3 no tienen divisores primos comunes,

210 60 45 |3 por lo que el procedimiento se “detiene”
70 20 15 |5
14 4 3

El M.D.C de los tres ntimeros dados al inicio se obtiene multiplicando los ntiimeros que estén a la
derecha de la linea vertical, o sea:

M.D.C.(2520,720,540) =2-2-3-3-5=180
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Asi, M.D.C.(2520, 720, 540) = 180

Ejercicios
@ 1.7.27 Determine M.C.D. (2745, 5400, 3780)
@ 1.7.28 Determine M.C.D. (2478, 29190, 9360)

Minimo comun multiplo

Los conjuntos cuyos elementos son los multiplos naturales de 3 y 2 son respectivamente:

M; = {3,[6] 9,[12], 15,[18],21,[24} ... |
M, = {2,4,[6], 8,10,[12], 14,16,[18], 20,22,[24], 26, ... |

Encerrados en un rectangulo aparecen los niimeros que pertenecen a ambos conjuntos, al menor de todos
estos niimeros se le asigna el nombre de minimo comtn maltiplo de 3 y 2, en este caso 6, y escribimos
mcm.(3,2) =6

En generalsia, b, ..., c son nimeros naturales y el minimo comtin multiplo de ellos es r entonces escribimos.

mcm.(a, b, ..., c)=r

Ejemplo 1.50

Determine mcm. (12, 18, 24)
Solucién:

My, : { 12,24, 36, 48, 60, (72, 84, 96,108, 120,132, 144, ... }
Mg : { 18,36, 54,[72],90, 108, 126, 144, 162, ... }

May: { 24,48,[72], 96,120,144, 168... |
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Asi obtenemos que mem. (12,18, 24) =72

Definicion 1.22
El minimo comun miultiplo de dos 0 mas ntimeros naturales es el menor nimero natural que es
multiplo de cada uno de los nimeros dados.

El procedimiento que hemos visto para determinar el minimo comun multiplo de dos 0 mds ntimeros no
es muy practico cuando se trabaja con cantidades grandes.

Podemos obtener el mismo resultado con el procedimiento que se presenta en el ejemplo siguiente:

Ejemplo 1.51

Determine mcm. (12, 28, 24)
Solucién:

El procedimiento se basa en escribir los factores primos de al menos uno de los tres ntimeros en una
columna a la derecha de la linea vertical.

12 18 24 | 2
6 9 12 | 2
Observe que el procedimiento se “detiene” cuando el nime-

3 9 3 |3 ro que se obtiene en cada una de las columnas a la izquierda
de la linea vertical es 1.

El minimo comtn multiplo de los ntimeros dados se obtiene multiplicando los niimeros que estén a
la derecha de la linea vertical, o sea:

mem. (12,18,24) =2-2.2-3-3=72

Asimem. (12,18,24) =72
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Ejercicios
@& 1.7.29 Determine:

a.) mem. (14,22)

b.) mem. (12,17, 20)

c.) mem. (24, 40, 56)

e.) mcm

(
(

d.) mem. (120, 360, 180)
(121, 64)
(

f.) mem. (91, 39)

Teorema 1.2

Seana € N y b € N tales que a y b no tienen factores primos comunes entonces mem. (a,b) =a - b

En tal caso decimos que a y b son primos relativos o coprimos entre si.

Por ejemplo:

1.) 2'y 3 son primos relativos entre si = mcm. (3,2) =6

2.) 15y 7 son primos relativos entre si. = mcm. (15,7) = 105

Ejercicios

@ 1.7.30 Determine si 32 y 35 son primos relativos entre si.

@ 1.7.31 Determine si 66 y 55 son primos relativos entre si.
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1.8 Propiedades de los numeros racionales

. . a
Recordemos que el conjunto cuyos elementos son los niimeros que se pueden representar por 5 con

a € Z,b € Zyb # 0 recibe el nombre de conjunto de los niimeros racionales y se denota con el sim-
bolo Q. Asi:

QZ{%/&GZ,bEZyb#O}

Definicion 1.23
Seaa € Z,b € Zyb#0

a . :
En b el nimero representado por a se llama numerador, el nimero representado por b se llama

. ., a g .
denominador, la expresion b recibe el nombre de fraccién.

Fracciones equivalentes

Definicion 1.24

a c . a_c . . . A
Sea b € Qy p € Q. Las fracciones Y5 reciben el nombre de fracciones equivalentes (entre si) si
: . . " a ¢
representan al mismo ntimero racional y en tal caso escribimos ]
Ejemplo 1.52

. .4 . 1
Determine si g cs equivalente a 5

Solucién:

4

3 =0.5 pues4+-8=05
1

> =05pues1+-2=05

4 1 . . . . .
Por lo que 3Y 3 representan un mismo ntimero racional es decir, son fracciones equivalentes entre

si, es decir = = =
! 8 2
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Ejemplo 1.53

Determine cuéles de las fracciones

Solucion:

i—025 ues 3+~ 12 =0.25
3 0P -12=0.
i—025 ues5+20=0.25
16

Z:4puesl6+4:4

I N

3
De donde se concluye que Tha equivalente a El

Ejercicios

=0.25 pues 2 -8 =0.25

20" 4 738

&
= son equivalentes a T

ag esdeciri—— i—g
207%%g 2 2071278

-2 -3 -6

@ 1.8.1 Determine cudles de las fracciones —, 5 Y son equivalentes entre si

6

En los ejemplos 1.52 y 1.53 anteriores obtuvimos que:

4 1.3 5 3 2

8 2712 20712 8

Observe que:

4 1
a) - = 5y también se cumple que 4-2=8-1

8

b.) 3 _2 y también se cumple que 3-20=12-5
12 20

c.) % = g y también se cumple que 3-8 =12 -2

57

Los casos (a), (b) y (c) anteriores son ejemplos donde se aplicé el siguiente criterio, el cual se puede usar
para determinar si dos fracciones son equivalentes entre s:

SeangergeQ,

b

SHES

~a-

d=b-

[


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

1.8. PROPIEDADES DE LOS NUMEROS RACIONALES (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/).

Ejemplo 1.54

a.) Determine si -3 es equivalente a ——
' 5 < 35
1
b.) Determine si 1% es equivalente a 55

) : -
c.) Determine si — s equivalente a —

Solucién:

-3 —21 -3 =21
a.) — es equivalente a 35 s decir, 5 = 35 /Puesse cumple que —3 - 35 =5(—21)

3 15 3 ,15
b.) — no es equivalente a — es decir, — # —, pues se tiene que 3-9 # 18- 15
18 9 187 9
=5 —-10 =B , =10
c.) — Toes equivalente a — s decir, - # — sPpuesse tiene que —5-2 # —10-2

Ejercicios

@ 1.8.2 Determine cudles pares de las fracciones siguientes son equivalentes entre si:

6 8
a.) )
3% -5

b.) 1Y 3

57
T

4
Y25
@ 1.8.3 Usando el resultado anterior verifique que:

3
C.) I

25
d) 7

Si % €Qy % € Q entonces se cumple que:

—a a
S S &

a —a
b)) =

58
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@ En adelante, por las igualdades anteriores obtenidas en el ejercicio 25, parte (2), trabajaremos con
fracciones equivalentes cuyo denominador sea positivo.

Simplificacion de fracciones

a
SeaB € Q.

59

. . ..o a . . . 1. . . . s .
Simplificar la fraccion b consiste en dividir el numerador y el denominador de dicha fraccién por un mismo

nuamero natural n, n > 2 y n un factor comdn de a y b. Obtenemos asi la fraccion:

. a -
la cual es equivalente a 5y escribimos

Ejemplo 1.55

Simplifique las siguientes fracciones:

a)ﬁ
728

Solucion:

a)@
728

Dividiendo el numerador y el denominador por 2 tenemos que:

46
28

es decir;

46

28

b)

46+ 2
282
23
14

23
14

-39
27

a<+n
b+n

a a-=n
b b=xn
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-39
b.) 7

Dividiendo el numerador y el denominador por 3 tenemos que:

-39 = -39=3
27 B 27 +3
. —13
B 9
es decir;
-39 = -13
27 B 9
15
C')Z

. . 15
En este caso 15 y 4 no tienen factores comunes mayores que 2, por esta razén decimos que - nose

puede simplificar.

Fracciones candnicas y fracciones reducibles

9 9
Consideremos —, el maximo comun divisor de 9 y 15 es 3, utilizando esto podemos simplificar 5 de la

15
manera siguiente: — = 9+3 _ 3 es decir: 2 _3
5 ‘15 15-3 5 " 15 5

Ahora si consideramos % observemos que M.C.D. (3,5) =1, por lo cual g no se puede simplificar.

Definicion 1.25

. p . z * 2z Z . a . Z . .
Decimos que un numero racional esta representado por una fraccion candnica E’ si el maximo comun

divisor de |a| y |b]| es 1.

; .3 L s 9
Asfi con respecto al caso anterior 5 es la fraccién canénica de 15
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La fraccion canénica correspondiente a un ntimero racional se conoce también con el nombre de
fraccion irreducible.

Teorema 1.3

es una fraccion candnica

Sea % € Q.SiM.D.C. (|a|, |b|) = k entonces la fraccién Z; 2

Ejemplo 1.56

Determine la fraccién canénica correspondiente a:

Iy 84
) == b)) —=
) 105 ) 30

Solucion:

a.) 42 Calculemos M.D.C. (42, 105)

105
42 105 | 3
14 35 |7 Por lo que M.D.C. (42,105) =3-7 =21
2 5
Asi pues
g 3 42 —21
105 105 + 21
. 2
-5
. .. . 42 2 .
De donde la fraccién candnica correspondiente a 105 es 5 es decir;
42 2
105 5

b.) —84 Calculemos M.D.C. (| =84 |, | 30 |) es decir; M.D.C. (84,30)

30
84 30 |2
42 153 Por lo que M.D.C. (84,30) =2-3=6

14 5
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Asi pues
-84 -84+ 6
30 30 -6
14
- 5
De donde la fraccién canénica correspondiente a _3—() es _—5 es decir;
84 14
30 5
Ejercicios

@ 1.8.4 Determine la fraccién canénica correspondiente a:

2 81
Y 54
_17
b) —
) 75
<) 225
171
4) g9
—68
e.) I
675
£) 1260

Amplificacion de fracciones

.o ., a . .. . . .y
Amplificar una fracciéon — consiste en multiplicar el numerador y el denominador de dicha fraccién por un

mismo ndimero entero 1, n > 2, obteniéndose asi la fraccion:

x
=

[yl
=

. a -
la cual es equivalente a TR escribimos
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(Sl RN
SR
S| =S

Por ejemplo:

15
Si en la fraccion Z multiplicamos el numerador y el denominador por 5 obtenemos: 20 y decimos
15

en este caso que E es una amplificacion de % es decir; — = —
€30 p 4 " 4720

Ejercicios

@ 1.8.5 Haciendo uso de la amplificacion de fracciones determine tres fracciones equivalentes a:

a.) g
b.) -1
c) 1
a) =
e) —2
£) 0

7
g-) 5
h) 6
i) %}11
.. —75
N

Representacion de numeros racionales usando mdc

Definicion 1.26

El minimo comtin multiplo de los denominadores de dos o mas fracciones recibe el nombre de mini-
mo comin denominador de dichas fracciones.
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Ejemplo 1.57

-3
Yy

Nl 1
O | H~

Determine el minimo comin denominador de

7

Solucioén:

El mem. (6,9,2) = 18, por lo que por la definicién anterior tenemos que 18 es el minimo comun

d inadorde —, -y —
enominador de =, oy —

Ejercicios

@ 1.8.6 Para cada uno de los casos siguientes determine el minimo comtin denominador de las
fracciones dadas:

, =52
32 _7
®) 53715
Qo 220
Yo7 1a Y3
13 5 -3 5
) 51256
Ejemplo 1.58

Considere las fracciones

Ly (1.1)

a.) Determine el minimo denominador comuin de las fracciones anteriores.

b.) Escriba los ntimeros racionales representados en 1.1 por medio de fracciones equivalentes cuyo
denominador sea el minimo denominador.

Solucién:
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-7 8

3 6 710

b.) Amplificando las fracciones dadas en 1.1 podemos obtener fracciones cuyo denominador sea el
minimo comtin denominador o sea; 30, de la manera siguiente:

a.) Como mem. (3,6,10) = 30 entonces 30 es el minimo comtn denominador de:

§—5'10—@ es decir; §—@

3 3-10 30’ "3 30

Y _ i _ =8 o 7 b

6 6.5 30 S T3

8_ 86 48 ey 0_3%8

57 5.6 30 9 573
Ejercicios

@ 1.8.7 En cada uno de los casos siguientes escriba los ntimeros racionales dados, por medio de
fracciones, cuyo denominador sea el minimo comtn denominador de las fracciones dadas:

a2y =2 3,7
77147 21
2 35 0) !
c.) g,_—s,—2y1
Y Y 7

1.9 Algoritmos de las operaciones definidas en Q
Adicion de numeros racionales
Caso 1:

Algoritmo de la adicién para nameros racionales representados por fracciones de igual denominador:

a—+c
b

. a c a c
Si BEQ yE € Q entonces E+E_

En general:
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Si -1 €qQ, e eqQ, .., n € Q entonces
b b b

ay a4 as ap, @ +ax+..+ay

Ejemplo 1.59

Escriba la fraccién candnica correspondiente a:

a)§_|_%+§ b)§—|—E—|—_—3
77 7 Y4 4 4
Solucién:
3 2 6 3+24+6
Vztzty = T
_n
11 ., .. . 3 6
Como mem. (11,7) =1, - es la fracciéon canénica correspondiente a 7 + 7 + 7
5 12 -3 5+12+ -3
Prytetd T T
. 17-3
B 4
_
T4
142
42
_ 7
2
7 s . . 5 12 -3
Como mem. (7,2) =1, 5 es la fraccion canénica correspondiente a 1 + vy + oy
Ejercicios

@ 1.9.1 Escriba la fraccién canénica correspondiente a:
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373

11 -6 -30 1
) 24_34___4
“ 137137 13

1 -3 -2
A T T T
Caso 2:

Algoritmo de la adicién para ntiimeros racionales representados por fracciones cuyos denominadores no
son iguales entre si.

Para sumar niimeros racionales representados por fracciones cuyos denominadores no son iguales entre sf,
se procede de la siguiente manera:

i.) Se determina el minimo comun denominador de las fracciones dadas.

ii.) Se representa cada uno de los nimeros racionales dados, por medio de una fraccién cuyo denomina-
dor sea el nimero obtenido en (i).

iii.) Se procede como en Caso 1

Ejemplo 1.60

Escriba la fraccion canénica correspondiente a:

5 7 18 -3
Solucion:
6 15

El minimo comdn denominador de 6 y 5 es 30 por lo que:
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5.7 _ 55 72

6 15  6:5 15-2
_ B, 1
30 30
_ 25+14
- 30
_ ¥
T30
. 39=3
T 30=3
_ B
T 10

es decir;

5.7 _ B

6 15 10

18 -3
b.)7+—2

El minimo comtn denominador de 7 y 2 es 14, por lo que:

E_i_;?) 18~2+—3~7
7 2 7-2 2.7
36 21
14 14
36 + —21

14

36 — 21
14

15

14

es decir;

18 -3 15

7+2 4
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Ejercicios

@ 1.9.2 Escriba la fraccién canénica correspondiente a:

a) 2+3+7
Y3 5 9
7 11 -19 3
b) g+5+—¢ 3
3
D) 54—
c.) +5
7
d) -1+ =
) +3
' 3 7
5 -1 =5
£y 2442
) 8+ 8+ 7

g) — ot ot —

6 2 —11
h) 24+ 242
) 3t T 13
9 —12
i) 1424 <
b 1+z+—3
5 6
j) G+ -3+z42

Otro procedimiento que se puede usar para sumar dos 0 mds ntmeros racionales lo aporta el siguiente
teorema:

Teorema 1.4
Sean = €Q, = €Qent -E+£—7a'd+c'b
eanb > en onces.b 7= b
Prueba:
a,c _ ad cb
b d  b-d d-b
ad +cb
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es decir;
a c ad + cb
vta T b
Ejemplo 1.61

Determine la fraccién canénica correspondiente a:

7 -3 -3 11 5 2
Solucion:
7 -3  7-4+(-3)-6
Nets T 61
28+ -18
B 24
. 28-18
a 24
_ 1o
T 24
5 102
242
_ 2
12
-3, —11 (=3):6+(-11)-10
b')To+ 6 10-6
_ —18+-110
a 60
. —128
B 60
. —128+4
a 60 = 4
—32

15

70
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5 2 5.742-8
gtz = 7
_ 35416
B 56
_ ol
- 56

El procedimiento para sumar niimeros racionales, dado en el teorema anterior se puede genera-
lizar para méds de dos sumandos, pero para estos casos se recomienda utilizar, el procedimiento
enunciado en el Caso 2.

Sustracion de numeros racionales

Recordemos quesip € Ry g € R entoncesp —q=p+ (—q).

. . a c a ¢ a —c
En particular si b €Qy P € Q entonces: il + -
Ejemplo 1.62
Escriba la fraccién candnica correspondiente a:
6 3 5 2 3 5 7
2771 PV e s <) 12758
Solucién:
a ) 9 = % = 9 + ;3
7 o4 7 4
_ 6:4+(=8)-7
- 7-4
. 24-121
- 28
3
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5 2 5 -2
P76 T 576

_ 5+-2

a 6

. 5-2

a 6

_ 3

S

. 3:3

T 623

_ 1

T2
03 5.7 _ 3 -5 7

12 6 8 12 6 8

6 N -20 21
T 24 24 24
_ 6-20-21

- 24

=35

B 24

@ Aqui se us6 que: mcm.(12,6,8) = 24

Ejercicios
@ 1.9.3 Escriba la fraccién canénica correspondiente a:

5 81

) 377

72
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b) 1o~ 05
c.) 2—2%-6
28 7
R L
e) L_>_ 6
2 49 70
-1 1 1
b 27376
g.) ;—8—%+1
7 1
h) 4-z—¢
i.) —3—|—g—|—4

Algoritmo de la multiplicacion de numeros racionales

sﬂerg

b € QQ entonces se tiene que:

a-c

b-

S
SV
SW

Ejemplo 1.63

Determine la fraccién canénica correspondiente a:

-3 2 11 -6 -7 -2 1
a.) 75'5 b.)2‘§ C-) 74'79 d-) 73'1
Solucién:
32 32
457 T 5.7
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11 2 11
b) 2 — i
)23 19

§)
N
Il

Q.

N

ol |
N

I,

w

S

En general:

. a a a

Sl—leQ, —ZGQ,...,—HEQ entonces:
b b b,

a; ap an_al.az.....an

bilbiz m‘bn_bl'bZ' ... b,

Ejemplo 1.64

Escriba la fraccion canénica correspondiente a:

74
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-7 3 -2 1 3
) 552 b)) 552
Solucién:

-7 3 B
) €52 T g1

42
a 30
. —42:6
B 30 =6
_ 7
a 5
-2 1 3 -2.1-3
b')?'é'i - 9.6-2
-
B 108
. —6+6
- 108 = 6
_ 1
B 18
Ejercicios

@ 1.9.4 Escriba la fraccién canénica correspondiente a:

) 716
) 8 91

14

b) —4._-=
) 5
o 15,4
Y7 e

6 -7

d) ~-.8.—2
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Algoritmo de la division de numeros racionales

Sean % €Qy % € Q Entonces se cumple que:
a.c_ad
b d b-c

Ejemplo 1.65

Determine la fraccién canénica correspondiente a:

-3 4 -5 7
) — = = b) — =+ — D)o+~
a.) 5 3 ) 1 6 c) 3 c
Solucién:
);3;% _ =33
53 5.4
_ 9
B 20
—5 -5 . -6
b.)—47—6 = T
~ —5.1
- 4-(-6)
-5
S -4
5

76
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7 3 7
36
1.7
_ 8
B 7

tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/).

Recordemos que al inicio del folleto se mencioné que: Sia € R, b € R, y b # 0 entonces:

a

a+b:b

En particular si % €Q, % €Q vy 2 # 0 entonces:

SRS
W

Ademas por el algoritmo de la division

SIS
(SIS

Por lo que de 1.2 y 1.3 obtenemos que:

Ejemplo 1.66

Determine la fraccién canénica correspondiente a:

-5 —13
4 3 4

) — b.) — .

“ = )3 c) —
6 7

(1.2)

aUla|si s

Q
[u

(1.3)

S
o

Q
QU

SN KSR
S
(@}

77
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Solucién:

-5-6

oY)
N
@\\1'%“,1
I

—30
28

—-30=2
28 =2
—-15
14
Asi:

ol &

b.)

NN w

Asf:

NN Ww
N
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-13 -13
6 6
1
o —13-1
- 4.6
13
- 24
Asi:
~13
4 13
6 24
Ejercicios

@ 1.9.5 Escriba la fraccién canénica correspondiente:

-2
7 =5
6 1
3
e.) I
2
—1
f) —
'
4
=7
6
g-) vy

79
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—-17

3
h) ——
) 2

Operaciones combinadas

Cuando una expresion involucra varias operaciones, con el fin de evitar ambigiiedad, las operaciones de-
ben realizarse con los siguientes convenios:

Convenio 1
En una expresién que no involucra paréntesis deben realizarse primero todas las multiplicaciones y divi-

siones, en orden, de izquierda a derecha. A continuacién se realizan todas las adiciones y sustracciones de
izquierda a derecha.

Convenio 2

En una expresion que involucra paréntesis deben realizarse primero las operaciones indicadas dentro del
paréntesis.

Ejemplo 1.67

Determine la fraccién canénica correspondiente a:

7 1 1 6.2 A
"3°9 36 5 T5 "3 1T T3 T4
1 6] 2 -8 3 3 -5 8 1

Solucion:
k7 1 81
39 3 27 36

. 112-3

- 108

. (U

108

Por lo tanto
4 7 1 109

39 36 108
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1 6].2 146 2
b>[5+5}*3 = 5 73
_ 73
- 5 2
_ 2
10
Por lo tanto
1,.6].,2 _ 2
5 5/ °3 10
C)1+§;% = 14_9%
5 5°3 5 52
_ 1,33
-5 51
_ 1.9
- 55
149
a 5
_
-5
= 2
Por lo tanto
1 6 2
S22 = 2
5+5 3
d_);S.gTi o 28
5 4°10 5 1°10
_ 6.3
- 5 10
. 5
- 5 3
_ =22
B 1 1
= —4

Por lo tanto
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-8 3 3
5z 10 - *

Por lo tanto

Por lo tanto

82
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Ejercicios

@ 1.9.6 Determine la fraccién candnica correspondiente a:

a.) 1_%_%

2 4 2
b.) |:%+%}—%
c.) {4—% +%
e.) 2-§+§~4—1
o 528

.
|

1 1
h.) 60_§:|T[30_E]
3
i.) 2-5—4 3+2—(3—5)
Ejemplo 1.68

Determine la fraccién canénica correspondiente a:

Solucion:
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8 -3 3 2 15 ]
15— —12- |3~ 1+5(-10+ —1_
8 -3 3 2 [ —40+15
1—2. 22— |2-14% —1
i1

—11

Ejemplo 1.69

Determine la fraccién canénica correspondiente a:

S8, -5 (14 (7 )], 1
5 3 3 21 3 12

Solucién:

84
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S8, (-5 [14 (7 1\] 1
5 3 21 3 12

3
—18 (5 14 (1, 14Y] 1
5 3 |3 \3"3/]"1

—18 —20+4+1
5 +6 { 12 -
—18 —15
5*6‘{12 =
—-18 -5
6-{ — =
5 { 4
18 30 _
5 4
—72-150
20 a
222
20
—111
10

Ejemplo 1.70

Determine la fraccién canénica correspondiente a:

1,1
4 3
8

a.)
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Solucién:

1 1 3+4
173 12
a.) = —
8 8

7
. 12
8
3 7
(12)(8)
_ 7
9%
2 2
by 2 - _5_
2 5 4-5
3 6 6
2
_ 5
-1
6
__(2)6)
(5)(-1)
.o
- -5
. -12
a 5
Ejemplo 1.71

Determine la fraccién canénica correspondiente a:

86
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Solucién:

WIN
o
N| W

|wm WM
WIN oo

N Q1

N U0l W

87
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|
w Lmulwuy\ W\\llc\

o

ﬂ ‘

Potencias en el conjunto de los numeros reales

Los ntimeros reales que se representan cantidades muy grandes o bien cantidades muy pequefias son de
uso frecuente en campos como la Fisica, la Quimica y la Astronomia, por ejemplo:

a.) La distancia de nuestra galaxia a la constelacién Osa Mayor es de 24.230.000.000.000.000.000 km.

b.) El didmetro del ntcleo de un &tomo de un ntcleo de carbén es: 0,000000000006096 cm.
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Dado lo incomodo que resulta trabajar con estos ntimeros, cuando son representados en la forma anterior,
es que la matemética proporcioné a dichas ciencias una notacién que permitiera simplificar y agilizar los
célculos con nimeros como los mencionados.

Definicion 1.27
SeaaeR, neN, n>1.

Se define la enésima potencia de a2 y se denota a", como el nimero que viene dado por:

a.a-a....-a
—_—
n veces a
O sea

n

N ——— —

n'veces a

y se dice que la expresién a” es una representacion exponencial o notacién exponencial de la enésima
potencia de a.

Sea a € R. Se define:

ii.) a®=1 cona#0

1

a es una notacién exponencial de a

y se dice que:

0

a’ es una notacién exponencial de 1

Ejemplo 1.72

a) 23=2.2.2=8,0sea; 2° =8y en este caso decimos que 2% es una notacién exponencial de 8.

b.) (=5)*=(=5)(=5)(—5)(—5) = 625; 0 sea; (—5)* =625y este caso decimos que (—5)* es una
notacién exponencial de 625.
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c.) (14)! =14 (Por definicién) y en este caso decimos que (14)! es una notacién exponencial de 14.

d.) (—8)% =1 (Por definicién) y en este caso decimos que (—8) es una notacién exponencial de 1.

Ejercicios

@ 1.9.7 Represente en notacién exponencial, el ntimero correspondiente a cada una de las si-
guientes expresiones:

a) 5:-5-5-5.5
b) —27

c) (=2)(=2)(-2)
d) 17

e) 25

f.) 144

Definicion 1.28

SeaacR ,n €N tales quea” € R.
“n” recibe el nombre de exponente.
En la expresion a” :

i

a” recibe el nombre de base.

Ejemplo 1.73
(7 7
1) Enla expresion 5] 2 es el exponente y 5 €8 la base.

~11\° ~11
2) Enla expresion <3> , 6 es el exponente y —5 s la base.
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Ejercicios

@ 1.9.8 Represente cada uno de los siguientes niimeros en notacién exponencial, de tal forma
que la base sea un niimero primo.

a.) 49
b.) 128
c.) 343
d) 1
e.) 29
f.) 625

Propiedades de las potencias

Considere los dos ejemplos siguientes:
1) 23.24=(2.2.2)-(2:2:2:2)=2.2.2.2.2.2.2=27
o (2 (2 Z[( 2 (2 (2] ()oY
5 5) 5 5 5 5) 5 5 5 5 \'5
Estos ejemplos son casos particulares de la siguiente propiedad.

Proposicion 1.0 Seana € R, n € IN, m €N, si a” € R, a" € R entonces

a™ . g = am-i—n

Ejercicios

@1.9.9 Usando la propiedad anterior determine el valor de k en cada uno de los siguientes casos
para que la igualdad sea verdadera.

a) 23.27 = oF
b) (=3)*-(-3) = (-3)"
c) 5.5 =57
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d) 7.7t =71
Considere los dos ejemplos siguientes:

a) (9% = 92.92.9?

(9:9)-(9:9)-(9-9)

o
N
| —— |
7N
ol
~_
w
| IS
1]
N
w| s
~_
w
N
w|
~_
w

(3 () () () ()] s

|
N
w|
~__
(o)}

tran la siguiente propiedad:

Proposicion 1.0 Seana € R, m € N, n € IN ysia™ € R entonces:

Ejercicios

@ 1.9.10 Usando la propiedad anterior determine el valor de k en cada uno de las siguientes
casos para que la igualdad sea verdadera.

a.) (52)3 — 5k

b.) 7’<)4 — 720
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Definicion 1.29
Seaa € R, a#0; m € N . Se define a~™ de la manera siguiente:

—m 1
g =
am
Ejemplo 1.74
_ 1 1\ ° 1
)37 =3 C‘)(2> ZTE
(2)
CE\-11 1 a1 1
b) (-5 = d) (=07 = =51
Ejercicios

@ 1.9.11 Usando la propiedad anterior determine el valor (o valores) de k en cada uno de los
siguientes casos para que la igualdad sea verdadera.

c) k3 ==

d) k* =

Considere los dos ejemplos siguientes:

a)sj . 6:6:6:6:6
76 6-6-6
= 6-6

= 62
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b)g ~ 8.8-8-8
78 ~  8-8-8-8-8-8-8
~ 1
- 8.8-8
1
-8
= 83

Los ejemplos anteriores ilustran la siguiente propiedad:

Proposicion 1.0 Sia € R, a #0, m € N, n € IN entonces:

Ejercicios

@ 1.9.12 Usando la propiedad anterior determine el valor de k en cada uno de las siguientes
casos, para que la igualdad sea verdadera.

57

5=

a.)

(=3)*
b) 55 = (—3)F

c.) %Z = 42

d.) ;—2 = 7k

e) % = (11)72
£) 2—]; =6

Considere los dos ejemplos siguientes:
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a) 3:5*% = (3-5)-(3-5)-(3:5)-(3-5)
= (3:-3-3-3)-(5-5-5-5)
3*.54
b) (-2-6)% = (=2-6)-(=2-6)-(—2-6)

= [(=2)-(=2)-(=2)]-(6-6-6)

= (=276

Los ejemplos anteriores ilustran la siguiente propiedad:

Proposicion 1.0 Sia€ R, bR, n€ N, si a" € R, b" € R entonces

(a-b)" =a"-b"

Ejercicios

95

@ 1.9.13 Usando la propiedad anterior determine el valor de k en cada uno de las siguientes

casos para que la igualdad sea verdadera.

a) (4-7)° = 45.7
b) (6-9)F =6-9°
c) (8-k)r=¢g.7

2 3\, (3)
@ (73) =¥ (5)

Considere los dos ejemplos siguientes:

o (5) - 5.8.5
7 \4 4 4 4
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032 - ()E)@)E)

. (59-(=9-(=9- (=9
7777

_ (=9

- 5

Los ejemplos anteriores ilustran la siguiente propiedad:

Proposicion 1.0 Sia €R, beR, a#0, b#0y n €N, entonces

e

Ejercicios

@ 1.9.14 Usando la propiedad anterior determine el valor de k en cada uno de las siguientes
casos para que la igualdad sea verdadera.

2\° 25
) (5) =3

—3\F o7
b) (—4> =

2\> 8
c.) (%) = 125

5 6 52+k
d) (z) =

@ SiaeR, n€IN y a" € R, entonces
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Por ejemplo

a) -5 = —(5°)
= _(5 .5. 5)
= —125

b) —2° = —(29

—(2-2-2-2.2.2)

=  —64

Ejercicios

@ 1.9.15 En cada uno de los siguientes casos, escriba en notaciéon decimal el nimero que corres-
ponde a m, para que la igualdad sea verdadera.

a) m= —7°
b) m = —3%
c) m= —2°
d) m = —4°
e) m= —(7)?
£y m= —(3)*
g) m= —(2)
h) m = —(4)°

Observacion importante: Considere los siguientes ejemplos:

{a» = @) = )
b) (=3)* = (-3)(-3) = 9

{c.)25 = —(2° = —(2:2:2:2:2) = -3
d)(-2)° = (-2(-2)(-2)(-2)(-2) = -3

En los ejemplos presentados anteriormente podemos observar que en general, NO siempre se cumple que
—a" = (—a)".
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Ejercicios
@1.9.16 Seaac R, a#0, n€N, a"€R

a.) ¢Qué condiciones debe cumplir 1 para que —a" sea igual a (—a)"?

b.) ¢;Qué condiciones debe cumplir n para que —a" sea diferente a (—a)"?

Observe cada una de las siguientes igualdades:

a) (=72 = 49 d) (=2)° = 64
—1\? 1

b.) 2* = 16 e) <5> = =

c) (-3 = 81 £) (-1 =1

Los ejemplos anteriores son casos particulares del siguiente resultado:

SiaeR, n€IN, npary a" € R entonces a" >0

Asi,sia € R entonces a2 >0, a*>0, a® >0, ...

Ejemplo 1.75

Determine la fraccién canénica correspondiente a cada una de las siguientes expresiones:

22.35.24 —256.1410. (—4)0
a.) 2.7 d.) 10 (10)
32.2 (=7)10-10
3421 22.35.4271?

b) 52 e) [ 2832 ]
1 -1
3-2 22 <8>
c) —— £)
. 4 2 24,3
( +3>

Solucioén:

98
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22.35.24
a.)

22.35.04
32,27

34271
5.2-1

b.)

Por lo que:

32,27

22.2%.3
27.32

26.3°
27.3
26 3
27 3

2677 k 3572

Por lo que:

e

.33

N —

-27

N —

N[ =

o
NG| N+
—_

STRE; T INTIRN

99
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3427 7
5.2-1 5
—372 ~ —372
<) 412 [344]2
1+ = —
R
1
3
- —
5
-1
- 2
= —
32
-1
N
49
9
_ (=D
(9)(49)
_ 1
T 49
Por lo que:
I |
472 49
1 _
43
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—256.1410. (—4)°  —(25)°-(2-7)10-1
(—7)10.1010 - 710.(2.5)10

d.)

_<52)6 . 210 . 710
710 . 210 . 510

_(512) X 210 X 710
510 . 210 . 710

_(512) 210 710
510 " 210 710

—(512-10) . 910-10, 71010

= —(5?).20.7°

—(25)-1-1
= -25

Por lo que:

—256.1410. (—4)"

= -25
(_7)10 . 1010
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2 r 2
22 . 35 . 42 22 . 35 . (22)2
= ) 24 .32 24 .32

(2. 94,3572
- 21.32 }

1263577
24.32]

126 3577
- 55

I Y 3572] 2
- P

— (22)2 X (33)2

= 24.36
= 11664
Por lo que:
92 .35 .42 2
[24332] = 11664
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-1 23—1—25—l
23+25—<1) L
£) 5 - 8
24 .3 24 .3
. 2%42°-38
B 24.3
. 8—8+2
- 24.3
25
- 243
_ 21
2403
1
— 25—4‘7
3
1
= 2.
3
_ Z
-3
Por lo que:
1 -1
23 25_ -
il O
4.3 -3
Ejercicios

@ 1.9.17 Determine la fraccién canénica correspondiente a cada una de las siguientes expresio-
nes:

a) (34)3 . (32)4

(—3)15. 3%
(=37
b) (—3)15. 34
1-371-2.372
c.)
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1+471-2.472

d.
) 6:42+1+45-471
_a3.7\-1
e) (2-3-7)
5+3-1
¢ 256 . 1410
) _710,1010

) 351 . 494 . (—12)3!
&) 1012.630. (—14)20

—3.471 4142472
4-1-2.472

2+47-51+3.572

h.)

M 3335 T1-2.52
1.3 2
2 |4
D
4
Teorema 1.5

SiaeR, beR, ceR, deR, a#0, b#0, d #0, n €N, m € N, entonces se cumple la siguiente
igualdad:

Ejemplo 1.76

Determine la fraccién canénica correspondiente a cada una de las siguientes expresiones:

6> .23 273.1472.72 2-4.371

¥ S )5 ) f9= 3258

Solucioén:


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

1.9. ALGORITMOS DE LAS OPERACIONES DEFINIDAS EN Q (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/). 105

623 3+.28
a‘) ? = 675
34.23
- (235
34‘23
- 5.3
3 1
- 25-3.35—4
1
T 2.3l
_ L
4.3
.6
12
Por lo que:
6°.22 1
3¢ 12
b)2—3 142.72 2.7
’ 2-5 23.142
25.72
T 2B.(2.7)2
2°.72
= 23.922.72
25
Y
25
- >
= 1
Por lo que:
273.1472.72

2-5
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2-4.
c.)

Por lo que:

3-1 103 . 32
-2 .54 - 24 .31 .54

10-3-3

24.3.5¢

53.23.32
24.3.54
32—1
24-3.54-3

2-4.371 3

10-3.3-2

- 54 10

Ejercicios

(5-2)3- 32

106

@ 1.9.18 Determine la fraccién canénica correspondiente a cada una de las siguientes expresio-

nes:
4736
a.) 8.3
4—2
b)3—34
&) 102.630.3511 . 494
7 (—14)20. (—12)-3
_ =3 .43
d.) —6-4
25.3-2
—7)2.3-5
e) ()—74

14)2-3
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2127 . (_35)14 . 89

f‘) (_45)—13 . 1413 . 1210 . 2714
10?- (=5)72.(=2)°
gy (92 (2)
5-(-3)
5 2.372
h.) 5+ 51

Raiz enésima de un nimero real

Definicion 1.30
SeaneR, a>0, nelN, n>1.

Se define a la raiz enésima de a y se denota a'/"

igualdad: b" = a.

Simbdlicamente tenemos:

/"= b= b =a

Ejemplo 1.77

a.) 85 =2 pues 23 = 8; en este caso decimos que 2 es la raiz ctibica de 8
b.) 625¢ = 5 pues 5% = 625; en este caso decimos que 5 es la raiz cuarta de 625

c.) 497 = 7 pues 72 = 49; en este caso decimos que 7 es la raiz cuadrada de 49

@ SeaseR, a>0, nelN, n>1

La raiz enésima de a también se denota /a es decir:

al/n — \n/a

107

, como el nimero real positivo b que cumple la

(1.4)
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Ejemplo 1.78
, . 1,3 . 1 3
1) Laraiz cabica de 8 se puede denotar como 83 6 V'8, es decir: 83 = /8

2) Laraiz cuarta de 625 se puede denotar como 6251 6 V625, es decir: 6251 — V625

Asi usando el hecho de que a'/" = {/a. La relacién 1.4 se expresa asi:

Va=b+< V" =a

Ejemplo 1.79

1) V121 = 11 pues 11> =121
2) /32 = 2pues 25 =32

3) V343 = 7 pues 7° =343

Definicion 1.31

Sean R, a>0, n €N, n> 1. Enlaexpresion

1”17

n” recibe el nombre de indice.
Va ”a"” recibe el nombre de subradical.

”\/” es el simbolo de radical.

Ejemplo 1.80

1) En /29, 7 es el indice del radical y 29 es el subradical.

2) En V64, 5es el indice del radical y 64 es el subradical.
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3) En V81, 4es el indice del radical y 81 es el subradical.

Proposicion 1.0
SeaaeR, a>0, nelN, n>1

Entonces se cumple que:

Demostracion:

1.) Demostraremos que Va" = a
Sea x = a", entonces, por definicién {/x = a
Asti:
Y = Y5 = a

O sea; va' = a

2.) Demostraremos que ({/a)" = a

Sea x = {/a, entonces, por definicién x" = a

Observacion: De los resultados anteriores se obtiene que:

SiaeR, a>0, neIN, n>1 entonces:

109


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

1.9. ALGORITMOS DE LAS OPERACIONES DEFINIDAS EN Q (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/).

/ar = ()"

Ejemplo 1.81

Escriba en notacién decimal la raiz cuarta de 81

Solucion:

Factoricemos 81

81 |3
27 |3 De aqui se tiene que 81 = 3%,
9 |3 por lo que: V81 = V3t = 3,
3 |3 es decir: la raiz cuarta de 81 es 3.
1
Ejemplo 1.82

Escriba en notacién decimal la raiz sexta de 64

Solucién:

Factoricemos 64

64 | 2
32 |2
l6 | 2 De aqui se tiene que 64 = 29,
o |z por lo que: V64 = V26 = 2,
;1 ; es decir: la raiz sexta de 64 es 2.
1

Ejemplo 1.83

Escriba en notaciéon decimal la raiz tercera de 125

Solucioén:

Factoricemos 125

110
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125 | 5

25 |'5 De aqui se tiene que 125 = 53,

5 5 por lo que: v/125 = V5 = 5,

1 es decir: la raiz tercera de 125 es 5.

Seaa € R, a >0, entonces ¥a se acostumbra escribir como /4, es decir, cuando el indice de un

radical es 2, este se omite.

Teorema 1.6
Seaa e R, a>0, ne€IN, n>1entonces la raiz enésima de a es tinica.

Ejercicios
@ 1.9.19 Escriba en notacién decimal el nimero correspondiente a cada una de las siguientes
expresiones:

a) 1/(-5)?
b) V52
c.) V25

Hasta ahora hemos trabajado con radicales en donde el subradical es un ntimero real positivo, la siguien-
te definicion extiende el concepto de raiz enénesima, al caso en el que el subradical es un ntiimero real
negativo, para esto, es necesario imponer algunas condiciones al indice del radical.

Definicion 1.32

SeaacR, a<0, n€N, n>1, nimpar.

Se define la rafz enésima de a y se denota a'/", como el ntimero real negativo b que cumple la
igualdad b" = a.

Simbdlicamente tenemos:

/" = be=b" =a Va=b<=1b"=a
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Ejemplo 1.84
a) v/—-27 = -3 pues (—3)° = —27
b.) vV/-32 = -2 pues (—2)° = —32

c) vV-1= -1 pues (—1)7 = —1

Observacion: Si 1 es un nimero natural par entonces: La raiz enésima de un nimero real negativo NO
estd definida en el conjunto de los ntimeros reales.

Simbdlicamente tenemos:

Seane€IN, acR, n>1, npar,si a <0 entonces:

Va ¢ R

Por ejemplo, v —-16 ¢ R

En efecto, supongamos que existe un namero real b tal que: v —16 = b, entonces debe cumplirse que
—16 = 1*.

De aqui se observa que esta igualdad nunca es cierta pues: b2 es positivo y —16 es negativo.

Por lo tanto: v—16 ¢ R

En forma similar se puede demostrar que:

V=8, v/—11, V/—=135, v/—1000, ..., no estén definidas en el conjunto de los niimeros reales.

Proposicion 1.0 Sia € R, a >0, n €N, n > 1, n impar, entonces se cumple que: v/ —a, = —Va

Ejemplo 1.85

. .2 . . . 3
Escriba en notacion decimal el nimero correspondiente a v/ —343

Solucién:
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Por la propiedad anterior tenemos que:

V/—343 = —v/343 y factorizando 343 tenemos:

233 ; De aqui se tiene que 343 = 73, i
v 7 y por lo tanto: V343 = —V/343 = V7B = —7.
1 0 sea;
v—343 = 7.
Ejemplo 1.86

. o . , . 5)
Escriba en notacién decimal el nimero correspondiente a v —243

Solucién:

Por la propiedad anterior tenemos que:

/=243 = —v/243 y factorizando 243 tenemos:
243 | 3
81 |3
27 |3 De aqui se tiene que 243 = 3°,
9 3 y por lo tanto: v/—243 = —v/243 = —V/35 = -3,
3 3 0 sea;
1 v/ —243 = —3.

Definicion 1.33

Seaan € R, n €N, n>1, npar, se define la raiz enésima de a" como el valor absoluto de a.

Simbdlicamente tenemos: Va" = |al; sin es par.

Por ejemplo

113
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a)/(=3)* = |-3] = 3 esdecir;{/(-3)* = 3
b.) V3¢ = |3 = 3 esdecir; V36 = 3
c) /(=1 = |—=1 = 1 esdecir;(/(-1)>2 = 1

Ejercicios
@ 1.9.20 Escriba en notacién decimal el nimero correspondiente a cada una de las siguientes
expresiones:

a) v/—125
b.) V625
c.) (—3)2
d) v/—128
e) V128
£) /(=7)°
g) /(=9
h) v/-27
i) {/(=7)°

Proposicion 1.0
Seana€R, beR, b#0, n€N, n>1,tales que V/a y Vb representan nimeros reales entonces se

cumple que:
o _ Va
b Vb
iCuidado!

n

No siempre se cumple que:

S
=
S
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. N e R [—4
Por ejemplo, observe que: = # 7 pues / — si estd definida en R

—4 —4
\/_—1 = V4 = 2 esdecir - = 2

perovV—4y+v—1 NO representan ntiimeros reales.

Ejemplo 1.87
El ntimero y ;T3 puede ser representado por una fraccién canénica, determine dicha fraccién (use
la propiedad anterior)
Solucién:
5 _32 _ v _32
V243 — 243
V3R
/243
& 25
= 5735
=2
-3

Por lo tanto:

/-2 2
243 3

Ejercicios

@ 1.9.21 Cada una de las expresiones siguientes representa a un ntmero real, el cual puede ser
representado por una fraccién candnica, en cada caso determine la fraccién canénica correspon-
diente (use la propiedad anterior)

a.) 31
' 125
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25
b. —
) 81
Q) i —125
' 343
5/ 243
d) 3125

Proposicion 1.0 Seaa € R, b€ R, n €N, n > 1, tales que N y Vb representan nimeros reales
entonces se cumple que:

Va-b= a- Vb
iCuidado!
No siempre se cumple que: Va-b = /a-Vb
Ejercicios

@ 1.9.22 Escriba dos ejemplos para los cuales no se cumple la propiedad anterior, en cada caso
justifique su respuesta.

Ejemplo 1.88

Haciendo uso de la propiedad anterior escriba en notacién decimal el niimero correspondiente a

V225,

Solucién: Factorizando 225 tenemos:

225
75
25
5

1

g1 U1 W W

De aqui se tiene que 225 = 32 - 52,y por lo tanto: v/225 = V/32.52 = V/32.1/52 = 3.5 = 15, es decir,
V225 = 15.
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Ejemplo 1.89

Haciendo uso de la propiedad anterior escriba en notaciéon decimal el ntiimero correspondiente a

v -216.
Solucién:
/=216 = —+/216; Factorizando 216 tenemos:
216 | 2
108 | 2
54 |2 De aqui se tiene que 216 = 23 - 3% y por lo tanto:
27 V=216 = —V216 = —VB -3 = —VB. V3B = 2.3 = 6,
9 3 es decir;
i’ 3 /=216 = —V/216 = —6.
Ejercicios

@ 1.9.23 Haciendo uso de la propiedad anterior escriba la notacién decimal del ntiimero corres-
pondiente a cada una de la siguientes expresiones:

a.) V441
b.) V1225
c.) v/ —2744
d.) V1764

A continuacién nuestro objetivo es definir lo que vamos a entender por potencias en las que el exponente
es un nimero racional.

Definicion 1.34

Seana c R, meIN, n€IN, m>1, n>1, tales que '\”/E representa un nimero real, entonces se
cumple que:
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Ejemplo 1.90

a.)\3/5»2 =

Q1
wIiN
0
~
/N
5
@
N—
Il
@
N

b.) V43

|
IS
NI
Q.
~
/N
5
N
N———
w
Il
N
(SIS}

Propiedades

Las propiedades enunciadas anteriormente para potencias en los cuales el exponente es un nimero entero,
también son validas para potencias en las cuales el exponente es un ntiimero racional; a saber:

4

1) an .ag = ﬁ+§ 4) <a%>ﬁ _ a%'%

a% m_E m m m
2) 7 = qr ﬂ,a;:éo 5) (a.b)? = gn-bn

ai

= 1 a\ an
3)ar = —a#0 6) (3)" = Tm b#0

an b b

Ejemplo 1.91

Usando las propiedades de los radicales y las potencias con exponente racional, verifique cada una
de las siguientes igualdades.

10
a) V129 = 36 b.) f/% -

27

Solucion:
a.)v 1296
1296 | 2
648 | 2
324 | 2
162 | 2
81 3
27 3
3

3
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De aqui se tiene que 1296 = 24 - 34,
porloque: V1296 = V2% 3% = V24. /3% = 23.32 = 22.32 = 4.9 = 36,
es decir; V1296 = 36.

es decir;

5210 B 4
Va3t = 27

Ejercicios

@ 1.9.24 Usando las propiedades de los radicales y las potencias con exponentes racionales,
verifique cada una de las siguientes igualdades.

a) V/26.39 =108
b.) v/29.33.53 =120

s[710.115 539

¢, 315 27
318.59 45
d) (/22 2
) Vo2~

‘Proposicién 1.0 Seana € R, c€R, de€ R, n €N, n>1, tales que Va representa un nimero real,
entonces:
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c-Va+d-a = (c+d)Va

Esta propiedad es una consecuencia de la propiedad distributiva de la multiplicacién con respecto a la
adicion en el conjunto de los nimeros reales.

Ejemplo 1.92

Usando la propiedad anterior realice las operaciones indicadas en cada una de las siguientes expre-
siones:

a) —V7+6V7 b.) 2v/6 —4vV/6 +5V—6 + V6
Solucioén:

a) —V7+6v7 = (-1)V7+6V7

(-1+6)V7
= 5V7
osea; —7+6V7 = 57

b) 2V/6—4V/6+5V—6+ V6
=(2V6 + 5V=6) + (—4v6 + V/6)
=(2v6 —5v6) + (—4v6 + V/6)
=(2-5V6 + (—4+1)V6
=-3v6 + (-3)v6
=-3v6—-3v6 osea
2V/6 —4v/6 4 5v—6+ V6 = =376 —3V/6
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Teorema 1.7

Sean a€R, n€IN, n>1 tales que {/a representa un nimero real, si existe b, b >0, tal que
a="b"- ¢ entonces: {/a =" /c. Esdecir como: a = b" - ¢ tenemos que:

Vb c=b-¥c

y en tal caso decimos que el factor b fue extraido del radical.

Demostracion:
como a = b" - ¢ entonces

n

a = Vb -c , por teorema
Vb - /c , por teorema
b-/c

Ejemplo 1.93

a) V523=1+/52.4/3=5+3
b) /32 =v2B=+v23 2=+23. /22=2Y4

) V6= —oh= —VF=—IF 2= (VB 3) =272

d) V360=+2-2-3-3-5-2=1/22.32.5.2=+/22./32.1/5.2=2-3y/10 = 6/10

Definicion 1.35

Se dice que el radical /a estd expresado de su forma mas simple si no es posible extraer del radical
algtn factor primo de a.
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Ejemplo 1.94

Exprese en su forma més simple cada uno de los siguientes radicales:

a)Vv72 b.) V135 c.)/—96

Solucioén:

a.) v72
como72 =23 .32

entonces:

\/ﬁ \/23 .32
= 22.32.2
2322
2342

26\@

Por lo tanto

V72 =62

b.) v/135

como 135=3% .5

entonces:

|
W
W
@
Q1

V135 =
= 3.5
Por lo tanto

V135=3 - V5
c.)v/—96

como 96 =2° - 3

entonces:

V=96 = —+/9
= —v25.3
= —2+3

Por lo tanto:

/=96 =—-2+v/3
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Ejemplo 1.95

Exprese los radicales involucrados en cada una de las siguientes expresiones en su forma mds simple
y realice las operaciones indicadas:

a.)\/ér5+@
) V18 — /50

b.) V54 — v/16 + /128
d)i V25 .3t 42v28.3 - V2634

Solucion:

a.) V45 + /80

Factorizando 45 y 80 tenemos que:
45=32.5 y 80=2*-5

Asi:

V45 + V80 = V3254 V2+.5
= V3.6 +v2E. 5
= 3.6 +2:.5
= 3-v5+22-V56
= 3v5 +4V56
= (3+4)5
= 745

es decir: V45 + /80 = 7/5

b.) /54 — v/16 + v/128

Factorizando 54, 16 y 128 tenemos que:
54=3%.2;16=2% y 128=27
Asi

V54 — Y16 + /128 V332 — 232 + v26.2

= 3-V2-2-V2+25-92
3-V2-2-V2+22.32
3-V2-2-V2+4-32
(3-2+4)2
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es decir:
V54 — V16 + V128 = 5 - /2

c) V18 — /50
Factorizando 18 y 20 tenemos que:
18=3%-2 y 50=5%-2
Ast:

V18 — 50 = V3.2 - 5.2

- VB VI-VE .2
= 3.2 -5-2
= 22
es decir:
V18 — 50 = =22
d)
1
Z.\3/25.344_2\3/28.3_\3/26.34:%.\3/23.22.33.3+\3/26.22.3_\3/26.33.3
= %-\3/23.33-22-3+2€’/26-22.3—\3/26-33'3
= VBB VB3 2E 3 -VE B

.2.3./4.34+2.25.94.3-25.3%/3

V12 +2-22.912 — 22.3Y/3

NIW I =

V12 4 8V12 — 12v/3
= (%+8)€@—12€/§
19 ,

= = 12 — 1293

es decir:
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1 1
Z.vf“25.34+2.¢328. —\/326.34:79.\3/5—12%
Ejercicios

@ 1.9.25 Exprese los radicales involucrados en cada una de las siguientes expresiones en su for-
ma mds simple, y realice las operaciones indicadas:

a) V108 — V75

b.) %W+\3/5_4

c.) 5v81 — v/56 + V192

d) SV + SV + L Vi
e) 340 + V135 — V625
£) %\3/1_6+§%_—§€’/ﬁ

Productos de radicales de diferente indice
Considere los ejemplos a.) y b.) siguientes:

a.) De acuerdo a la notacién usada, V5= 53

Pero ademads, por ampliacion de fracciones se tiene que:

1—g'dea ui que
37 3.p/9cadnd

V5 =55 =532 = V512 = V/52; 0 sea que /5 = V52

b.) Por notacién de paginas (96-97), V7 = 71

Pero ademads, por ampliacion de fracciones se tiene que:
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1_1-5_d ¢
1= 1.5 ;deaquique

V7 =71 =755 = 45/7»5,oseaque\4f7: N7

Los ejemplos a.) y b.) anteriores son casos particulares de la siguiente propiedad:

Teorema 1.8
SiaeR,nelN, k€N, n>1, k>1; tales que {/a representa un ntimero real entonces:

a— "V

Demostraciéon:
Va = a/n

1 k

= a ,pueSﬁ:ﬁ

n

= a
Por lo tanto: {/a = "Va*

ﬁ e
>

Ejemplo 1.96

Escriba el nimero representado por /2, por medio de un radical de indice 21.
Solucién:

Por el teorema anterior:

V2= "V23= 4323 =3/8 esdecir: /2= 38

Ejemplo 1.97

Escriba el ntimero representado por v/10, por medio de un radical de indice 24.

Solucién: Por el teorema anterior:

V10 = V10 = V104, es decir, ¥/10 = ¥/10%
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Ejercicios
@ 1.9.26 Escriba el ntimero representado por v/7, por medio de un radical de indice 10.
@ 1.9.27 Escriba el ntimero representado por V/2, por medio de un radical de indice 25.

@ 1.9.28 Escriba el nimero representado por v/3, por medio de un radical de indice 25.

Considere los dos ejemplos siguientes:

Ejemplo 1.98

Escriba los ntimeros representados por v/2 y v/5 por medio de un radical cuyo indice sea el minimo
comun multiplo de 4 y 6.

Solucioén:

Como mcm(4,6) = 12 entonces:

a) V2= V23 =%/8
b.) v5= /52 = ¥/25

Ejemplo 1.99

Escriba los ntimeros representados por v/3,v/4y v/5

Por medio de radicales cuyo indice sea el minimo comtinde 2,5y 6.

Solucioén:

Como mcm (2, 5, 6) = 30 entonces:

a) V3 = V3B = V315, esdecir, /3 /315
b) V4 = V46 = V46, esdecir, V4 = V46
c) 5 = N5 = V5, esdedir, 5 = V5
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Ejercicios
@ 1.9.29 Escriba los ntimeros representados por V/5, 3/2 por medio de radicales cuyo indice
sea mcm. (14, 21)

@ 1.9.30 Escriba los niimeros representados por 3/7,v/3 y V/2 por medio de radicales cuyo
indice sea mcm. (24, 9, 18)

@1.9.31 Escriba los ntimeros representados por v/5,v/2 y v/3 por medio de radicales cuyo indice
sea mcm. (7, 3, 2)

Teorema 1.9

Seanm € N, n € N, n>1,seamem. (m,n) =k yseana € R, b € R, tales que %y \"fbrepresen’can
numeros reales, entonces:

{Vﬁ-C/E:\k/al’-bf;dondek:m-p,k:r-n

Demostracion:
Si mem. (m,n) = k entonces existen p, rconp € IN y r € N tales que:

k=m-py k=n-r, asipues

Ya-Vb = "Yab - Vb ,comok=m-p yk=r-n

= e W
= VaP b

esdecir: ¥/a - Vb = a? - b’

Ejemplo 1.100

Realice las operaciones indicadas en cada una de las siguientes expresiones y exprese el resultado en
forma més simple:

a) V5-v2 b.) V8- V32
Solucién:

a.) Como mem. (2,3) = 6 entonces:
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V5 V2

/53 .22 esdecir: V5 - v2 = /500
= +/125-4

/500

b.) Como mcm. (4,6) = 12 entonces:

V8- V32 = V8. V32
= R/(2P)3 (D)7
= /729 . 710
/519 esdecir: v/8 - /32=2. V128

1
_ 12 212 . 77
= 2.V
= 2. V128

Ejercicios
@ 1.9.32 Realice las operaciones indicadas en cada una de las siguientes expresiones y exprese
el resultado en su forma mds simple:

a) V4. V12
b.) V936
c) V132
d) V3-v/-5
e) V6-36
f£) V6-v9
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2.1 Expresiones Algebraicas

Definicion 2.1

Capitulo

Dentro del proceso de solucién de un ejercicio, problema o exposicién de una teoria, un simbolo
(generalmente una letra) que se usa para representar un niimero real arbitrario se llama variable real.

Definicion 2.2

Definicion 2.3

un nimero real fijo se llama constante real.

Dentro del proceso de solucién de un ejercicio o problema, un simbolo que se usa para representar

Se llama expresion algebraica a toda constante, variable o bien a toda combinacién de constantes
y potencias de variables que estén ligadas por alguno de los simbolos +, —, - y <+ en un ntimero finito.

Si a es una constante o una variable y b una variable entonces ab indica el producto de a y b o sea:

Ejemplo 2.1

Ejemplo de expresiones algebraicas

3xzy4
z2x

a+b

a—c

c.) x°y* + V5xy

ab=a-b

d.) m
-3
e) 7 5
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Definicion 2.4
Se llama valor ntimerico de una expresion algebraica al ntimero que se obtiene al sustituir cada una de
sus variables por el valor que se les haya asignado de antemano, y de efectuar las operaciones indicadas.

Ejemplo 2.2

a.) Determine el valor numérico de —x? + 3x — 4, six=2.

2

b.) Determine el valor numérico de —6ax3y?> sia=>5x=1,y= -2

Solucién:

a.) Sustituyendo la x por el valor asignado en —x% + 3x — 4 , se obtiene que:
—(2%2+32)—4 = —4+6-4
= -2

Por lo que si x = 2, el valor numérico de —x% + 3x — 4, es —2.

b.) Sustituyendo las variables a,x,y por los valores asignados, en —6tzx3y2 se obtiene que:

—6(5)(1)°(=2)* = —6(5)(1)(4)
= 120

Por lo que: si a=5,x=1,y=—2 , el valor numérico de —6ax>y? es -120.

Ejercicios
@ 2.1.1 Determine el valor numérico correspondiente, en cada una de las siguientes expresiones:
a) —2x*>+ax—b, six=-3,a=-2, b=-7
ax ,
b.) 3x3—|—7+3, six=-1,a=49, c=7

3 -1 -3
c.) §x3y22, si x =
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1
d) Vxy?z, six=-8 y=2, z=7

Definicion 2.5
Se llama monomio a toda constante o bien, a toda expresion algebraica, en la cual las potencias de las
variables son de exponentes enteros positivos y estan relacionados Gnicamente por la multiplicaciéon y
ademés no contiene letras en el denominador.

Ejemplo 2.3

Ejemplos de monomios

-7 2
a.) —6x"y%z b.) ad c.) =752 abc d.) 5
V3+1 3
Ejemplo 2.4
Ejemplos de expresiones algebraicas que no son monomios
4 1
a.) x b.) x;; c.) 9x3y? d.) 3z’

En un monomio se puede distinguir el factor numérico (coeficiente) y el factor literal.

Ejemplo 2.5

a.) En 4x?y%z, 4 es el factor numérico y x?y°z es el factor literal.

—3x%z°> -3 - )
—4 1 el factor numérico y x“z

5

b.) En es el factor literal.

1 -8
c.) En gxz(—Z) 744272, 5 e el factor numérico y x?z° es el factor literal.
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@ Si x es una variable o una constante entonces:
1-x=x y —1-x=—x
Tomando en cuenta esta notacién tenemos que:
Si el coeficiente de un monomio o de una expresién algebraica es 1 0 —1, no escribimos el 1.

Ejemplo 2.6

a.) En x?y el coeficiente es 1

b.) En —a®b°c? el coeficiente es —1.

Definicion 2.6

Si dos 0 méas monomios tienen igual factor literal, entonces se dice que son semejantes entre si.

Ejemplo 2.7
1 — Py
a.) Los monomios 6 x° y2, 3 x° yz, Ty , son semejantes entre si.
5.3

] -2 .
b.) Los monomios 7a%x3, 4a°x3, ?a X° , no son semejantes entre si.

2.2 Operaciones con expresiones algebraicas

Realizar operaciones con expresiones algebraicas, consiste basicamente en aplicar las propiedades de las
operaciones definidas en el conjunto de los ndmeros reales (asociatividad, conmutatividad, distributivi-
dad, etc) asi como las propiedades de las potencias y de los radicales.

Con el fin de lograr una mejor comprensién del tema, por parte del estudiante, primero nos abocaremos a
realizar operaciones con monomios, para posteriormente efectuar operaciones con expresiones algebraicas
en general.
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Suma de monomios semejantes

La suma de monomios semejantes entre si, es igual a un monomio cuyo coeficiente es igual a la suma de
los coeficientes de los monomios dados y cuyo factor literal es el factor literal de los monomios dados.

Ejemplo 2.8

Realice las operaciones indicadas en cada una de las siguientes expresiones:

a.) 2x% + 4x? — 3x?

Solucion:

2x2 + 4x2 — 3x?

o2x2 4 4x? — 3x2

b.) —2ax + gax + ax

Solucién:

3
—2ax + gax + ax

3
. —2ax + gax + ax

Ejercicios

(244 - 3)22
3x2

3x2

@ 2.2.1 Realice las operaciones indicadas en cada una de las siguientes expresiones:
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5 2 1
c.) Zab — gab + gab

d)  —11%y* + x°y* + szyz — %xzy2

®

En general la suma de monomios no semejantes entre si no es igual a un monomio.

Ejemplo 2.9

Realice las siguientes operaciones indicadas en cada una de las siguientes expresiones:
a.) 12a%y? + 10ax + 3a’y* — 5ax
Solucién:

12a%y* + 10ax + 3a%y* — Sax = (12a%y* + 3a%y?) + (10ax — 5ax)
= (12 +3)a’y* + (10 — 5)ax

= 154%y*> + 5ax

135
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b.) 4x*y — Say + 2ya — yx>

Solucién:
4x%y — Bay + 2ya — yx*> = 4x*y — x*y — Say + 2ay
= (4-1x% + (=5 + 2)ay
= 3x%y — 3ay
o 4x?y — Bay + 2ya — yx* = 3x*y — 3ay
Ejercicios

@ 2.2.2 Realice las operaciones indicadas en cada una de las siguientes expresiones:

a)  —3xy? + x’y — %xy2 + %xzy

b) A —-a*+a-1+a>—-a+1
1

1
c)  2b% + 4bc — 3¢ + Ebz — ;b

1
d. V3ab? + 24%b — —— ab?
) 7

Ejemplo 2.10

Realice las operaciones indicadas en cada una de las siguientes expresiones:

—(x—=2) n 5(x +3)

a.) 1 5 —x

Solucién:
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4 2 X 4

—(x—2)+5(x—|—3) —(x—=2)+2[5(x+3)] —4x

—x 42+ 2[5x + 15] — 4x

4
_ —x+2+10x+30 —4x
B 4
_ (=x+10x —4x) + (2+30)
N 4
 —(x=2)  5(x+3) . 5x+32
T T2 YT 71
b.) 14x — Bx —2) — [bx +2 — (x — 1)]
Solucion:
14x — (Bx —2) — Bbx+2—(x—1)] = 14x —3x+2—[5x+2 —x + 1]

= 14x — 3x + 2 — [4x + 3]
= 14x —3x+2 —4x —3
= (14x — 3x —4x) + (2 - 3)

= 7x —1

Soldx — Bx —2)—PBx4+2—-(x—-1)] = 7x -1
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c.) (—4x% + 19xy° — i3 + 6a%b?) — (—y? — 40xy® + 2a%b* — 15x%y)

Solucién:
(—4x3y + 19xy® — y® + 6a%b?) — (—y? — 40xy® + 242b> — 15x%y)
= (—4x3y + 19xy° — y® + 6a%b?) + y? + 40xy> — 2a%b* + 1523y
= (—4x3y + 15x%y) + (19xy® + 40xy°) — y® + (6a2b% — 24%b?) + y?
=11x%y + 59xy® — y® + 440 + y?
Ejercicios

@ 2.2.3 Realice las operaciones indicadas en cada una de las siguientes expresiones:

a.)
b.)
c.)
d.)

2t = 3{t+2[t—(t+5)] +1}
3+2(a+0b)—[a—b—5(a+ 3b)]
a—2{—(b—-c)+2[a+30b+c)]}
3x(2x? — xy) + x — x(x + 5xy)

Multiplicacion de Monomios

El producto de dos 0 mas monomios es igual a un monomio cuyo coeficiente es el producto de los coefi-
cientes de los monomios dados y cuyo factor literal es el producto de los factores literales de los monomios

dados.

Ejemplo 2.11

Realice las operaciones indicadas en cada una de las siguientes expresiones:

a.) (4x%y°) <§ x3y3z>

Solucioén:
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(4x%y°) <2x y z) = (4§> (2P x3yz)

8
= 3(%%2)

62) (o) = Y

0y (Z22) (vor) (2ar)

Solucién:
() 3) () = (33
— _6\[ (x°y*a)
— Xyta
. ( 2xy> (fxy)( e y> = —V3x%yta
Ejercicios

@ 2.2.4 Realice las operaciones indicadas en cada una de las siguientes expresiones:
a)  (3x?) (—x%y) (—ax)
-1 5 2\ (10 5
o () () (300
(
(—

c)  (20)°(—a?)(-3a%)(4a)
d.) a™) (2ab) (—3a’b™)
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Simplificacion de fracciones con monomios

Una fraccién con monomio (o cociente de monomios) estd simplificada si se cumplen las tres condiciones
siguientes:

i.) Las fracciones formadas por los coeficientes de los monomios involucrados estdn expresadas en su

forma més simple.

ii.) Las variables que aparecen en el numerador son diferentes de las que aparecen en el denominador y
no se repiten.

iii.) Las potencias de las variables involucradas tienen exponentes positivos.

Ejemplo 2.12

Simplifique cada una de las siguientes expresiones:

7243
a) XY

48x2y5

Solucioén:

72x%y 23.3.3xy°
48x2y5  2%.3. 2x%y5
_ 3x4y3
2x2y5
3t x?
2> - y~?
3x?

2y
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\3/§x4y5 z

b)) ———
)€/8Tx4y7z

Solucioén:

®

En la solucién de estos ejemplos haremos uso del hecho de que:

A N R Y.
Las cuales se pueden demostrar usando el hecho de que: x " = xl—n
Ejercicios

@ 2.2.5 Simplifique cada una de las siguientes expresiones:

1242b3
60a3b5x°

a.)
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V/135ax°

b.
) J40ax3
63 4p10c12
o) 2aver
21 a8¢?

A continuacién nuestro objetivo es realizar operaciones con expresiones algebraicas en general, para esto
se siguen procedimientos similares a los usados al efectuar operaciones con monomios.

Ejemplo 2.13

Realice las operaciones indicadas en cada una de las siguientes expresiones:
by
a) (~26ax’y) (3x "y’ 2)

Solucién:
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3 % —Tz 3 1 1
b.) (V2x*y 7 )3 (Faly)

Solucioén:

c.) V8vs2 — V27025 + V2vs?

Solucion:

V8us2 — V27025 + V2vs2 = V280us2 — V33125 + V20s2
= V22.20s2 — V323025 4+ V20s?
= [2||s| V20 — 13| o] V3s + |s| V20
= 2]s| V20 — 3 |v| V3s + |s| V20
= 3s| V20 — [3| [o| V3s

o V8us2 — V27v2s + V2us2 = 3s| V20 — 3 |v| V3s
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En la solucién de estos ejemplos se usé el hecho de que:

(i) Va™ = |a| ;sin es par

(if) v/a* = a ;sin es impar

=2 1
d.) {1/5m3 nqb - {’/Zm2 ndg°

Solucién:

4 5m%2n4q6 : </2m%n3q5 = {*/5m%2n4q4q2 . \3/2m%n3q3q2

= n 45m%22.n32m%2
q q q q

= |nllglng/sm= a2 - 2m2q2
qinq q q

= |n 71125711_7223-1227;1%24
e q q

= |n||qlng ¥/Fm 2 - Y2ImE g

= |n|lqlng §/2000m°q'

= |n||q|ng §/2000412 42

= [n[lglnqlq| /20004

= |n||gl*nq /20004

. A/5mT ndgb - Q/Zm%n3q5 = |n|g*ng ¥/200042
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Ejemplo 2.14

Simplifique cada una de las siguientes expresiones:

) —2x 1z
a
Y7
Solucién:
_2 —217,—1
b.) aib
442

Solucién:

8

-1,-1 _»n1. 1
—2x"'z 25
Epp— 1
x3y—2z x3?z
-2
_ Z
x3zyi2
22
 xzx3z
_2y2
o x422
—2x71z71 22
By -2z 2

145
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24 2p 1\ ! — gk -
< —4g4p2 ) B ( —4a2b2b >

—2a72p"1\ " 213
—40-4p2 T2

9a4 x4
%) 25a2x%

Solucioén:

[9atx=% [ 9a%a?

250 2x% 25 x4 x4
V9ata? V32424242
V25 x4x4 V52 x2 x2 x2 x2

3] |al |a] |a]
5] |x[ fx] |x[ ]

o [ 9afx* 3 |afP
TV 2502y 5 xt

146
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Ejercicios

@ 2.2.6 Realice las operaciones indicadas en cada una de las siguientes expresiones:

5V3
b.) (4x Va3 x2) (2Va2 x3)
c) V8a2b2 — V5ab?2 — 2¢v2 + 10V2a

ab? 9ab4

a) (V75xy?) (xz y2>

1 4N\ 2
f) V8abbh=3c2 + ( OOZ )

b2 c3

@ 2.2.7 Simplifique cada una de las siguientes expresiones:

2) 2a°b=2c7
7 5a3b 40
3xy?z3
b.) (%)
x~ly=2z
—2.,3
c) 25x =y
100x—4y?
.3
XY?z
d) L=
4x7T Y223

e) ¢ 16ab—2¢c-14d
' —125a3b1¢

£) 4/243a%c8d—2
' 256442

2.3 Polinomios
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Definicion 2.7

Se llama polinomio a toda expresion algebraica que es monomio o una suma de monomios.

Ejemplo 2.15

Ejemplos de polinomios

a.) 5 d) 0

x
b.) 3x%y e.) 2xy* +y + =
c.) V5x3y?*z + 4 ) %—%—yw

Definicién 2.8
Si un polinomio esté formado por la suma de dos monomios no semejantes entre si recibe el nombre

de binomio.

Definicion 2.9
Si un polinomio esta formado por la suma de tres monomios no semejantes entre si (dos a dos) recibe

el nombre de trinomio.

Ejemplo 2.16

a.) Son binomios:

2 b2
iii.) % + “\/g

i) x+8  ii.) x* —3y?

b.) Son trinomios:
i) a*—ab+b i) y¥*+y+1 iii.) a*bc—5b%ac® +8

Definicién 2.10
Si un polinomio no involucra variable recibe el nombre de polinomio constante.
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Definicion 2.11

Si un polinomio involucra n variables recibe el nombre de polinomio en n variables

Ejemplo 2.17

i.) x?y -+ x + y? es un polinomio en dos variables.

ii.) x> —3x+1 es un polinomio en una variable.

TN . .
iii.) E\fZ es un polinomio constante.

1.) Dado un polinomio en una variable x; éste se puede denotar por alguna de las siguientes expresiones:
A(x), B(x), C(x), ..., P(x), Q(x), ..., W(x)

2.) Dado un polinomio en dos variables x e y; éste se puede denotar por alguna de las siguientes expre-
siones:

A(xy), B(x,y), C(x,y), -, P(x,y), Qx,y), ., W(x,y)

3.) Dado un polinomio en tres variables x,y, z; éste se puede denotar por alguna de las siguientes expre-
siones:

A(x,y,z), B(x,y,2z), C(x,y,2), ..., P(x,y,2), Q(x,y,2), ..., W(x,y,2)

En forma andloga se denotan los polinomios en # variables

Ejemplo 2.18

a.) El polinomio x?> —3x + 1 se puede denotar por A(x), y en tal caso escribimos A (x) = x> —3x + 1.

b.) El polinomio 3a’h — 2a + ab se puede denotar por R(a,b), y en tal caso escribimos
R(a,b) = 3a%b — 2a + ab.

c.) El polinomio xyz + xzyzz + yz + xz se puede denotar por A(x,y,z), y en tal caso escribimos
A(x,y,z) = xyz + ¥*y*z + yz + xz.

d.) El polinomio xacyb + x2ac + ybe se puede denotar por P(a,b,c,x,y), y en tal caso escribimos
P(a,b,c,x,y) = xacyb + x?ac + ybc.
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Division de polinomios en una variable

Podemos observar que al efectuar la suma, la resta y el producto de dos polinomios, se obtiene otro po-
linomio. Sin embargo al dividir un polinomio por otro polinomio el resultado NO necesariamente es un
polinomio.

No obstante en cuanto a la divisién de polinomios se tiene el siguiente teorema:

Teorema 2.1 (Algoritmo de la division)

Dados dos polinomios A(x) y B(x), con B(x) # 0, existen tinicos polinomios Q(x) y R(x) tales que:

A(x) = B(x) - Q(x) + R(x)

con el grado de R(x) menor que el grado de B(x) 0 R(x) =0

A(x) recibe el nombre de dividendo, B(x) el de divisor, Q(x) el de cociente y R(x) el de residuo.

Los polinomios Q(x) y R(x) se obtiene al efectuar la division de A(x) por B(x) mediante el siguiente
procedimiento.

Procedimiento para efectuar la division de A(x) por B(x)
a.) Ordenar los polinomios A(x) y B(x), en forma descendente de acuerdo con el exponente de la varia-
ble.

b.) Se divide el primer sumando del dividendo (el de mayor exponente) por el primer sumando del di-
visor (el de mayor exponente); el resultado es un sumando del cociente.

c.) Se multiplica el sumando del cociente obtenido en el paso anterior por el divisor, y el resultado se
resta del dividendo, obteniendo un residuo “parcial”.

d.) Si el residuo obtenido en el paso anterior es cero o de grado menor que el divisor, ahi terminé el
procedimiento, en caso contrario se repiten los pasos (a), (b), (c) y (d), pero tomando como dividendo
el residuo obtenido en el paso anterior.
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Ejemplo 2.19

Sea A(x)=x% —5x> +x —1yB(x)=x — 1

Efectie la division de A(x) por B(x), e indique el cociente y el residuo

Solucién:
¥ - B5x2 4+ x -1 x—1
)

x2—4x—3
- 4xr 4+ o« -1

- 3x - 1
- - 3 + 3)
- 4

Aqui el cociente es x2 — 4x — 3 y el residuo es —4.

Ejemplo 2.20

Efectuar la division de A(x) por B(x) donde A(x) =2 — x°; B(x) =x% + x

Solucioén:
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— x° + 0x* 4+ 0i8 + 0x2 4+ 0x + 2 X2+ x
_ (P -
— 3+ x2—x+1
xt +  0x3 + 0x2 4+ 0x + 2
- (¥ + P
- x + 0x2 + O0x + 2
- (P -
¥ 4+ 0x + 2
- (¥ + ¥
- X + 2

Aqui el cociente es —x3 + x> — x + 1 y el residuo es —x + 2

Ademas:

2 +2=2+x) (- +x2—x+1)+ (—x +2)
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Teorema 2.2

Sean A(x), B(x), Q(x) y R(x) polinomios tales que B(x) # 0

Si A(x) = B(x) - Q(x) + R(x) entonces A

Demostracion:
A(x)=B(x) - Q(x) + R(x) =
s
—
Por lo que: B((;C)) = Q(x) + gég

B(x)
B(x) - Q(x)  R(x)
B(x) B(x)
Q(x) + 1;8
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Ejemplo 2.21

a.) Comox® —5x2 +x—1=(x—1)(x*> —4x —3)—4

entonces por el teorema anterior se cumple que:

3 — 5x? -1 4
x> —5x"+x 2 ap_3_

x—1 x—1

b.) Como —x° +2= (22 +x) (- + x> —x+1)+ (—x+2)

entonces por el teorema anterior se cumple que:

5
—x>+2 3. 9 =30 =¢ 1l
- T _ 14 "=
P x4+ x"—x+ +x2+x

Ejercicios

@ 2.3.1 Para cada par de polinomios A(x) y B(x) que se definen a continuacién, realice la
division de A(x) por B(x) e indique el cociente y el residuo que se obtiene al efectuar esta
division:

a.) A

b) A x7 —5x°+8x3+3x ; B(x)=2x—x

(x) =6x> —5x* —7x2+3 ; B(x)=3x>—4x? —x+1
(x) =2

c.) A(x)=x®>—-5x>—-8x—4 ; B(x)=x-2
(x)
(x)

d) A

e) A(x)=2x*-3x2-6x>+1-3x; B(x)=-3x+x*+1

Definicion 2.12

Sean A(x) y B(x) dos polinomios con B(x) # 0. Si al dividir A(x) por B(x) se obtiene como residuo
cero entonces decimos que A(x) es divisible por B(x) y se cumple que: A(x) = B(x) - Q(x); donde
Q(x) es el cociente que se obtiene al dividir A(x) por B(x).
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Ejemplo 2.22

Sean A(x) y B(x) polinomios tales que:
A(x) =x%—4x*+2x+1; B(x) =x>—3x—1

Determine el cociente y el residuo que se obtiene al dividir A(x) por B(x).
.Es A(x) divisible por B(x)?

Solucion:
x> — 42 + 2x + 1 x2—3x—1
- x4+ 32 + x
x—1
— x4+ 3x + 1 Por lo que el cociente es x — 1
= B = y el residuo es 0.
Como en este caso el residuo
0 es 0, A(x) es divisible por
B(x).
Ejercicios

@ 2.3.2 Para cada par de polinomios A(x) y B(x) que se definen a continuacion, determine el
cociente y el residuo que se obtiene al dividir A(x) por B(x).

¢Es A(x) divisible por B(x)? Justifique su respuesta.

a)  A(x)=-3x3+2x2-3x+1 ; B(x)=1+x>

b)  A(x)=5x*+10x>4+4x>+7x -2 ; B(x)=x+2

c.) A(x)=2x—4x>+3x>—1 ; B(x)=1+2x+x?

d) Ax)=2x*4+3x3—x-5; B(x)=-5+2x3+2x —x?

Observacion

Si A(x) es un polinomio de grado n, con n > 1y si B(x) es un polinomio de grado 1, entonces al dividir
A(x) por B(x) se obtiene:

a.) Como cociente un polinomio Q(x) de gradon — 1y
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b.) Como residuo una constante

Ejemplo 2.23

SiA(x)=2x+x+1 y B(x)=2x+1

Al dividir A(x) por B(x) se tiene:

255 + 02 + «x + 1 2x+1
— 2> — 2
21 3 :
x°— §x+1 En este caso se tiene que A(x) es un
— X2 4+ x + 1 polinomio de grado 3 y el cociente es un
) 1 polinomio de grado 2.
X + 35X i
2 Ademés el residuo es una constante.
3
=X 1
> T
_ 9, _ &
2 4
1
4
Teorema 2.3

Si P(x) es un polinomio de grado n, n > 1y a € IR entonces P(a) es igual al residuo que se obtiene al
dividir P(x) por x — a.

Demostracion:

Como P(x) y x — a son polinomios, por el algoritmo de la division, existen polinomios Q(x) y R(x) tales
que:

P(x) = (x —a) - Q(x) + R(x)

Pero por la observacién anterior, R(x) es una constante C o sea

P(x)=(x—a)Q(x) + C (2.1)

donde C es el residuo que se obtiene al dividir P(x) por x — «
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Tenemos que demostrar que P(x) =C

Suatituyendo la x por a en 2.1 se tiene:

Pla)=(a0 —a)Q(a) + C
P(a)=0-Q(a) +C

P(a) = C; que es lo que se queria demostrar.

Ejemplo 2.24

Si P(x) =3x2+x+1y B(x) =x —4, al dividir P(x) por B(x) se tiene que:

3x2 + x  + 1 x—4
- 3x2 + 12x
3x +13
13x + 1 En este caso tenemos que el residuo que
— 13x + 52 se obtiene al dividir 3x?> + x + 1 por
x —4 es 53.
53
Luego:

P(4) =3(4)>+4+1=3(16) +4+1=
48+4+1=53,
o sea P(4) =53

Definicion 2.13

Sea P(x) un polinomio y sea a un nimero real, & es un cero de P(x) si y solo si P(a) =0

Ejemplo 2.25

a.) Sea P(x) =x% — x — 6; se tiene que 3 y —2 son ceros de P(x) porque:

P(3)=32-3-6=9-3-6=0, asi P(3)=0
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P(—2)=(—2)2—(-2)—6=4+2—-6=0, asi P(—2) =0

b.) Sea A(x) = x>+ 8; se tiene que -2 es un cero de A(x) porque:

A(-2)=(-2)>+8=-8+8=0, asi P(—2) =0

Division Sintética

La divisién sintética es un procedimiento “abreviado” para determinar el cociente y el residuo que se ob-
tiene al dividir un polinomio P(x) de grado n, n > 1, por un polinomio de la forma x — &, con « € IR, a
partir de los coeficiente de P(x) y el cero de x — a.

El procedimiento que usaremos para realizar la divisién sintética de un polinomio P(x), por un polinomio

de la forma x — g, lo ilustraremos a través de ejemplos.

Ejemplo 2.26

Sean P(x) y Q(x) polinomios tales que:

P(x)=4x>+3x>—5x+2; Q(x)=x—3

Determine el cociente y el residuo que se obtiene al dividir P(x) por Q(x):
a.) Usando el método estudiado anteriormente (Division larga)

b.) Usando division sintética

Solucion:
a.)
4x3 + 3x2 — B5x + 2 x—3
— 4x3 4+ 12x%
4x% + 15x + 40
15x2 — bx + 2
— 15x2 + 45x
40x + 2
— 40x + 120

122
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Por lo que al divi-
dir P(x) por Q(x) se
obtiene 4x% + 15x +
40 como cociente y
122 como residuo.

b.) Usando division sintética, P(x) se divide por Q(x) de la siguiente manera:

Coeficiente de P(x) = 4 3 -5 2 |3 = Cerodex—3

12 45 120

Coeficientes del cociente —> 4 15 40 122 < Residuo

Donde los nimeros 4, 15 y 40 son los coeficientes del cociente y 122 el residuo de la division.

Observe que, segin la parte (a) de este ejercicio, los nimeros obtenidos en la tercera fila son los
coeficientes del cociente y el residuo, como se muestra en el esquema anterior.

Los ntimeros representados en la primera fila son los coeficientes de P(x) (dividendo) y el cero de
x — 3 (divisor).

Los nameros representados en la segunda fila se obtienen de la siguiente forma:

12 es el producto de 4 y 3

45 es el producto de 15y 3

120 es el producto de 40 y 3

Los ntimeros representados en la tercera fila se obtienen de la siguiente forma:

4 es el coeficiente de x3 en P(x)

15 es la suma de 3 y 12

40 es la suma de —5 y 45

122 es la suma de 2 y 120
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Ejemplo 2.27

Sean P(x) y Q(x) polinomios tales que: P(x) = —8x® + x* — 16 +2x; Q(x) = x — 8.
Usando division sintética, determine el cociente C(x) y el residuo R(x) que se obtiene al dividir P(x)

por Q(x).

Solucién:
Ordenando P(x) en forma descendente de acuerdo a su grado, se obtiene:

P(x) = x* — 8x® + 0x% + 2x — 16, y realizando la divisién se tiene:

— Residuo
Los ntimeros 1, 0, 0 y 2 son coeficientes del cociente. Y el ntimero 0 es el residuo.

Por lo que C(x) = x> +0x2+0x +2 o sea C(x) =x>+2y R(x) =0

®

Observe que al realizar la divisién sintética, tanto los coeficientes del dividendo que son diferentes
de cero, como los que son iguales a cero, deben escribirse.

Ejemplo 2.28

Sean P(x) y Q(x) polinomios tales que: P(x) =x>+xy Q(x) =x +4
Usando division sintética determine el cociente C(x) y Q(x).

Solucién:

Como P(x) = x3+0x?+x+ 0y el cero de x + 4 es —4, tenemos que:

1 0 1 0 —4
—4 16 —68
1 —4 17 —68

Por lo tanto el cociente que se obtiene, al dividir P(x) por Q(x) es x> — 4x + 17 y el residuo es -68.
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Ejercicios
@ 2.3.3 Para cada par de polinomios A(x) y B(x) que se definen a continuacién, determine por
division sintética el cociente y el residuo que se obtiene al dividir A(x) por B(x):

a.) A(x)= 2, B(x)=x—-2

b) A(x)=-7x2+8x+5:3+1; B(x)=x—-3
c) A(x)=x3+27; B(x)=x+3

d) A(x)=x>+2-3x; B(x)=x+5

e) A(x)=x*—x; B(x)=x+1

f) A(x)=6—5x+4x% B(x)=x+2
Ejemplo 2.29

Sea P(x) un polinomio tal que: P(x) = x> — 3x* + 8x% — 2; usando divisién sintética determine P(—2)
y P(1)

Solucioén:

Recuerde que P(«) es igual al residuo que se obtiene al dividir P(x) por x — a.
Efectuando las divisiones correspondientes se tiene:

-2 10 -20 24 -48

Por lo tanto P(—2) = —-50y P(1) =4
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Ejercicios

@ 2.3.4 Sea P(x) un polinomio tal que P(x) = x> — 2x? — 9x + 18. Usando divisién sintética
determine P(1), P(2), P(—3),yP(—4).

2.4 Factorizacion de Polinomios

Definicion 2.14

Sea P(x) un polinomio no constante con coeficientes reales.

Si existen polinomios A(x) y B(x) no constantes, con coeficientes reales tales que P(x) = A(x) - B(x)
entonces decimos que P(x) es factorizable en el conjunto de los niimeros reales.

Definicion 2.15

Sean A(x),B(x) y P(x) polinomios no constantes con coeficientes reales. Si P(x) = A(x) - B(x) entonces
decimos que A(x) y B(x) son factores de P(x).

Definicion 2.16

Sean A(x),B(x) y P(x) polinomios no constantes con coeficientes reales. Si P(x) = A(x) - B(x) entonces
decimos que el producto indicado de A(x) y B(x) es una factorizacion de P(x).

Ejemplo 2.30

a.) Como x? + 2x = x(x + 2), entonces decimos que x(x + 2) es una factorizacion de x? + 2x.

b.) Como x* —1= (x> —1)(x? + 1), entonces decimos que (x> — 1)(x% + 1) es una factorizaciéon de
xt—1

®

Sea P(x) un polinomio no constante con coeficientes reales; si no existen polinomios A(x) y B(x)
no constantes con coeficientes reales y tales que P(x) = A(x) - B(x), entonces decimos que P(x)
no es factorizable en el conjunto de los niimeros reales.
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Definicion 2.17
Sea P(x) un polinomio no constante con coeficientes reales tal que P(x) = A(x); - A(x)2 -
A(x)3 -+ A(x), donde A(x); - A(x)2 - A(x)3 -+ A(x), son polinomios no constantes con coeficientes
reales.

Decimos que el producto indicado Aj - Ay - Az -+ Ay es una factorizacion completa de P(x) si cada
uno de los polinomios A(x)71 - A(x)2 - A(x)3 -+ A(x), no es factorizable en el conjunto de los nimeros
reales.

Técnicas de factorizacion

A continuacién enfocaremos nuestra atencién hacia el estudio de algunas técnicas que se utilizan en la
factorizaciéon de polinomios.

Factorizacion por factor comun

La factorizacion de polinomios por factor comun consiste basicamente en la aplicacién de la propiedad dis-
tributiva de la multiplicacién con respecto a la adicién, para esto recordemos que esta propiedad expresa:
SiaeR,beR, ce R,entoncesa - (b+c)=a-b+a-c

En forma mas general,

SiaelR, e R, b € IR, b3 € IR, ---,b,, € IR entonces:

a(by +ba+bs+---b,) = aby + abp + abs + - - - ab, y en tal caso decimos que

a(by + by + bz + --- by) es una factorizacion de la expresion aby + aby + abs + - - - aby,, y que a es un factor
comun de los sumandos aby,ab,,- - - ,ab,

Ejemplo 2.31

Factorice completamente cada una de las siguientes expresiones:

a.) x2 + xy b.) 6xa — 12xy c.)a®> +a

Solucién:

a.) x2 + xy Por lo que la factorizacion de x? + xy es x(x + y), es decir:
— 2 _

=x-Xx+xy x>+ xy = x(x + y)

= x(x + )
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b.) 6xa — 12xy Por lo que la factorizacion de 6xa — 12xy es 6x(a — 2y);, es
decir:

=6x-a— 6x2y
6xa — 12xy = 6x(a — 2y)

=6x(a — 2y)

c)a’+a Por lo que la factorizacion de a> + a es a(a + 1), es decir:

=a’+a > +a=a(a+1)

=a(a+1)

Ejemplo 2.32

Factorice completamente cada una de las siguientes expresiones:

a.)  x*yPz + x3y?z?

b.) (3a+15) — b(a + 5)

c) alx —y) + (y - x)

d.)  14x% — 28x3 + 56x%y
Solucion:

a)  x%Pz + 1322

3z + 3y*z? = xPy’yz + PxyPzz

= 2%ya(y + xz)

Por lo que:

Y’z + By?22 = x*y’z(y + xz)


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

2.4. FACTORIZACION DE POLINOMIOS (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/). 164

b.) (3a+15) — b(a + 5)

(3a +15) —b(a+5) = (Ba+3-5) —b(a+5)

— 3(a+5) - b(a+5)

= (a+5)(33—-0b)
Por lo que:
(3a +15) —b(a+5) = (a+5)(3—0b)
c) alx—y)+ {y—x)
alx —y) + (y—x)=alx—y) + (-1)(x —y) (2.2)
= (x—y)a-1)
Por lo que:

ax—y)+(y—x) = (x-y)a-1)

d.)  14x% — 28x3 + 56x%y

14x2 — 28x% + 56x%y = 14x2 -1 — 14x? - 2x + 14x2 - 4y
= 14x2(1 — 2x + 4y)
Por lo que:

14x? — 28x% + 56x%y = 14x2(1 — 2x + 4y)

En 2.2, usando la propiedad distributiva se puede demostrar que: a — b = (—1) (b — a)
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@ 2.4.1 Factorice completamente cada una de las siguientes expresiones:

a.)
b.)
c.)
d.)
e.)

£)

Ejercicios

abc + abc?

9a%x? — 18ax>

6a> — 12a(x + 2)

(2m — 4n) + m(m — 2n)
x(x —=7) — (7 — x)

(Bx +9y) + d(—x — 3y)

Factorizar por agrupacion

165

Dado un polinomio en el cual no existe un factor comtn no constante a todos los sumandos que lo compo-
nen, en algunos casos es posible obtener la factorizacién de dicho polinomio, realizando una “agrupacién

conveniente” de aquellos sumandos que poseen un factor comun.

Ejemplo 2.33

Factorice completamente cada una de las siguientes expresiones:

5by — 5y + 2ba — 2a

b.) 2x? —3xy — 3y + 2x

c.) 4a’x + 3bm — 4ab — 3max

d.) 2am —2an+2a—m+n—1
Solucion:

a.)

5by — 5y + 2ba — 2a
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5by — 5y + 2ba —2a = (5by — 5y) + (2ba — 2a)
= 5y(b—1)+2a(b —1)
= (b—1)(5y + 2a)
Por lo que:

5by — 5y +2ba —2a = (b —1)(5y + 2a)

b.)  2x? —3xy — 3y + 2x

2x? — 3xy — 3y +2x = 2x%> — 3xy + (—3y) + 2x
= (2x% — 3xy) + (—3y + 2x)
= x(2x —3y) + (—3y + 2x)
= x(2x — 3y) + 1(2x — 3y)
= (2x—-3y)(x+1)
Por lo que:

2x2 —3xy — 3y +2x = (2x —3y)(x + 1)

c.) 4a’x + 3bm — 4ab — 3max

166
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4a’x + 3bm — 4ab — 3max = (4a’x — 4ab) + (3bm — 3max)
= 4da(ax — b) + 3m(b — ax)
= 4a(ax — b) + 3m(—1)(ax — b)
= 4da(ax — b) + (—=3m)(ax — b)
= (ax — b)(4a — 3m)
Por lo que:

4a’x + 3bm — 4ab — 3max = (ax — b)(4a — 3m)

d) 2am —2an+2a—m+n—1

2am —2an+2a —m+n—-1 = 2am —2an +2a —m+n — 1
= (2am — 2an + 2a) + (—-m +n — 1)
= 2am—n+1)+(—-m+n-—1)
= 2am—n+1)+ (-1)(m —n+1)
= (m—n+1)2a—-1)
Por lo que:

2am —2an +2a —m+n—-1 = (m—n+1)(2a — 1)

Ejercicios

@ 2.4.2 Factorice completamente cada una de las siguientes expresiones:

a) ab+a+b+1
b.) 6a> — 4ac — 15ab + 10bc

c) a’ — a’c — ba?® + abc
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d) 2c% + 4cd — 3c — 6d

e) ax—bx+by+a—ay—>

f.) cax + cby — cbx — cay
Factorizacion por formulas notables

En esta seccién enunciamos algunos teoremas en los cuales se establecen ciertas identidades, que denomi-
naremos férmulas notables, y que serdn utilizadas para factorizar algunas expresiones algebraicas.


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

2.4. FACTORIZACION DE POLINOMIOS (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/). 169

Teorema 2.4

Sia€ IR, b€ IR entonces se cumple que: (a + b)? = a? + 2ab + b?

Demostracion:

(a + b)? (a+b)(a+ D)

= a(a+b)+b(a+b)
= g-at+a-b+b-a+b-b
= a®+ ab + ab + b?

= a4+ 2ab + b?

Por lo tanto (a + b)? = a? + 2ab + b? y decimos que (a + b)? es factorizacion de la expresion a? + 2ab + b>

Ejemplo 2.34

Usando el teorema anterior factorice cada una de las siguientes expresiones:

a.) x*+10x + 25

b.)  4x® +20x + 25

c) 9a® +6a+1

Solucién:

a.) x2+10x + 25
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X +10x+25 = (x)?+2(x)(5) + 5
= (x+5)2

Por lo que la factorizacion de x* + 10x + 25 es (x +5)?

L x24+10x+25 = (x+5)?
b.)  4x? + 20x + 25
4x* +20x +25 = (2x)%+2(2x)(5) + 52
= (2x+5)?

Por lo que la factorizacion de 4x2 + 20x + 25 es (2x + 5)2

c4x24+20x+25 = (2x+5)2
c) 9a*+6a+1
9%+ 6a+1 = (3a)%+2(3a)(1) +12
= (Ba+1)?

Por lo que la factorizacion de 94 + 6a + 1 es (3a + 1)?

9% +6a+1 = (Ba+1)°

Ejercicios

@ 2.4.3 Factorice completamente cada una de las siguientes expresiones:

a.) 25x% +30x +9
b.) 476 4+ 121352 4- 95*
c.) a® + 8ab + 16b>
d)  2x2+2v2x+1
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e ) f + % + 2
’ 9 d = d?2
f) % + % + _64k2
' 16 3 81
Teorema 2.5

Sia€ IR, b€ IR entonces se cumple que: (a — b)? = a®> — 2ab + b?

Demostracion:

(a—b)? (a—"Db)(a—0)

= la+(=D)l[a+ (=D)]

= ala+ (=b)] + (=b)[a + (-D)]

Por lo tanto (a — b)?> = a® — 2ab + b y decimos
que (a — b)? es la factorizacion de la expresion
a® — 2ab + V2.

= aa-+a(=b)+ (=ba) + (—=b)(—b)
= a%>—ab—ab+1?

= a2 —2ab+ b?

Ejemplo 2.35

Usando el teorema anterior factorice cada una de las siguientes expresiones:
2
a) - V3x+3
b.)  9x%y* — 12xy +4

c.) 3a*—2v/6ab + 2b?

Solucién:

x2
a..) Z_\/§x+3


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

2.4. FACTORIZACION DE POLINOMIOS (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/).

J;2—\@)x+3 = <

2

2
Por lo que la factorizacion de xz —V3x+3es (% = \@)

x? x P
c. = —V3x+3= (5 —V3)
4 2
b.)  9x%y? — 12xy +4

9x2y? —12xy +4 = (3xy)® —2(3xy)(2) + (2)2

= (3xy—2)?

Por lo que la factorizacion de 9x%y? — 12xy + 4 es (3xy — 2)?

. 9x%y? — 12xy + 4 = (3xy — 2)?

c.) 3a*—2+/6ab + 2b?

3a% —2v/6ab + 2> = (+/3a)* —2(\/3a)(/2b) + (V/2b)?

= (V3a—v2by?

Por lo que la factorizacion de 3a® — 2v/6ab + 2b? es (v/3a — \@b)z

. 3a% — 2+/6ab + 2b* = (\/3a — /2b)?

Ejercicios

@ 2.4.4 Factorice completamente cada una de las siguientes expresiones:

2
a) 206 —2vBxy+ &

172
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1
2.2.2
b) xyZ—Z—FW

4
S N
c.) x2—|—4y .
d.) ———F 125

e.) — =

f.) X% — 2+/2xy + 2y?

173

Teorema 2.6

Sia€ IR, b€ IR entonces se cumple que (a +b)(a — b) = a® — b?

Demostracion:

(a+b)(a—Db)

a(a —b) +b(a —b)

= ala+ (=b)]+bla+ (-b)]

= a-a+a(=b)+0b-a+ b(-b)
= a?>—ab+ab—1?

= 2-p

Por lo tanto: (a + b)(a — b) = a® — b* y decimos que (a + b)(a — b) es la factorizacién de la expresién a

Ejemplo 2.36

Usando el teorema anterior factorice cada una de las siguientes expresiones:

a.)  4x? —y?
2

c

b e
) 3x e

2—b2.
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d)  9x?—12x —4—?

Solucioén:
a.)  4x?—y?
42 —y? = (2x)2—y?

= (2x+y)(2x—y)

Por lo que la factorizacion de (4x% —y?) es (2x +y)(2x —y)
(@ —y?) = (20 +y) (26 —y)

b.)  3x? —;;
g = () (9

- (g (5-9)

2
Por lo que la factorizacion de 3x* — ;—5 es (\f3x + g) (\f = g)

o= = (VaxrE) (vE-9)

c) (B3+2b)?—(c—4)?

(3+2b)2—(c—4)2 = [(3+2b)+ (c—4)][(3+2b) — (c —4)]
= (3+2b+c—4)(3+2b—c+4)

= (2b+c—-1)2b—c+7)

Por lo que la factorizacion de (3 +2b)2 — (c —4)? es (2b+c—1)(2b —c +7)

S (B+26)2—(c—4)>2=02b+c—1)2b—c+7)
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d)  9x?—12x +4—?

9x2 —12x+4—y* = (9x*—12x+4) —y>
= [(3x)? —2(3x)(2) + (2)’] —
= (Bx—2)2—¢?
= [Bx=2) +yl[(3x —2) —y]
Por lo que la factorizacién de 9x* — 12x +4 — y2 es [(3x — 2) +y][(3x — 2) — y]

S92 —12x+4 -2 =[(Bx —2) +y][(Bx — 2) — ]

Ejercicios

@ 2.4.5 Factorice completamente cada una de las siguientes expresiones:

a.) 5x% —8

b.) 9c2 — 402 — 4gb — b?
4, 25,

C.) §7’ ES

d.) (6a +5b)? — (4c + 7d)?
e. (a+b)? — 4c?

2 5

f. Sy -

) ¥ g
Teorema 2.7

Siae€ IR, b€ IR entonces se cumple que:

(a+Db)(a®> —ab+b?) =a+ b3

Demostracion:
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(a+b)(a®>—ab+b*) = a(a®—ab+b>) +b(a®> —ab+ b?)
= a®—a®’b+ ab® + a’b — ab® + b®
= a3+ (—a®b) + a®b + ab* — ab® + b®
= a3+ (—a’b+a®b) + (ab* — ab?®) + b°
= a3+

Por lo tanto: (a + b)(a* — ab + b*) = a® 4 b® y decimos que

(a+b)(a* —ab+b) (2.3)

es la factorizacién de la expresién a® + b3.

En 2.3 a® — ab + b? no es factorizable en el conjunto de los nimeros reales, lo cual serd estudiado pos-
teriormente.

Ejemplo 2.37

Usando el teorema anterior factorice cada una de las siguientes expresiones:

a.) 27+p°

b.)  8p® + 125¢°

c) x3+2
d.) 5a% + 2b3
Solucién:

a.) 27+ p°
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27+p° = (3P +p°
= B+p)3 -3p+p?)
= B+p)O-3p+p?)
Por lo que la factorizacion de 27 + p® es (3 + p)(9 — 3p + p?)

274+ pP =B+ p)9 —3p + p?)

b.)  8p® + 1254°

8p® +125¢° = (2p)° + (59)°
= (2p+59)[(2p)* — (2p)(59) + (59)7]

= (2p+59)(4p*> — 10pq + 254>

Por lo que la factorizacion de 8p° + 125¢° es (2p + 59) (4p* — 10pq + 259>

. 8p® + 125¢° = (2p + 59) (4p> — 10pq + 254%)

B+2 = x3+(€@)3

= <x+\f {x —xv2+( \[)}

)
= (x+92) (2 —xV2+V4)

Por lo que la factorizacon de x3+2es (x + \[) <x — xf—!— \[)

LS4 2= (x+\35)(x2—x\3/§+\3/1>

d) 543 + 2p°

177
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503 + 203 = (S/Ea)S + (S@b>3
= [¥Ba+ Vab] [(V5a)? — /a2 + (V2)?]
= (\3@61 + \3@9) (xS/ﬁaz — v/10ab + \3/zlb2)

Por lo que la factorizacion de 5a°% + 263 es (\3@61 + S@b) (\3/ 25a% — v/10ab + \3/41192)

. 5a3 42k = (%a + e@b) (yz?az — {/10ab + ﬁbZ)

Ejercicios

@ 2.4.6 Factorice completamente cada una de las siguientes expresiones:

178

a)  x°+27y°

b) a+a*

c) x°+5

d) 81a” + 2443

e) 7a%p®+11

f) (2a—b)3+38
Teorema 2.8

Sia€R, bR entonces se cumple que: a® — b®> = (a — b)(a® + ab + b?)
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Demostracién:

(a—Db)(a® +ab + b?)

[a+ (—b)][a* + ab + b?]

= a(a®>+ab+b?) + (—b)(a® + ab + b?)
= a’+a%b+ab® —a?b — ab®> — b3

= a’+ (a®b — a®b) + (ab® — ab?) — b®

— a3—b3

Por lo tanto: (a — b)(a? + ab + b?) = a® — b® y decimos que (a — b)(a? + ab + b?) es la factorizacién de la
expresion a® — b>.

Note que a2 + ab + b* no es factorizable en el conjunto de los ntimeros reales.

Ejemplo 2.38

Usando el teorema anterior factorice cada una de las siguientes expresiones:

c.) 54x%—2y°

d) 3433 —125

Solucién:

a.) x°-—8 Por lo que la factorizacion de x* — 8 es
(x —2)(x*+2x +4)

— o5 3

=x’—2

Lxd—8=(x—2)(x2 +2x +4)
= (x —2)(x® +2x +2?)

=(x—2)(x*+2x +4)
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b) a®-7 Por lo que la factorizacion de a® —7 es

(a—W) (a2+a\3ﬁ+\3/éf9>
a3—7=<a—\3ﬁ> (a2+a€ﬁ+\7@)

7) [a2+a€ﬁ+ (Wﬂ
\W) <a2 +av/7 + \3/Z9>

(a-
(a_

c.) 54x%—2y° Por lo que la factorizacion de 54x3 — 23
es 2(3x — y)(9x + 3xy + y?)
=2(27x3 — %)
©. 54x3 — 2% = 2(3x — y)(9x% + 3xy +
=2[(3x)° - %] v?)

= 2[3x — ][(3x)2 + 3xy + 2]

=2(3x — y)(9x2 + 3xy + 1?)

d.) 3a%p® —125 Por lo que la factorizacion de 3abh — 125
, es (V/3ab - 5) (/9262 + 5v/3ab + 25 )
= (%ab) — 58
3°® — 125 =
= {%ab - 5} [(%ﬂb)z ++/3ab -5+ 52] (%ﬂb - 5) <\‘°’/§a2b2 +5v/3ab + 25)

_ (%ab . 5) <\3@a2b2 +59/3ab + 25)

Ejercicios

@ 2.4.7 Factorice totalmente cada una de las siguientes expresiones:

a.) 1’ — 64

b.) 4a° — 324%p3
c.) a® —11

d.) a—(b—1)3
e.) 8420 —7
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f) 16x° — 2x?

2.5 Factorizacion de polinomios en una variable

Factorizacion de polinomios de grado 2

Enunciaremos en esta seccién dos métodos los cuales usaremos para factorizar polinomios de una varia-
ble, de grado 2 (del tipo ax? + bx + c). Uno de estos métodos se conoce con el nombre de factorizacion por
completacion de cuadrados, y el otro método se conoce con el nombre de factorizacion por formula general.

Completacion de cuadrados
Este procedimiento nos permitira obtener a partir de una expresion de la forma x> 4 bx + ¢, una expresién

2
de la forma (x + g) +k

Teorema 2.9

Si b y ¢ son constantes reales y x es una variable real, entonces se cumple la siguiente igualdad:

trimse (x4 ) - 3
x+bx+c—x+§ = =— ¢ @

Demostracién:

ot) e = [eeml)+ ] 5+

[ v? b?
— 2 o~ o~
= x° + bx + 4} 1 +c
b? b?
_ 2 o= o
= x° + bx + 1 1 + ¢
_ .2
= x"+bx+c
por lo que:
x>+ bx+c= x—i—k : —b—z—i—c
B 2 4
asi por ejemplo, usando el teorema anterior se tiene que:
6\> &
2 = —_— _ R—
a) x —|—6x—|—5—<x+2> 1 + 5
-3 2 _32
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_8\? —8)2
x> —8x—7 = x>+ (—8x)—7 = <x+ 28> _ f) + -7

1\ 12
dD?+x—1=x24+x4+(-1) = <x—|—2> — Z—I_ -1

Factorizacion por completacion de cuadrados

Ejemplo 2.39

Usando la completacién de cuadrados factorice cada una de las siguientes expresiones:

a)x? 4 5x + 4 b) x® +4x+2 c)4x? +8x -5 d) 3x® —7x+2
Solucion:
) 5\ & A

: 4 = b _

a.) x°+5x + <x+2> 1 +
_ (k43 B
N 2 4 4
= x~|—§ 2 0
N 2 4
= x—f—§ _ 3 x+§ + 3
N 2 2 2 2
= x+§ 3 x+§ + >
B 2 2 2 2

NEHISY
= (x+1)(x+4)

Por lo que la factorizacion de x* +5x +4 es (x +1) (x +4)

k2 45x+4 = (x+1)(x+4)
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2
b.) x*>+4x+2 = <x+> - — +2

- @r2? - ¥4
4
= (x+2)® -4 +2

= (x+2)? -2

= 27 - (v2)

= [+ —v2][x+2) + V2
= (x+2 —v2) (x+2 + v2)

Por lo que la factorizacion de x% +4x + 2 es (x +2 — \/i) (x +2 + \/i)

2 4dx+2 = (x+2 —\f2) <x+2 + \/ﬁ)
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c.) 4x* +8x —5

1
Por lo que la factorizacion de 4x? + 8x — 5 es 4 <x = > <x + 5>

I

o Ax> 4+ 8x—5 = 4(

4|(x+1)* — % - ﬂ
9
4|(x+1)? — 4]

-6+

2 2

184
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d) 3x* —7x +2

Ejercicios

o &)
3| _ A3 2
3 X > 1 +3
i ) 49
7 9 2
5 <x_6) ~ % T3
NIEASE
6 36 3
sl 7Y o,
6 36 36
[ 7\? 25
3<x_6> _36]
[ 7\ 2 52
|(+=4) - (8)

185

@ 2.5.1 Usando la completacién de cuadrados factorice cada una de las siguientes expresiones:

a) x*4+x—6
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b.)
c.)
d.)
e.)

£)

x2—4x+1
2x% —5x +2
—2x2 4+ x+1
2x% —12x — 15
2x> —3x -3

Formula General:

La férmula general es un procedimiento que se usa para factorizar polinomios de la forma ax® +bx +c,
con a, by ¢ constantes reales y a # 0.

Teorema 2.10

(Teorema del factor)

Sea P(x) un polinomio de grado n, n > 1y seaa € IR:

a.) Si a es un cero de P(x), ( P(a) = 0 ), entonces x — a es un factor deP(x).

b.) Si x — a es un factor de P(x), entonces « es un cero de P(x).

Demostracion:

a.)

b.)

Supongamos que « es un cero de P(x), debemos demostrar que x — « es un factor de P(x).

Por el algoritmo de la division existen tinicos polinomios Q(x) y R(x), R(x) constante real tales que :

R(x), pero como P(«) = 0 entonces R(x) = 0y se cumple que:

= (x — &) Q(x), de donde se tiene que x — « es un factor de P(x)

Supongamos que x — « es un factor de P(x), debemos demostrar que « es un
cero de P(x), o sea P(x) =0
Si x — & es un factor de P(x), entonces existe un polinomio Q(x) tal que

P(x) = (x —a) Q(x), de donde se tiene que
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P(a) = (& — &) Q)
P(a) =0-Q(a)

P(x) =0; que es lo que se queria demostrar

Ejemplo 2.40

Sea P(x) tal que P(x) = x® — 2x + 1, observe que P(1) =13 —2(1) + 1, o sea P(1) =0, por lo que

x — 1 debe ser un factor de P(x). En efecto, realizando la division de P(x) por x — 1 se tiene que:

1 0 -2 111
1 1 -1 Por lo tanto:
11 -1 0]

¥ —2x+1 = (x-1(x*+x—-1) y se cumple que
x —1 es un factor de P(x)

Consecuencias del teorema anterior

Sea P(x) tal que P(x) = ax? + bx + c cona # 0. Si P(x) no tiene ceros reales, entonces P(x) no es factorizable
en IR.

Definicion 2.18

Sea P(x) un polinomio tal que P(x) = ax? + bx + ¢, con a, b y ¢ constantes reales y a # 0, el nimero
b? — 4ac, recibe el nombre de discriminante de P(x).

®

El discriminante de ax? 4 bx + ¢, con a # 0 se denota por el simbolo: A; o sea:

A = b* — dac

Ejemplo 2.41

Calcule el discriminante de cada uno de los siguientes polinomios:
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a.) 4x* 4+ 5x + 8 b.) x? —x—2 c.) 4x* —4x+1
d.) 4x* — 2x e.)3x*+5 f) —2x*4+7x -3
Solucion:

a.) 4x2 +5x + 8 b.) x2—x—2

En este caso: En este caso:

A =52 — 4(4)(8) A=(—1)*—4(1)(-2)
A=25-128 A=1+38

A= -103 A=9

c.)4x? —4x+1 d.) 4x? — 2x

En este caso: En este caso:

A= (-4 -4(4)(1) A= (-2)—4(4)(0)
A=16—-16 A=4-0

A=0 A=4

e)3x2+5 f) —2x2+7x—3

En este caso: En este caso:

A = (0)* —4(3)(5) A=72—4(—2)(-3)
A=0-60 A=49 -24

A = —60 A =25
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Ejercicios

@ 2.5.2 Calcule el discriminante de cada uno de los siguientes polinomios:

a) —3x*+3x— %
b.) 9x? —30x 425
c) x*+4

d) 12x — x?

e) x>+x+3

f) 5x—2x>+44

189

Teorema 2.11

Sea P(x) un polinomio tal que P(x) = ax? +bx +c, con a #0 y A = b*> — 4ac
i.) Si A <0 entonces P(x) no es factorizable en el conjunto de los nimeros reales

ii.) Si A =0 entonces P(x) es factorizable en el conjunto de los nimeros reales y su factorizacion
viene dada por:

b 2
ax2+bx+c:a(x+>
2a

iii.) Si A >0 entonces P(x) es factorizable en el conjunto de los nimeros reales y su factorizacion
viene dada por:

_—b=vA b+ VA

2 _ _ _ o
ax* +bx+c=a(x —a)(x — B); « o y B 2

Demostracion:

P(x) = ax*+bx+c
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(e 2) - (%)]

= a

= a

(o) ()]

a partir de aqui consideramos los tres casos siguientes:

A
i.) Si A <0 entonces P 0, por lo que P(x) #0,Vx € IR

Debe aqui se deduce que P(x) no tiene ceros reales y por lo tanto P(x) no es factorizable (ver la
consecuencia del teorema del factor anotado en la pagina anterior).

ii.) Si A =0 entonces por 2.4

2a 4q2

P(x) = a

O Sea:

b2
Si A =0entonces ax> +bx+c = = a(x+2a)

iii.) Si A > 0 entonces volviendo a 2.4 tenemos que:

P(x) =a _<x+2ba>2— 4€2]

(o) (V2]

-\ 2a 442 X 2a 442
b+

b+ VA b— VA
:”_x+ 2a [ 2a ]
] (—b—\/K) ( b+\7>]
=T 2a
=a(x —a)(x—p)dondea = ﬁ _b+\/>

O Sea:
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—b—VA —b+ VA

Si A > 0 entonces: ax?+bx +c = a(x —a)(x — B) donde a = TR B = %
Ejemplo 2.42
Factorice (si es posible) cada una de las siguientes expresiones:
a) —2x*>+3x—4 b.) x2 +4 c.) —4x* +20x —25
d.) —2x* —6x e.) 2x* +5x — 3 f)x>—x—3
Solucién:
a.) —2x2+3x—4 Como A <0 entonces —2x? + 3x — 4 no es factorizable en el

En este caso:

A=32—4(-2)(—4)

A=9-32
A=-23
x2+4

En este caso:

A= (0)° - 4(1)(4)

A=0-16
A=—16
—4x% +20x — 25

En este caso:
A= (20)2 — 4(—4)(—25)
A =400 — 400

A=0

conjunto de los nimeros reales

Como A < 0 entonces x% + 4 no es factorizable en el conjunto
de los ntimeros reales

Como A = 0 entonces:

202
—4x% 4200 —25= —4(x+ —
X Ox 5 <.’Xf ] >

By

2
o —4x? +20x — 25 = —4 (x — g)
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d)

®

e.)

—2x2% — 6x

En este caso:

A= (~6)*—4(-2)(0)

A =36

o —2x2 —6x = —2(x — 0)(x +3)

—2x% — 6x = —2x(x +3)

La expresion —2x? — 6x se puede factorizar en un menor ntimero de pasos usando la facto-

rizacién por factor comun.

2x? +5x —3

En este caso:

A= (5)* —4(2)(-3)
A=25+24

A =49

Como A > 0 entonces

2x% 4 5x — 3 =2(x — a)(x — B) con:

a—_S_\/E‘
22
_ —5++49
p= 2(2)
—5-7 —5+7
e
1
o= —3; [3_5

202 4+5x—3=2(x+3)(x— =)

Como A > 0 entonces:
—2x2 — 6x = —2(x — a)(x — B) con:

_M.ﬁ_m
- 2(=2 P A=)

f£) x> —x—3
En este caso:
A= (-1 - 4(1)(-3)
A=1+412
A=13

Como A > 0 entonces

x> —x—-3=1-(x—a)(x— ) con:

_ (=) -V13

A TCD I
 —(-1)+ V13

S T6Y

_1-V13 , 1+V13
v=——p ="
x2—x—3=

(x_ 172 13) (x_ 1+§E

192
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Ejercicios

@ 2.5.3 Factorice (si es posible) cada una de las siguientes expresiones:

a) 6x*—13x+6
b) 2x2—3x+1
c) x*+x+1

d) —3x*2+7x+20
e) —2x2—-5x-3
f) 1x%+x+1

Factorizacion de polinomios de grado mayor que 2, con coeficientes enteros

A continuacion nuestro objetivo es factorizar polinomios de grado mayor que dos, para lo cual haremos
uso de: la division sintética, del procedimiento para factorizar polinomios de grado 2, del teorema del fac-
tor y de las siguientes proposiciones:

Proposicién 2.0 Si P(x) es un polinomio de grado 1, entonces P(x) tiene a lo sumo # ceros reales.

Ejemplo 2.43
a.) El polinomio x® 41, es de grado 3 por lo que tiene a lo sumo 3 ceros reales.

b.) El polinomio 2x* — 4x? — 4, es de grado 4 por lo que tiene a lo sumo 4 ceros reales.

Teorema 2.12

Sea P(x) un polinomio tal que: P(x) = a,x" + a,_1x" ' + ... + ayx + ag donde a,,a,_1,...,a1,49

c ., L,
Son nimeros enteros. Y sean ¢ y d niumeros enteros tales que — es una fracciéon canénica.

d

c : L
Si = es un cero de P(x) entonces, ag es divisible por ¢ y a, es divisible por d.

d
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® De la proposicién anterior se deduce que todos los ceros racionales de P(x) estdn contenidos en
el conjunto D, donde:

D= {% € Q : cesundivisor deagyd esun divisor de un}

(pero no necesariamente todo elemento de D es un cero de P(x)).

Para aplicar las proposiciones anteriores en la factorizacién de un polinomio P(x), con:
P(x) = a,x" +a,_1x" 1+ ..+ aix + ag
con ay,a,_1,...,41,49, Nimeros enteros, a, # 0, n € IN, n > 2 se sigue el siguiente procedimiento:

1.) Se determina el conjunto D,,, donde:

D,,={ce€Z : cesundivisor de ap}

2.) Se determina el conjunto D,,, donde:

D,, ={d € IN : desundivisor de a,}

3.) Se forma el conjunto D, donde:

D:{%: ceDaOydeDan}

4.) Entre los elementos de D se busca un « tal que P(a) = 0.

5.) Se efecttia la division de P(x) por x — a, y se expresa la identidad

P(x) = (x — a)C(x)

donde C(x) es el cociente que se obtiene al dividir P(x) por x — «

6.) Si C(x) de grado mayor que 2, se repiten los pasos 4 y 5 para C(x).

7.) SiC(x) es de grado 2, se utiliza alguno de los métodos de factorizacién de polinomios de este tipo.
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Ejemplo 2.44

Factorice P(x) (si se posible), donde:

P(x)=x>—4x>+x+6

Solucién:

En este caso:

D¢ ={1,-1,2,-2,3,—3,6,—6} (divisores enteros de 6)
D; = {1} (divisores naturales de 1)

D ={1,-1,2,-2,3,-3,6,—6} cada elemento de D es el cociente de un elemento de Dy y un
elemento de D;.

El paso siguiente es determinar algin a, « € D tal que P(a) =0

Calculemos P(—1), (por division sintética):

De aqui se tiene que P(—1) =0y ademés x> — 4x* + x +6 = (x + 1) (x* — 5x + 6)

Como x> —5x + 6 es de grado 2, podemos utilizar alguno de los métodos de factorizacion estu-
diados para polinomios de este tipo.

Por formula general se tiene que en x? — 5x + 6:

A= (=5)2 — 4(1)(6) g3 V1 5+ V1

2 p=—
4 6
5 o > B >
por lo que:

x> —5x+6=(x—2)(x—3) ycomo x*—4x+6=(x+1)(x>—5x+6)
entonces x° —4x +6= (x +1)(x —2)(x —3)


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

2.5. FACTORIZACION DE POLINOMIOS EN UNA VARIABLE (https:/tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematicay/).

Ejemplo 2.45

Factorice P(x) (si se posible), donde:
P(x) =2x* —4x* —6x — 4

Solucién:

En este caso:

D_4 ={1,-1,2,—2,4,—4} Divisores enteros de —4

D, = {1,2} Divisores naturales de 2

1 -1
D — 1/_1/2/ _2/4/ _41 rYArS
{ 27 )

El paso siguiente es determinar algin a, « € D, tal que P(a) =0

Calculemos P(1) por division sintética:

20 4 6 41
2 2 -2 -8
2 2 -2 -8 -12

Como P(1) = —12, x — 1 no es un factor de P(x)

Calculemos P(—1) por division sintética:

2 0 4 -6 -4)-1
-2 2 2 4
2 -2 -2 4 0

De aqui se tiene que P(—1) =0 y ademaés

25t —4x? —6x —4=(x+1)(2x> — 2x* —2x — 4)

(2.5)

Sea C(x) = 2x> — 2x% — 2x — 4 que es un polinomio de grado 3, debemos encontrar un B, B € D tal
que C(B) =0

Calculemos C(2) por division sintética:

196
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2 -2 -2 412
4 4 4

2 2 2 0]

De aqui se tiene que C(2) =0 y ademés
2x% —2x% —2x —4 = (x —2)(2x* + 2x +2) (2.6)
Como 2x% +2x 4 2 es de grado 2, podemos utilizar alguno de los métodos de factorizacion estudiados
para polinomios de este tipo.
Por formula general se tiene que en 2x* 4+ 2x + 2
A=(2)?-4(2)(2)
A=4-16

A=-12

Como A < 0 entonces 2x* + 2x + 2 no es factorizable en el conjunto de los ntimeros reales.

Asi, por 2.5 y 2.6 se tiene que:
2x* —4x? —6x —4=(x +1)(2x> — 2x* —2x — 4)

co2xt —d4x? —6x —4=(x+1)(x—2)(2x2 +2x +2)

Ejemplo 2.46

Factorice P(x) (si se posible), donde:

P(x) = x* — 2x> — 4x% + 8x

Solucioén:

Factorizando P(x) por factor comun se tiene que:

P(x) = x(x® — 2x* — 4x +8) (2.7)
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Sea Py(x) = x> —2x> — 4x + 8, para Pj(x) se tiene:

Ds={1,-1,2,—2,4,—4,8,—8)}
Dy = {1}

D=1{1,-1,2,-2,4,—4,8,—8)
Calculando Py (1) y P;(—1) se tiene que
Pi(1) =3y P (-1)=9
Calculemos P;(2) (por division sintética):

1 -2 4 8|2
2 0 -8
1 0 4 0\

De aqui se tiene que P;(2) =0 y ademas
X —2x% —dx +8=(x—2) (x* —4)
y como x*> —4 = (x — 2)(x +2) entonces
P —2x% —4x+8=(x—2)(x—2)(x+2) (2.8)
Asi por 2.7 y 2.8 se tiene que:

xt—2x% —4x® + 8x=x(x —2)(x —2)(x +2)

Ejemplo 2.47

Factorice P(x) (si se posible), donde:

P(x)=x>+4x> +4x+3
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Solucién:

En este caso:
D;={1,-1,3,-3}
Dy = {1}

D={1,-1,3,-3}

Calculando P(1), P(—1), P(3) y P(—3) se tiene que:

P(1) =12, P(-1) =2, P(3) =78, P(—3)=0

Dividiendo P(x) por (x 4+ 3), (usando divisién sintética), obtenemos:

1 4 4 3)|-2
-3 -3 -3
1 1 1 0

y por lo tanto:

B4 +4x+3=(x+3) (x> +x+1)

factorice, si es posible, x> + x + 1, para esto se tiene que:

199

A= (1)2—4(1)(1) Como A < 0 entonces x? 4+ x + 1 no es factorizable en el
conjunto de los niimeros reales.

A=1-4

A=-3

Asi se tiene que:

4 +4x+3=(x+3) (¥* +x+1)

Ejemplo 2.48
Factorice P(x) (si se posible), donde:
P(x) =x*—8x>—9
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Solucién:

En este caso:
D_¢=1{1,-1,3,-3,9,—9}
D, ={1}
D={1,-1,3,-3,9,-9}

Calculando P(1) y P(—1) se tiene que: P(1) = —16, P(—1) = —16

Calculemos P(3) por division sintética:

De aqui se tiene que P(3) =0 y ademas:
xt—8x* —9=(x—3) (x> +3x* +x +3)

Sea Py(x) =x° +3x*> +x+3

Como 1y —1 no son ceros de P(x), tampoco lo son de Pj(x); por lo que los posibles ceros de P;(x)
serian los restantes elementos de D.

Calculando P;(3) se tiene que P;(3) = 60

Calculemos P;(—3) por division sintética:

1 3 1 3|-3

De aqui se tiene que P;(—3) =0 y ademas

B 43x% +x+3=(x+3)(x2+1)

factoricemos, si es posible x? 4 1


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

2.6. FRACCIONES RACIONALES EN UNA VARIABLE (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/). 201

Para x> 4 1 se tiene que:

A=0%—4(1)(1) Como A < 0, entonces x> + 1 no es factorizable en el conjunto
de los ntimeros reales.

A=—4

Asi se tiene que:

x*+3x% +x+3=(x+3)(x*+1) y por lo tanto x* — 8x* — 9= (x —3)(x +3) (x* + 1)

Ejercicios
@ 2.5.4 Factorice, si es posible, cada uno de los siguientes polinomios P(x) que se definen a con-
tinuacion.

a) Px)=x—4x>+x+6

b.) P(x)=2x>—x>—18x+9

c) Px)=x*42x*4+x+2

d) P(x)=2x* —5x° +4x* — x

e) P(x)=x>—12x+16

£) P(x)=x*—4x® —3x% +4x —4
g) P(x)=6x>+23x*+9x —18
h) P(x)=5x349x> —7x +1

2.6 Fracciones Racionales en una Variable

Fracciones Racionales en una Variable

Definicion 2.19
P(x)
Q(x)

racional, P(x) recibe el nombre de numerador y Q(x) recibe el nombre de denominador de la fraccion.

recibe el nombre de fraccion

Sean P(x) y Q(x) dos polinomios en una variable. La expresion
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Ejemplo 2.49

Son fracciones racionales las siguientes expresiones:

x2—3x+1 x2—1 1
a.) — ) 53 — c.) =
2x —1 3x 2xc+x—1 x> +1
x+1 x*—9 x+3(x—1)
d')x—i—4 e.) 3 f')7x+3

Simplificacion de fracciones racionales
Diremos que una fraccién racional estd expresada en su forma mds simple, cuando el numerador y el de-
nominador de dicha fraccion no tienen factores comunes. Para simplificar fracciones racionales haremos

uso del siguiente resultado:

Resultado:

Si P(x), Q(x) y C(x) son polinomios entonces se cumple que:

G T e e oo E9) 226

sy
&,
Sl A

Ejemplo 2.50

Simplifique, si es posible, cada una de las siguientes fracciones racionales:

o) 2x— 6 b)x3—8 ¢) x> —4
72x2 - 18 Tx?—4 Tx2—4(x—1)
d)x3—|—2x2—x—2 e)x2—9(x—2) )x2+x—6
' x2—1 Tx—3(x—-2) “x>47x+12
Solucién:

2x—6  2(x—3)
&) 218~ 2(2—9)
B 2(x—3)
T 2(x—3)(x13)
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1 .
—m,SIX—E’)#O

Por lo que:

2x — 6 1 .
5218 xy3 S¥78

b) -8 (x—2)(x*+2x+4)

x2—4 (x—2)(x+2)
X2 +2x+4
gan o AE=ATD
Por lo que:

-8 x>+2x+4

24 xr2 N2
-4 (x=2)(x+2)
¢ x2—4(x—1) x2—4x+4
_(x=2)(x+2)
T G-2)(x-2)
 (x+2)
= (x_z),81x—27é0
Por lo que:
x? —4 :(x—i—Z)

i1 (o2 1*7?

203
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E B2 —x—-2 (P42 - (x42)
) x2—1 N (x—1)(x+1)

x?(x+2) — (x+2)
(x—1)(x+1)

(x+2) (x> —1)
(x—1)(x+1)

(x+2)(x—1)(x+1)
(x—=1)(x+1)

= x+4+2,six—1#0yx+1+#0

Por lo que:

422 —x—2

=x+2,;six#1lyx#-1

x2—1
e)x2—9(x—2) _ x*—9x+18
Y x—-3(x-2)  x—3x+6
_ (x—=6)(x=3)
B —2x+6
_ (x=6)(x-3)
N —2(x=3)
- x__26,six—37éo
Por lo que:
x>-9(x—2) x—6 .
x—3(x—2) ~ —p S*73
) 2+x—-6  (x+3)(x—2)
a2+ 7x+12 0 (x+3)(x+4)

—2
Por lo que:
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2+x—6 _x—2
2+7x+12 x+4

, sl x# =3

Ejercicios

@ 2.6.1 Simplifique, si es posible, cada una de las siguientes fracciones racionales.

(m —2)°
a.) p——
b) 3x3 + 9x2
X2 4+6x+9
x> —4(x—1)
c.) — 21
ad +1
d.) 1 3
a*—a°>+a—1
e) a® —3a%+3a—1
' a> —2a+1
£) (x+3)(x+12)
' x+3-x+12
) x24+x—6
& (2x —7)?
x+1—x3—x?
h.) 3 5
x° —x —2x°+2
i) x-x—25
' x2 — 5x

Operaciones con fracciones racionales

Para realizar operaciones con fracciones racionales usaremos los procedimientos utilizados para realizar
operaciones con nimeros racionales. Asi:

Ax) _ C(x)
B(x) ¥ B(x)

Si

son fracciones racionales entonces son verdaderas las siguientes igualdades:
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1) A(x) n C(x) A(x)-D(x)+C(x)-B(x)
7 B(x) D(x) B(x) - D(x)
2y A Clx) _ A(x)-D(x) = C(x) - B(x)
B(x) D(x) B(x)-D(x)
3y A Cl) _ Ax)-Clx)
B(x) D(x) B(x)-D(x)
o A, C) _AW)-D()
B(x) ~ D(x) B(x)-C(x)
®
A(x) A(x)
AW, Cx) _ Bl o Bl AR)-D)
B(x) ~ D(x) C(x) C(x)  B(x)-C(x)
D(x) D(x)
Ejemplo 2.51
o P(x) x>+5x+6 R(x) x*+2x-3
M0 T a1 S(x) 3x+6
Determine:
2) P(x) R(x) b) P(x) . R(x)
Q(x) S(x) Qx) * S(x)

En cada caso exprese el resultado como una fraccion racional en su forma més simple.
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Solucién:

Ejemplo 2.52

Realice las operaciones indicadas en cada una de las expresiones siguientes y escriba la fraccion

X2 4+5x+6 x2+2x—3

x2—1  3x+6

(x2 +5x +6) (x* +2x — 3)

(x2—1)(3x +6)

[(x +3)(x +2)][(x +3)(x — 1)]

[(x—=1)(x+1)]-3(x+2)

(x+3)(x+3)

3(x+1)

x2+5x—|—6;x2—|—2x—3
x2 —1 T 3x+6

(x> 4+ 5x+6)(3x + 6)
(x2 —1)(x24+2x — 3)

[(x+3)(x+2)]3(x+2)
(x2 —1)(x242x —3)

[(x+3)(x+2)] (3x+6)
(x—1)(x+1)(x+3)(x—1)

3(x+2)(x+2)
(x—1)(x+1)(x—1)

racional resultante en su forma mas simple:

a.) 3

Solucién:

x—7+

2
x+6

X 2x

) x+1 1-—x2
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3+2
x—7 x+6

a.)

Por lo que:

3(x+6)+2(x—7)

(x—=7)(x+6)

3x+184+2x—14

(x—7)(x+6)

5x +4

(x—=7)(x+6)

3 2 5x +4

+

x—7 x+6 (x—7)(x+6)

X 2x
b. - =
) x+1 1—x2
Por lo que:
X 2x —X

x(1—x%) —2x(x+1)

(x+1)(1—x2)

x— x> —2x% — 2x

(x+1)(1—x2)

—x3 —2x?2 —x

G-

i+l 1—-x2 (1—x)

—x (x4 2x+1)
(x+1)(1—x?)
—x(x+1)?
(x+1)(1—x2)
—x(x+1)
1— )
—x(x+1)
(1-x)1+x)
—X
(1-x)
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A continuacién enunciaremos un resultado que puede ser usado para sumar y restar fracciones racionales.

Resultado:

Si g((;c)) y (158 son fracciones racionales entonces son verdaderas las siguientes igualdades:
i) A(x) n C(x)  A(x)+C(x)
7 B(x) B(x)  B(x)
7 B(x)  B(x) B(x)

A(x)  C(x) A(x)-B(x)+C(x)-B(x)
Y B T B B(x)-B(x)
_JA() + CR)BR)
B(x) - B(x)
_ Ax) +C(x)
)
Por lo que:

ii.) Justificacion anédloga a la anterior.

Nota: el resultado enunciado anteriormente se generaliza al caso en que se suman o restan tres o mas frac-
ciones racionales.

En los ejemplos siguientes ilustraremos el uso de este resultado al sumar o restar fracciones racionales.
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Ejemplo 2.53

Realice las operaciones indicadas en cada una de las siguientes expresiones y escriba la fraccion
racional resultante en su forma més simple.

o) 8x —6x +4 b) 1+38b  —a+1 b +1
Yox42 x+2 " 3ab ab 2ab?
—3x+5 2 X x+1
) x2 —25 +x—5 d) x2—1_(x_1)2
1 1 2 1 1 4
e.) + f.)

x2—16  x2—5x+4 x2+8x+16 x2—2x x2+4+2x x3—4x

2 _x2—x+1 x+1

8) P27 x-1 Pixiil

Solucién:

0) 8x +—6x+4 _ 8x+(—6x)+4

Y x+2 x+2 x+2
_ 2x+4
 x+2
o 2(x+2)
o x+2
= 2

Por lo que:

8x —6x+4

=2

x+2+ x4+ 2


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

2.6. FRACCIONES RACIONALES EN UNA VARIABLE (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/).

b)1+3b+_”+1—b2+1 _ 1+48b 2ab  —a+l 6b b +1 3a
7 3ab a’b 2ab2 3ab  2ab a?b  6b  2ab? 3a

(143b)(2ab) , (—a+1)6b (b*+1)3a
6a2b2 6a2b2 6a2b?

(1+3b)2ab+ (—a+1)6b— (b*+1)3a
6a2b?

2ab + 6ab? — 6ab + 6b — 3ab* — 3a
6a2b?

—4ab + 3ab* + 6b — 3a
6a2b?

Por lo que:

14+3v  —a+1 b*+1  —4ab+3ab®+6b—3a

3ab + a2b  2ab? 6a2b?

5L 2 3x-s 2

Y x2-25  x-5 = (x=5)(x+5) x-5
—3x—5 2 x+5

x—5)(x+5 Tx=5 x+5

3x-5 2(x+5)
(x=5)(x+5) (x—5)(x+5)

=80 = B2z B)
(x —5)(x+5)

—3x —542x+ 10
(x —5)(x+5)

—x+5
(x —5)(x+5)

—1(x—=5)
(x—=5)(x+5)

-1
(x+5)

Por lo que:
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—3x—5 2 -1
x2—25+x—5_(x+5)
d) x x+1 _ X _ x+1
)P o1y T G-DEFD G-DE-1)
_ X x—1 x+1 x+1
T —D@+1) x—1 (x—1D(x—-1 x+1
B x(x—1) B (x+1)2
(= 1)%(x+1)  (x=1)7>(x+1)
= (e 2
B (x—l)z(x+1)
o= P21
B (x=1)%(x+1)
o oxt—x—x2-2x-1
(=141
_ —3x—1
B (x—l)z(x+1)
Por lo que:
X x+1 —3x—1

=1 (x—1)

(x=1)*(x+1)

1 1 2
216 22 _5x+4 2 18x116

B 1 . 1 2

=)+ (-D(x—4)  (x+4)?

3 1 (=1 (x+4) 1 (x+4)? 2 (x-1)(x—4)
(=44 (- (x+4) (-1 (x—4) (x+4)? (x+4)? (x-1)(x—4)

(x—1)(x4+4)+ (x+4)°-2(x—1)(x — 4)

(x—1)(x —4) (x +4)°

_x2—|—4x—x—4—|—(x2—|—8x—|—16)—2(x2—4x—x+4)

(x—1)(x —4) (x+4)°
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¥’ +3x—44x*+8x+16—2x* +8x+2x —8

(x—1)(x —4) (x +4)*

21x +4
(x—1)(x —4) (x +4)°

Por lo que:

1 1 2

21x +4

x2—16+

1 1 4
x2—2x x2+42x x3—4x

£)

Por lo que:

1 1 4
x2—2x  x242x x3—4x

0

ﬂ—5x+4_x1+&+46:(%40@_4ﬂx+®2

1 1 4
x(x—2) x(x+2) x(x2—4)

1 1 4
x(x—2) x(x+2) x(x—2)(x+2)

1 x+2 1 x—2 4
x(x—2) x+2 x(x+2) x—2 x(x—2)(x+2)

x+2 x—2 4

x(x—2)(x+2) x(x—2)(x+2) x(x-2)(x+2)

x+2—x+2-4
x(x—2)(x+2)

0
x(x—2)(x+2)

0
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2 | x+1 2 x2—x+1 x+1

g')x3—1_ x—1  24x+1 (x-1)(2+x+1) x-1  2+x+1

x>+ x+1 no es factorizable en el conjunto de los nimeros reales.

2 2—x+1 x24+x+1 x+1 x—1

(x—1)(x2+x+1) x—1 22+x+1 22+x+1 x—1
2 (2 —x+1) (x> +x+1) (x+1)(x—1)

(x—1)(x*+x+1) (x—1)(x>+x+1) (2+x+1)(x—1)
2— (P —x+1)(®+x+1) - (x+1)(x—1)

(x—1)(x2+x+1)
2—(*++x?—x—x?—x+x*+x+1) - (x2-1)

(x—1)(x>+x+1)
22—t - -2+t -t —x—1-x%+1

(x—1)(x2+x+1)
xt —2x% 42

(x—1)(x2+x+1)

Por lo que:

2 x*-x41 0 x41 0 ¥t -20242
x3 —2 x—1 24+x+1 (x—1)(x2+x+1)

Ejemplo 2.54

Realice las operaciones indicadas en cada una de las siguientes expresiones y escriba la fraccion

racional resultante en su forma mas simple:

1 — 12 3 _ 3
a.) x—2 b.) 3+x 6+2x
' 16 ’ 3 3

*+6 +x—2 3—x+3+x

Solucién:
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(x—1)(x—2)-12

x—2
(x+6)(x—2)+16
x—2

x2—2x—x+2—-12
x—2

o1 — 12
a) x—2 —
| x+6+£
x—2
Por lo que:
12
16
X+6 +—— s

x—2

X2 —2x+6x—12+16
x—2

x2—3x—10
x—2

x2+4x+4

x—2

(x? —3x —10) (x — 2)
(x2 4+ 4x +4) (x —2)

(x—=5)(x+2)(x—2)
(x+2)*(x—2)

x—5
x+2
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3 3 6 3

b)3—|—x 6+2x _ 23+x) 6+2x
' 3 3 3 3

3—x+3+x 3—x+3+x

6—3
2(3+x)
33+x)+33—7x)
(3—x)(3+x)

3

2(3+x)
943x+9—3x
(3—x)(3+x)

3
2(3+x)
18
(3—x)(3+x)

3(3—x)(3+x)
2(3+x)18

3—x
12

Por lo que:

3 38
3+x 64+2x 3—x

3 3 12
3—x+3+x

Ejercicios
@ 2.6.2 Realice las operaciones indicadas en cada una de las siguientes expresiones y escriba la
fraccién racional resultante en su forma més simple:

(¥ +1) (2 1)
(x- 1D (x 1)

a.)

X —121x | x* —1lx
X2—49 T x+7

b.)
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c.)

d.)

£)

g

h.)

j-)

K.)

1)

Y -y—6  —y*—2y+8
224+ 12y + 16 2—y

11
m>—8  (m—2)°
1 11
n—1> n—-1 (n—1) n
1 2 3y?
n 2y _ 3}/
y—-1 y -1 yp -1
x+1  x—4 x+4
xz—é—6 x2—4x+3 x24+x-2
X

a+1 a-—1 . a+1_u—1
"la—1 a+1

2x2 4+ 2x x? — 3x
2x2 x2—2x—3

a3—27;a2+3a+9

a2 —4 - a—?2

a2 —16a+64 a®>—9a*+ 8a ;az-l—a
a’ — 64 2a2 — 128 ) 2

n% — 6n 3 n

3n2—27+2n—6_4n+12

X 3 X

x2+x—2 x242x—3 x24+5x+6
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)2 113
P r4+r> r—r2 r—r3
) vy

T27 -8 —y

X+ X
— 2
) [x—l x}[ Jrx+1
3 _x—2
x+1 x2-1
t) 2x —1
x24+2x—3
7 12
1-2+3
u) 16
x

218

A continuacién nuestro objetivo es efectuar operaciones con expresiones algebraicas que involucran poten-
cias enteras negativas y con expresiones algebraicas de varias variables.

Para esto, haremos uso de las propiedades de las potencias, y de los procedimientos que se usan para rea-
lizar operaciones con fracciones racionales, como se ilustra en los ejemplos que siguen.

Ejemplo 2.55

Realice las operaciones indicadas en cada una de las siguientes expresiones y escriba el resultado en

su forma mas simple:

al4+p?
a.) P

X x2—1

1—6x

c.)

X

¥
y2 +3
e.) I

X

y+3 xy+3x 29

Xty

1 1
X2 xy oy

Solucién:

1 -
o}

X-y

1 1 1
d. — =
(= m) s (=

2x 6
(x+1)%x4—(2x+1)x*

£)

)
x+y
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an
a.) P

Por lo que:

al4p1! ab

b2 (b—a)

Q|-
+
S| =

QN‘ —_
Tl =

b+a
ab

b? — 4?2
a2bh?

(b + a)a®b?
(b2 —a2)ab

(b + a)a®b?

(b+a)(b—a)ab

(b—a)
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Por lo que:

(x 24y

1 4\!
22
x Xy

1 y+2x

y? — 4x? !
2y

x(y +2x) — xy
y+2x

2y
2 — 422
xy + 2x2 — xy
y+2x

X’y (y +2x)
(y? — 4x?) (xy + 2x2 — xy)

x*y* (y +2x)
(y —2x) (y + 2x) (2x2)

yZ

2(y —2x)

5l 2(y

* _y+2x
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X x2—1 1—6x X x2—1 1—6x

C)y+3_xy+m_jﬂ—9 T y+3 x(y+3) W+3)(y-23)

flr(y—3) = (P 1) (y—3) = (1 - 6x)x
x(y+3)(y—3)
x(xy —3x) — (x?y —3x? —y +3) — (x — 6x?)
x(y+3)(y —3)

x?y —3x2 —x?y +3x2 +y — 3 — x + 6x2
x(y+3)(y—3)

6x> —x+y—3
x(y+3)(y—3)

Por lo que:

x  x¥*-1 1-6x_ 6x*—x+y—3
y+3 xy+3x 1y2—-9 x(y+3)(y—3)

o () (o) - [ e

X+ty—x+y . x+ty+tx—y
(x—y)(x+y)  (x—y)(x+y)

2y . 2x
(x=—y)(x+y)  (x—y)(x+y)

2y(x —y) (x+y)
2x(x—y) (x+y)

y
X

Por lo que:

()< ()2
x—y x+y) \x—-y x+y/) «x
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XY
) y2 o x? L Xty
VT T Ty
x2 xy  y?
Por lo que:
X ¥
y> o x? Lxty

T 1 1 xy VY

2 oay P

x-x2+y-y?
x2y? L Xty
1-y2—1(xy)+1-22 ~ xy
2212
B4y
x2y? L Xty
v —xy+x* " xy
212

(P +) % | x4y
(y* —xy +x2)x%y? ~ xy

(x+y)(x2—xy+y2)x2y2;x+y

(y? — xy + x?) x%y? Ly
Xty
(x+y)= T
(x +y)xy
xX+y

A
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2
£) 2x~° _ x6
T +1)%xt— (e 1) x4 (x+1)* 2x+1
x4 i
2
_ x6
(x+1)>— (2x+1)
o
_ 2x*
x6 [(x+ 1% — (2x + 1)]
B 2x*
o xb(x242x+1-2x-1)
_ 2x*
© x6x2
ot
=
2
oot
Por lo que:

2x—6 2

(x+1)%x4— (2x+1)x4 x*

Ejercicios
@ 2.6.3 Realice las operaciones indicadas en cada una de las siguientes expresiones y escriba el
resultado en su forma més simple:

a.) (xfl — y*1> B = <x71y71> B

b) (xty) 24y’ ()

_ _ —1
&) {M]

x Iy 1
-1

[1_2 — 2b_1 -1
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o) 1+ ibeb
ST
£) (a—1 _ b—l) o (a—l + b‘1> B
x? 1

g.) =

h) (x—l + y—l) -1 . <x_2 B y_2> -1

j-)

[LIRR IR

2.7 Racionalizacion de expresiones algebraicas

Racionalizacion del denominador de expresiones algebraicas

Dada una expresion algebraica cuyo denominador involucra radicales, se llama racionalizacién del deno-
minador de dicha expresién al proceso por el cual se determina otra expresién algebraica que no involucra
radicales en el denominador y que es equivalente a la expresion algebraica dada.

@ En algunas expresiones algebraicas que involucran radicales se puede racionalizar el numerador
o el denominador de dichas expresiones, segtin sea el caso y el objetivo que se desea alcanzar.

El concepto y los procedimientos que se usan para racionalizar el numerador y el denominador de expre-
siones algebraicas son andlogas, por estd razén en este texto, nos dedicaremos a racionalizar tinicamente el
denominador de expresiones algebraicas.

El estudiante podra generalizar el concepto y los procedimientos requeridos para racionalizar el numera-
dor de expresiones algebraicas.

Casol
Expresiones algebraicas que se racionalizan aplicando la siguiente propiedad:

Sia € R,ne€IN,n>2y /a € R entonces Va" =a


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

2.7. RACIONALIZACION DE EXPRESIONES ALGEBRAICAS (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/). 225

Ejemplo 2.56

En cada una de las siguientes expresiones, racionalice el denominador y simplifique el resultado.

) 5 b 15 ) -3
7 V10 T V3 7 2v/6t
2 2 _
d) x-—4 o 27x : £) 3x—1
x—2 5vx 2¢/(3x — 1)
Solucion:
a) — = —_ . v10 L 15 15 Y
V10 V10 /10 VTE T T O
_ 5/10 1593
V 102 — 5 35
_ Wi 153
10 = —
- = 5V¥
Por lo que: Por lo que: 15
5 V10 S =5 /33
vio 2
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_3
2v/64

c.)

Por lo que:

-3
2763 -6

—3v/62
12v/63

—3v/62
12- 6

Por lo que:

226


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

2.7. RACIONALIZACION DE EXPRESIONES ALGEBRAICAS (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/). 227

3x—1 B =1l 5(3x—1)3
f') 5 2 - 5 2 . 5 3
02 02 U/ 2{/(3x — 1) 23/(3x—1)> {/(3x—1)
e) 7 = 7 "7
5v/x3 5v/x3  /xt
_ Bx=1)y/Bx-1)°
ZXZW - 5 5
= =Y 23/ (3x — 1)
5v/ x7
2x2V/ x4 (Bx—1)¢/(B3x —1)°
N 5x B 2(3x—1)

4
_ 2x5x 5/(3x—1)3
2

Por lo que:
Por lo que:
3x -1 / (3x—1)°
2% 2xv/xt [ 2
5v/x3 5
Ejercicios

@ 2.7.1 En cada una de las siguientes expresiones racionalice el denominador y simplifique el
resultado.

2) -27
RV
b) 2x — 3
/6 —4x
21
c) = =
3x —3
d. _
) 2v/x2 =1
—15
RPNS
.2
£) 4 —x
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Caso 11

Expresiones algebraicas que se racionalizan aplicando la siguiente propiedad:
Sia€ IR, b€ IR, entonces se cumple que: (a — b) (a +b) = a* — b*

Ejemplo 2.57

En cada una de las siguientes expresiones racionalice el denominador y simplifique el resultado.

a)_il b); C)L
"V2+/3 V7=V 24410
a) 7+ 4x e)9y—4x2 ) 3
T2vx—2+1 C2x+3yy U\ x—x+1
Solucién:

2) -1 -1 _ﬁ— 3
V243 V243 V2-43

1 (ﬁ— 3)
(v2+v3) (v2- V)

~1(v2-V3)
(v2) - (v3)

—1(\5—\@)
2-3

1 (ﬁ — \/5)
1

= V2-V3

Por lo que:

-1
Iy VATV
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by 2~ 2 VT

VT=v5  Vi-B itk

2(V7+V5)
(v7-5) (V7+V5)

2(V7+V5)
(v7) - ()’

2(ﬁ+\/5)
75

2(ﬁ+x/§>
2

= V745

Por lo que:

2
VTt

229
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3 _ 3 2-+/10
ViV T 2410 2-vio
)
B (2+\/ﬁ)(2—\/ﬁ)
5w
= (2)2_<\/ﬁ>2
3(2—\@)
- 4-10
3(2—\/@
B —6
= 72_\/ﬁ
2
Por lo que:
3 2—-4/10

2410 2
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d.)

7+ 4x

2vx+2-1

Por lo que:

7+ 4x
2vVx+2—-1

e.)

9y — 4x2
2x +3,/y

7+ 4x 2vVx+2+1
2vV/x+2—1 2v/x+2+1

(7 +4x) (2vVx+2+1)
(2vx+2-1) (2vVx+2+1)
(7 +4x) (2vx+2+1)

2vx+2)" - (1)?

(7 +4x) (2vVx+2+1)
4(x+2)—-1

(7 +4x) (2v/x+2+1)
4x +8—1

(7 +4x) (2v/x+2+1)
4x +7

2vx+2+1

=2vVx+2+1

9y — 4x? .2x—3\/y
2x+3,§ 2x—3,fy

(9y — 4x?) (2x — 3/7)

(2x +3/7) (2x —3,/Y)

(9y — 4x?) (2x — 3 /7)

(2x)" - (3y7)°

(99 — 422) (26— 3/7)

4x2 — 9y

~ (122~ 9y) (2x—3,)

4x? — 9y

— (2x—3y)

231
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Por lo que:

gy —4x*>

Ty G

£) 3 B 3 Vrt+va+l

TV —Vx+1 VE—Vx+1 Jx+Vx+1
_ 3(vVx+vx+1)
(Vxr—=vx+1) (Vx+vVx+1)
3 (Wx+vx+1)
(V2= (Va+1)°

3 (Va4 Vx+1)
N x—(x+1)
_ 3(Vx+Vx+1)
N x—x—1
_ 3(Wr+Vx 1)
B il
- —3(\/E+\/x+1>

Por lo que:

& g (VE+va+1)

Vx—+vx+1

Ejercicios
@ 2.7.2 En cada una de las siguientes expresiones racionalice el denominador y simplifique el
resultado.
a.) 4

V13 -7
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b) 1—x
V2x+3—+/5

¢) —118
V3+11

d) 11 — 2x
3-2vx+1

&) 2
2v/5+ 37

£) x? — 16y
x+4,/y

Caso III

Expresiones algebraicas que se racionalizan aplicando alguna de las siguientes propiedades:

Sia € R, b € R, entonces se cumple que:
i) (a—0b)(a*+ab+V*) =a> — b
ii.) (a+b)(a* —ab+b*) =a’+ b
Ejemplo 2.58

En cada una de las siguientes expresiones racionalice el denominador y simplifique el resultado.

14 —6 10

Yars Yoo )7 3
d) 8x +11 e) x+3 £) 25 — x2

29/x —2+3 2—Jx+3

Solucién:

2¥x —3¢/x—1
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14 (\3@)2_\3/2%+(\3@>2

14
a.) i \3@+%<\3/§>2—\35%+(\3/§>2
u[(32)' - 295+ (45)]
(BICE]
14| (v2)" - vio+ (¥5)'|
) 2+5 _
14 _(\W)Z‘WJ’ <%>2
L 7 =
2[(42)"- 0+ (45)]
Por lo que:
vaeys=2| (YD) - VD (39)]
b.) =0 —6 (W>2+\3ﬁ‘\3/5+ (*3/5)2
77—

V75 (W)2+€ﬁ-%+(%)z

-6 [(W)2+ V75 + (\3/5)2]
EEE)

6 _(W)2+€/3?+ (%)2
_ - _

6 _(W)2+\3/%+ (\3@)2
_ , _

-3 [(\W)z +/35+ (\3/5)2]
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Por lo que:

6 —3[(€ﬁ>z+x73?+<%)z]

J7-5
y 10 _ 10 ‘(W)2+\3ﬁ-3+32
.\Sﬁ—3 B \3/7—3 (eﬁ)2+\3ﬁ.3+32
10[(%)2+3\3ﬁ+32]
G
10{(W>2+3€ﬁ+9}
- 727
10[(€ﬁ>z+3€ﬁ+9}
- 20
—[(W)2+3€ﬁ+9]
- 2
Por lo que:
0 {(‘W)ZH’W”}

V7-3 2
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g Bl s+ Q¥x—2)" —2¥x—2-3+ (3)
2Yx—2+43 2¢y/x—2+3 (2m)2_2m.3+(3)2
Bx+11) [(29x—2)* —6/x—2+ (3)2}
- (2vx=2)"+(3)°
(Bx+11) [(29/x —2)* —63/x =249
B 8(x —2) +27
(Bx+11) [ (2¢/x=2) — 63/ —2+9]
- 8x — 16 + 27
(Bx+11) [(29/x —2)* —63/x =249
- 8x + 11
2
= (2\3/3( - 2) —6Vx—249
Por lo que:

8x +11 5 2 ,
—_—— = (2V/Xx—2) —6Vx—2+9
2% —2+3 (ﬁ) Vx-2

x+3 _ x+3 ‘ (2\3/5)2—1—2\3/}-3\3/3(—1—}—(3\3/x—1)2
29/x —3vx—1 2Y/x=3Vx =1 (2¢x)*+2¢x-3Yx—1+ (3Yx—1)

e.)

(x+3) [(2¥x) +2¥x - 3Yx =1+ (3Vx—1)’]

(2v7)° - (3¥x=1)°

V) +69x-Yx—1+ (3Yx—1)
8x —27(x—1) }

(x+3)

(x+3) _(2\3/;)2+6\3/;,\3/m+ (3\3/m)2-
_ 8x — 27x +27 )

(x+3) [297) + 697 VF =T+ (397=1)]
_ —19x +27 )
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Por lo que:

x+3 (x+3){(2\3/§)2+6\3/;.\3/m+(3m)2}
29x—3Yx—1 —19x +27
o Box _ Box (2)* +2¢/x+3+ (¥x+3)°

2-Vxt3 | 2-Vxts (2P +20xi3+ (VxF3)

(25 — x?) :(2)2 +2¢/x+3+ (Vx +3)2
(2 - (Vx+3)°

[

(25— x%) 22 4 23/ 13+ (W)z]
_ 8—(x+3)

(25 — x?) :(2)2 +2¢/x+3+ (Vx +3)2

[

8—x—-3
(25— x2) [44+29x T3+ (m)z}
- _ 5—x
(5—x)(5+x) [4+2\3/m+(\3/m)2}
B 5—x

= (b+x) [4+2€/x+3+ (\3/x+3)2}

Por lo que:

%Z(&Lx) [AJ:Jrze/mJr (m)z]

@ Para racionalizar este tipo de expresiones debe tenerse claro la propiedad que se debe aplicar en
cada caso, observese por ejemplo que la propiedad (i) se us6 en los ejemplos 2.7(b), 2.7(c), 2.7(e) y
2.7(f), y que la propiedad (ii) se usé en los ejemplos 2.7(a) y 2.7(d).
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Ejercicios
@ 2.7.3 En cada una de las siguientes expresiones racionalice el denominador y simplifique el
resultado.

4
a. —_—
T
b.) Tiil_
VX
c.) __3
Y742
a) 16 + 250x
72459
e) —26
) 3=
£) 38x — 108

2/x —3v/x +2

A continuacién racionalizaremos algunas expresiones en las cuales se combinan los métodos estudiados
anteriormente.

Ejemplo 2.59

En cada una de las siguientes expresiones racionalice el denominador y simplifique el resultado.

a.)g b_)_iz
¢) x4—x2y2 d) x+2
) Jar T

Solucién:
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N

)
)

x2—1 x2—1 3(1—
a.) = .

Vi-ve  i-vE {a-

(2-1){(1-va)"

3 (1—ﬁ)3

N

5%

(2= 13/ - V&Y
1—Vx

(P-DY0-v®’ 147
1—+x 1+ /x

(@ —1) /(1 - vx)* (1 +v7)
(12— (Vx)°

(2=1) Y (1~ v0)" (1+v5%)

1—x

(x—1)(x+1)y(1—-vx)(1+ V)
—(x—1)

= —(x+D)Y -V (1+V7)

Por lo que:

92 — 1l

=~ (x+ 1)V (1= VD) (1+V7)

/1 — /x

iy
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Por lo que:

—2,/2 -39y
(2-3y9)°

—2,/2 -3y

e

—2y2-3% (2 +2-3y5+ (39%)°
2-39y (2 +2-3y7+ (3Yy)°

—2,/2-3yy :4 63+ (3\3/y)2:

(2> - 3vy)°
—2,/2- 35 |4+ 65+ By

8 — 27y

| —2/2-3yF |4+ 697+ (395

2 -39y

8 — 27y

240
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4 3

x* — x2y? B x* — x2y? x2

VHEE-E T EVE- ) VR

(x* = %y?) Vo
Ve (Vi = )

(x4 _ xzyZ) e
(VE— )

(x4—x2y2)\3/ﬁ'\/§+\/y
x(Vi=yy)  Vat+y

(x* = x2?) Va2 (v + 7))
x| (V¥ = (vi)’]

(3~ 22) V2 (/5 + VD)

x(x —y)

2 (x4y) VR (VE+ )

B x(x—y)

_ Py () VR (Va+ )
x(x—y)

= x(x+y) Va2 (Vx+ )

Por lo que:
ERY o) R D)

)
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d) x+2 _ x+2 2 Vx—1
' 2+4/vx—1 24+ /Vx—1 2—4/v/x—1
- (x+2) (2 Vx — 1)
e ()
(x+2)<2— ﬁ—l)
IS (V.Y
(x+D(2— Vx — 1)
- 4—+/x+1
(x+@<2—va—1>
- S
(x+2)<2 \/\/E—1> 543
B 5 x 54V
(x+2)<2 S 1)(5+f)
= (5)2—(ﬁ)2
(x+m( Vx — 1>@+vﬁ)
- 25— x
Por lo que:

24+4/v/x—1 e


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

2.7. RACIONALIZACION DE EXPRESIONES ALGEBRAICAS (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/).

Ejercicios

243

@ 2.7.4 En cada una de las siguientes expresiones racionales, racionalice el denominador y sim-
plifique el resultado.

a.)

b.)

£)

g)

h.)

x° — 4y

2 2

x+2/y
3a+2b

V942 — /6ab + v/4b2
3y —15
2—-33+y
x3—y
3 x_w
Va—+va+1
Va++va+1
4y + 32
Yy +2
5a — 5b
Va2 + ab + Vb2
a+b
2/3a + 3b
3x2 -3
/3x2 —5x —2 — /1 — bx

(©Revista Digital Matemitica, Educacién e Internet. https:/tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/Libros/
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Capitulo

3.1 Ecuaciones

Recordemos que en una expresion algebraica no constante, a las variables se les puede asignar valores
reales para obtener asi el valor numérico de la expresiéon dada:

Ejempilo 3.1

1) En la expresion 3x%bc a las variables x, b, ¢ se les puede asignar cualquier valor real, y el resultado
siempre es un namero real.

2

) X

2) Sien ——
x—2
representa un numero real. (Recuerde que si el denominador de una fraccion es cero, entonces
ésta no representa un nimero real). Se puede demostrar que si se sustituye x por cualquier valor

real diferente de 2, el resultado es un ntmero real.

a x le asignamos el valor de 2, es decir x =2 entonces la expresién resultante no

3) En /x —3 se puede demostrar que si x se sustituye por cualquier nimero real menor que 3
entonces la expresion resultante no representa un nimero real (a modo de ejemplo probar con
x=0,x=1).

(Recuerde que la raiz cuadrada de un nimero negativo no representa un nimero real)

Los casos (2) y (3) anteriores son ejemplos que ilustran el hecho que para algunas expresiones algebraicas
no constantes, existen niimeros reales, que al ser sustituidos por las variables correspondientes en la expre-
siéon dada, hacen que el resultado obtenido no represente un nimero real.
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Ejercicios

@ 3.1.1 Para cada uno de los casos siguientes, escriba los ntiimeros reales que al ser sustituidos
por la variable en la expresion dada, hacen que el resultado obtenido no represente un nimero
real.

o 1
x—2
2x +3

° —
—x—+5
x+2

°

X

o X
x+3

o -2
x(x —4)

x—2

°

(x+3)(x—1)(4—x)

@ 3.1.2 Para cada uno de los casos siguientes, escriba cinco nliimeros reales, que al ser susti-
tuidos por la variable en la expresién dada, hacen que el resultado obtenido no represente un
numero real.

4

(]
=
|
—_
(e»]

Definicion 3.1
Dada una expresién algebraica de una sola variable y M un subconjunto del conjunto de los nimeros
reales, cuyos elementos son aquellos ntimeros que al ser sustituidos en la expresion algebraica dada el
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resultado, no representa un ntimero real, entonces el conjunto D, definido por:
D=R-M

recibe el nombre de dominio de la variable para la expresion algebraica dada.

Esto significa que al dominio de la variable en una expresion algebraica, pertenecen tinicamente los niime-
ros reales que al ser sustituidos por la variable hacen que el resultado obtenido represente un ntimero real.

Ejemplo 3.2

Determine el dominio de la variable para cada una de las siguientes expresiones:

) 2x +1
a
x—9
x—4
b) ——m——
(x—1)(x+1)
Solucion:
2x+1 . . . .
a) En _9 si x se sustituye por 9 se obtiene como resultado una expresiéon que no representa
2x +1
un namero real. Ademés se puede demostrar que 9 es el tnico valor de x para el cual < i
2x+1

no representa un numero real. Asi tenemos que el dominio para x en la expresion 9 es
x —

R — {9} es decir:

D=R-{9}

se le puede asignar cualquier valor real, diferente de 9.

Lo anterior significa que a x en

x—4
b) En ———————, si x se sustituye por 1 o por —1, se obtiene como resultado una expresion
(x—=1)(x+1)
que no representa un ndamero real.
L L. x—4
Ademas se puede demostrar que 1 y —1 son los tinicos valores de x para los cuales ——————
(x—1)(x+1)
x—4

no representa un numero real. Asi tenemos que para x en la expresion m es
x—1)(x

R —{1,—1} es decir :


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

3.1. ECUACIONES (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/).

Lo anterior significa que a x en

de 1
y de —1.

Ejercicios

@ 3.1.3 Determine el dominio de la variable para cada una de las siguientes expresiones:

x(x+3)

Definicion 3.2

Una igualdad entre dos expresiones algebraicas donde al menos una de las expresiones involucran

—1)(x+1)

D=R-{-1,1}
x—4

variables, recibe el nombre de ecuacion.

Ejemplo 3.3

2x*y +3y =5

Vx4l=x+2

m-+ 2
— " _3
m—1

X _ by
§+2— > +1

=32+ 1> =0
8
8y

%

se le puede asignar cualquier valor real, diferente

247
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Definicion 3.3

En una ecuacioén las variables reciben el nombre de incognitas.

Definicion 3.4
En una ecuacién de una incognita cualquier niimero que esté contenido en el dominio de la incégnita
y que al ser sustituido en la ecuacion hace que la igualdad sea verdadera, es una solucién de la ecuacion.

Ejemplo 3.4
1) En x +2 =3, el dominio de la incognita es R, ademas si x se sustituye por 1, se obtiene la

igualdad verdadera 142 =3, por lo que 1 es una solucién de la ecuaciéon x +2 =3

1 1 1
2) En Y el dominio de x es R — {0}, un valor de x que hace que la igualdad X~ 2 sea

verdadera es 2 y como 2 es un elemento de R — {0} entonces 2 es una solucion de la ecuacion dada.

2 2
3) En i x, el dominio de x es R — {—1}, To1- 1 es una igualdadzverdadera, y como 1 es
un elemento de R — {—1} entonces 1 es una solucion de la ecuacion 1 X

Definicién 3.5
Dada una ecuacién de una incodgnita, el subconjunto S del dominio de la incégnita que contiene
tnicamente las soluciones de la ecuacion dada recibe el nombre de conjunto solucién.

Lo anterior afirma que si S es el conjunto solucién de una ecuacién, entonces en S estan todas las soluciones
y todo elemento de S es una solucién de la ecuacién dada.

Ejemplo 3.5

1) En 2x +1=7, el dominio de x es R, un valor de x que hace que la igualdad 2x +1 =7 sea
verdadera es 3 y como 3 es un elemento de IR y ademaés se puede demostrar que 3 es la tinica
solucion de la ecuacion dada, entonces su conjunto solucion es {3} es decir:

s={3}
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(x —4)(x+3)
==

dada. Como 4 y —3 son elementos de R — {5} y ademés se puede demostrar que 4 y —3 son las

=0 el dominio de x es R — {5}, 4 y —3 son dos soluciones de la ecuacion

tnicas soluciones de la ecuacion dada, entonces su conjunto solucion es {4, —3} es decir:

S={4,-3}

Definicion 3.6

Resolver una ecuacién significa determinar su conjunto solucion.

3.1.1 Ecuaciones lineales con una incégnita

Definicion 3.7
Sean a,b y ¢ constantes reales con a # 0. Se llama ecuacion lineal o de primer grado con una incégnita
a toda ecuacion que se puede llevar a la forma la forma ax + b = c.

Ejemplo 3.6

1) —-3x+2=0
2) %(x—Z)zO

3) x++/3

Definicion 3.8
Si dos ecuaciones lineales con una incognita tienen el mismo conjunto solucién, decimos que son
equivalentes entre si.

Ejemplo 3.7

1) El conjunto soluciéon de 2x +3 =13 es {5}

El conjunto soluciéon de 4x +6 =26 es {5}
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Como 2x +3 =13y 4x + 6 =26 tienen el mismo conjunto solucién, entonces son equivalentes
entre si.

2) El conjunto solucion de 3x +5=x —3 es {—4}

El conjunto soluciéon de x = —4 es {—4}
Como 3x+5=x—3yx=—4 tienen el mismo conjunto solucién, entonces son equivalentes
entre si.

Para resolver algunas ecuaciones lineales usaremos el concepto de ecuaciones equivalentes. Para esto
“transfor- maremos” la ecuacién en otras equivalentes a la original, hasta obtener una ecuacién de la forma
x = ¢, donde

X es una incégnita y ¢ es una constante real.

Algunas “transformaciones” que se pueden usar para obtener ecuaciones equivalentes entre si

1) Intercambiar miembros de la ecuaciéon

La ecuacién ax + b = ¢ es equivalente a la ecuacion c = ax + b

2) Sumar el mismo nimero a ambos miembros de la igualdad

La ecuacién ax + b = c es equivalente a la ecuacion ax +b+d=c+d

3) Multiplicar ambos miembros de la igualdad por un mismo namero (diferente de cero)

La ecuacién ax + b = c es equivalente a la ecuacion d - (ax +b) =d-c;d #0

4) Algunas propiedades de la adiciéon y la multiplicacion definidas en IR

(conmutativa, asociativa, etc.)

Veamos algunos ejemplos que se resuelven usando las propiedades anteriores:
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Ejemplo 3.8

Resuelva cada una de las siguientes ecuaciones:

1) x+7=11
Solucion:
x+7+-7 = 11+-7
x+0 = 4
x = 4

Por lo que el conjunto solucién de x +7 =11 es { 4}

2) bx—2=6
Solucion:
5 —2+2 = 6+2
5+0 = 8
5 = 8
1 1
g‘5x = *8
5 8
53
¥ T 5

Por lo que el conjunto soluciéon de 5x —2 =6 es {2}

3) —2x+5=7
Solucion:
—2x+5-5 = 7-5
—2x+0 = 2
=20 =2
-1 -1
.2y = .2
2 2
2, _ 2
272
x = -1
Por lo que el conjunto soluciéon de —2x +5=7 es { -1}
-x 1
49 2 -—-=1
) 4 3

Solucion:


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

3.1. ECUACIONES (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/). 252

> 1.1 1
4 3'3 3
—x 0 B é
4 3
- _ 2
4 3

—X 4
4. = = 4.=
4 3
I
4 -3
I
-3

— 1 -1
Por lo que el conjunto solucién de —4x —3= 1 es {6}

Nota:

En el proceso de resolucién de ecuaciones no es necesario enumerar todas las transformaciones que se
realicen, pues a veces se pueden “dejar de escribir” algunos pasos.

Ejemplo 3.9

Resuelva cada una de las siguientes ecuaciones:

1) —3x+2=—4

Solucioén:
-3x+2 = -4
-3x = —4+4+(-2)
—3x = -6
y - =0
- -3
x = 2

Por lo que el conjunto solucion es {2}

2) 3x+4=2x—-6

Solucioén:
3x+4 = 2x—6
—2x+(3x+4) = -6
—2x+3x+4 = -6
x+4 = —6
x = —6+(—4)

x = -—10
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Por lo que el conjunto solucion es {—10}

Ejemplo 3.10

Resuelva cada una de las siguientes ecuaciones:

1) 2— {1423 1]} =0

Solucioén:

2—{1+2[3—-x]} = 0
2—{1+6—-2x} = 0
2—{7-2x} = 0
2—742x = 0
—54+2x = 0

2x = 045
2x 5
. - 2
2

5
Por lo que el conjunto solucién es {2}

1 5x+1 1
2) — — ==
)3 6 6
Solucioén:
1_5x+1 B 1
3 6 6
2—(5x+1) B 1
2—%3{—1 B i
16—5x B ?
o
1-5 = -
x 6
1-5x = 1
-5x = 1-1
—5x 0
)
- -5
x — 0

Por lo que el conjunto solucion es {0}
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Ejercicios

@ 3.1.4 Resuelva cada una de las siguientes ecuaciones:

o 2x+1=-5

1
o 2—<§+x>:4

—X
*} 7—3—0
o oy 21 _x+1
3 2
3x 1
= =1
® T 71

o (3-3)-(1-3)=7-(x-3

254

Ecuaciones en las cuales uno de sus miembros es un producto de factores lineales y el otro miembro es cero

Para resolver este tipo de ecuaciones haremos uso de la siguiente propiedad:

Proposicion 3.0 Seana; € R, a; € R,..., a, € R

Siaq.ay. as...a, =0entoncesa; =0 6a, =0 6a3=0,..., 6a,=0

Estudiemos algunos ejemplos en los cuales se ilustran el uso de esta propiedad.

Ejemplo 3.11

Resuelva las siguientes ecuaciones:

1) (x+7)(x+5)=0

Solucién:

(x+7)(x+5) =0

Entonces
(x+7) = 0 6 (x+5)
x = =7 6 X
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Por lo que el conjunto solucion es {—7,—5}

2) —4x(3x+2)(—x+6)=0

Solucién:

—4x(3x+2)(—x+6)=0

—4x = 0 6 (Bx+ 2) = 0
x = _04 6] 3x -2
x = 0 X _—2
= (6} 3

-2
Por lo que el conjunto solucién es {0, 3,6}

Ejercicios

@ 3.1.5 Resuelva cada una de las siguientes ecuaciones:

(x —2) (3x+§) =0

Bx(x—8)(3x—1)=0

@ (5x+1)(2x)(x—6)(—4x+3)=0

255

A continuacion nuestro objetivo es resolver ecuaciones, en las cuales uno de sus miembros es un polino-
mio de grado mayor que uno. En el proceso de resolucién de este tipo de ecuaciones haremos uso de los
métodos de factorizacién estudiados anteriormente, con el fin de obtener una ecuaciéon equivalente a la
original, la cual se puede resolver por medio de la propiedad anterior. Por esto veamos diferentes tipos de

ecuaciones que se pueden presentar.
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3.2 Ecuacion Cuadratica

Definicion 3.9
Sean a,b,c y d constantes reales con a # 0 . Se llama ecuacion cuadratica o ecuacion de segundo grado
con una incégnita a toda ecuacion que se puede llevar a la forma:

ax* +bx+c=d

Ejemplo 3.12

1) 3> —x+1=0
2) 4x>—-1=3
3) 6x*+4x=—1

4) x*+x+1=9

Veamos algunos ejemplos resueltos, donde se ilustran algunas técnicas que pueden usar para resolver ecua-
ciones cuadréticas y algunas ecuaciones que “se pueden transformar” a la forma cuadratica.

Ejemplo 3.13

Resuelva cada una de las siguientes ecuaciones:

1) x2+3x=0

2) 2 -1=0

5) x> +2x—-3=5x—3

6) 4x>+2x = —2x —1
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Solucién:
1) x2+3x=0
¥+3x = 0
x(x+3) = 0
Entonces:
X 0 6 x+3
X 0 o X

Por lo que el conjunto solucién es {0, —3}

2) x2-1=0
x2—-1 =
(x—1)(x+1) =
Entonces:
x—1 = 0 6 x+1
x = 1 6 X
Por lo que el conjunto solucion es {1,—1}
3) x> —6x+9=0
xX2—6x+9 =
(x—3)2 =
(x—=3)(x—=3) =
Entonces:
x—3 = 0 6 x—3
x = 3 6 X

Por lo que el conjunto solucion es {3}

257

0
-3
0
0
0
-1
0
0
0
0
= 3
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4) x> -9=-1
x2—9
x2—9+41
x2—8
x? — (v/8)?
(x = \/§> (x + \/é)
Entonces:

I
o oo o -

x—vV8 = 0 6 x+v/8 = 0

x = \/§ o) X = —\/g
Por lo que el conjunto solucién es {\/g, —\/g}
5) x> +2x—3=5x—3
x*>+2x—3 = 5x—-3
x> 4+2x—3-5x+3 = 0
-3 = 0
x(x —3) 0
Entonces:
X 0 6 x—3 0
X 0 o X 3
Por lo que el conjunto solucion es {0,3}
6) 4x> +2x=—-2x—1
4x24+2x = —2x-—1
4x2 4 2x+2x+1 = 0
42 +4x+1 = 0
(2x+1)2 = 0
2x+1)2x+1) = 0
Entonces:
2x+1 = 0 6 2x+1 = 0
2x = —1 ¢ 2x —1
5 — —- g — —o
- 9 7 - 7

-1
Por lo que el conjunto solucién es {2}
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Ejercicios

@ 3.2.1 Resuelva cada una de las siguientes ecuaciones:

2x2-3=0

3x2 +27x =0

x2
x2

x2

+10x +25=0
+10x = 2x% — 5x

+6x—3=—x2+10x—5

259

Observe que dentro del proceso de resolucién de las ecuaciones anteriores hemos usado, segtn el caso, de
los métodos de factorizacion: factor comtin y férmula notable, esto por las caracteristicas particulares que
presentaban las expresiones algebraicas involucradas en cada una de las ecuaciones.

A continuacién estudiaremos un procedimiento, que nos permite, en general resolver cualquier ecuacién
de la forma ax?> +bx+c¢=0, cona, b y ¢ constantes reales y a # 0.

Teorema 3.1

Sean a,b y ¢ constantes reales con a # 0, tal que ax?> +bx +c=0y A = b> — 4ac

1)

Si A < 0 entonces la ecuacion ax? + bx + ¢ = 0 no tiene solucién en el conjunto de los nimeros
reales, es decir el conjunto solucion de ax?> +bx +c=0es &

—b
Si A =0 entonces ax? 4 bx + ¢ = 0 tiene una tnica solucion, la cual viene dada por i
a

—b
decir el conjunto solucion de ax?> +bx +c =0 es {Za}

Si A > 0 entonces ax?> + bx +c¢ = 0 tiene dos soluciones, las cuales vienen dadas

—b—vVA —-b+VA
2a 4 2a

“b-VA b+ VA

{ 20 ' 2a }

por es decir el conjunto solucion de ax® + bx +c = 0 es
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Demostraciéon:

1) Si A < 0 entonces ax? + bx + ¢ = 0 no es factorizable en R, es decir ax?> + bx +c #0,¥Y x € R

Por lo que ax? + bx + ¢ = 0 no tiene solucién en R, o equivalente su conjunto solucién es 2.

b2
2) SiA:Oentoncesax2+bx+c:a<x+261)

Asi que:

ax’>+bx+c = 0
b2
a(x—i—za) = 0

= 0

() ()

Luego como a # 0, debe darse que:

b ) b
X‘f‘ﬂ = 0 (6] X‘f’z = 0
— X — ;b (’) X — ;b
T 2a T 2a
Por lo que :

—b
Si A = 0 entonces el conjunto solucién de ax* +bx +c=0 es {2@1}

—b— VA ’B_—b+\/X
20 ' 2a

3) Si A > 0 entonces ax?> + bx +c=a(x —a)(x — B) cona =

Asi tenemos que:

ax>+bx+c = 0
a(x—a)(x—B) = 0
Luego como a # 0, debe darse que:
x—a = 0 6 x—p = 0
- x = a O x = PB
—b—+VA —b++VA
yeomon =7y p=—p
—b— VA —b+VA
entoncesx = ——— 0 X = ———

2a 2a

260
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Por lo que:
—b—+VA —b A
Si A > 0 entonces el conjunto solucién de ax® + bx +c =0 es { Za\ﬁ' ;ﬂf }
Ejemplo 3.14
Resuelva las siguientes ecuaciones:
1) 2x2+5x—12=0
2) —x>—x+1=0
3) 2x2 —3x+2=0
4) > —1=x-2
5) 3x2 +3x+3=x+4
B =2 By =4 ==y 2=yt G
Solucioén:
1) 2x2+5x—12=0
A = 5 —4(2)(-12)
A = 25— (8)(—12)
A = 25496
A = 121
Como A > 0 entonces la ecuacién correspondiente tiene dos soluciones
- —5—-v121 B — -5+ v121
20 P T T 2
-5 —11 =5+11
= =y p =
. —16 B - 6
— _4 _ 2
o y B >

3
Por lo que el conjunto soluciéon es {—4, 2}
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2) —x>—x+1=0

A = (-1)2-4(-1)(1)
A = 1—(-4)

A = 1+4

A = 5

Como A > 0 entonces la ecuacién correspondiente tiene dos soluciones

(=)= 5 ~(=1)+ 5

“ T Tan Y P T ek
1-+5 1++5
YT y P = 3
L _ ZltV6 _ =1-4/5
- 2 y b= 2
: y =4 /B =1=B
Por lo que el conjunto solucién es > , >

3) 2x2 —3x+2=0

A = (-37-4(2)(2)
A = 9-16
A = -7

Como A < 0, entonces la ecuacion correspondiente no tiene soluciéon en IR, por lo que el conjunto
solucién es &

4) x> —1=x-2

=1 = x—2
¥*-1—-x+2 = 0
>—x+1 = 0
A = (-1)2-41)(1)
A = 1-4
A = -3
Como A < 0 la ecuacién correspondiente no tiene soluciéon en IR, por lo que el conjunto solucion

es I

5) 3x>+3x+3=x+4

3x24+3x+3 = x+4
3x243x+3—x—4 = 0
3x242x—1 = 0
A = (2*-4(3)(-1)
= 4-+12

A
A 16


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

3.2. ECUACION CUADRATICA (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/). 263

—2-4/16 —2++/16

T T Y P T T
—2—-4 —2+4+4
o = y B =
6 6
x = —6 B = 2
- 1 _ =
o y B 3
. . 1
Por lo que el conjunto solucién es {—1,3}
6) —2x2+5x—4=—x>—x+5
P =4 = — = 7-LB
—2x>+5x—44+x*+x-5 = 0
—x*+6x—9 = 0
A = (62=4(-1)(-9)
A = 36—36
A = 0
Como A =0, entonces la ecuacioén correspondiente tiene una tnica soluciéon real
A —6
- 2(=1)
g =
D)
a = 3

Por lo que el conjunto solucion es {3}
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Ejercicios

@ 3.2.2 Resuelva cada una de las siguientes ecuaciones:
° —5x24+x—-1=0

o x*—12x+35=0

o I —6x+1=0

° 3x% +4x =0

o 5x*-3=0

o 4’ —T7x—2=0

° X —2x+1=—x*—2x+5

° x> —2x=x+3

° x> =-—x*42x-5

Ecuaciones en las cuales uno de sus miembros es un polinomio de grado mayor o igual que tres

En la resolucién de este tipo de ecuaciones haremos uso de los conceptos de factorizaciéon ya estudiados,
addemas de los procedimientos usados para resolver ecuaciones cuadraticas, asi como de la propiedad 1.

Ejemplo 3.15

Resuelva cada una de las siguientes ecuaciones:

1) x*-5x=0

2) x>+2x>—-9x—18=0

3) x¥—-2x24+x=0
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x°—5bx =

=
—~
=
N
|
a1
~—
\

x(x = v/5)(x + v/5)

Entonces:

x = 0 6 x—+5 =0
x = 0 ¢ x:\@

Por lo que el conjunto solucién es {O,—\@, \/5}

2) 23 +2x2—9x —18=0

x> +2x2—-9x—18 =

(3 +2x) (—9x — 18)
x%(x+2) —9(x+2)

(x2-9)(x+2) =

(x=3)(x+3)(x+2) =

Entonces:
x—3 = 0 o) x+3 = 0

Por lo que el conjunto solucion es {3,—3,—2}

3) ¥*—2x>+x=0

X224 x =
x(x2—2x+1) =
x(x —1)?
Entonces:
x = 0 6 x-—1
x = 0 o) X

Por lo que el conjunto solucion es {0,1}

x++v5 = 0
v =

o]

=]

S O O OO

x+2 = 0
x = —2
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Ejercicios

@ 3.2.3 Resuelva cada una de las siguientes ecuaciones:

x* +5x2 =0

8x3 —8x24+2x=0

o x*—-3x2=x-3

Nuestro objetivo en los ejemplos siguientes es mostrar el uso de la divisién sintética, como un procedi-
miento que se puede utilizar para resolver ecuaciones (con soluciones racionales, en las cuales uno de sus
miembros es un polinomio de grado mayor que dos con coeficientes enteros).

Ejemplo 3.16

Resuelva cada una de las siguientes ecuaciones:

1) 2x*+3x>—-3x—2=0

Haciendo P(x) = 2x> + 3x? — 3x — 2

a) D_p={-1,1,2,—2} (divisores enteros de -2)

b) Dy ={1,2} (divisores naturales de 2)

-11
c) D={-1,1,—,=,2,—2} (cada elemento de D es un posible cero racional de P(x))

272

d)  Calculemos P(—1)

2 3 -3 -2]-1
-2 -1 4

2 1 4 2|
Como P(—1) =2 entonces -1 no es cero de P(x)

e)  Calculemos P(1)

2 3 -3 2|1
2 5 2
2 5 2 0|
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a/—/
2x24+5x+2

Como P(1) = 0, entonces se tiene que: 2x> 4+ 3x? — 3x — 2 = (x — 1)(2x? + 5x + 2)
Por lo que :

2x34+3x2—-3x—-2 = 0
(x—1)(2x*+5x+2) = 0

Entonces:

x—1=0 2x2 +5x+2=0 (es decir x =1 es una solucién de P(x)=0) (3.1)
f)  Resolvamos 2x% +5x +2 =10

A = 52-—4(2)(2)
A = 25-16=9
_ ==Y . =5+9

" a2 P T Tam
—5-3 —5+3

: 1 y P 1

P y B =2
4

e -2 y B - (**)

-1
.. El conjunto solucién de 2x3 4+ 3x% —3x —2 =0 es {1,—2,2} por 3.1y (**)

2) ¥*+7x*+13x+6=0

Haciendo P(x) = x> +7x% + 13x + 6
a) D¢=1{-1,1,2,-2,3,—3,6,—6} (divisores enteros de 6)
b)  Dj = {1} (divisores naturales de 1)
c) D={-1,1,2,—-2,3,—-3,6,—6} (posibles ceros racionales de P(x))
d)  Verifique que: P(—1) = —1, P(1) =27, P(2) = 68, es decir -1, 1, 2 no son ceros de P(x)

e)  Calculemos P(—2)

1 7 13 6 |-2

2 -10 -6
1 5 3 0]
N——
x2+5x+3

Como P(—2) =0, entonces se tiene que: x> +7x% + 13x + 6 = (x + 2)(x? + 5x + 3)
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Por lo que :
x*+7x2+13x+6 = 0
(x+2)(x>+5x+3) = 0
Entonces
x+2 = 0 6 x*4+5x+3 = 0
x = -2 6 x>+5x+3 = 0
es decir x = —2 es una soluciéon de P(x) =0 (3.2)
f)  Resolvamos x* +5x +3 =10
A = 52— 4(1)(3)
A = 25—-12=13
L 5V : —5+ /13
IO JE T ()
—5—-+13 —5++13
2 — =5y g - =T (Y
2 2
-5 -1 v
.. El conjunto solucion de x® +7x? 4+ 13x +6 =0 es {—2, > > 3,5+2 3} por 3.2 y (**)

En los casos resueltos anteriormente se puede notar que en la resoluciéon de las ecuaciones se manifiesta
el siguiente resultado.

Resultado:

Sea P(x) un polinomio y a un cero de P(x), es decir P(ax) =0, entonces a es una solucion de la
ecuacion P(x) =0 Veamos como se usa este resultado en la solucion de ecuaciones:

Ejemplo 3.17

Resolver:

1) —6x3+7x>—1=0
Haciendo P(x) = —6x3 +7x% — 1

a) D_;={-1,1} (divisores enteros de —1)

b) D_s={1,2,3,6} (divisores naturales de —6)

—-11-11-11
c) D= {_1'1'2'2'3'3'6'6} (posibles ceros racionales de P(x) y por el resultado
anterior posibles soluciones de P(x) =0)

d)  Verifique que: P(—1) =12, P(—1) # 0, por lo que —1 no es solucién de la ecuacion
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P(x)=0

e)  Calculemos P(1)

6 7 0 -1]1
-6 1 1

6 1 1 0|

—6x24x+1

Como P(1) =0, entonces 1 es una solucion de P(x) =0y

—6x>+7x* —1=(x—1)(—6x*> +x+1)

f)  Resolvamos —6x> +x +1=0

AN = 12-4(-6)(1)

A = 1+24=25

. —1—+/25 s —1++/25
T 2(=6) Y T T 2(-6)

. =15 _ —145
T T2 y b o= 12
_ - = K%

El conjunto soluciéon de —6x3 4+ 7x2 —1 =0 es {1,;,;;} por 3.3y (**)
2) 3x* —8x3+9x> —8x—4=0
Haciendo P(x) = 3x* — 8x® 4 9x% — 8x — 4
a) D_4={-1,1,2,—2,4,—4} (divisores enteros de —4)
b) D3 ={3,1} (divisores naturales de 3)
D:{l -12 -24 -4

=, —p = ——p = 1,—1,2,—2,4,—4} (Posibles soluciones de P(x) =0)

d)  Calculemos P <_;>
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3x3—9x2+12x—12

-1 -1
Como P <3> =0, entonces ) es una solucion de P(x) =0, ademés se cumple que

3ﬁ—sﬁ+9ﬁ—8x—4:<x+;)@ﬁ—9ﬂ+1m—qa

e)  Resolvamos 3x> — 9x2 +12x — 12 =0
Haciendo Q(x) =3x3 — 9x% + 12x — 12

Recuerde que los posibles ceros racionales de Q(x), es decir las posibilidades soluciones racionales
de Q(x) =0 son elementos de D (ver apartado ¢)

i) Verifique que D = {3,3,3,3,3, 3 1y — 1} no contiene ceros racionales de Q(x)

ii) Calculemos Q(2)

6 -6 12
3 3 6 0 |
N——
3x2—3x+6
3x% —9x2 +12x — 12 = (x —2)(3x> — 3x + 6)

3 9 12 -12]2

Como Q(2) =0, entonces 2 es una solucion de Q(x) =0 y por lo tanto también es solucion

)
de P(x) =0

iii) Resolvamos 3x% —3x +6 =0

A = (=3)2-4(3)(6)
A = 9-72
A = —63

Como A < 0 entonces 3x2 — 3x + 6 = 0 no tiene soluciones reales, por lo tanto el conjunto

-1
solucion de 3x* — 8x3 +9x%2 —8x —4 =0 es {3,2}

Ejemplo 3.18

Resuelva cada una de las siguientes ecuaciones:
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1) x®+16x% —7x +10 = —x> + (4x +1)?
Solucién:

Nota:

En la resoluciéon de este ejemplo omitiremos el calculo de las divisiones, asi como de los posibles
ceros de los polinomios correspondientes.

P +16x2 —7x+10 = —x3+ (4x+1)2
— xP4+16x2—7x+10 = —x3+16x2+8x+1
= 2x3 —15x+9 = 0

Haciendo P(x) =2x% —15x +9

a)  Calculemos P(—3)
2 0 -15 9 |-3
-6 18 -9
2 6 3 0|
H/_/
2x2—6x+3

2x3 —15x + 9 = (x + 3)(2x%? — 6x + 3)

Como P(—3) =0 entonces — 3 es una solucion de P(x) =0 (34)

b)  Resolvamos ahora 2x> — 6x +3 =0

A = (-6)2-4(2)(3)
A = 36-24=12
(-6 - V12 (=) V12
T T TP T Ty
g — =VE ; p - StVR2
L 6—4\/ﬁ ;B - 6+4\/4f3
L 6—24\@ ;B - 6+2%
L 3—4\/5 B 3+4ﬁ o
= > y B= —— (9

Por 3.4 y (**) el conjunto solucion de 2x> — 15x%> +9 =0 y por lo tanto también el de

~V3 3+\/§}
! 2

P +16x% —7x +10= —x° + (4x +1)% es {—3,3 5
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2) x*4+5x% —4x2 —20x=0

Solucién:
x4 4+5x3—4x2—-20x = 0
x(x®+5x2—4x—-20) = 0

Entonces x =0 6 x°+5x2—4x —20=0

Por lo que 0 es una solucion de x* 4 5x° — 4x? — 20x =0 (3.5)

a)  Resolvamos x> + 5x% —4x —20 =0
Sea P(x) = x> + 5x% — 4x — 20
i)  Calculemos P(—5)

1 5 -4 -20|-5

5 0 20

1 0 -4 o\

N———
x2—4

x%+5x2 —4x — 20 = (x + 5)(x* — 4)

Como P(—5) = 0 entonces —5 es una solucion de P(x) =0 y por lo tanto una solucién de:

x* +5x% —4x*> —20x =0 (3.6)
ii)  Resolvamos x> —4=0
-4 = 0
(x—2)(x+2) = 0
Entonces:
x—2 = 0 6 x+2 = 0
x = 2 6 x = =2 (*

Por 3.5, 3.6 y (***) el conjunto soluciéon de x* +5x> — 4x? — 10x =0 es {0,-5,2,—-2}
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Ejercicios

@ 3.2.4 Resuelva cada una de las siguientes ecuaciones:

o P+ 12x2 +36x =0
° —5x3 +2x+3=0
0 x4+ 7% +6x=0

° 3x3 — x> +15x —5=0

-] i =x3—5x+6

o 2xX°—8x*—3x+12=0

o x*—2x* —10x®+20x* +9x —18=0
o x*—15x2—10x+24=0

° x4+ 222 —75=0

Recordemos que en 3.1, se defini6 el conjunto solucién de una ecuacién, como aquel conjunto que estd
contenido en el dominio de la incégnita y que consta de los ntimeros reales que al ser sustituidos en la
ecuacion, da como resultado una identidad numérica.

En los ejemplos anteriores no determinamos explicitamente el dominio de la incégnita, debido a que en
estos casos el dominio de la incégnita era el conjunto de los ntimeros reales. En esta seccién nos interesa

estudiar ecuaciones de las cuales el dominio de la incégnita puede ser un subconjunto propio de IR.

Pero, antes de empezar el estudio de este tipo de ecuaciones, es necesario tener presente las dos reglas
siguientes.

Regla 1:

Si en el proceso de la resolucion de una ecuacion se obtiene una igualdad verdadera, entonces el conjunto
solucion de la ecuacion original es el dominio de la incégnita.

Regla 2:

Si en el proceso de la resolucién de una ecuacion se obtiene una igualdad falsa, entonces el conjunto solu-
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cion de la ecuacion original es el conjunto vacio.

Ejemplo 3.19

Resuelva cada una de las siguientes ecuaciones:

(x—=2)(x—1)

x—1 =

1) x—2—

Solucién:

El dominio de la incognita es R — {1}
5 (x—2)(x—1)

0

x—1
x—2—(x—2) = 0
x—2—x+2 = 0
0O = 0

Como el resultado es una igualdad verdadera y x # 1, entonces el conjunto solucién es el dominio
de la incognita es decir R — {1} (ver Regla 1)

2) x+1=x

Solucién:

El dominio de la incognita es R

x+1 = «x
x+1—x = 0
1 = 0

Como el resultado es una igualdad falsa entonces el conjunto solucion es @ (ver Regla 2)
3) 3(x—2)+405—x)=—x+14

Solucién:

El dominio de la incégnita es IR.

3(x—2)+4(55—-x) = —x+14

3x—6+20—4x = —x+14

—-x+14 = —x+14
—x+14+x—-14 = 0
0 = 0

Como el resultado es una igualdad verdadera, entonces el conjunto solucién es el dominio de la incognita,
es decir R (ver Regla 1)
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3.3 Ecuaciones que involucran fracciones racionales

A(x)

B(x)’ con A(x) y B(x) polinomios y

Recordemos que una fraccion racional es una expresion de la forma
B(x) #0.

Para resolver ecuaciones que involucran fracciones racionales haremos uso de los procedimientos utiliza-
dos en el Capitulo Il y subsiguientes, asi como de las siguientes propiedades:

Proposicion 3.0 Seaa € R, b € Ry c € R tal que b # 0. Entonces se cumple:
1) % = % = a=c
a
2) b= 0= 4a=0
Ejemplo 3.20

Resuelva cada una de las siguientes ecuaciones:

1) 3 1
2x+6  x+3
Solucioén:
En este caso debe cumplirse:
2x +6 #0y x4+ 3 #0 es decir x # —3
Por lo que el dominio de la incognita es R — {—3}
3 B 1
2x+6  x+3
570 1
2(x+3)  x+3
3 B 1 2
2(x+3) x+3 2
3 2
m = m Aplicando la propiedad 3.3, apartado 1.
3 = 2
Como obtuvimos una igualdad falsa, entonces la ecuacién original no tiene solucién, es decir su
conjunto solucion es @ (ver Regla 2)
1 1 4x —1
2) —+

2x  2x—1 2x(2x—1)
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Solucién:

En este caso debe cumplirse que:

2x #0 y 2x —1#0 es decir x #0 y x#%

1
Por lo que el dominio de la incégnita es R — {O, }

2
i+ 1 B 4x —1
2x  2x—1  2x(2x—1)
1 2x—1+ 1 2x 4x —1
2x 2x—1 2x—1 2x  2x(2x—1)
2x —1+42 4x —1
M = 2x(2xx—1) Aplicando la propiedad 3.3, apartado 1.
2x—1+2x = 4x-—1
4x—1 = 4x-1
4x—-1—-4x+1 = O
0 = 0

Como el resultado es una igualdad verdadera y el dominio de la incognita incognita es

1 1
R — {0,2} tenemos que el conjunto solucién de la ecuaciéon es R — {O,} (ver Regla 1).

2
3) 2x2—7x+16_ 2 I 0
(x—2)(x+3) x—2 x+3
Solucién:

En este caso debe cumplirse que:

x—2#0y x+3#0, esdecir que x#2 y x # —3.

Por lo que el dominio de la incognita es R — {2, -3}
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2x2—7x+16_ 2 I
(x—2)(x+3) x—2 x+3

2x2—7x—i—16_ 2 x+3  x x-2
(x—2)(x+3) x—2 x+3 x+3 x—-2

2x2 —7x+16 2(x+3) x(x —2)

(x=2)(x+3) (x—=2)(x+3) (x+3)(x—2)

2x2 —7x+16 —2(x +3) — x(x — 2)
(x —2)(x+3)

2x2 —7x+16 —2(x +3) — x(x — 2)

2x2 —7x4+16 —2x — 6 — x2 + 2x

x2 —7x+10

A

A

A

(=) =0 (=N +V9

T Tam Y P T

= % y B = %
x = 2 y B = 5

0, Aplicando la propiedad 3.3, apartado 1.

(=7)* —4(1)(10)

49 — 40

Pero, como 2 no es un elemento del dominio de la incognita (R — {2,—3}), 2 no puede ser

solucién de ecuacion original, por lo tanto el conjunto solucion es {5}.

2 3 x+3 6

4 =
) x+1+x—1+x2—1 x—1

Solucién:
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2, 3, xt3 6
x+1 x—1 x2-1  x-—1
2 i 3 i x+3 B 6
x+1 x—1 (x—1)(x+1)  x-—1

En este caso tiene que cumplirse que:
x+1#0y x—1#0, esdecir que x# -1 y x # 1.

Por lo que el dominio de la incognita es R — {—1,1}.

2 x—1 3 x+1 x+3 B 6 x+1
x+1 x—1 x—-1 x+1 (x-1(x+1)  x—-1 x+1
Aplicando la propiedad 3.3, apartado 1,
2(x—1) 3(x+1) x+3 B 6(x+1)
(x+1D(x—-1) (x-1)(x+1) (x—-1(x+1)  (x—=1)(x+1)
2x—-1)+3(x+1)+x+3 6(x+1)
(x—1)(x+1)  (x=1D)(x+1)
2x —2+4+3x+34+x+3 = 6x+6
6x+4 = 6x+6
6x+4—6x—6 = 0
-2 =0

Como obtuvimos una igualdad falsa, entonces la ecuacion original no tiene solucién, es decir el
conjunto solucién es @.

Ejemplo 3.21

Resuelva cada una de las siguientes ecuaciones:

1 1 x+1 x+5
1 - =0
) x—1+x2—|—x—2+x3—|—4x2—|—x—6 x24+2x—3

Solucién:
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1 n 1 x+1 B x+5
x—1 x24+x—-2 x3+4x2+x—-6 x2+2x—3

1 1 x+1 x+5 - %
x—1° (x+2)(x —1) * (x—1)(x+3)(x+2) (x+3)(x—1) 0 ®)

(*) Los denominadores de las fracciones racionales correspondientes han sido factorizados usando
los métodos de factorizaciéon por férmula general y por division sintética.

En este caso debe cumplirse que:
x+2#0,x+3#0y x—1+#0, esdecir que x# —2,x# -3 y x#1

Por lo que el dominio de la incognita es R — {1,—2,—3}.

1 (x+2)(x+3)
x—1 (x+2)(x+3)

1 x+3 x+1 x+5 x+2
TarE-D 243 G- D43 12)  1d)x-1) x+2
(x+2)(x+3) (x +3)
(x—1D(x+2)(x+3) (x+2)(x+3)(x—1)
n x+1 . (x+5(x+2) _ 0
(x+2)(x+3)(x—1) (x+3)(x—1)(x+5)
(x+2)(x+3)+ (x+3)+ (x+1) - (x+5)(x+2) .
(x—1)(x+2)(x+23)
x> +3x+2x+6+x+3+x+1—(x2+2x+5x+10) = 0
4+3x+2x+6+x+3+x+1—x*—2x—-5x—10 = O
0 = 0

Como obtuvimos una igualdad verdadera, entonces la ecuacién original tiene como conjunto
solucion el dominio de la incognita, es decir R — {1, —2,—3}.

2) - —x2+7x—8
R2—x—6 x24+x—2 x3-2x2—-5x+6
Solucién:

2 3 —x24+7x—8

G-3)x+2)  G+E-1) @-Dx-3)x+2)



https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

3.3. ECUACIONES QUE INVOLUCRAN FRACCIONES RACIONALES (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/). 280

En este caso debe cumplirse que:

x—3#0,x+2#0, vy x—1#0 esdecir x#3,x# -2y x#1

Por lo que el dominio de la incognita es R — {3,—-2,1}

2 x—1 3 x—3
(x—3)(x+2) x—1 (x+2)(x—1) x-3

2(x—1)

3(x —3)
G—D(+2E=3)

(x—1)(x+2)(x—23)

2(x—1)+3(x—3)
(x—1)(x+2)(x—23)

Aplicando la propiedad 3.3, apartado 1.
2(x—1)+3(x—3)
2x —2+3x-9

X2 —7x+8+2x—2+3x—9

x> —2x—3
A
A
A
L (=) -6
2(1)
P~
2
P _72 y B =
a = -1 y B =

3

— 5 e T = 3
(x—1)(x—3)(x+2)

—x>+7x—8
(x—1)(x—3)(x+2)

—x>+7x—8
(x—1)(x—3)(x+2)

—x*+7x—8
—x?+7x—8
0
0
(—2)* - 4(1)(-3)
4+12
16
_ —(=2)+16
2(1)
I
2

Pero, como 3 no es un elemento del dominio de la incégnita, 3 no puede ser solucién de la ecuaciéon

original, por lo tanto el conjunto solucion es {—1}

x_x—l N x+1
3) x+1 x—l_lzo
x—1 x+1
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Solucion:
x_x—l N x+1
x—1 x+1

En este caso debe cumplirse que:
x+1#0, y x—1#0, esdecir x# -1, y x#1
Por lo que el dominio de la incognita es R — {1,—1}

x(x+1)—(x—1) x(x—1)+(x+1)
x+1 B x—1 1

= 0
x—1 x+1
rx—x+1 —x+x+1
x+1 x—1
— -1 =0
x—1 x+1
2241 x2+1
x+1 x—1
— -1 =0
x—1 x+1
41 P4l .
(x+1)(x—1) (x—=1)(x+1) -
4+1—(x2+1)
-1 =0
(x+1)(x—1)
2 2
x+1—x 1_1 ~ 0
(x+1)(x—1)
0
————1 =0
(x+1)(x—1)
0-1 = 0
-1 = 0

Como obtuvimos una igualdad falsa, entonces la ecuacién original no tiene soluciéon, es decir el

conjunto de solucién es @
1 - x? _ G 1
x+1 x24+2x4+1 x34+3x24+3x4+1

4)

Solucién:
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1 L x2 _ x2 _
x+1 x24+2x+1 x34+3x24+3x+1
2 2
1 X X _ (*)

x—|—1+ (x+1)2 (x+1)3

En este caso debe cumplirse que:
x+1+#0, esdecir x # —1.

Por lo que el dominio de la incognita es R — {—1}

1 (x+1)2+ x? x+1 K B 1(x+1)3
x+1 (x+1)2 (x+1)2 x+1 (x+1)°% (x+1)3
(x +1)? n x4+1) 4P : (x+1)3
G+1P T AP 1P (1P
(x+1)2+x*(x+1)—x*  (x+1)
(x+1)3 N EEEE
(x+1)2+x2(x+1)—x> = (x+1)°
4+2x+1+x34+x2—x2 = ¥+3x2+3x+1
> +2x+1+x3+x2—x*—x>-3x2-3x—-1 = 0
—2x>—x = 0
—x(2x+1) = 0
—-x = 0 6 2x+1 = 0
—1
x = 0 ¢ X = >

—1 . o . .
Como Oy > pertenecen al dominio de la incégnita, entonces el conjunto solucién de

-1
la ecuacion original es {O, - }
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Ejercicios

@ 3.3.1 Resuelva cada una de las siguientes ecuaciones:

2 . 3x  5x+10
x—5 x2—-25 x2_-25
2x—3_2x+4_ 1

x—1 2x+1 «x—1

4 N 11 N 1
3x —3 2x—2 2x+2 x2-—-1
48x + 142 x 2
2x — 12 = —
Yt e T T x4 x+3
3%x-1 1 7 +x2+14x—31
X2+7x+12 2x+6 6x+24  6x2+42x +72
12 x2 —3x
x+2 3x —2 X -2

27X +6 6x+18 2—_9 3r_9
(x+3)2 x—1 2(7x+1)
(x—3)2 x+1 x2-2x-3

3 2 5x2 4+ 12x + 20

x2+4+(x+2)2:(x—|—2)2(x2—|—4)
x—1 x-2 +x2+2x—6
3x—3 6x—6 9x2 —9

2

X —X

T =x2—1
x+1_x
X 2 x34+3x24+x—3
x2—5x+4+x2—3x—4:x3—4x2—x+4
14+ -2
=1 x4
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3.4 Ecuacion Radical

Definicion 3.10

Se llama ecuacién radical a aquella ecuacién que involucra al menos, un radical cuyo subradical es una
expresion algebraica no constante.

Ejemplo 3.22

Son ecuaciones radicales:

X 2
= —7
) Jrte *
—x+2
d ¥ 4y —
) r1 V=3

Nota:

Las ecuaciones radicales que estudiaremos en este texto involucrardn solamente una incégnita.
Para resolver ecuaciones radicales usaremos el siguiente resultado.

Resultado:

Sean P(x), Q(x) dos expresiones algebraicas en una variable x y sea & un ntimero real.

Si & es una solucion de la ecuacion P(x) = Q(x), entonces a es una solucion de la ecuacion
[P(x)]" = [Q(x)]", donde n € N.

Otra forma de enunciar el resultado anterior es el siguiente:

El conjunto de solucion de P(x) = Q(x), esta contenido en el conjunto de solucion de [P(x)]" = [Q(x)]",
donde n € IN.

El resultado anterior es una consecuencia de la siguiente propiedad de los nameros reales:

Proposiciéon 3.0 Seana € R, beR,n €N, a=b — a" =b"
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Consideremos el siguiente ejemplo, en el cual se ilustra el resultado anterior.

Ejemplo 3.23

Resuelva cada una de las siguientes ecuaciones:

1) 2x+1=x+3

Solucioén:
2x+1 = x+3
2x+1—x—-3 = 0
x—2 = 0
x = 2

El conjunto soluciéon de 2x +1=x+3 es {2}

2) 2x+1)2=(x+3)?

Solucién:
42 +4x+1 = x>+6x+9
452 4 4x+1—2x2—-6x—9 = 0
3x2—2x—-8 = 0
A = (=2)2-4(3)(-8)
A = 100
L _ —(=2)- V100 . —(=2) + /100
- 2(3) L 2(3)
2—-10 2+10
o = _ y ﬁ — _
_46 6
= — = 2
o 3 y B

—4
El conjunto solucién de (2x 4+ 1)2 = (x + 3)% es {2, 3}

En el caso anterior podemos observar que 2 es una solucién de la ecuaciéon 2x + 1 = x + 3 y también es

una solucién de la ecuacién (2x + 1)? = (x + 3)2. Sin embargo, observemos que —3 esuna solucién de la

—4
ecuacion (2x +1)? = (x +3)2, pero no es solucién de 2x + 1= x + 3, esto quiere decir que {2} C {2, ) }

Observacion. Sean P(x) y Q(x) dos expresiones algebraicas en una variable, « € Ry n € IN. Si a es una solu-
cién de la ecuacion [P(x)]" = [Q(x)]", entonces a no necesariamente es solucion de la ecuacion P(x) = Q(x).


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

3.4. ECUACION RADICAL (https:/tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematicay/). 286

Por ejemplo en el caso anterior o es solucién de (2x +2)? = (x + 3)?, pero no es solucién de 2x +1 =
x+3.

Convenio:

Sea [P(x)]" = [Q(x)]" una ecuacién con variable x, y sea &« un nimero real tal que « es una solucién de
[P(x)]" = [Q(x)]", « es una solucién de la ecuacion P(x) = Q(x) si y sélo si, al sustituir x por « en P(x) =
Q(x), se obtiene una igualdad verdadera.

Ejemplo 3.24

Resuelva cada una de las ecuaciones racionales:

a) V8—xZ=x
b) V12x+8=x+2
) Vxt-2x—1=x

Solucién:

1) V8—x2=x

(VB=R)R — 2
8—x2 — x?
8§—2x2 = 0
24-x%) = 0
22-x)2+x) = 0
Entonces
2—x = 0 6 24+x = 0
—-x = =2 0 x = =2
x = 2 ) % = =2
Por lo que x =2 y x = —2 son las posibles soluciones.

Determinemos si 2 y —2 son solucién de la ecuacién /8 — x2 = x

[0'9)
= |
~
Q'IN
N—
N =R o R
I
NN N NN

jCierto!
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jFalso!

Como con x =2 se
—2 no lo es.

obtiene una igualdad verdadera y con x = —2 no, entonces 2 es solucién y

Por lo anterior se concluye que {2} es el conjunto soluciéon de /8 — x2 = x

Se obtuvo como consecuencia de que a =b = a" =b", dondeac R,bc R,yn e IN.

Ademas el valor de

n se escogié convenientemente igual al indice del radical (es decir n = 2).

V12x +8=x+2
Solucion:
(V12x +8)°2 = (x+2)°
12x4+8 = (x+2)(x+2)(x+2)
12x+8 = (x¥®+4x+4)(x+2)
12x+8 = x®+6x2+12x+38
0 = x3+6x2+12x+8—-12x—8
0 = x*>+6x2
0 = x*(x+6)
Entonces:
0 = x> 6 0 = x+6
0 = x 6 -6 = «x
x = 0 ¢ x = —6
Por lo que x =0 y x = —6 son las posibles soluciones.

Determinemos si 0 y —6 son solucion de la ecuacion v/12x + 8 = x + 2

0+2

NN NN
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iCiertol!
x = -6
/12(—6)+8 = —6+2

Il
|
N

V=72 +8
V—64 = —4

/(—4)3 = -4
—4 = —4
iCierto!

Como al sustituir x =0 6 x = —6 en v/12x+8 =x +2 obtenemos igualdades verdaderas,

entonces 0 y —6 son soluciones de dicha ecuacion.

Por lo anterior se concluye que {0,—6} es el conjunto solucion de V12x +8=x+2

3) Vat—2x—1=x

(Vxt—2x—1)* = x*
w=2r—1 = g
xr—2x—1—x* = 0
—2x—1 = 0
—2x = 1
. -1
n 2
Por lo que x = 5 es una posible solucion.
) . —1 . . 4
Determinemos si — es solucion de la ecuaciéon Vxt —2x —1=x
r -1
N 2
o (—1\* -1 -1
— ) 2 —=]-1 = —
1(3)-(3) :
4 1 2 -1
— 121 = =
16 i 2 2
1 =1
16 2
i
2 2
jFalso!

es decir — no es soluciéon de la ecuacion.

0 0p 4 o 0p o o o p
Por lo anterior la ecuaciéon v/ x* — 2x — 1 = x no tiene solucién, es decir, su conjunto solucion es &.
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Nota: Observe que en los ejemplos anteriores, en el proceso de resoluciéon de ecuaciones radicales, con
el fin de obtener una ecuacion polinomial (la cual se puede resolver usando los conceptos estudiados
anteriormente), se utilizo el resultado:

a=b=—= a"="b" dondeac R,be R,n€ N

Ejercicios

@ 3.4.1 Resuelva cada una de las siguientes ecuaciones:
o x—-3=+vx—-1
@ 10v/x=x+49
@ —Vx—1=x
o Jﬁt_:5—x
o —Jﬂt3:4—x
V7 -2x2=-3

Antes de analizar otro tipo de ecuaciones radicales, veamos el siguiente caso:

Vx+x=3

Resolviendo la ecuacion anterior, usando lo estudiado hasta ahora en ecuaciones radicales.

Vx+x = 3
(Vx+x)? = 32
(VX)?2+2xy/x+x*> = 9
x+2xy/x+x> = 9

Observemos que en esta titima ecuacion tenemos todavia radicales, es decir, no hemos obtenido una ecua-
cién polinomial, como sucedia en los ejemplos anteriores.

Asf, para resolver ecuaciones del tipo anterior, se recomienda seguir el procedimiento que se enuncia a
continuacion:

Sean P(x) y Q(x) polinomios (o fracciones racionales) y n € IN.

Para resolver ecuaciones del tipo:


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

3.4. ECUACION RADICAL (https:/tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematicay/). 290

v/ P(x) +Q(x) = R(x)

se recomienda transformarlas a una ecuacién del tipo:

La cual a su vez implica que:

que es una ecuacion que se puede resolver por los métodos estudiados anteriormente.

Ejemplo 3.25

Resuelva cada una de las siguientes ecuaciones:

1) Vx+2+2x—1=4x

Solucioén:
x+2 dx —2x +1
x+2 = 2x+1
(Vx+2)? = (2x+1)>
x+2 = 4x?+4x+1
42 +4x+1 = x+2
4’ +4x+1—-x—-2 = 0
4> +3x—1 = 0
A = (32-4#)(-1)
A = 9+16

A = 25
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—-3—v25
4 = ? = —1
B -3+v25 1
- 8 4
. . 3 1
Posibles soluciones: x =—1 6 x= 1
Prueba:
x=-—1

Vo14242(-1)—1 = 4(-1)

Vi-2-1 = -4
1-2-1 - —4
-2 = -4
iFalso!
1
4

1 1
_ 2 21 =
Vg2t (4

)
i

-1 =1

NN PN =

+

3

= 1 =1

2+
-1 =1
1 =1
iCierto!

1 1
Por lo tanto soélo 1 es solucion de vx + 2+ 2x — 1 =4x y su conjunto solucién es {4} .

[ x3 X
2 4= +x2-164+>—-5=x—
) 3 X 6 > 5=x-5

Solucién:
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3
: %+x2—16

3 x3
§+x2—16
3

3/ X

< 8+X2—16>

3
%+x2—16
3 3
X 5 X
r —16 — —
g ¥ 8
x* —16
(x —4)(x+4)

Entonces
x—4 = 0
X 4
Prueba:
x=4

,[43 4
142 1 i
\/8+ 6+5—5

4
\3/%+16—16+2—5

x=—4
—4)3
o/ ¢ 8) +(—4)2—164+ -~
—64
\3/T+16—16+—2—5
V8-3 = -1
2-3 = -1
~1 ~1
iCierto!
V-8-7 = -9
—2-7 = -9
-9 = -9
iCierto!

[ x3 x
Por tanto —4y4 son soluciones \ 5 +x2—-16+ 5" 5=x—5 y su conjunto de solucién es

(—4,4}.
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Ejercicios

@ 3.4.2 Resuelva cada una de las siguientes ecuaciones:

x—3—vVx—1=0
V6x +25—x=3
Vx—12-4=0
\/W—x—2zo
V6x —9+x=0
2V2x+1=3—x

Ejemplo 3.26

Resuelva cada una de las siguientes ecuaciones:

4 _ 3 2 _
1) Vx 7x %;Sx x+6+3:x

Solucién:

Vat —7x3 +5x2 —x+6

x
2
<\/x4—7x3+5x2—x+6
x

xt—7x3 +5x2 —x+6
2
x*—7x>+5x> —x+6
x*—7x>+5x> —x+6
x* —7x% 4+ 5x% —x + 6 — x* + 6x° — 9x?
—x3—4x* —x+6

x—3
(x—3)?
2 —6x+9

x?(x* — 6x +9)
x* — 6x3 +9x?
0

U

Resolviendo esta ecuacién con divisiéon sintética tenemos que:

-1 -4 -1 6 |1
-1 -5 -6

-1 -5 —6 0 |

Por lo que 1 es solucién de (*) y podemos expresarla como (x —1)(—x% —5x — 6) = 0.

293


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

3.4. ECUACION RADICAL (https:/tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematicay/). 294

Resolviendo —x* —5x —6 =0

b=/l 5 - 5+V1
2(-1) 7 ~2(-1)
. 5-1 B 5+1
-2 Y )
& = ) y B = )
x = =2 y B = -3
Prueba:
e x=1
1_ 3 2 _
\/1 7(1) j;5(1) 1—|—6+3 o
V1-7+5-1+6+3 = 1
Vi+3 = 1
24+3 = 1
5 1
iFalso!
Por tanto 1 no es solucién de la ecuacion.
o x=-2
9\ _7(_n)\3 92 _ (_
VG (G VR
1 2 2
\/6+561L20+ +6+3 _
v 5 _
o
—+3 = =2
_2+
—5+3 = =2
-2 = =2
jCierto!
Por tanto —2 es solucién de la ecuacion.
e x=-3
—3)4—-7(=3)3+5(=3)2—-(=-3)+6
\/()()j3()()++3_3
1+1 4
V/81 + 189 + 5+3+6+3 _

-3
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V32 3 - 3
s
—+3 = =3
_3+
—-6+3 = -3
-3 = =3
iCierto!

Por tanto —3 es solucién de la ecuacion.

4 3 2
) ) ) ) x*—=7x°4+5x*—x+6
Por lo anterior tenemos que el conjunto solucién de la ecuaciéon v +3=x

x
es {—2, -3}.

2) 24+3vV3—-x—x+1=0

Solucioén:
3vV3—x = x-—-1+2
3vV3—x = x+1
(3v3—-x)2 = (x+1)
93—x) = x*+2x+1
27 -9x = x*+2x+1
2 4+2x+1 = 27—9x
W42x4+149x—-27 = 0
¥+1lx—26 = 0
A = (11)2—4(1)(-26)
A — 121+-104
A = 225
—11 — /225 5 —11 + /225
p— B ———————————— y f— —
2 2
~11-=-15 —1115
“ = T y B = 2
. - 26 B - 4
- T2 Y )
x = -13 y B = 2
Prueba:
e x=—13
—2434/3—(-13) - (-13)+1 = 0
—24+3V16+13+1 = 0

—2+3(4)+13+1 = 0
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—24+124+13+1 = 0
24 = 0
iFalso!

Por tanto —13 no es solucion de la ecuacion.

—24+3v3—-2-2+1 0
—2+3v1-2+1 = 0
—243(1)—-2+1 = 0

—243-2+1 = 0
0 = 0
iCierto!

Por tanto 2 es solucion de la ecuacion.

Por lo anterior tenemos que el conjunto solucion de —2+3v/3 —x —x +1=0es {2}.

Ejercicios

@ 3.4.3 Resuelva cada una de las siguientes ecuaciones:

0 2\/x+2+2x:—1

@ —x+v-3x+16+4=0

@ —x+2vVx+4+4=0

— 1
° x—++x:O

vV -=2x+2
@ x+2vVx—6=5

@ x+4=-3vV2+x

En el ejemplo siguiente se ilustra el procedimiento a seguir en la resolucién de ecuaciones radicales que
involucren més de un radical no constante.


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

3.4. ECUACION RADICAL (https:/tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematicay/). 297

Ejemplo 3.27

Resuelva cada una de las siguientes ecuaciones:

1) Vx—14++vVx+4=5

Solucién:

Vi—1 = 5-+vx+4
Vx—1? = (5-Vx+4)?

x—1 = 25-10vx+4+x+4
x—1-25—x—4 = —10V/x+4
-30 = -—-10vx+4
—-30
0 vx+4
32 = (Vx+4)?
9 = x+4
9-4 = «x
x = b5
Prueba:
x=>5
V5—14++v/54+4 = 5
Vi+v9 = 5
2+3 =5
5 = 5
iCierto!

Por lo que el conjunto de solucion de vx — 1+ vx +4 =5 es {5}.

1) 2v/x+1=+/—128x + 65

Solucién:
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2/x=1)° - (Y—18x+65)
(292=1)" = ( )

64(3x—1)6 —  —128x +65
64[(x—1)ﬂ6 — —128x +65
64(x —1)5 = —128x+65
64(x —1)> = —128x+65
64 (x> —2x+1) = —128x+65
64x% — 128x + 64 +128x —65 = 0
64x> —1 = 0
(Bx—1)(8x+1) = 0
8x—1=068x+1 = 0

8x=1 6 8x=-1

. 1 N -1
= — 0 = ——
8 8
. . 1 -1
Por lo que las posible soluciones son x = 3 yX= ry

Prueba:
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1 1
2¢/=—1 = (/—128(=) +65
g1 - ()

—7
23? = \6/—16+65
ox—1 1
-8 —2-537 — /49
7 = o/72
V7 = V7 ifalso!
——
-8
23_1 1 = {/—-128. —
?— = - '7+65
—9
23? = 16465
1
2-53—9 - /81

V9 = V9 ifalso!

Por lo anterior la ecuacion 2v/x + 1 = v/—128x + 65 no tiene solucién es decir su conjunto solucion
es J
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Ejercicios

@ 3.4.4 Resuelva cada una de las siguientes ecuaciones:

° Vi+2—+vVx—-3=1

° Vx+1=3x+7

° V3vr—1=vVx—-1
o  (1+vX)’+(1+Vx)—6=0

\/x+3_2_ Vx—13
V=3 = Vx+3

Vi+2=1yx+3

3.5 Aplicacion de las ecuaciones. Problemas

;,Qué es un problema?
La palabra “problema” a menudo se emplea con un sentido equivocado en las clases de matematica. A
menudo, determinado ejercicio es simple rutina para algunos individuos, mientras que para otros se con-

vierte en tarea que requiere decision y reflexién cuidadosa. Se ha dicho que: “Lo que para una persona es
un problema para otra es un ejercicio y para una tercera un fracaso”

Se considera que la existencia de ciertas condiciones determinan si una situacion es un verdadero problema
para determinado individuo, entre las cuales podemos mencionar:

i.) El camino para llegar a la meta deseada esta bloqueado y los patrones fijos de conducta del individuo,
sus

respuestas habituales, no son sufientes para romper ese bloqueo.

ii.) Tiene que haber deliberacién.

(Porqué es importante la solucién de problemas?
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La realidad concreta no es simple, ni inalterable. Méas bien cambia rdpidamente. En un mundo tal, la capa-
cidad de ajuste y solucién de los propios problemas es de importancia primordial.

Si la vida fuera de una naturaleza tan constante que sélo tuviéramos que hacer unas cuantas tareas, una
y otra vez de exactamente el mismo modo, el conocimiento de cémo resolver problemas podria resultar
artificioso. Pues, todo lo que se tendria que hacer serfa aprender cémo ejecutar las pocas tareas desde el
primer momento.

En esta parte el objetivo es presentar situaciones planteadas en el lenguaje corriente, con el fin de que el es-
tudiante se agilice con el proceso de trasladar situaciones al lenguaje matematico, y le sirva de preparacién
para préximos cursos de matemaética, asi como en aquellos cursos propios de la carrera donde el estudiante

tenga que construir algunos modelos matematicos.

(Existe algtin procedimiento modelo que se pueda usar para resolver todo problema, o mds especificamen-
te, toda situacion planteada en el lenguaje corriente?

La respuesta es: no existe tal procedimiento.

Sin embargo, a menudo podemos seguir algunos pasos, los cuales nos pueden ayudar en la resolucién de
problemas:

Paso 1: Lea el problema cuidadosamente

Debe estar seguro de haber entendido el significado de todos los términos usados en el problema, es de-
cir,usted debe comprender el problema.

Paso 2 : Determine ciiales son las incognitas

Con base en la lectura usted debe determinar, cudles son los datos conocidos y cudles datos son los que
usted debe averiguar para resolver el problema. Represente cada uno de los datos desconocidos con una
letra (incognita).

Nota:

En algunos casos un dibujo puede ayudar acomprender la situacién.

Paso 3: Escriba la ecuaciéon o el sistema de ecuaciones correspondientes

Relacione los datos conocidos con los datos desconocidos, estableciendo una ecuacién o un sistema de
ecuaciones.

Nota:

A menudo es conveniente usar el menor nimero de incégnitas que sea posible
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Paso 4: Resuelva las ecuaciones obtenidas

Usted debe resolver la ecuacién o el sistema de ecuaciones que se obtuvo en el paso anterior.

Paso 5: Compruebe las soluciones obtenidas

Usted debe comprobar cada solucién obtenida contra las condiciones establecidas en la situacién expresa-
da en lenguaje corriente.

Notas:

Comprobar la solucién en la ecuacién misma no es suficiente, porque la ecuacién podria no ser la corres-
pondiente al problema.

Ademas debe escribir la respuesta del problema.
Recuerde:

El procedimiento para resolver un problema mediante el uso de una ecuacién no siempre es facil y para
lograr cierta aptitud se requiere una practica considerable.

A continuacién resolveremos algunos problemas, con ilustracién:
Problemas que implican proporciones
Sean a e R, b e R, ce R, de Rconb#0yd#0

Se llama proporcién a toda igualdad de la forma:

a c
b d

Donde:

i.) by c reciben el nombre de medios

ii.) ayd reciben el nombre de extremos
Nota:

3 M a C 7 s 1" 7 “ 4 7”7 1"
1) Si b= 3 entonces decimos que “a es a b como c es a d”, o que “la razén de a a b” es como “la

razéndecad”.

2) La proporcién g = % también se denota comoa:b=c:d o a:b:c:d.
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£“_r

Diremos que “x” es inversamente proporcional a “y” si existe una constante positiva k tal que xy = k.

"o "oy

Diremos que “x” es directamente proporcional a “y” si existe una constante positiva k tal que — =k,
Yy

la constante k recibe el nombre de constante de proporcionalidad.

Ejemplo 3.28

La escala usada en la elaboraciéon de un mapa de Centroamérica es: 1 cm es a 10 km ( es decir 1 cm del
mapa corresponde a 10 km en Centroamérica). ;A qué distancia se encuentran dos ciudades que en el
mapa estan representadas con una distancia entre ellas de 2,5 centimetros?

Solucion:
Sea x el ntmero de kilometros entre las dos ciudades. Entonces tenemos que:

1cm es a 2.5 cm como 10 km es a x kilometros, es decir

1w
2.5 N

= 1x = (10)(2.5)
X = 25

Respuesta: Las ciudades estan a 25 km de distancia.

Ejemplo 3.29

Una mezcla de fertilizantes se obtiene a partir de 3 onzas de nitrégeno, 2 onzas de potasa y 2 onzas de
fosfato ;Cuantas onzas de la mezcla contendran 60 onzas de nitrégeno?

Solucién:

Observe que la relacion de las onzas de nitrogeno al namero total de onzas del que consta la mezcla

de -.
es de 7

Sea: x el ntimero de onzas de la mezcla que contiene 60 onzas de nitrégeno.

Entonces tenemos que: 3 es a 7 como 60 es a x, es decir:
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5 6
7 x
=3x = (60)(7)

—x = 140

Respuesta:

140 onzas de la mezclacontendran 60 onzas de nitrégeno.

Ejemplo 3.30

Se sabe que la presion en el fondo de una piscina es directamente proporcional con la altura del agua.

Si la presion es 1kg\cm2 cuando el agua tiene una altura de 10m, encontrar la presion sobre el fondo
de una piscina cuya altura de agua es 1.35m.

Solucion:
Como la presion es directamente proporcional a la altura del agua entonces: 0= k

1
Por lo que la constante de proporcionalidad es 10"

Sea P la presién sobre el fondo de una piscina cuya altura es de 1.35m. Entonces:

1 _ 2
0 ~ 13
— asm)(L) - p
PN19)

Respuesta: La presion sobre el fondo para una altura de 1.35m es de 0.135 kg/cm?

Ejemplo 3.31

El ntimero de dias que se requieren para terminar un trabajo es inversamente proporcional al nimero
de hombres empleados, si lo hacen con igual rapidez.

Si 5 hombres pueden terminar un trabajo en 16 dias, jcuantos dias les tomara a 8 hombres terminar
el mismo trabajo?
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Solucion:
Sean N numero de dias que requieren para el trabajo y H ntimero de hombres empleados
Como N es inversamente proporcional a H, entonces existe una constante K, tal que: N- H =K

Por la informaciéon dada 16 -5 = K, por lo tanto K = 80

Para H=28, N-8=280. Por lo tanto N =10
Respuesta:

A 8 hombres les tomara 10 dias terminar el trabajo.

Ejercicios

@ 3.5.1 Se sabe que y varia en razén inversa de x. Si y = 4 cuando x = 5, determine el valor de y
cuando x = 12.

@ 3.5.2 Se sabe que y es directamente proporcional al cuadrado de x. Si y = 4 cuando x = 6,
determine el valor de y cuando x = 12.

@ 3.5.3 La Ley de Boyle establece que el volumen es inversamente proporcional a la presion si
se mantiene constante la temperatura. Si el volumen de una masa gaseosa a cierta temperatura es
56cm® a una presion de 18kg, calcule el volumen cuando la presion es 16kg.

@ 3.5.4 Una receta para un postre para 4 personas necesita 3 cucharadas de aztcar. ;Cuanto
azucar necesita la receta si se quiere que sea para 5 personas?

@ 3.5.5 Las dimensiones de una fotografia son 5cm por 7.5cm. En una ampliacién el lado maés
corto es ampliado hasta 12.5cm. Determine la longitud del otro lado ampliado.

@ 3.5.6 En el agua hay 16 gramos de oxigeno por cada 2 gramos de hidrégeno. ;Cudntos
gramos de oxigeno habra en un volumen de agua que contiene 17 gramos de hidrégeno?

Problemas que implican porcentajes
Consideremos el siguiente caso:

1) 100 galones de una mezcla contienen 63 galones de agua.
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2) Los bancos estatales pagan ¢ 20 anuales por cada ahorro de ¢ 100 que se realice.

En el caso (1) decimos que el 63 por ciento, , de la mezcla es agua, o que 0.63 de la mezcla es agua, o

63
100
que el porcentaje de agua que contiene la mezcla es de 63 por ciento.

2
100 * anual por cada ahorro que
se realice, o que los bancos pagan de intéres el 0.2 anual, de la cantidad que deposita, o que el intéres que
pagan los bancos estatales de ahorro, es de 20 por ciento anual.

En el caso (2) decimos que los bancos estatales pagan el 20 por ciento,

Definicion 3.11
Sea C € R, se dice que P es el “x por ciento de C” si:
x
P = —.C
100
6
P x
cC 100

Nota:

1
i.) El x por ciento se denota x % y se calcula como Too ™

ii.) A veces se usa el nombre de porcentaje o “tanto por ciento” en vez de “x por ciento”.

Ejemplo 3.32

Determine el 22% de 1210.

Solucién:

Por la definicién anterior si P denota 22 % de 1210 entonces:

22
P - (21

00 (1210)

» _ (22(1210)
100

—P = 2662
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Respuesta:

El 22% de 1210 es 266.2

Ejemplo 3.33

Determine el ntimero para el cual su 25% es 60.
Solucion:

Sea C el niamero para el cual el 25% es 60. Entonces se tiene que:

25
60 = T
= (60)(100) = 25-C
= 6000 = 25-C
6000
25 c
—240 = C

Respuesta:

El nimero que cumple que su 25% es 60 es 240

Ejempilo 3.34

Un vendedor obtiene una comisiéon del 5% por sus ventas.

., Cuanto dinero obtiene el vendedor por comision si sus ventas fueron de 55000 colones?

Solucién:

Por el enunciado del problema el vendedor obtiene una comisiéon de ¢ 5 por cada ¢ 100 y lo que

debemos es determinar el 5 por ciento de ¢ 55000 por sus ventas.

Sea P el dinero total obtenido como comisién por sus ventas o sea P es el 5% de 55000

Entonces se tiene que:

307
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=3
I

— P

:}P:

Respuesta:

<1(5)0) (55000)

(5) (550)

2750

El dinero obtenido por el vendedor por concepto de comision es de ¢ 2750

Ejemplo 3.35

La compania Salas y Rodriguez es una sociedad que tiene un capital de ¢ 2000000 colones. De esta

cantidad a Salas le pertenecen ¢ 1100000 ;Qué porcentaje de la sociedad le pertenece a Rodriguez?

Solucion:

El capital que le corresponde a Rodriguez viene dado por: ¢ 2000000— ¢ 1100000, es decir ¢ 900000.

Si denotamos por P el porcentaje de la sociedad que le pertenece a Rodriguez, entonces:

=P

= P

— P
Respuesta:

El 45% de la sociedad pertenece a Rodriguez.

Ejemplo 3.36

900000
2000000

]
20

= 045

45
100

El precio de venta del délar durante el mes de Enero se mantuvo estable.
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Posteriormente en el mes de Febrero subi6é en un 10%, para luego disminuir en 10% durante el mes
de Marzo.

Determine el precio de venta del délar durante el mes de Enero, sabiendo que en Marzo se vendi6 a
¢ 59.40.

Solucion:

Sea: P el precio de venta del dolar durante el mes de Enero, entonces el 10% de P, viene dado por:

10 ) P
m-P es decir 0

Asi el precio de venta del délar durante el mes de Febrero fue de:

10 . 11P
P—}—W-P es decir 10

A su vez el 10% de % viene dado por:

1) (1Y e
100/ \10 ) “" 700
Asi el precio de venta del dolar durante el mes de Marzo fue de:

11P 11P ) 99pP
—— — —— es decir

10 100 100

Pero de acuerdo con la informacion dada el precio de venta del délar en Marzo fue de ¢ 59.40, es decir:

99p
5940 —
— (59.40)(100) — 99P
5940
p - 2=
— 99
— P = 60

Respuesta:

El precio de venta del dolar durante el mes de Marzo fue de ¢ 60.
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Ejercicios

@ 3.5.7 Una tienda de antigiiedades compré dos articulos gastando en total ¢ 22500 y después
los vendié y obtuvo un beneficio del 40%. ;Cudnto pagd por cada articulo la persona que lo
compro6?

@ 3.5.8 El 55% del peso de un hombre adulto es agua. ;Cuantos kilogramos de agua tendra un
individuo que pesa 60 kilogramos?.

@ 3.5.9 Un automoévil que pesa 3500 libras contiene 70 libras de cromo, 105 libras de plomo y
427 de caucho. ;Qué porcentaje de su peso total es cromo?. Qué porcentaje de su peso total es
cromo y plomo?

@ 3.5.10 Si se hecho a perder el 30% de una carga compuesta de 1700 duraznos, determine el
namero de duraznos que no se echaron a perder.

@ 3.5.11 Si se calcula el 24 % de un cierto niimero, éste da 4.07. Determine cudl es el nimero.

@ 3.5.12 ;Qué cantidad de dinero colocada al 3% anual, produce un ingreso igual al que
produce ¢ 1.500 colocados al 4 %?

@ 3.5.13 ;Cudnto tiempo se necesitard para que se duplique un capital invertido al 20 % anual?

@ 3.5.14 Una familia deposita en un banco ¢ 15.000, una parte de este dinero esta colocada al
8% anual y la otra parte al 9 % anual.

Determine cudnto dinero se colocé al 8% y cudnto al 9% si se sabe que el interés total obtenido
en un ano es de ¢ 1.280.

Problemas sobre mezclas

“Muchos problemas implican la combinacién de ciertas sustancias de concentracién conocida, general-
mente expresada en porcentajes, para formar una mezcla de concentracion fija con respecto a una de las
sustancias.

Otros implican la mezcla de ciertos articulos de diversos precios. En tales problemas debe recordarse que
la cantidad total de una componente en una mezcla, es igual a la suma de las cantidades que de esa com-
ponente hay en cada una de las sustancias combinadas” (Rees, Paul K. y Sparks, Fred W. Algebra Editorial
Reverté. México, 1964, pag. 68).
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Ejemplo 3.37
i, Cuantos litros de un liquido que tiene 74% de alcohol se debe mezclar con 5 litros de otro liquido

que tiene 90% de alcohol, si se desea obtener una mezcla de 84 % de alcohol?

Solucién:

Sea x: nimero de litros de la solucién de 74 % de alcohol que debe emplearse.
. . 74
Entonces esta solucién aporta un 74% de alcohol, es decir ﬁx es alcohol.

90
Ademas la solucion de 90% de alcohol, aporta ﬁ(t—)) litros de alcohol.

Asi la mezcla total contendra:

74 90 .
100* + m(5) de litros de alcohol. (3.7)

También, x + 5: nmero total de litros de la mezcla.

Entonces la mezcla total contendra:

84 )
m(x +5) litros de alcohol (3.8)
Por 3.7y 3.8:
74x 90 84
0 "10® ~ 0"V
74x +90(5) 84(x + 5)
74x 4450 84x + 420
450 — 420 84x — 74x
30 10x
0,
10
3 x
Respuesta:

A los 5 litros del liquido que contiene 90% de alcohol, se le deben agregar 3 litros de liquido que
contenga 74 % de alcohol para obtener una mezcla de 84 % de alcohol.
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Ejemplo 3.38

Se mezcla una cierta cantidad de café, cuyo precio es de ¢ 34.80 el kilo, con 80 kilos de otro café cuyo
precio es de ¢ 50.40 el kilo, con el fin de obtener una mezcla que pueda venderse a ¢ 44.40 el kilo
. Cuantos kilos de café de ¢ 34.80 deben emplearse en la mezcla?

Solucion:

Sea x: numero de kilos de café de ¢ 34.80 que deben emplearse en la mezcla.

(34.80)x : precio de venta de x kilos de ¢ 34.80

(50.40)80 : precio de venta de 80 kilos de ¢ 50.40

x + 80 : namero de kilos de café de ¢ 44.40

44.40(x + 80): precio de venta de x 4+ 80 kilos de ¢ 44.40

Entonces: (34.80)x + (50.40)80 = 44.40(x + 80)

(34.80)x + (50.40)80 = 44.40(x + 80)
34.80x +4032 = 44.40x + 3552
4032 — 3552 = 44.40x — 34.80x
4080 = 9.6x
480
96 ~ =
x = 50

Respuesta:

Deben emplearse 50 kilos de café de ¢ 34.80 en la mezcla.
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Ejercicios

@ 3.5.15 Un quimico agrega cierta cantidad de una solucién de 86 % de alcohol, a 11 litros de
otra solucién al 71 % de alcohol y obtiene una solucién al 77 % de alcohol. Encuéntre la cantidad
de litros de la primera solucién que se agregaron a la segunda.

@ 3.5.16 Hay chatarra de dos tipos de acero que contienen el 5% y el 40% de niquel. ;Qué
cantidad de chatarra de cada tipo se necesita para obtener 140 toneladas de acero que contenga
el 30% de niquel?

Problemas que implican la realizacion de trabajo

“Los problemas que comprenden la rapidez para hacer determinadas labores, se pueden resolver frecuen-
temente encontrando primero la fracciéon del trabajo realizado por cada individuo en la unidad de tiempo
y encontrando después la realizacién entre las fracciones.

Cuando se emplea este método, la unidad (representada por el 1) corresponde al trabajo total por realizar”
(Rees, Paul K. y Sparks, Fred W. Algebra. Editorial Reverté. México, 1964, pag. 66).

En la resolucién de este tipo de problemas, para efectos de matematizar la “situaciéon concreta” presenta-
da, no se toman en cuenta algunas variables, las cuales se supone no alteran el resultado obtenido en el

problema, o al menos se supone que el resultado que se obtiene si no se toman en cuenta estas variables, se
aproxima bastante al obtenido en la realidad.

Ejemplo 3.39

Un operario puede pintar un techo en 10 horas y su ayudante puede hacerlo en 15 horas. jEn cuanto
tiempo pueden pintarlo trabajando los dos simultdneamente?

Solucion:

Sea x el namero de horas que duran pintando el techo el operario y el ayudante cuando trabajan
simultaneamente.

Si representamos con la unidad (1), el trabajo total a realizar. Entonces:

po representara la cantidad de trabajo que haran los dos juntos en una hora (3.9)

1
Pero como el operario tarda en pintar el techo 10 horas, 10 sera la parte del techo que pintara en una

hora.

Similarmente el ayudante tarda en pintar el techo 15 horas por lo que:
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— seré la parte del techo que pintara en una hora.

15
Entonces:
10 + 15 representara la cantidad de trabajo que harén los dos juntos en una hora (3.10)
De 39y 310t 'i—i—i—l
€ 3.9y 3.10 tenemos que: o5 + 75 =
1.1 1
10 15  «x
15+10 1
150 X
5 1
150  «x
25x = 150
L 150
25
x = 6
Respuesta:

Trabajando los dos simultaneamente pintan el techo en 6 horas.

Ejemplo 3.40

En una piscina la entrada de agua se puede hacer a través de dos tubos. Con el agua proveniente
de uno de ellos se puede llenar en 12 horas y con solo el agua del otro tubo en 8 horas. ;En cuanto
tiempo se puede llenar la piscina si recibe agua de ambos tubos?

Solucioén:

Sea x el nimero de horas que se requieren para llenar la piscina si recibe agua de los dos tubos.

1
;: representa la cantidad de agua que recibe la piscina por hora de los dos tubos (3.11)

ﬁ: representa la cantidad de agua, por hora, que recibe la piscina de uno de los tubos.
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gz representa la cantidad de agua, por hora, que recibe la piscina del otro tubo.

1
o + gz representa la cantidad de agua que recibe la piscina por hora de ambos tubos (3.12)
1 1 1
De 3.11 12 =4 - ==
e 3.11 y 3.12 tenemos que B + 8 ¥
1.1 1
12 8  x
g§+12 1
96 X
20 1
%  x
20x = 96
L%
20

24
simplificando se obtiene que x = —, es decir x =4+ —

5 5

4 4
Pero 5 de hora es igual a 5(60) minutos, es decir 48 minutos.

Por lo que la piscina puede ser llenada usando los dos tubos en 4 horas y 48 minutos.

Ejercicios

@ 3.5.17 ;En cudntos dias terminan determinado trabajo 8 hombres, si se sabe que trabajando 6
hombres lo terminan en 16 dias?

@ 3.5.18 Si A puede hacer una obra en 4 dias, B en 6 dias y C en 12 dias. Determine cuanto
tiempo duran haciendo la obra los tres juntos.

@ 3.5.19 ElSr. Pérez puede descargar un camién en 50 minutos trabajando solo y el Sr. Gonzalez
puede descargarlo en 40 minutos. ;En cudnto tiempo descargaran el camién trabajando juntos?

Problemas que implican movimiento a velocidad uniforme

“Generalmente los problemas de este tipo establecen una relacién entre distancias recorridas, entre ve-
locidades o entre tiempos empleados”. La férmula fundamental para resolver este tipo de problemas es:
d=v-t.

Donde d representa el nimero de unidades de distancia (distancia), v el nimero de distancia que se co-
rre en una unidad de tiempo (velocidad) y t el tiempo. La férmula anterior sélo es verdadera cuando la
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velocidad es constante, lo cual significa que dados cualesquiera intervalos de tiempo de igual longitud, la
velocidad siempre es la misma, a tales movimientos se les llama movimientos de velocidad uniforme.

Ejemplo 3.41

A las 9 a.m. un avién que viaja a una velocidad de 560 kilometros por hora estd a 104 kilome-
tros atrés de otro avidon que viaja a 480 kilémetros por hora en la misma direcciéon.;Determine a
qué hora alcanzara el avion que viaja a 560 kilometros por hora al que viaja a 480 kilometros por hora?

Solucioén:

Sea x: numero de horas que tarda el avion (1) en alcanzar al avion (2) a partir de las 9 a.m. (ver figura
3.1).

x +9: hora en que el primer avién alcanza al segundo.

d: distancia recorrida por el segundo avion desde las 9 a.m. hasta el momento en que el otro aviéon lo

alcanza.

d + 104: distancia recorrida por el primer avién desde las 9 a.m. hasta el momento en que alcanzo6 al

segundo avion.

Posicion
alas 9 am Hora x+9
Posicion final
Avion 1 Avion 2 de los aviones
= Al
~ - y >
104 km
= d+104 g
Figura 3.1
Con respecto al avion (1) tenemos que:
d+ 104 =560 - x es decir d =560 - x — 104 (3.13)
Con respecto al avion (2) tenemos que:
d=480-x (3.14)
De 3.13 y 3.14 tenemos que: 560x — 104 = 480x
560x —104 = 480x
560x —480x = 104
80x = 104
104
X — -

80
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13 . - 3
E,ebdemr x—l—i—ﬁ

simplificando tenemos que x =

3
Por lo que el avién (1), a partir de las 9 horas, tarda 1 hora y 10 - 60 minutos en alcanzar al avion (2)

3
y como oo - 60 = 18, entonces el avion (1) alcanza al avion (2) a las 10 horas y 18 minutos.

Ejemplo 3.42

Dos ciudades A y B estéan separadas por una distancia de 98 kilémetros. Un ciclista sale de la ciudad
A hasta la ciudad B a una cierta velocidad. A la misma hora que sali6 el ciclista anterior, salid
otro de la ciudad B con rumbo a la ciudad A, a una velocidad de 1 kilometro por hora mas apri-
sa que el primer ciclista. Si ambos se encuentran después de 2 horas, determine la velocidad de cada uno.

Solucién:

Puntoiie_reunién
distancia recorrida por ciclista 1 |, distancia recorrida por ciclista 2
- >T< Z é
Ciudad A é< >& Ciudad B
distancia total 98 km
Figura 3.2
Sean:

dq: distancia recorrida por el ciclista que va de A a B, al cabo de 2 horas.
dp: distancia recorrida por el ciclista que va de B a A, al cabo de 2 horas.
x: Velocidad del ciclista que va de A a B
x + 1: Velocidad del ciclista que va de B a A

Entonces: dy =x-2,dy=(x+1)2 y dy +dp =98

Por lo que:
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x-24+(x+1)2 = 98

2x+2x+2 = 98
4x = 98-2

4x = 96

. %

4

x = 24

Respuesta:

La velocidad del ciclista que va de A a B es de 24Km/h y la velocidad del ciclista que va de B a A
es de 25Km /h.

Ejercicios

@ 3.5.20 En la ciudad de México, un automévil sale de Monterrey a las 13 horas con direccién
a Torreén y otro sale de Torreén a Monterrey a las 14 horas del mismo dia. En el camino se
encuentran a las 16 horas.

La velocidad del segundo automoévil era de 16 km/h menor que la del primero y las dos ciudades
estdn a 392 km una de otra. Encuentre la velocidad de cada automévil.

@ 3.5.21 Cinco minutos después de haber ocurrido un accidente automovilistico y de haber
huido el culpable, llega al lugar del accidente un automévil de la policia, el cual inicia inmedia-
tamente la persecucién del culpable y lo alcanza después de 1 hora 10 minutos. Encuentre la
velocidad de cada automévil sabiendo que la del automoévil de la policia fue 8 km /h mayor que
la del otro.

@ 3.5.22 Una mujer recorre una distancia de 255 km en 5 horas. Va a una velocidad promedio
de 45 km /h durante parte del viaje y a 55 km /h durante el resto del viaje. ;Cuanto tiempo viajo la
mujer a 45 km /h?

Problemas que involucran conceptos econéomicos

Algunos conceptos econémicos:

1) La demanda

La relacién que expresa las distintas cantidades de un bien que los compradores estarian dispuestos
a, y podrian comprar a los precios alternativos posibles, durante un periodo dado de tiempo, si todas
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2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

las restantes cosas permanecieran constantes, recibe el nombre de demanda.

La oferta

La relaciéon que expresa las distintas cantidades de una mercancia que los vendedores estarian dis-
puestos a, y podrian suministrar para la venta a precios alternativos posibles durante un periodo
dado de tiempo, permaneciendo constante todo lo demds, recibe el nombre de oferta.

Equilibrio de mercado

Cuando la cantidad demandada (demanda) es igual a la cantidad ofrecida (oferta), se dice que existe
una situacién de equilibrio de mercado.

Ingreso total (I.T.)

Representa el ingreso monetario que los vendedores obtienen en la venta de sus productos. El ingreso
total (I.T.) viene dado por el precio del producto por unidad multiplicado con el niimero de unidades
vendidas, es decir:

I.T.=x- P(a), donde:

x: precio del bien a

P(a): cantidad del bien a4 vendido (o demandado)

Costo fijo (C.F.)

Son los costos que no varian cuando varfa el volumen de produccién de una empresa (incluye pago
por alquiler, impuestos, etc.)

Costos variables (C.V.)

Son los costos que varian directamente con el volumen de produccién de una empresa. Ast:
C.V.=x-p,donde:

x: namero de unidades producidas del bien a

p : precio de los recursos usados para producir una unidad del bien a

Costo total (C.T.)
Es la suma de los costos fijos con los costos variables, es decir:

CT.=C.F.+C.V.

Utilidad total (U.T.)

Es la diferencia entre los ingresos totales con los costos totales, es decir:
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Uur.=I1T.—-C.T.

9) Punto muerto de una empresa

Cuando en una empresa los costos totales igualan la utilidad total, se dice que dicha empresa esta en
un punto muerto.

Ejemplo 3.43

Un fabricante de zapatos puede venderlos a ¢ 800 el par. Si tiene unos costos fijos totales de ¢ 4000,
mas unos costos de produccion de ¢ 200 por cada par de zapatos que fabrica, determine cuantos pares
de zapatos debe fabricar para obtener una utilidad total de ¢ 8000.

Solucion:
Sea x: ntumero de zapatos que se deben fabricar para obtener una utilidad total de ¢ 8000
Entonces: 800x: ingreso total por la venta de x pares de zapatos
200x: costo de fabricar x pares de zapatos
200x 4 4000: costos totales
800x — (200x + 4000): utilidad total por la venta de x pares de zapatos
Por las condiciones del problema nos interesa cuando:
800x — (200x 4 4000) = 8000

800x — (200x 4 4000) = 8000 = 800x — 200x — 4000 = 8000

800x —200x —4.000 = 8000
600x = 8000 + 4000
600x = 12000
. 12000
600
x = 20

Respuesta:

Para que el fabricante tenga una utilidad total de ¢ 8000 debe fabricar 20 pares de zapatos.
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Ejemplo 3.44

Una empresa ha determinado que a un precio x estaria dispuesta a ofrecer 3x + 40 articulos para la
venta de un bien A; asimismo, los consumidores estarian dispuestos a demandar 300 — 2x articulos
del bien A al precio x.

Con base en la informacion anterior determine:

a) (A qué precio los consumidores no comprarian el bien A?

b) ;Para qué precio del bien A la empresa alcanza su punto de equilibrio?

Solucién:

a) Si ningun consumidor compra el bien A, significa que la demanda es cero, es decir 300 —2x =0

300 -2x =0 = —2x= —-300

—2x = —-300
. 3w
-2

x = 150

Respuesta:

Los consumidores no comprarian articulos del bien A si su precio es de ¢ 150.

b) Para que la empresa alcance su punto de equilibrio debe suceder que la oferta sea igual a la
demanda, o sea:

300 — 2x = 3x + 40
300 —2x =3x +40 = 300 — 40 =3x +2x

300—40 = 3x+42x
260 = bx
260
=5 = X
52 = «x

Respuesta:

La empresa alcanza su punto de equilibrio cuando vende el bien A a ¢ 52.
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Ejercicios

@ 3.5.23 Un sefor cercé un terreno de forma rectangular. Si los costos son de ¢ 50 por metro
para los lados y de ¢ 60 para el frente y el fondo, determine la medida de los lados si se sabe que
el perimetro es de 70 m y en cercar gast6 en total ¢ 3.800.

@ 3.5.24 Un fabricante de camisas puede venderlas a ¢ 280. Sus costos incluyen unos gastos
generales fijos de ¢ 32.000 més un costo de produccién de ¢ 120 por camisa. Determine cuantas
camisas debe producir para obtener una utilidad de ¢ 40.000.

3.5.7 Problemas diversos

Ejemplo 3.45

De una caja con monedas de oro un ladrén tomé 25 monedas. Luego decidié volver y tomoé la cuarta

parte de lo que quedaba. Cuando el duefio volvié a tomar monedas descubrié que solamente habia 12
monedas.

Con base en la informacién anterior, determine cuantas monedas habia al principio.

Solucioén:

Sea x: nimero de monedas que habia al principio.
Entonces:

x — 25: ntimero de monedas que quedaron después del primer robo

x—2
3 ( 1 ): nimero de monedas que quedaron después del segundo robo

Por la informacién dada: ?)(96225) =12
-2
3<x45) =12 = 3(x —25) =48
3(x —25) = 48
3x —75 = 48
3x = 123
.1
n 3
x = 41

Respuesta:

Al inicio habian 41 monedas.
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Ejemplo 3.46

Un senor tiene dos terrenos A y B, ambos de forma rectangular. En el terreno A el largo mide
7 metros més que el ancho. En el terreno B, el largo mide 2 metros més que el largo del te-
rreno A y el ancho mide 3 metros menos que el ancho del terreno A. Si el area del terreno B es
37 metros cuadrados menor que el area del terreno A, determine las medidas de los lados de los terrenos.

Solucioén:

Sea x: ancho del terreno A

Entonces:

x+7: largo del terreno A

(x+7)+2: largo del terreno B

x —3: ancho del terreno B

x(x+7): area del terreno A
[(x+7)42](x—3): area del terreno B

Con base en el planteamiento anterior y en la informacion dada, se tiene que:
[(x+7)+2](x—3)+37=x(x+7)

[(x+7)+2](x —3) +37=x(x+7) = (x+9)(x—3) +37=x2+7x

(x+9)(x—3)+37 = x*+7x
x?—3x+9x—-27+37 = x*>+7x
x>+ 6x+10 = x247x
X2+6x+10—x2—7x = 0
—x+10 = 0
x = 10

R/ El ancho del terreno A mide 10 metros.

El largo del terreno A mide 17 metros.
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El largo del terreno B mide 19 metros.

El ancho del terreno B mide 7 metros.

Ejemplo 3.47

Los asistentes a una cena tienen que pagar en total ¢ 3900. Pero se decide que dos de ellos no paguen la
cena, por lo cual los demas tienen que pagar cada uno ¢ 40 mas de lo que les correspondia pagar origi-
nalmente. Con base en la informacién anterior determine el nimero de personas que asistieron a la cena.

Solucién:
Sea:
X: namero de personas que asistieron a la cena

y: cantidad de dinero que originalmente le correspondia pagar a cada uno
Entonces:

X — 2: nimero de personas que pagaron la cena

y + 40: cantidad de dinero que pagaron las x — 2 personas.

Por lo que:

x-y=23900, (x—2)(y+40) = 3900

x-y=3900 = y:39x00

(x —2)(y +40) = 3900 — (x —2) (39:0 +4o> — 3900
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(x —2) <393?O + 40) = 3900
4
(x —2) M — 3900
X
(x —2)(3900 +40x) = 3900x
3900x + 40x% —7.800 — 80x = 3900x
40x%2 — 80x — 7800 = 3900x — 3900x
40(3(2 —2x—195) = 0
x2—2x—195 = 0

En este caso tenemos que:
A= (—2)2—4(1)(—195)
=4+780

=784

2+ /784 2 —+/784

Por lo que: x; = Xy =

2 2
x1:2+28 x2:2_28
2 2
T
27 2
X1:15, XZ:—13

Observe que como x representa el nimero de personas, entonces x debe ser positivo, por lo que x # —13
Respuesta:

El nimero de personas que asistieron a la cena es de 15.
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Ejemplo 3.48
Una fabrica posee dos tipos de maquinas, A y B, las cuales producen dos tipos de articulos. El supervisor
de produccién notd que:

1) Sila maquina A trabaja 3 horas y la méaquina B 4 horas, en total se producen 120 articulos.

2) Si la maquina A trabaja 5 horas y la méaquina B 6 horas, en total se producen 194 articulos.

Determine el niimero de unidades que produce cada maquina por hora.
Solucioén:

Sea:

x: namero de unidades por hora que produce la maquina A

y: numero de unidades por hora que produce la maquina B.

Entonces:

3x: nimero de unidades que produce A en 3 horas

4y: ntmero de unidades que produce B en 4 horas

5x: nimero de unidades que produce A en 5 horas

6x: nimero de unidades que produce B en 6 horas

3x + 4y =120

Por lo que tenemos {Sx 6y —194

Ahora, multiplicamos por —5 la primera ecuacién y multiplicamos por 3 la segunda ecuacion y luego
sumamos miembro a miembro

—5- [3x+4y =120 . —15x — 20y = —600
3- | 5x+6y=1% 15x + 18y = 582
—18
—2y=-18 — y="—"5

= y=9

Sustituyendo el valor de y obtenido en 3x + 4y = 120 se tiene:
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3x +4y =120 = 3x+4(9)
3x + 36

3x

3x

Respuesta:

La méaquina A produce 28 unidades por hora
La maquina B produce 9 unidades por hora

(©Revista Digital Matemitica, Educacién e Internet. https:/tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/Libros/

120
120
120 — 36

327
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Ejercicios

@ 3.5.25 Resuelva cada uno de los siguientes problemas:

@ [l largo de un terreno rectangular A es el doble que su ancho. Si en otro terreno B, el largo
mide 40 metros mas que el largo de A, y el ancho mide 6 m méas que el ancho A, determine el
largo y el ancho de los terrenos si se sabe que el drea del terreno B es el doble que el drea del
terreno A.

@ Una empresa necesita contratar cierto nimero de empleados (profesionales y no profesiona-
les). Para esto debe hacerlo tomando en cuenta que:

- El nimero de empleados profesionales exceda en 10 al nimero de empleados no profesionales.

- El salario semanal de los no profesionales debe ser ¢ 1000 menor que el salario de los profesio-
nales.

- La planilla semanal de los profesionales debe ser de ¢ 60000 y la de los no profesionales de
¢ 20000.

- Todos los profesionales tienen igual salario entre ellos.
- Todos los no profesionales tienen igual salario entre ellos.

Con base en lo anterior determine qué nimero de empleados profesionales y no profesionales
debe contratar la empresa y su respectivo salario.

@ El gavilan y las palomas:
Gavilan: ;A dénde van mis cien palomas?
Palomas: No somos cien. Nosotras mdas nosotras, méas la mitad de nosotras, més la cuarta parte
de nosotras mds usted, sefior gavilan somos cien.

Calcule el nimero de aves.

@ Un hotel dispone de dos tipos de habitaciones A y B. El nimero de habitaciones del tipo A es
la mitad de las del tipo B. El precio por cada habitacién del tipo A es de ¢ 600 diarios y el de las
del tipo B es de ¢ 200 diarios.

Durante un dia de la semana no se usaron 2 habitaciones del tipo A y 5 del tipo B y en total, se
obtuvieron ¢ 32800 por dia.

Determine el nimero de habitaciones del tipo A y del tipo B.

@ El4rea de un campo rectangular es de 216 m? y su perimetro es de 60 m. ;Cuanto miden cada
uno de sus lados?

@ Un caballo y un burro caminaban llevando sobre sus lomos pesados sacos.
Caballo: jQué sacos mas pesados!
Burro: Si yo tomara un saco de los tuyos, cargaria el doble de los sacos con que ti te quedas, en
cambio, si yo te diera uno de los mios, ambos cargariamos el mismo ntimero de sacos.

Determine el ntimero de sacos que cargaban cada uno de los animales antes de iniciarse el
dialogo.
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Capitulo

4.1 Intervalos

En el Capitulo 1, estudiamos algunos subconjuntos del Conjunto de los Nimeros Reales, entre estos vimos:
el Conjunto de los Ntimeros Naturales, el Conjunto de los Ntimeros Enteros, el Conjunto de los Ntimeros
Racionales y el Conjunto de los Ntimeros Irracionales. Estudiaremos a continuacién otros subconjuntos del
Conjunto de los Ntiimeros Reales, a los cuales llamaremos intervalos.

Para esto es conveniente recordar que es posible establecer una correspondencia biunivoca, entre los pun-
tos de una recta (recta numérica), y el Conjunto de los Ntmeros Reales.  Asi, para cada ntiimero real
corresponde un, y sélo un, punto de la recta numérica, e inversamente cada punto de la recta numérica
representa un, y sélo un, niimero real.

Definicion 4.1
Sean a y b ntmeros reales tales que 4 es menor que b (a < b). Se llama intervalo abierto de extremos
ay b, al conjunto cuyos elementos son los ntimeros reales x que cumplen la condicion de que:

a<x y x<b

Notacién:

i.) Elintervalo abierto de extremos a y b lo denotaremos por |a,b|

ii.) Sia<x y x<b escribimos a < x <b, por ejemplo, la expresion —3 < x <5, significa que —3 < x
y x<5.

De esta manera se tiene que:

la,b]={x€eR /a<x<b}

El intervalo abierto de extremos a y b lo representamos geométricamente de la manera siguiente:
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A
Y

Figura 4.1

Definicion 4.2
Sean a y b ntimeros reales tales que a < b. Se llama intervalo cerrado de extremos a y b, al conjunto
cuyos elementos son los nimeros reales x que cumplen la condiciéon:

a<x y x<b

Notacién:

i.) Elintervalo cerrado de extremos a y b lo denotaremos por [a, ]

ii.) Sia<x y x<b escribimos a <x <b, por ejemplo, la expresion —7 < x <2, significa que —7 < x
y x<2.

De esta manera se tiene que:

[a,b] ={xeR/a<x<b}

El intervalo cerrado de extremos a y b lo representamos geométricamente de la manera siguiente:

A
SN
[}
v

Figura 4.2

Observacion: Note que en el intervalo abierto de extremos a y b no se incluyen extremos, mientras que en
el intervalo cerrado se incluyen los extremos.

Definicion 4.3
Sean a y b ntumeros reales tales que a < b. Se llama intervalo semi-abierto de extremos a y b, “abier-
to” en a y “cerrado” en b, al conjunto cuyos elementos son los ntimeros reales x que cumplen la condicion:

a<x y x<b
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Este intervalo lo denotaremos por: |a,b]

Notacioén:

Sia<x y x<b escribimos a <x<b

De esta manera se tiene que:

la,b] ={xeR /a<x<b}

Geométricamente el intervalo semi-abierto, de extremos a y b, “abierto” en a y “cerrado” en b, lo represen-
tamos de la manera siguiente:

A
®
Y

Figura 4.3

En forma similar se define el intervalo “semi-abierto” de extremos a y b, “cerrado” en a y “abierto” en b, y
se denota [a,b] de la manera siguiente:

[a,b[= {xeR /a<x<b}

Geométricamente este intervalo se representa de la manera siguiente:

A
S e
Y

Figura 4.4

Definicion 4.4
Sea a un numero real. El conjunto cuyos elementos son los numeros reales x tales que x > a, lo
denotaremos por |a,+oco[ ( el simbolo +oc0 se lee“mas infinito” ) y lo representamos geométricamente
de la manera siguiente:
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A

Figura 4.5

asi: J[a,+oo[={x€R /x>a}

En forma similar:

i.) El conjunto cuyos elementos son los nimeros reales x tales que x > 4, lo denotaremos por [a,+o0[ y
lo representaremos geométricamente de la manera siguiente:

A
SN

Figura 4.6

Ast: [a,+oo[={x€R/x >a}

ii.) El conjunto cuyos elementos son los ntiimeros reales x tales que x < a, 1o denotaremos por | — o0, a[ (el
simbolo —co se lee “menos infinito” ) y lo representaremos geométricamente de la manera siguiente:

Y =

Figura 4.7
Asi: | —o0,a[={xeR/x<a}

iii.) El conjunto cuyos elementos son los ntiimeros reales x tales que x < 4, lo denotaremos por | — c0,a] y lo
representaremos geométricamente de la manera siguiente:

SW
Y #

Figura 4.8

Asi: | —c0,a]l ={xeR/x<a}
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4.1.1 Operaciones con intervalos

Dado que los intervalos constituyen un tipo particular de conjuntos, definiremos a continuacién algunas
operaciones, con conjuntos en general, e ilustraremos estas operaciones mediante ejemplos, de entre los
cuales en algunos casos se involucraran intervalos.

Debido a su gran utilidad en este capitulo, las operaciones que nos interesa definir aqui son: la interseccion,
la unién y la diferencia de conjuntos.

Definicion 4.5
Sean A y B conjuntos. Se define la intersecciéon de A y B y se denota A N B, al conjunto cuyos elementos
pertenecen a A y también a B.

Simbolicamente se tiene que: ANB={x/x€A y x€B}

Ejemplo 4.1
Si A={1,2,3,4,5} y B=4{4,5,6}. Determine AN B

Solucion:
Los elementos que estan en A y también en B son: 4 y 5.

Por lo tanto: ANB={4,5}

Ejemplo 4.2
Si A=10,5] y B=12,7], determine AN B

Solucion:

Geométricamente podemos representar los conjuntos A y B de la manera siguiente:

A=[0,5]
: 1 1 1 1 . i : i i ’ 1 1 1 1 ;
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
: ] ] ] ] ] 5 1 1 5 1 . ] 1 :
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
B=[27]
Figura 4.9

De aqui podemos observar que los elementos que estén en A y también en B son los ntimeros reales
que estan entre 2 y 5, incluyendo a éstos; por lo que:

ANB=[0,5N[2,7] =25 osea: ANB=]25]
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Ejemplo 4.3

Si A=[-2,3] y B={-2,3}, determine ANB
Solucion:

Geométricamente podemos representar a los conjuntos A y B de la siguiente manera:

A=[-2, 3]
< ' ' " " " ") ' ' ' ' ' | >
-4 -3 -2 -1 o 1 2 3 4 5 6 7 8 9
< ' ' ‘ ' ' ' ‘ ' ' ' ' ' 1 >
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
B={2 3}
Figura 4.10

De aqui observamos que los tnicos elementos que estdn en A y también en B son —2 y 3; por lo que:

ANB=[-23]Nn{-2,3} ={-2,3} osea ANB={-2,3}

Ejemplo 4.4

Si A=]—3,4] y B={-3,4}, determine ANB

Solucion:
A=1-3,4]
g \ Pt " " n VarY [l [l [l [l 1 -
< O O >
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
‘ 1 ‘ 1 1 1 1 1 . 1 1 1 1 1 >
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
B={-3, 4}
Figura 4.11

Como podemos observar A y B no tienen elementos comunes por lo que:

ANB=1]-34N{-34} =0, osea ANB=0Q
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Ejercicios

@ 4.1.1 Para cada uno de los casos siguientes determine el conjunto A N B.

A= 1[2,5]; B=[-1,3]
A= [2,+0o[; B=]—00,5]
A=1[-3,11] ; B={6,11}
Definicion 4.6
Sean A y B conjuntos. Se define la unién de A y B y se denota A U B, al conjunto cuyos elementos
pertenecen al menos a uno de los dos conjuntos A y B.
Simbolicamente se tiene que AUB={x/x€ A o x € B}
Ejemplo 4.5
Si A={1,2,3,4,5} y B=1{4,56}, determine AUB
Solucion:
AUB = {1,2,3,4,5} U {4,5,6} = {1,2,3,4,5,6} osea AUB= {1,2,3,4,5,6}
Ejemplo 4.6

Si A=[-3,4] vy B=[-1,7], determine AUB

Solucion:

] : : . ] ] ] ] 1 >
-4 -3 -2 -1 0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9
< ' ' ' n Y ' ' >
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
B=[-1, 7]
Figura 4.12

De aqui podemos observar que los elementos que estan en A o en B, son los ntimeros reales que estan
entre -3 y 7, incluyendo a éstos, asi:

AUB= [-3,4] U [-1,7] = [-3,7] osea AUB= [-3,7]
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Ejemplo 4.7

SiA=]—00,2] y B={-2,2}, determine AU B

Solucién:

Representaremos a A y a B geométricamente:

— 00 A

-4 -3 -2 -1

- ! !

<

-4 -3

De aqui observamos que: AUB=]—00,2] U {-2,2} = | —0,2]

Ejemplo 4.8

SiA=]-3,5 y B={34,5,6,7,8}, determine AUB

- L

e ] ! ] ! ] ] 1 >

2 3 4 5 6 7 8 9

® ' ! ' ! ' ' ' >

2 3 4 5 6 7 8 9
Figura 4.13

P
R
-3 -

2

< ! !

-3 -2

Solucion:

Representemos a A y a B geométricamente:

B=1{345,678}

Figura 4.14

De aqui observamos que: AUB= |—3,5] U {6,7,8}

Ejemplo 4.9

SiA=]-42[ y B= [5,+00], determine AU B

Solucion:
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Representaremos a A y a B geométricamente:

338

A=142[
bl m— : >
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7
o
- P ;
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7
B=[5+0 [
Figura 4.15
De aqui observamos que: AUB=]—4,2[ U [5,4o0]
Geométricamente podemos representar A U B asi:
AUB boc
S — —_— :
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7

Figura 4.16

Ejercicios

@ 4.1.2 Para cada uno de los casos siguientes determine el conjunto A U B y represente geomé-

tricamente los conjuntos A, By A U B:

[—2,5], B=]0,7]
]-5,3, B={-5,0,510}
] —o0,—1[, B=]2,+00]

| —003], B=J3, oo
[3,5[, B=1{8,10}

| —02], B=]0,+oo]

© © ¢ 06 o o
S TS S .

Definicion 4.7

Sean A y B conjuntos. Se define la diferencia de A y By se denota A — B, al conjunto cuyos elementos

pertenecen a A y no a B.

Ejemplo 4.10
Si A= {2,4,68,10} y B=1{1,2,3,4,5}, determine A—ByB—A

Solucién:
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i.) Los elementos que pertenecen a A y no pertenecen a B son 6,8,10; por lo que A — B ={6,8,10}

ii.) Los elementos que pertenecen a B y no pertenecen a A son 1,3,5; por lo que B— A ={1,3,5}

Ejemplo 4.11
Si A= [-3,5] v B={5}, determine A — B

Solucién:

A—B=[-3,5]—{5} =[-3,5[0sea: A— B=[-3,5]

Ejemplo 4.12
SiA=R y B=]-2,3[, determine A—ByB—A

Solucion:

Representemos a A y a B geométricamente.

e A=R o

-3 -2 -1 o 1 2 3 4 5 6 7 8 9

3 21 0 1 2 9 4 5 6 7 8 95
B=1-23
Figura 4.17
De aqui podemos observar que:
i) A—B= R—-]—-23[ =]—00,—2[ U [3,+00]

ii.) B—A=]-23-R=Q;0sea: B—A=0Q
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Ejercicios

@ 4.1.3 Para cada uno de los casos siguientes determine el conjunto A — By B — A:

o A=[-107]; B={-10,7}
o A=]-0,3]; B= {0,3,5}
o A=R; B=]-509]

o A=]-26[; B=[3+c]

© A=]-002[; B=]—3+oo

4.2 Inecuaciones

Definicion 4.8
Si a y b representan expresiones en el conjunto de los niimeros reales entonces expresiones como: a < b,

a<b,a>bya>b reciben el nombre de desigualdades y se dice que a y b son los miembros de la
desigualdad.

Ejemplo 4.13
a.) 50 > 22

Definicion 4.9

Una desigualdad entre dos expresiones algebraicas donde al menos una de ellas involucra variables,
recibe el nombre de inecuacion.
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Ejemplo 4.14
a.) x+2>5
b.) x-y+z<x+3

xX+y
X—=Yy

d) VBx—2<3

>1

c.)

Definicion 4.10

En una inecuacion las variables involucradas reciben el nombre de incognitas.

Definicion 4.11

Si la inecuacién involucra n variables, se dice que es una inecuacién con n incégnitas.

A continuacién nuestro objetivo es estudiar, analizar y resolver inecuaciones con una incégnita.

Definicion 4.12
En una inecuacién con una incégnita, cualquier ntmero real que esté contenido en el dominio
de las incognitas, y que al sustituirse por la incognita en la inecuaciéon hace que la desigualdad
correspondiente sea verdadera, es una solucién de la inecuacion.

Ejemplo 4.15

a.) En x +2 > 3; si x se sustituye por 5, se obtiene una desigualdad verdadera: 5+ 2 > 3; ade-
mas 5 pertenece al dominio de la incognita, por lo que 5 es una solucién de la inecuaciéon x +2 > 3.

b.) En x2 > 5, si x se sustituye por —3, se obtiene una desigualdad verdadera: (—3)2 > 5; ademés
—3 pertenece al dominio de la incognita, por lo que —3 es una solucion de la inecuacion x? > 5.
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c.) En vx +2 < 2; si x se sustituye por 3, se obtiene una desigualdad falsa: v/3 +2 < 2 por lo que
3 no es una solucién de la inecuacién vx 42 < 2.

Ejercicios

@ 4.2.1 Para cada una de las siguientes inecuaciones, escriba 3 soluciones:

@ x+3<-6
1

o —>7
X

@ Vx+3>x

@ 7—x2>0

Definicion 4.13

Dada una inecuacién de una incognita, el subconjunto S del dominio de la incognita, cuyos elementos
son las soluciones de la inecuacion dada, recibe el nombre de conjunto solucién.

Ejemplo 4.16

a.) En x > —3, el dominio de la incognita es R, y esta desigualdad es verdadera tnicamente para
los valores de x mayores que —3; por lo que su conjunto solucién es | — 3,400[ o sea:

S=]—3,+00]

b.) En x> —4 <0 el dominio de la incognita es R y se puede demostrar que esta desigualdad es
verdadera tnicamente para los valores de x mayores o iguales que —2 y menores o iguales que
2, por lo que su conjunto solucion es [—2,2] o sea:

$=[-2,2]

c.) En x? — 2x — 3 > 0; el dominio de la incognita es R, y se puede demostrar que esta desigualdad
es verdadera tnicamente para los valores de x menores que —1 o mayores que 3, por lo que su
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conjunto solucion es | — oo, —1[ U |3,+0c0] o sea:

S=]—o00,—1[ U ]3,+00]

Convenio: Resolver una inecuacién consiste en determinar su conjunto solucién.

Definicion 4.14
Diremos que dos inecuaciones con una incognita son equivalentes si y solo si, tienen el mismo dominio
de la incognita y el mismo conjunto solucion.

Ejemplo 4.17

a.) El conjunto solucion de x >3 es [3,+00[
El conjunto solucion de 3x > 6 es [3,+00]

como las inecuaciones x >3 y 3x > 6 tienen el mismo conjunto solucién , entonces son
equivalentes entre si.

b.) El conjunto solucion de x +2 <7 es | —00,5]
El conjunto solucion de x <5 es | —o0,5]

como las inecuaciones x +2 <7 y x <5 tienen el mismo conjunto solucién , entonces son
equivalentes entre si.

4.2.1 Inecuaciones lineales con una incégnita

Definicion 4.15
Sean a, b y c constantes reales con a # 0. Se llama inecuacion lineal o inecuacion de primer grado con
una incognita a toda inecuacion que se pueda llevar a alguna de las formas siguientes: ax +b < ¢,
ax+b<c;ax+b>coax+b>c

Para resolver algunas inecuaciones lineales usaremos el concepto de inecuaciones equivalentes. Para esto
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transformaremos la inecuacién dada en otras equivalentes a la original, hasta obtener una inecuacién de
alguna de las formas: x <c¢; x <c¢; x >c 0o x > c; donde x es la incégnita y c es una constante.

Algunas transformaciones que se pueden usar para obtener inecuaciones equivalentes entre si.

1.) Permutacién de miembros
Se pueden intercambiar los miembros de una inecuacién de acuerdo con las propiedades siguientes:

Seanac RybeR

i.) a<b=b>a
ii.) a<b=b>a
i) a>b=>b<a

iv.) a>b=0b<a

Ejemplo 4.18

a)d4<x—-2=—x—-2>4
b) 8<x+3=—x+32>8
c) 3>2x+3=2x+3< -3

d) 2x—1>3=3<2x—1

2.) Sumar una constante k a ambos miembros de la inecuacion

Se puede sumar una constante k a ambos miembros de una inecuacién de acuerdo con las propieda-
des siguientes:

Seana € R, b € R,y k € R, k constante

i) a<b=a+k<b+k
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ii.) a<b=—a+k<b+k
iii.). a>b=a+k>b+k

iv) a>b=a+k>b+k

Ejemplo 4.19

a) x+2>-3=x+2+(-2)>-3+(-2)
b) 2x —3<5=2x—3+3<5+3
c) 2x+5>2=— —2x+5+(-5)>2+(-5)

d) x—3<-7=—=x—-34+3<-7+3

3.) Multiplicar por una constante k, positiva, ambos miembros de la inecuacién

Se puede multiplicar cada miembro de la inecuacién por una constante k positiva de acuerdo con las
propiedades siguientes:

Seana € R, b € Ry k € R, k una constante positiva

i.) a<b=ka<kb
ii.) a<b=-ka<kb
iii.) a>b=ka>kb

iv.) a>b=ka>kb

Ejemplo 4.20
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1
a) 2x—4<6=_ (2x—4)< 6

N =

1 1 1 1
) ox—=->3=4(-x—-|>4.
b.) - x 2>3 ( X >> 3

) 3x+2<5=703x+2)<7-5

d.) ;x+72—3:>6<;x+7) > 6(—3)

4.) Multiplicar por una constante k, negativa, a ambos miembros de la inecuacion.
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Se puede multiplicar cada miembro de la inecuacién por una constante k negativa de acuerdo con las

propiedades siguientes.

Seana € R, b € R,y k € R, k una constante negativa

i.) a<b = ka>kb
ii.) a<b = ka>kb
iii.) a>b = ka <kb

iv.) a>b = ka<kb

Ejemplo 4.21

a.) e — 3. ()37
73 3

b.) —2x <5 = —11(-2x) > —11-5

¢) —x+3>2 = —1(—x+3)<-1-2

d.) ;’2“+ﬁ25 — —\/§<_x+\/§>§—x/§-5

V2 V2

Observacion: Para resolver inecuaciones, ademads de las transformaciones enunciadas e ilustradas anterior-
mente, se pueden aplicar propiedades y algoritmos de la adicién y de la multiplicacién definidas en R
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(conmutatividad, asociatividad, distributividad, etc.)

Veamos algunos ejemplos que se resuelven usando algunas de las transformaciones anteriores.

Ejemplo 4.22

Resuelva cada una de las siguientes inecuaciones

a.) x+3< -2

b.) x—7<23

c.)2x+5>9

d) 3x—2>—11

e) —3x—5<13

f)3—2x>-2

Solucién:

a.) x+3< -2

x+3+-3 < -2+-3

x+0 < =5
x < -5
Por lo que el conjunto solucion de x +3 < —2 es | — oo, —5]|
S =]—00,-5]

b.) x—7<23
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x—74+7 < 23+7
x+0 < 30
x < 30

Por lo que el conjunto solucion de x —7 <23 es | — o0,30]

. § =] — 00,30]

c)2x+5>9

2x+5+-5 > 9+ -5

2x+0 > 4
2x > 4
1 1
x > 2

Por lo que el conjunto solucion de 2x +5>9 es |2,+00]

2.8 =12,400]

d) 3x—2>-11

3x—-2+2 > —-11+2

3x+0 > -9
3x > -9
1 1
5 - 3x > —. -9
x > -3

Por lo que el conjunto solucion de 3x —2 > —11 es [—3,+00]
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S = [-3,400]

e) —3x—5<13

—-3x—5+5
—3x+0
—3x

-1
3 X
X

Por lo que el conjunto solucion de —3x —5 <13 es [—6,400|

IN

IN

IN

v

>

- § = [—6,—|—oo[

f.) 3—2x> -2
—34+3—-2x >
0—2x >
—2x >

-1

7-—23{ <
x <

Por lo que el conjunto soluciéon de 3 —2x > —2 es ] —oo,; [

|

S O = }—00,

Nota:

13+5

18

18
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En el proceso de resolucién de inecuaciones no es necesario indicar todas las transformaciones que se
realicen, en las inecuaciones que resolveremos en adelante, omitiremos escribir algunas transformaciones.


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

4.2. INECUACIONES (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/). 350

Ejemplo 4.23

Resuelva cada una de las siguientes inecuaciones

a.) 2x+3> -5
—x
b) ——-3>2
) 5 —3>

c.) 5x—3 < 8x—2
d) —2+4x<5x—9
—37 2x
e) 4 +2>F 47
£) (x—1)(x+2)<x*+3

g.) 2x —3(x+1) > 3x

h.) 2(x —3)+5> —x

Solucion:

a.) 2x+3> -5

2x > —-54-3

2x > =8
1
> —-—8
* 2
x > —4
Por lo que el conjunto solucion de 2x +3 > —5 es | —4,4o0|

S =]—4,400]
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—X
b)) — —-3>2
) 3 >
—— > 243
—X
— 5
3 >
x < =-3.5
x < =15

Por lo que el conjunto solucion de —?x —3>2 es |—oo,—15]

S = ]—o0,—15|

c) bx—3<8x-2

5x4+—-8x < -—-2+43

—3x < 1
-1

— 1
x > 3
3

-1
Por lo que el conjunto solucién de 5x —3 <8x —2 es } 3,+00[

52| e
d) —2+4x<5x—-9

4x + —-5x < —-9+42
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Por lo que el conjunto solucion de —2 +4x <5x —9 es [7,4o0[

S = [7,400]

— 2
e) 2422247

4 3
—x 2x
_ = 7+ =2
1 3 > +
—3x — 8x
—1 > 5

—3x—8x > 12-5

—11x > 60
—1
11

_ ) _
Por lo que el conjunto solucién de Tx +2> ?x + 7 es } —oo,# [
—60

£) (x —1)(x+2) <x*>+3
> +2x—x—-2 < x*+3
2+ —x*+2x—x < 3+2
x < 5

Por lo que el conjunto solucién de (x —1)(x +2) <x*+3 es | —0,5]

S =]—00,5]

g) 2x —3(x+1) >3x
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2x —3x—-3 > 3x

2x —3x—3x > 3

—4x > 3
1

< -3
¥ = g
_3
< _
Y= 7

Por lo que el conjunto solucion de 2x —3(x +1) > 3x es } —oo,_ﬂ

o]

h.) 2(x—3)+5> —x

2x—6+5 > —x
2x+x > 6-5
3x > 1
x > i
- 3

1
Por lo que el conjunto soluciéon de 2(x —3) +5> —x es [3,—1-00[

5= [Ltel
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4 4 2
X5 Sy
4 2 4
2x —4x < Z
8 4
7
2x — 4 8- -
X X > 1
—2x > 14
x < —l4
2
x < =7

-3

1> % es | — o0, 7]

X
Por lo que el conjunto solucién de >

S =]—00,—7]

Ejercicios
@ 4.2.2 Resuelva cada una de las siguientes inecuaciones:

5 «x

—2x—=>-=+10
° X 3 3—|—
x 3
Bx—4< 4+ =
o 3x _2+2
7 — 5x
— —1) — 1
@ x—(5x—1) 0 <
@ —2x+5>x+2
° x—3_1>§
4 2
7x 3
= < Z
e 2+3_2x

En los ejemplos anteriores hemos resuelto inecuaciones en la cuales, después de haber realizado algunas
transformaciones obtenemos una desigualdad de alguno de los tipos x <c,x <c,x >c,x > c, donde
es la incognita y “c” es una constante real. Sin embargo al resolver inecuaciones, después de realizar
ciertas transformaciones podemos obtener una desigualdad numérica de alguno de los tipos a < c,a <

1
//x
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c,a>c,a>c,en estos casos el conjunto solucién de estas inecuaciones se determina de acuerdo con las
siguientes reglas.

Regla 1:

Si en el proceso de resolucién de una inecuacion se obtiene una desigualdad numérica verdadera, entonces
el conjunto solucién de de la inecuacién original es el dominio de la incégnita.

Regla 2:

Si en el proceso de resolucién de una inecuacién se obtiene una desigualdad numérica falsa, entonces el
conjunto solucién de de la inecuacioén original es el conjunto vacio (@).

Ejemplo 4.24

Resuelva cada una de las siguientes inecuaciones

a) x—3(x—1)<—-2x+5

b.) (x—2)2—x%>+4x>0

c.) —2x+13<2(5—x)

d) (x=3)(x+2) - (x> —x+8)>0
Solucion:

a.) x—3(x—1)< —-2x+5

x—3x+3<-2x+5
x—=3x+2x+3<5
Ox+3<5

3<5

Como esta desigualdad es verdadera, entonces el conjunto solucion de x —3(x — 1) < —2x +5
es el dominio de la incognita, en este caso R

5=R
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b.) (x—2)2—x>+4x>0
x2—4x+4—x2+4x>0
4>0

Como esta desigualdad es verdadera, entonces el conjunto solucién de (x —2)? — x? + 4x >0 es
el dominio de la incégnita, en este caso R

S5=R
c) 2x+13<2(5—x)
—2x+13 <10 — 2x
—2x+2x+13 <10
13 <10
Como esta desigualdad es falsa, entonces el conjunto solucion de —2x + 13 < 2(5 — x) es vacio
S.5=0
d) (x=3)(x+2)— (x**—x+8)>0
X 2x—3x— 16— fx—8>0
-14>0

Como esta desigualdad es falsa, entonces el conjunto soluciéon de (x —3)(x +2) — (x> —x +8) >0
es vacio

S5=0
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@ 4.2.3 Resuelva cada una de las siguientes inecuaciones:

3x+5<20
x—5<2x—6
5x—2>3x—4
3-7x<7(2—x)

_TSx+12224

(x —1)2—=7> (x —2)?
(x—4)(x+5) < (x—3)(x—2)
(x —2)(x+2)<x?>—7

2x —1<4x -3
3—2x>2x—-5
x—2(x+3)>5—x
x—5(x+2)>—-2(2x+6)

357

Inecuaciones en las que cada uno de sus miembros es o puede expresarse como un producto y el otro miembro

€s Cero

Las inecuaciones de este tipo se resuelven aplicando la ley de signos de la multiplicacién definida en el
conjunto de los ntimeros reales, de acuerdo con las siguientes propiedades:

Seana € R; b € R
1) a-b>0=[(a>0yb>0)o(a<0yb<0)]

2) a-b<0=[(a>0yb<0)o(a<0yb>0)]

Ejemplo 4.25

Resuelva la siguiente inecuacion: (x +3)(x —2) <0
Solucién:
Aplicando la propiedad 2 anterior se tiene que:

(x+3)(x—2)<0 = ((x+3)>0 y (x—2)<0)

O

(x+3)<0 y (x—2)>0)
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i.) Analicemos el caso x+3 >0y x—2<0

En este caso se tiene que:

x+3>0 = x>-3 = S51=]-3,40]
x—2<0 = x<2 = Sy=]—0,2|
5=1-3, +m] o - S=1— 00, 2[
4—(3: 2——»
< 2 Q >
S=5U S7 13,2
Figura 4.18
ii.) Analicemos el caso x +3 <0y x—2>0
En este caso se tiene que:
X+3<0 = x<-3 = S4=]—00,-3|
x—2>0 = x>2 = S5=12,00]
x S =1— 00, -3[ S5 =12, +a0[ foc
< =3 2
S=5,U S;= 0
Figura 4.19

S¢ =5,NS5 =0

La solucion final sera igual a la union de las soluciones obtenidas en los casos (i) y (ii), o sea:

.Sk :] —3,2[

Nota: El procedimiento usado anteriormente para resolver inecuaciones de este tipo es un poco largo y
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tedioso, por esta razén es que preferimos resolver este tipo de inecuaciones por medio de una “tabla de
signos”, en la cual usaremos dos resultados generales que se enunciaran posteriormente, pero antes resol-
veremos algunos ejemplos que son casos particulares de dichos resultados.

Ejemplo 4.26

Para cada uno de los casos siguientes determine el intervalo en donde la expresion dada es positiva, y

el intervalo en donde dicha expresién es negativa.
a.) 2x+3
b.) —x+3
c.) —3x -2
d) x+5

Solucion:

a.) 2x+3

i.) 2x+ 3 es positiva si y solo sf:

2x+3 > 0
— 2x > -3
— r > =
2

e -3
o sea: 2x + 3 es positiva si y sélo si: x € 7,—}—00

ii.) 2x+ 3 es negativa si y solo si:

2x+3 < 0

N
<
AN
|
@

|
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o sea: 2x + 3 es negativa si y sélo si: x € ] —c>o,_7 [

En forma resumida se tiene:

—00 —3/2 +o0

2x+3 — +

b.) —x+3

i.) —x+ 3 es positiva si y solo si:

—x+3 > 0
<= —x > =3
= x < 3

0 sea: —x + 3 es positiva si y solo si: x € | — 00,3

ii.) 2x+ 3 es negativa si y solo si:

—x+3 < 0
<= —-x < -3
< x > 3

o sea: —x + 3 es negativa si y solo si: x € |3,+00[

En forma resumida se tiene:

c) —3x—-2

i.) —3x — 2 es positiva si y solo si:


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

4.2. INECUACIONES (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/). 361

-3x—-2 > 0
< —3x > 2
— x < —2
3

-2
0 sea: —3x — 2 es positiva si y so6lo si: x € ] —oo,7 [

ii.) —3x — 2 es negativa si y solo si:

-3x—-2 < 0

<= —3x < 2
— x > -2
3

S —2
o sea: —3x — 2 es negativa si y solo si: x € ?,+oo

En forma resumida se tiene:

—00 —2/3 40

—3x—2 + =

d.) x+5

i.) x+5 es positiva si y solo si:
x+5 > 0

— x > =5

o sea: X + 5 es positiva si y solo si: x € | —5,400]
ii.) x+5 es negativa si y solo si:
x+5 < 0

<= x < =5

O sea:

X + 5 es negativa si y solo si:
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X €] —o0co,—5[

En forma resumida se tiene:

x+5| - +

Resultado:

Si a y b son constantes reales tales que a > 0, y x es una variable real, entonces se cumple que:

. —b
i) ax+b>0<:>x>7

—b
<ax + b es positivo si y solo si x es mayor que a)

—b
ii.) ax+b<0<:>x<7

. . —b
<ax + b es negativo si y solo si x es menor que —
a

n forma resumida podemos expresar este resultado en la “tabla” siguiente:
En f d d t Itad la “tabla” t

—00 —b/a +o00

ax—+b — +

Siempre que se cumpla que a > 0

Resultado:

Si a y b son constantes reales tales que a < 0, y x es variable real, entonces se cumple que:

, b -
i) ax+b>0<=x< - (ax + b es positivo si y s6lo si x es menor que a)

’ —b o —b
zz.) ax+b<0<= x> e ax + b es negativo si y sblo si x es mayor que o
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En forma resumida podemos expresar este resultado en la“tabla” siguiente:

—0o0

—b/a

—+o00

ax+b

+

Siempre que se cumpla que a <0

Ejemplo 4.27

Para cada uno de los casos siguientes, use los resultados anteriores para determinar el intervalo en

donde la expresién dada es positiva, y el intervalo en donde es negativa.

a.) 3x —2

b.) —2x+5

c) —x—2

d) x—3

Solucion:

De acuerdo con los resultados anteriores se tiene:

a.) 3x —2

3

3

‘ 2 2
i.) 3x —2>0<= x> = osea: 3x —2 es positivo si y solo si x € },%—oo[

.. 2 o 2
ii.) 3x—2<0<:>x<§ o sea: 3x — 2 es negativo si y s6lo si x € }—oo,[

En forma resumida se tiene:

3

3x —2

b.) —2x+5
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. 5 e 5
i) —2x+5>0<:>x<§ o sea: —2x + 5 es positivo si y s6lo si x € ]—oo,z[

g 5 o 5
ii.) —2x+5<0<:>x>§ o sea: —2x + 5 es negativo si y s6lo si x € }2,—#00[

En forma resumida se tiene:

—2x+5 + —

c.) —x—2

i.) —x—2>0<=x< -2 osea —x —2 es positivo si y solo s{ x € | — oo, —2]
ii.) —x—2<0<=x>—-2 osea —x —2 es negativo si y solo si x € | —2,4o00|

En forma resumida se tiene:

—30 — /% + —

d) x-3

i.) x—3>0<= x>3 osea: x —3 es positivo si y solo si x € |3,4o0|
ii.) x—3<0<= x<3 osea: x —3 es negativo si y solo si x € | —00,3|

En forma resumida se tiene:

364
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@ 4.2.4 Para cada uno de los casos siguientes use los resultados anteriores para determinar el

intervalo en donde la expresion dada es positiva, y el intervalo donde es negativa.

2x+9
—3x+1
—x+7
V3x—11

X — 8

_73x—|-13

4.2.2 Resolviendo inecuaciones con tablas de signos

Ejemplo 4.28

Resuelva cada una de las siguientes inecuaciones:

a) (x+2)(x—3) <
b) (x+4)(3x+2) >0
¢) Bx+3)(2x+1) <0
d) 2x+5)(—x+1)>0
e.) x(—x —7)(=5x+2) <0
£) —x(x —7)(x+5) >0

Solucion:

a) (x+2)(x—3) <0

Por los resultados 4.2.1 y 4.2.1 anteriores podemos determinar los intervalos en los cuales cada
uno de los factores (x +2) y

(x — 3), son positivos o negativos, lo cual se puede expresar en

forma resumida en una tabla como la siguiente:

—oo =2 +o0
x+2| — +
x—3| — +
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Los signos correspondientes al producto (x 4 2)(x — 3), se obtienen usando los signos de los
factores (x +2) y (x — 3) y la ley de signos para la multiplicacion definida en R, asi obtenemos:

—o0 -2 3 +00
x+2 - | + +
x—3 - | - +
(x+2)(x=3) | + | — +

De esta tltima tabla puede observarse que el producto (x 4+ 2)(x — 3) es negativo, si y solo si
x €] —2,3[ y por lo tanto el conjunto solucién de la inecuacion (x +2)(x —3) <0es: | —2,3[ 0
sea:

S=1-2,3|

b.) (x+4)(3x+2) >0

En forma similar al caso anterior obtenemos la siguiente tabla:

—o0 —4 -2/3 4o

x+4 | — | + | +

3x+2 | — | — | +

Los signos correspondientes al producto (x 4 4)(3x + 2), se obtienen usando los signos de los
factores (x +4) y (3x +2) y la ley de signos para la multiplicacion definida en R, asi obtenemos:

—00 —4 -2/3 4o

x+4 - | + +
3x +2 - | = +
(x+4)Bx+2) | + | — +

De esta tabla puede observarse que el producto (x + 4)(3x + 2) es positivo si y sélo

si x € |—o0,—4[ 0 x € ]_3,—00[ y por lo tanto el conjunto solucién de la inecuacién
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(x+4)(3x+2)>0es:
=7
|—o0,—4] U ]3,+oo[osea:

S = ]—c0,—4[ U }_;,—l—oo[

Nota: En los ejemplos 4.2.2a.) y 4.2.2b.) anteriores se ha explicado la forma en que se han
construido cada una de las tablas correspondientes y también la forma de determinar el
conjunto solucién de cada inecuacién. En los ejemplos siguientes omitiremos la explicacién.

c) Bx+3)(2x+1)<0

—00 -1 -1/2 +o

3x +3 - | + +

2x +1 - | - +

Bx+3)2x+1) | + | — +

1 =il

.

S |7V

d) 2x+5)(—x+1)>0

—00 —5/2 1 +oo

2x+5 — | + +

—x+1 + | + —

(2x+5)(—x+1) | — | + —

SR

e.) x(—x—7)(-5x+2) <0
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) -7 0 2/5 4

x - = | + | +

—x—7 + | = = | =
—5x+2 + 1+ |+ -
¥(—x—=7)(-5x+2)| — | + | — | +

f) —x(x—7)(x+5) >0

—X + |+ | = | -
x—7 = | ==
x+5 - |+ |+ |+
—x(x=7)(x+5) | + | — | + | —

. S=]—00,—5[ U ]0,7|

En el ejemplo anterior hemos resuelto inecuaciones en las cuales se involucra alguno de los signos “ <”
0 “>", en el ejemplo siguiente el objetivo es resolver inecuaciones en las que se involucra alguno de los
Signos “ S 77 O “ Z 77

Ejemplo 4.29

Resuelva cada una de las siguientes inecuaciones:

a) (x+1)(x—2)<0 b.) (x—=3)(x+2)>0
c) 32—x)(x—3)<0 d) =5(—x+1)(—x—2)>0
e.) 2x(x+2)(x—2)<0 £) 3x(5—x)(x+2)>0

Solucién:
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a) (x+1)(x—2)<0

En forma similar a los ejercicios resueltos en el ejemplo anterior formamos la siguiente “tabla”

—o0 —1 2 4o

x+1 -+ +
x—2 = = | 4
(x+1D)(x=2) |+ | — | +

De aqui sabemos que:

(x+1)(x—2)<0<=x€]-12]

Luego

(x+1)(x+2)=0<=x=-10 x=2

Por lo tanto:

El conjunto solucion de (x +1)(x+2) <0es [—1,2] osea S = [—1,2]

b.) (x—3)(x+2) >0

Procediendo en forma anéloga al ejemplo anterior:

—c0 —2 3 +o

x—3 - | = | +
x+2 - |+ | +
(x=3)(x+2) | + | — | +

De aqui sabemos que:

(x=3)(x+2)>0<=x €] —00,—2 [U] 3,400|
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Luego
(x=3)(x+2)=0«<=x=30x=-2
Por lo tanto:

El conjunto solucion de (x — 3)(x +2) > 0 es | — 00,—2] U [3,+c0[0sea:S =
J =00, =2] U [3,+e0]

Nota: En las inecuaciones que resolveremos a continuacién, no especificaremos la forma en

que se obtiene el conjunto solucién para cada una de ellas, el estudiante debera justificar estos
resultados.

c)32—-x)(x—3)<0

—00 2 3 4o

3 +| +| +
2—x + | = | =
N=2 - = |+

32—-x)(x—=3) | — | + | —
S =]—00,2[U[3,+00]

Observacion:

En esta inecuacién, 3 es un factor siempre positivo de la expresiéon 3(2 — x)(x — 3), pues no
depende del valor de la variable x.

d) —5(—x+1)(—x—2) >0
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—c0 —2 1 400

-5 — | - =
—x+1 + |+ | -
—x—2 + | =] =

—S(—x+1)(—x-2) | - | + | —

S=[-2,1]

Observacion: En esta inecuacién, —5 es un factor siempre positivo de la expresion
—5(—x +1)(—x — 2), pues no depende del valor de la variable x.

e) —2x(x+2)(x—2)<0

—2x + |+ = =
x+3 - |+ |+ | +
x—1 - = =+
—2x(x+3)(x-1) | + | — | + | -

. §=1[-3,0] U [1,400]

f) 3x(5—x)(x+2)>0

—00 —2 0 5 4o

£ - | - |+ | +
5—x + |+ |+ ] -
x+2 - |+ |+ | +
3xG—x)(x+2) | + | — | + | —

. §=[—00,—2] U [0,5]
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Ejercicios

@ 4.2.5 Resuelva cada una de las siguientes inecuaciones:

(x—1)(2x+1) <0
6x(1—x)>0
(2x+3)(4x—1) >0
(5—7x)(x+2)(6x+1)<0
2x—-1)(2x—1)>0
(2x —1)2>0
(1-3x)2<0
—2(x+2)3—x)(5x+1) >0
32—x)(4—3x)(x+2)>0

1

° _T(x—2)(x—2)(x+2) <0

o ¥(2x+7)<0
o V5(2-3x)3(x+5)4<0

4.3 Inecuaciones cuadraticas

Definicion 4.16
Sean a, b, ¢ constantes reales tales que a # 0. Sea x una variable real. Llamaremos inecuacion
cuadratica a toda inecuacién en la que uno de sus miembros se puede llevar a una expresion de la
forma ax? + bx + ¢ y el otro miembro es cero.

Ejemplo 4.30

Son inecuaciones cuadraticas:

a.) 2x*+2x+1<0 b.) x> —5x+6>0
c.) 2x2+8>0 d.) 3x2—-27<0
Caso 1:

Consideremos como caso 1, aquel en el cual la expresién ax* + bx + c es factorizable (/A > 0). Para resolver
estas inecuaciones se debe factorizar la expresion ax? 4 bx + ¢, para posteriormente aplicar el procedimien-
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to usado para resolver las inecuaciones de los ejemplos anteriores (por medio de una “tabla de signos”)

Recuerde que si la expresién ax? 4 bx + ¢ es factorizable entonces se cumple que:

ax?> +bx+c=a(x —x1)(x — x2)

Con x1 y x3 los ceros del polinomio ax? +bx+c

Ejemplo 4.31

Resuelva cada una de las siguientes inecuaciones:

a.) x2—2x—35<0 b)2x>—x—6>0
c) —3x>+x+2>0 d.) —2x2+3x+2<0
e) x2—4x<0 f) 18x —2x> >0
g) x>—=9>0 h) 7-x*><0
Solucion.
a.) x2—2x—35<0
Para la expresion x2 — 2x — 35 se tiene:
A = 4—4(1)(-35)
A = 4+140
A = 144

. x2 —2x — 35 es factorizable y ademés:

2+ 144 14

== — :7
X1 5 X1 5 — X1
2—+/144 —10
Xp=——— " =>Xy)=—— =>Xy=—bH
2 2
asi:

x> —2x—35=(x—"7)(x+5)
L x2=2x—35<0 < (x—7)(x+5)<0

Resolviendo esta tltima inecuacién se tiene:
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—oc0 =5 7 4o

x—7 N R
x+5 - |+ | +
(x=7)(x+5) | + | — | +
Por lo tanto el conjunto solucién de x> —2x —35<0es | —5,7 [,osea: S=]—5,7]
b)) 2x* —x—6>0
Para la expresion 2x% — x — 6 se tiene:
A = 1-4(2)(—6)
A = 1+48
A = 49

*. 2x?> — x — 6 es factorizable y ademas:

14 v49
X1:+7:>X1:§:>X1:2
4 4
1—+v49 —6 -3
xz—T:XZ—T:XZ—iz
Asi:

2x2 —x —6=2(x —2) <x+§>

2% —x—6>0 <= 2(x —2) <x+;> >0

Resolviendo esta tltima inecuacién se tiene:
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—c0 —3/2 2 4o
2 + | + | +
x+2 = | =
x+§ - |+ | +
2
3
2(x —2) <x+2> + | = | +

Por lo tanto el conjunto solucion de 2x%2 —x — 6 < 0 es }—oo,

-3
5= 5| U 24l
—3x24+x+2>0

Para la expresion —3x% + x + 2 se tiene:

1+24

> > D>
I

—3x% 4 x + 2 es factorizable y ademaés:

_—1+25 4 -2

X1 3 Z>X1:_76:>x1:73

—1—+/25 —6

:>x2:76:>x2:1

asi: —3x2—|—x—|—2:—3<x+§> (x—1)

2
3% +x+2>0 <= —3<x+3> (x—1)>0

Resolviendo esta tltima inecuacién se tiene:

= 1-4(-3)(2)

2

} U [2,+0c0] o sea:
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—0 -2/3 1 +o

-3 — | =1 =

x+% - |+ | +
3

x—1 - | = | +

—3<x+§>(x—1) - |+ | -

-2
Por lo que el conjunto solucién de —3x% 4+ x +2 > 0 es ] —3,1 [ o sea: S

d.) —2x2+3x+2<0

Para la expresion —2x2 4 3x + 2 se tiene:

= 9-4(=2)(2)
9+16

> D> D>
|

. —2x% 4 3x + 2 es factorizable, ademas:

-3+ V25 2 -1
x1—_74:>x1—f4:>x1—72
-3 —-v25 -8
p=—— = =— = =2
—4 —4
Asi:

1
—2x2+3x+2:—2<x+2> (x —2)
1
s =2x2 4 3x42<0 <— —2(x+2> (x—2)<0

Resolviendo esta tltima inecuacién se tiene:
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-0 —-1/2 2 +4o

-2 | | =

x—l—1 - |+ | +
2

x—2 - = | +

—2<x+;>(x—2) -+ | -

Por lo que el conjunto solucién de —2x2 4+ 3x +2<0 es ]—00,2] U [2,400[ o sea:

S:}—oo,_zl} U [2,+00]

e) x> —4x <0
Factorizando x> — 4x por factor comtin se tiene: x> —4x <0 <= x(x —4) <0

Resolviendo esta inecuacion:

—0o0 0 4 +oo

x — | + | +
(x—4) | — | — | +
x(x—4) | + | — | +

Por lo que el conjunto solucién de x> — 4x < 0 es: [0,4]; o sea : S = [0,4]

f) 18x —2x2 >0
Factorizando 18x — 2x? por factor comiin se tiene: 18x —2x> >0 <= 2x(9 —x) >0

Resolviendo esta inecuacion:
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—0o0 0 +o0
2x — +
O—x) | + |+ | —
2@ —x) | — | + | —
Por lo que el conjunto solucién de 18x —2x% > 0es ]0,9 [;osea: S= ]0,9]

g) x2—-9>0

Factorizando x> — 9 > 0 por férmula notable se tiene: ¥ —9 >0 <= (x —3)(x+3) >0

Resolviendo esta inecuacion:

—o0 -3 +o00
x—3 — +
(x+3) — +
(x—=3)(x+3) | + +

Por lo que : S =] — 00, —3] U [3,+00]

h) 7—x2<0

Factorizando 7 — x? por formula notable se tiene: 7 — x> <0 <= (V7 — x)(v/7 —x) <0

Resolviendo esta inecuacion:

V7 —x

\ﬁ-l—x

(V7 —x)(vV7+x)
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Por lo que S:]—oo,—\ﬁ[ U }\ﬁ,—koo[

Caso 2:

Consideremos como caso 2, aquel en el cual la expresién ax? + bc + ¢ no es factorizable (A < 0). Para
resolver estas inecuaciones usaremos el siguiente teorema:

Teorema 4.1

Sean a, b, ¢, constantes reales y x una variable real tales que a #0 y b?> —4ac <0 (A<0),
entonces se cumple que:

i.) Sia >0 entonces ax* +bx+c>0;V x € R

ii.) Sia <0 entonces ax’>+bx+c<0;V x € R

Demostracién:

En el teorema(3.2) se demostré que:

2 b — _
ax“+voc+c=a i

b\*> A
x+— ] ——=|;con A =0b%—4ac y ademads si A < 0 entonces
2a 442

2
(x—l—b) A]>O;VJCEIR
2a

y por lo tanto:

4a2

(L b\ A
i.) Sia > 0entonces a <x + 211) — —5| >0;V x € IR es equivalente a:

sia > 0 entonces ax? +bc+c>0;V x € R

_ b\ A
ii.) Sia < 0entonces a <x + 2a> ~ iz < 0;V x € IR es equivalente a:

sia < 0entonces ax?+bc+c<0;V x € R

Ejemplo 4.32

Usando el teorema anterior resuelva cada una de las siguientes inecuaciones:
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a.) 2x2+x+3>0
c.) 3x2 —5x+3<0

e) 222 +6<0 f) —3x2—5>0

Solucion:

a) 2x2+x+3>0

En este caso, para la expresion 2x% + x + 3; se tiene:

a=2y
A = 12-4(2)(3)
AN = 1-24
A = =23

como A <0ya>0, entonces 2x> +x +3>0;Vx€R
-, el conjunto solucién de 2x> + x +3>0es Rosea: S= R

—x2—x—1>0

En este caso, para la expresion —x? — x — 1; se tiene:

a=-1y
A = (-1 -4(-1)(-1)
A = 1-14
A = -3

como A <0ya<0, entonces —x> —x—1<0; VxeR

2

*. el conjunto soluciéon de —x* —x —1 >0 es vacio o sea: S = @

3x2 —5x+3<0
En este caso, para la expresién 3x> — 5x + 3; se tiene:

a=3y

b) —x2—x—-1>0
d.) —4x>+3x—5<0
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A = (=5?2-4(3)3)
A = 25-36
A = —11

como A <0ya>0, entonces 3x> —5x +3>0; Vx € R

*. el conjunto solucion de 3x% —5x +3 < 0 es vacio o sea: S = @

—4x24+3x—-5<0

En este caso, para la expresion —4x? 4+ 3x — 5; se tiene:

a=—4vy
A = (32 —4(-4)(-5)
A = 9-80
A = =71

como A <0ya<0, entonces —4x> +3x —5<0; Vx €R

-, el conjunto solucién de —4x?> +3x —5<0es R osea: S = R

2x2+6<0
En este caso, para la expresién 2x? + 6; se tiene:

a=2y

A = 0-—4(2)(6)
A = —48
como A <0ya>0, entonces 2x*> +6 > 0; Vx € R

*. el conjunto solucién de 2x% +6 < 0 es vacio o sea: S =@

—3x2-5>0
En este caso, para la expresion —3x% — 5; se tiene:

a=-3y
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@ 4.3.1 Resuelva cada una de las siguientes inecuaciones:

4.4

A = 0-4(-3)(=5)

A = —60

como A <0ya<0, entonces —3x>—5<0; Yx€R

*. el conjunto soluciéon de —3x% —5 > 0 es vacio o sea: S =@

Ejercicios

2x2 —3x—-2<0
x2+2x—8>0
—x24+2x+3<0
x> +x+1>0
—2x>—-8>0

7x —21x* <0
3—x2>0
—2x>+7x—-3>0
—2x24+3x—-1>0
—4x2 4+ x>0

4x? 4+ 4x+1<0
x2—-2x+1>0
x2+5x+4<0
—3x24+6x—4>0

Definicion 4.17

Llamaremos inecuacién polimonial de grado mayor que 2, a toda inecuacién en la cual uno de sus
miembros es un polinomio de grado mayor que 2, y el otro miembro es cero.

Ejemplo 4.33

Son inecuaciones polimoniales de grado mayor que 2:

Inecuaciones polimoniales de grado mayor que 2
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a.) x> —4x*?+x+6<0 b.) 2x* —4x? —6x—4>0

c) x°+32>0 d) ¥*+2x2+x+2<0

Para resolver inecuaciones polimoniales de grado mayor que 2, frecuentemente es necesario factorizar el
polinomio que es miembro de la ecuacién. Una vez factorizado dicho polinomio, se aplicard alguno de los
métodos estudiados anteriormente para resolver inecuaciones.

Ejemplo 4.34

Resuelva cada una de las siguientes inecuaciones:

a) x®—4x2+x+6<0 b.) 2x3 —2x2 —2x —4>0
c) —x*+2x2+3x+2>0 d) x* —2x3 —4x> 4+ 8x >0
Solucién:

a) ¥ —4x? +x+6<0
Debemos tratar de factorizar el polinomio x3 — 4x% 4+ x + 6.
Por divisién sintética se tiene que:
¥ -4 +x+6=(x+1)(x*—5x+6)
Ahora, factorizando x> — 5x + 6 por formula general se tiene:
x> —5x+6=(x —2)(x — 3)
Por lo que:
x> —4x>+x+6=(x+1)(x —2)(x —3)
Asi tenemos que:

=42 +x+6<0 <= (x+1)(x—-2)(x—3)<0
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Ahora vamos a la tabla de signos:

—00 -1 2 3 +oo

x+1 - |+ |+ | +

x+2 - =+ | +

x—3 - | = | = | +

e e ==20ee=3) | = | &= | = | &

Por lo que el conjunto solucion de x> — 4x? 4+ x 4+ 6 <0 es:
] —o0,—1] U [2,3]; 0 sea: S=]—00,—1] U [2,3]

b.) 2x3 —2x2 —2x—4>0
Factoricemos el polinimio 2x3 — 2x% — 2x — 4
Por division sintética se tiene que:
2x3 —2x2 —2x —4 = (x —2)(2x* +2x + 2)

Ahora para 2x? + 2x + 2 tenemos que:

= (2-4@©®)
4-16
- 12

> D> D>
I

Como A < 0 entonces 2x? + 2x + 2 no es factorizable, pero como A < 0y a =2 (coeficiente de
x2) por el teorema anterior tenemos que:

2x2 +2x+2>0;Vx € R. o sea, 2x% + 2x + 2 es positivo, V x € R.
Asi tenemos que:
2x3 —2x2 —2x—4>0 < (x—2)(2x*+2x+2) >0

y podemos resolver esta inecuacion de acuerdo con la informacién anterior asi:


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

4.4. INECUACIONES POLIMONIALES DE GRADO MAYOR QUE 2 (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/).
—0 2 400
x—2 - | +
2x2 +2x +2 + | +
(x—2)(2x*+2x+2) | — | +
Por lo que el conjunto solucién de 2x3 — 2x —4 > 0 es: |2,+00[ 0 sea: S = |2, +o0[
c) —x*+2x2+3x+2>0
Debemos factorizar el polinimio —x* 4+ 2x2 4+ 3x + 2, aplicando divisién sintética se tiene que:
— x4 222 +3x+2=(x+1)(—2° + 22+ x +2) (4.1)
y a su vez:
3 2 _ 2
—x*+x +x+2=(x—2)(—x"—x—1) (4.2)

2 :
y para —x~ — x — 1, tenemos:

A = (~12-4(-1)(-1)
A = 1—-4
A = -3

Como A < 0, entonces —x?

— x — 1 no es factorizable, y por el teorema anterior.
—x2—x—-1<0;V x€R, osea —x%> —x — 1 es negativo, V x € R.

Asi por 4.1y 4.2

x4+ 202 +3x+2=(x+1)(x —2)(—x> —x—1)

y por lo tanto:

x4+ 22 4+3x+2>0 <= (x+1)(x—2)(—x*—x—1)>0

y por la informacién anterior podemos resolver esta inecuacion asi:
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—o0 —1 2 +4oo
x+1 - | + | +
x—2 S R
—xr—x-1 — | =] =
(x+1D)(x=2)(—x>—x—-1) | — | + | —
De aqui S = [—1,2]
xt—2x3 —4x? +8x >0

Factorizamos el polinomio x* — 2x3 — 4x2 4 8x ; por factor comtn:

xt—2x% — 4x® 4 8x = x(x® — 2x* — 4x 4 8)

Factorizando x3 — 2x? — 4x + 8 ; por divisién sintética:

x> —2x? —4x+8=(x—2)(x* —4)

y factorizando x* — 4, por férmula notable:

x> —4=(x—-2)(x+2).

Asi, de 4.4 se tiene que:

¥ =202 —4x+8=(x—2)(x —2)(x+2)

y por 4.3 se tiene que:

x* —2x3 —4x? +8x = x(x — 2)(x — 2)(x +2) y por lo tanto:

x*—2x3 —4x? +8x >0 < x(x —2)(x —2)(x +2) >0

(4.3)

(4.4)
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—00 -2 +o0

X - +

x—2 = +

xX—2 = +

x+2 = +
x(x—2)(x—=2)(x+2) | + +

De aqui: S=] —0c0,—2 [U] 0,2 [U] 2,+00]

Ejercicios

@ 4.41 Resuelva cada una de las siguientes inecuaciones:

x> —12x+16>0

x>+ 2x2+x+2<0
¥*-16<0

2x* —5x3 4+ 4x2 — x>0
2x3 — x?18x +9<0
2x3 —7x2+4x—-3>0
x*+3x2—-4>0

x*—2x3 —3x24+8x—4<0

387

Ademéds de inecuaciones cuadréticas y de inecuaciones polinomiales de grado mayor que 2, podemos re-
solver algunas otras inecuaciones que son reducibles a inecuaciones cuadréticas, o bien a inecuaciones
polinomiales de grado mayor que 2, aplicando las transformaciones estudiadas en este capitulo, y también
las propiedades y algoritmos de las operaciones definidas en RR.
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Ejemplo 4.35

Resuelva cada una de las siguientes inecuaciones:

a.) x> +5x+4<2x+4 b.) 4x* +8x—5>5x—6
c) xt—1>-x*+1 d) 2 —-2x2+2<x2+x-1
Solucion:

a.)
2+5x+4 < 2x+4

— x245x4+4—-2x—4 < 0
= x?+3x < 0
= x(x+3) < 0
—o0 =3 0 +o
x - -1+
x+3 | = |+ |+
x(x+3) | + | — | +
De aqui: S = [—3,0]

b.)
4x24+8x—-5 > 5Bx—6

<~ 4x24+8x—-5-5x+6 > 0

<= 4> +3x+1 > 0

Para 4x2 + 3x + 1 se tiene:
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a=4 y
A = (3)7-44)()
A = 9-16

A = -7

Como A <0y a>0, entonces: 4x> +3x +1>0; Vx € R

S=R
c.)
-1 > —x*+1
= E—l+tat—1 = 0
— 224 -2 > 0
— 2(x*=1) > 0
= 2x2-1)(x*+1) > 0
= 2(x—1D(x+1)(x*+1) >0 (4.5)

Observe que x4 1 no es factorizable y ademés es positivo Vx € R

—o0 —1 1 H4oo

2 + |+ +

x—1 = | = || 4

x+1 — |+ | +

X +1 + |+ | +

2 -D(x+D)E*+1) | + | - | +

Por lo tanto el conjunto de solucién de la inecuacién 4.5, y por lo tanto de la inecuacion original,
es: S= ] —o0,—1] U [1,400]
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d.)
¥ —2x2 42 < x24x-—1
— x¥-2x242—-x2—x4+41 < O

¥ -3x2-x+3<0

Factorizando x> — 3x2

— x4+ 3 por agrupacion se tiene:
¥} =32 -x+3 = (x®-3x2)+ (—x+3)

= x%(x—3)—(x—23)

= (x=3)(x*-1)

= (x=3)(x—1)(x+1)
osea: x> —3x> —x+3=(x—3)(x—1)(x+1)

volviendo a 4.6 obtenemos:

¥ -3x2—x+3<0 = (x—3)(x—1)(x+1)<0

x—3 - | - - |+
x—1 - = |+ |+
x+1 -+ + |+
(x=3)(x-Dx+1) | - |+ | - | +

Por lo que S= ] — oo, —1[U]1,3]

(4.6)
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Ejercicios

@ 4.4.2 Resuelva cada una de las siguientes inecuaciones:

x2—4<x-2

3x2 —4x+5>x>+5
2x3 X2 41> —2x—2
x> —6>2x2 —3x

Inecuaciones en las que uno de sus miembros es un cociente y el otro miembro es cero

En general estudiaremos los tipos >0 en donde P(x) y Q(x) son po-

linomios con, Q(x) # 0.

Para resolver este tipo de inecuaciones nos basaremos en las siguientes propiedades:

Propiedades:

Seana € R,b € R,conb #0

1) g<0 < a-b<0

2) - <0<«<=a-b<0

a

3) = >0« a-b>0

(ol

4) ->0<«<=a-b>0

Estas propiedades se pueden generalizar para polinomios de modo P(x) y Q(x) con, Q(x) # 0, entonces:
P(x)
Q(x)

P(x)
Q(x)

P(x)
Q(x)

1.) Resolver < 0 es equivalente a resolver P(x)-Q(x) <0

2.) Resolver

<0 es equivalente a resolver P(x)-Q(x) <0

3.) Resolver

> 0 es equivalente a resolver P(x)-Q(x) >0
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P(x)
Q(x)

Por lo anterior es que al resolver inecuaciones en las cuales uno de sus miembros es un cociente y el otro
miembro es cero, usaremos tablas de signos tal y como se hizo para resolver inecuaciones, en las cuales
uno de sus miembros es un producto y el otro es cero.

4.) Resolver

>0 es equivalente a resolver P(x)-Q(x) >0

Ejemplo 4.36

Resuelva cada una de las siguientes inecuaciones:

a) i;gzo b.) i:@
c.) (x_(j)_(’;;rl) <0 ) G ﬁii 55 >0
e) (x_g)6(z_x) 20 £) (2x—1;(33x—|—2) =0
Solucién:
0 e
En este caso debe cumplirse que x + 3 sea diferente de cero; pero x +3 =0 < x = —3.

La “tabla de signos “correspondiente a esta inecuacién se obtiene asi:

x=2 | — | = | +
x+3 | — || + | +
(x—2)
+ -]+
(x+3)
) ) . (x —2) . . ) .
De aqui se tiene que el cociente (x13) es mayor o igual que cero, si y so6lo si

x € ] —o00,—3[U[2,400].

(x—2)
(x+3)

Por lo que el conjunto solucién de >0es S, donde
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S=] =00, —3[U[2,409
Nota:

1.) La doble linea vertical en —3, se utiliz6 para indicar que —3 no pertenece al dominio de la

incognita.

2.) —3 no se incluye en el conjunto solucién, por no pertenecer al dominio de la incognota.

3—x
x+1

<0
En este caso debe cumplirse que x + 1 sea diferente de cero; pero x +1 =0 <— x = —1.

La “tabla de signos” correspondiente a esta inecuacién se obtiene asi:

x+1 — || + |+
3—x
G- | | ,|_
(x+1)
o , 3~ A
De aqui se tiene que el cociente x+1) es menor que cero, si y solo si x €] — oo, —1[ U |3, 4o00].
(3—x)

<0 es S, donde

Por lo que el conjunto solucion de
g . (x+1)

S=] =00, —1[U]3, 409

Nota: La doble linea vertical en —1, se utilizdé para indicar que —1 no pertenece al dominio de

la incognita.

Las inecuaciones siguientes seran resueltas en una forma mas resumida, omitiremos la explicacién
correspondiente a cada uno de los pasos involucrados, el estudiante debe saber justificar cada
uno de dichos pasos.
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(x—=2)(x+1) <@

“) Ta-n o S

Debe cumplirse que x —4 # 0, o sea x # 4.

x=2 |-+ +

x+1 — |+ |+ +

x—4 — || - |+
(x—2)(x+1)

e + +

De aqui se tiene que:

S=]—o00,—1] U [2,4]

x—2
) D=5

>0

-1
Debecumplirseque2x—|—1#ny—S;éO,oseax#Tyx;ﬁS.

-0 —1/2 2 5 4o

x—2 - -1+ +

2x +1 |+ ]+ | +

%=9 - - — | +

(x—2) N I I
(2x+1)(x—5)

De aqui se tiene que:

S = ]j,z[u]5,+oo[
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6
RECEOIER R

Debe cumplirse que x —3#0y2—x#0,0seax #3y x # 2.

6 + | + | +
x—3 — || = || T
2—x + 0 = || =
6
G=ae=x |||~
De aqui se tiene que:
S =]2,3]

3
Y o 1er 2

<0

1 —2
Debecumplirseque2x—17é0y3x+2750,oseax;éiyx;é?.

-0 —2/3 1/2 4o

_ 7 — | = =
2x— 1 — | = +
3x +2 - + || +
3
x—0Gx+2) | | T~

De aqui se tiene que:
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Ejercicios

@ 4.4.3 Resuelva cada una de las siguientes inecuaciones:

x—7
<
x+2_0
(x—1)4—x)
>
° i1 20
° 3x+1 >0
(1—-2x)(3—x)
-2
2x—3>0
° O <0
(2x +5)(x +4)
(x —2)(x+3)
>
° -3 =V
2—x
3x+1<0
x+7
9 <0
(x+3)(2—x) —
(1—x)(2+x)
° Gy )= "
Ejemplo 4.37

Resuelva cada una de las siguientes inecuaciones:

x2—4x—5 9_—x2

a.) ——1 0 b.) G-2-2%) <0

o) fcffi)cso d) xz;ix”z

e.) J53212;2x<0 £) xij:ixgo
Solucion:

a.) w >0

x—4
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En este caso 4 no pertenece al dominio de la incogita (x # 4); ademas debemos factorizar (si es
posible) el numerador.

Aplicando formula general se tiene que:

x> —4x —5=(x—5)(x+1)

Por lo que:

2 fe _

x* — 4x 5>0{:)(x 5)(Jc—|—1)>0
x—4 x—4

Resolviendo esta tltima inecuacién se tiene:

x—>5 - = = | +
x+1 - |+ ||+ |+
x—4 - — || + |+
(x=5)(x+1)
(x—4) + +
2_4x -5
Por lo que el conjunto soluciéon de: % >0 es S, donde:
S=]-1,4[U]5,+00]
9 — x?
— <0
@—2)1-2)

En este caso 1 y 2 no pertenecen al dominio de la incognita (x # 1y x # 2); ademéas debemos
factorizar el numerador (si es posible).

Por féormula notable se tiene que;
9—x2=(3-x)(3+x)

Por lo que:
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9 — &2 <0(:>(3—x)(3+x)

(x—=2)(1-x) (x=2)(1-x)

Resolviendo esta tltima inecuacién se tiene:

<0

3—x + |+ + +| -
3+ x - |+ + | + ]+
x—2 = | = = * || ¢
1—x = | =F = = | =
(B3—x)(3+x)
G—2)1-x) | " i i
. .. 9 — x2
Por lo que el conjunto soluciéon de: —————~ < 0 es S, donde:
(x—2)(1—x)
S=]-3,1[U]2, 3]
(x+2)
. <
C)x2—4x_0

En este caso debemos factorizar el denominador si es posible. Por factor comun se tiene que:

398

x* —4x = x(x — 4) y de aqui, como el denominador debe ser diferente de cero, entonces debe

cumplirse que:

x#0 y x#4

2 2
Asi se tiene: L§0 <= Lgo
x2 — 4x x(x —4)

Resolviendo esta tltima inecuacién se tiene:
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d.)

—o0 —2 0 4 +Hoo

x+2 - |+ + | +
x - | = + +
x—4 - | = — +
(x+2)
x(x —4) + i
. . x+2
Por lo que el conjunto solucién de: 1 <0 es S, donde:
S=]—00,-2]U]0,4]
2x
>
2+x+3~ 0
En este caso debemos factorizar el denominador, si es posible, pero para x% + x + 3, se tiene:
a=1y
A = (1?-41)(3)
A = 1-12
A = —11

Como A < 0, entonces x2 + x + 3 no es factorizable en R, ademéas como a >0y /A < 0 entonces
x? 4+ x + 3, es positivo Vx € R, por lo tanto, la tabla de signos correspondiente a:

2x

_ > :
x2+x+3_Oes

X2+x+3 | + | +

—2x
x2+x+3

2x

——— >0 es S, donde:
x2+x+3

Por lo que el conjunto solucién de:

399
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S=]—00,0]

e) x3+x2—2x<0
' x+4

En este caso —4 no pertenece al dominio de la incégnita, ademéas debemos factorizar el
numerador, si es posible.

Por factor comun se tiene:

Bx?—2x=x(x*+x-2) (4.7)

Aplicando férmula general a x? 4+ x — 2 se tiene: x> +x —2 = (x +2)(x — 1)

Volviendo a 4.7 tenemos: x3 + x? — 2x = x(x +2)(x — 1)

34 42 _ _
Ay X 2x<0 PN x(x+2)(x—1)

x+4 x+4 <0

Resolviendo esta inecuacion se tiene:

X — - = | + | +
x—+2 |-+ |+ |+
x—1 | i e e
x+4 =l == | = || = || &
x(x+2)(x—1)
+ || -+ =]+
(x+4)
3 2
-2
Por lo que el conjunto solucién de: Yo < 0 es S, donde:
x+4
S=]—-4,-2[U]0,1]
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En este caso —1 no pertenece al dominio de la incognita, ademéas debemos factorizar el
numerador, si es posible.

Por factor comun se tiene:

X3+ 4x = x(x* 4 4) (4.8)

Aplicando formula general a x> + 4, se tiene: a =1y

A = 02—4(1)(4)
A = —16

Como A <0,y a > 0 entonces x> + 4 es positivo Vx € R y ademés no es factorizable por lo que
la factorizacién completa de x3 + 4x es la indicada en 4.8

3 2
x+4x<0 x(x +4)<0

Asf: = —
ot x+1 — x+1 —

Resolviendo este inecuacion se tiene:

x+1 — || + |+
x(x% 4+ 4)
TS B

Por lo que

S=]-1,0]
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Ejercicios

@ 4.4.4 Resuelva cada una de las siguientes inecuaciones:

2
X+ 2x >0
(1—x)(x—2) ~
2
x“+3 <0
(x+5)(x+3) —
3—x
— <0
° 3x2—6x<
o X AAx-5_
x3 4 5x2
—2x243x—2
>
° x34+5x2
—4
<0
—3xt+11x%2+4 —
Y _—6x<0
—x24+3x—2
—3x%+5x — 3

>
X3+ 2x2 + x4 2)

Aplicando las transformaciones estudiadas en este capitulo, y ademads los algoritmos estudiados para rea-
lizar operaciones con fracciones racionales (Capitulo III), podemos resolver inecuaciones que se pueden
reducir a una inecuacién, en la cual uno de sus miembros es un cociente y el otro miembro es cero, como
se ilustra en los ejemplos anteriores.

Ejemplo 4.38

Resuelva cada una de las siguientes inecuacciones:

a.) 1—?:;20 b.) xi2<2

) 3 ET T o S

) o > X8 0315 <

2 xzsfl_le_x Szxfjxl h) x2—64;§c+3 ~ 1234x

Solucién:
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Nota: En la solucién de estas inecuaciones omitiremos la justificacién de cada paso, dicha justificacion

debe ser brindada por el estudiante.

a.)

x+2
1-— > 0
x—5 -
1-(x—5) —
PN (x—=5) —1(x+2) > 0
x—5
x—5bx—2 > 0
x—5
= =7 >0 xX#5
x—5 — '
—©0 5 4o
_ _ _
x=5| — | +
_ N B
x—5
De aqui se tiene que:
5=]—co,5
b.)
1
2
x—1 <
1
< = < 0
x—1
1-2(x—1
— L < 0
x—1
1—2x+2
< —_— < 0
x—1
-2 3
— et < 0; x#1

x—1
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—00 1 3/2 +4o

—2x+3 | + || + | —

x—1 | — || + | +
—2x+3
x—1 o
De aqui se tiene que:
3
S=]—o00,1[U 5,4-oo
c.)
S X N -2
2 x-—1 x—1
— 34X _ 2 o
2 x-—1 x—1
= 24 r 4z s
2 x—-1 x-1
3(x—1)+2x+2-2
— > 0
2(x—1)
— 3x —3+2x+4 > 0
2(x—1)
5x+1
— — 0; 1
R

-0 —-1/5 1 +H4oo

5x+1 - | + || +
2 + |+ | +
w—1 | = = | =+

5x+1

20| | T

De aqui se tiene que:
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S= }—oo,_;[ U ]1, 400

d.)
x—5 > 2x +1
x+3 = x+3
x—5_2x—|—1 < 0
x+3 x+3
x—5—(2x+1) < 0
x+3
x—5—-2x—-1
<~ —_— < 0
x+3
—x—6
<— < 0; -3
x+3 - 57

—x—6 |+ | — | —

x+3 | — | — || +

—x—6
xX+3

De aqui se tiene que:

S=]-00,—6] U]—3,+00|
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3
1—x
— 3 _x+6
1—x 2—x
32— x) — (1—x)(x+6)
— 1—x)(2—x)
PN 6 —3x — (x+6— x2 — 6%)
(1—x)(2—x)
— 6 —3x —x —6+x%+6x
EEEvEry
x2 4+ 2x
= 1-0@2-7)
x(x +2)
= -2 —x)

x+6
2—x

v

Y
o

v
o

v
o

v
o

v
o

Y
e}
=
“th
—_
5
=
h
N

x — | =+ + | +
x+2 — |+ |+ |+ || +
1—x + |+ |+ = | -
2= 5 + |+ ]+ |+ ] -
x(x+2)

EnEnI + +

De aqui se tiene que:

S=]—00,—2] U [0,1] U ]2, +oo]
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3—x < x—5
x—2 1—x
— S-x _x=5 _
x—2 1—x
B—x)(1-x)—(x—=5)(x—2)
< (x—2)(1—x) < 0
— 8—3x — x+ 2> — (22 — 2x — 5x + 10) S
(x—2)(1—x)
3—3x—x+x2—x2+2x+5x—10
<= < 0
(x—2)1 -7
3x —7
<~ m O,x;ﬁZyx#l
—o0 1 2 7/3 +o
3x —7 — — — | +
% =2 = = + | +
1—x + = = | =
Csx=7 ||
(x—2)(1—x)

De aqui se tiene que:

S=]1,2] U],—l—oo[
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De aqui se tiene que:

Observe que es importante la restriccion x #= —1, a pesar que el factor correspondiente fue simplificado.

i)

3x . 1 < 2x27+1
2-1 x*—x = x—x
3x 1 2x2+1
_ _ <
=1 =5 @=x ’
3y 1 241 < 0
(x—-1(x+1) x(x-1) x(x*-1) =
3x B 1 B 2x2+1 < 0
(x=1x+1) x(x—1) x(x—-1)(x+1)
Bu)) -1x+1) - @ +1) _
x(x—1)(x+1) B
2_ _ _ 2_
S —x—1-2x -1 _
x(x—1)(x+1) -
x2—x—2
<
x(x—1)(x+1) — !
_92 1
gffx_fffcxif) < 0 eoudidlenmdo 7= —1
x—2
— ; 1
= 0; x#0 vy x #
—o0o —1 0 1 2 too
x—2 - | Il
X — | Bl M
x—1 - ||+ +
(x-2)
x(x—1) i .
=] —eo,~1[U] ~10[]12
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— 6x < 2
x2 —4x+3 12 — 4x
— o _ 2 > 0
x2—4x+3 12 —4x
— b — 2 > 0
(x=3)(x—1) 4(3—x)
= ox R > 0
(x—=3)(x—1) —4(x—-3)
6x(—4) —2(x—1)
= 4= x=1) ~ °
— —24x —2x+2 -
—4(x—3)(x—1)
—26x +2
= -3 -1) > 0, x#3,x#1
) 1/13 1 3 4o
—26x +2 |- = -
—4 | = = =
x—3 — | = -] *
x—1 —| = + | +
—26x 42
ax-3e-1| || Il

De aqui se tiene que:

S = }113,1[U]3,+00[

(ORevista Digital Matemitica, Educacion e Internet. https:/tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/Libros/


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/Libros/
https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

4.4. INECUACIONES POLIMONIALES DE GRADO MAYOR QUE 2 (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/). 410

Ejercicios
@ 4.4.5 Resuelva cada una de las siguientes inecuaciones:

x+1
x2 4+ 3x
x+3_2x—4<3x+2
2 3 6
5 N X < —7x+6
x—2 1—-x" (x—=2)(1—x)
7
. (x+)x+10>0
x + 10
9 _ .21 _
x+2 x+4
x—5<3—x
1—x " x-2
2x2 — x L X
x2—2x+1"x—-1
2x +1 3
>
x(x—3) " x—-3
x—5<3—x
4—x " x-—2
X —x
2 — >
° x+3 7 2—x
1 - x2
2—x  —x243x-2
(x—@x—4<(x+2x—2
x—4 - x—2
—X 3 2—x
<
x—2+x+2_x1—4
—x2 ¥ —x+1
4—x— (4—x)?

> 1
X

2
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Capitulo

5.1 Ecuaciones e Inecuaciones con valor absoluto
Nuestro objetivo en este capitulo es lograr que el estudiante resuelva ecuaciones e inecuaciones que invo-
lucran valor absoluto de expresiones algebraicas de la forma ax + b, donde a y b son constantes reales con
a # 0,y x es una variable real.

Para esto conviene recordar la definicién de valor absoluto siguiente:

Para cada ntimero real x, se define su valor absoluto (y se denota |x|) de la siguiente manera:

x| = x si x > 0
o
x| = —x si x < O

Esta definicion frecuentemente se denota de la siguiente manera:

x si x>0
] = —x si x<0

Aplicando esta definicién a expresiones de la forma ax + b se tiene:

lax + b = ax+b si ax+b>0
| —(ax+b) si ax+b<0

Usando la definicién de valor absoluto se tiene:

Ejemplo 5.1

x+5 si x+5>0
|x 45| =
—(x+5) si x+5<0
pero: x+5>0 <<= «x>-5

y xX+5<0 < x<-5
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x+5 si x>-5
S lx+5]=
—(x+5) si x<-5

Para efectos de lograr mayor claridad podemos resumir esta informacién en la tabla siguiente:

—00 -5 4o

lx+5] | —(x+5)| x+5

Ejemplo 5.2

x—7 si x—7>0
|lx =7 =
—(x=7) st x-7<0

pero: x—7>20 <— x2>7

y x—7<0 <= x<7

o lx=7)=
—(x=7) st x<7

y en forma resumida podemos escribir:

lx=7| | —(x=7) | x-7

Ejemplo 5.3

—2x+4+3 si —2x+32>0
| —2x+3| =
—(—2x+3) si —-2x+3<0
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pero: —2x+3>0 < —2x> -3, osea xgg
3
y —2x+3<0 < —-2x< -3, osea x>§
—2x+3 si ng
col=2x 43| =
3
—(—2x+3) si x<5

y en forma resumida podemos escribir:

| —2x+3| | =2x+3 | —(—2x+3)

Ejemplo 5.4

—-3-5x si —-3-5x>0
| —3—5x| =
—(—=3—-5x) si —-3-5x<0

pero: —3—-5x>0 <= —5x>3, osea xg%a
y —3-5x<0 <= —5x<3, osea x>%
—3—-5x si x< %3
| —3=5x|=
, -3
—(=3—-5x) si x>—
5
y en forma resumida podemos escribir:
—00 -3/5 +o00

| -3—5x| | —=3—5x | —(—3—5x)

5.1.1 Propiedades del valor absoluto

413

Enunciaremos a continuacién algunas propiedades del valor absoluto, las cuales podrén ser utilizadas para

facilitar el trabajo en la resolucién de ecuaciones o inecuaciones que incluyen valor absoluto.
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Proposicion 5.0
Vx,x eR: |x| >0

Demostraciéon

xeR: |x|=
—x si x<0

Hay dos posibles casos:
Caso1l: x>0

x>0 = |x|=x

co x>0

Caso 2: x <0

¥<0 = |x|=—x

oo |x] >0; puesx < 0= —x>0

Proposicién 5.0 Si x € Ry |x| =0 entonces x =0

Demostracion: (ejercicio para el estudiante)

Proposicién 5.0 Si x € R,y € R entonces |x - y| = |x| |y|

Demostracion
Para demostrar esta propiedad conviene recordar que:
Va,a € R: |a| = v/a", sin es par (ver pagina 94)

en particular:
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la| = Va%;Va,a € R
Usando esta definicién se tiene que:

eyl = Vxy)2 = /a2y = Va2 -y = x| |

= |x| - [yl

Proposiciéon 5.0 Vx,x € R: | — x| = |x|

Demostracion:(ejercicio para el estudiante)

Proposicion 5.0 Si x € R,y € R, y # 0 entonces

X‘ _
1yl
Demostraciéon

Aqui también usaremos el hecho que:

Va,a € R: |a| = Va2

Six € R,y € R,y # 0 entonces ; e R

_‘/(X>2_ 2 Va? fy
SV \y) V2 Lyl

Proposicién 5.0 Vx, x € R: |x|*> = x?

Demostraciéon

Vx,x € R:, se tiene que:

x| = Va2


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

5.1. ECUACIONES E INECUACIONES CON VALOR ABSOLUTO (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/). 416
= |x[> = (Va?)?

= |x[*=x?puesVa,a € R (y/a € R = (\/a)?>=a)

S Vx,x €R: |x]2 =42

Proposicion 5.0 Sea x una variable real y k un nmero real positivo entonces:

Demostracién:

Como |x| = Vx2, se tiene:

=k < x=k o x=-—k

|x| = k
— Va2 = k
—  (Vx2)? = K2
— x? = k2
— x2_i? = 0
— (x—k(x+k) = 0
<<= x=k o x=—k

Proposicion 5.0 Sea x una variable real y k un ntimero real positivo entonces:

x| <k <= —k<x<k

Demostracion:

Como |x| = V2, se tiene:
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| x| < k
— Va2 < k
— (Va?)? < K
— x? < K
= 2K < 0
— (x—k)(x+k) < O

Resolviendo esta inecuacion:

—00 —k k 4o

x—k - — | +
x+k —| + | +
(x—k)(x+k) | +] — | +

De aqui se tiene:

(x—k)(x+k)<0 < x €] —kk|
osea: —k<x <k

Solxl <k = —k<x<k

Proposicion 5.0 Sea x una variable real y k un ntimero real positivo entonces:

x| >k <= x>k o x<—k

Demostracion:

Esta propiedad se demuestra en forma similar a la propiedad 5.1.1, ya demostrada, dejaremos esta demos-
traciéon como ejercicio para el estudiante.

Proposicion 5.0 Sea x una variable real y k un ntimero real positivo entonces:

i.) |x|<k<= —-k<x<k
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ii.) |x|>k<=x>k o x<k

Demostraciéon:

418

El procedimiento usado para demostrar esta propiedad es similar al usado para demostrar la propiedad

5.1.1. Dejaremos esta demostracién como ejercicio para el estudiante.

Proposicion 5.0 Vx, x € R: —|x| <x <|x|

Demostracion:

Sabemos que Vx, x € R: |x| =

Caso 1l: x>0

x>0 = x=|x| .. x<|x]

Ademads como |x| > 0 entonces —|x| <0y como x > 0 entonces: —|x| < x

Asipor 5.1y 5.2 se tiene que:

—lx| <xyx <[x]

S lx < x < x|
Caso 2: x <0
x<0 = |x| = —x
= —|x|] = «x
—lx] < x (k%)
Ademds como x < 0y |x| > 0 entonces
x < |x|
Asi por (x * x) y 5.4 se tiene que:
—[x[<xy x <[x]
S x] <x < x|

(5.1)

(5.2)

(5.3)

(5.4)

(5.5)
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Por lo tanto de 5.3 y 5.5 se concluye que:

Vx,x € R: —|x| <x < |x]

Proposicién 5.0 (desigualdad triangular) Si x € R, y € R entonces |x +y| < |x| + |y|

Demostracién:

Antes de demostrar esta propiedad, es necesario conocer el siguiente lema:

Lema51 Seana € R,beR,ceR,deR

Sia<byc<dentonces a+c < b+d

Demostracion:(del lema)

Supongamos que a < b y c <d, hay que demostrar quea +c <b+d

i)a<b= a+c<b+c

ii.) c<d = b+c<b+d

por i.) y ii.) setienequea+c<b+d

Nota: El lema anterior expresa que si se tienen desigualdades a < b y ¢ < d podemos sumar miembro a
miembro estas desigualdades de la manera siguiente:

a < b

c < d

a+c < b+d

Estamos ahora en condiciones de demostrar la desigualdad triangular.
Demostracién de la Propiedad (desigualdad triangular).

Vx,x € R,Vy,y € R, se tiene que:

—lxl < x <[xfy
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—lyl <y <yl

Sumando miembro a miembro estas desigualdades se tiene:
x|+ =yl < x+y < |x[+]yl

co=(xl YD) < x4y < lxl+ 1y

o lx+y| < |x|+ |yl por la propiedad (10.i)

5.1.2 Ecuaciones que involucran valor absoluto

A continuacién resolveremos algunas ecuaciones que involucran valor absoluto, para esto utilizaremos,
siempre que sea posible, algunas propiedades enunciadas anteriormente y en los que no sea posible aplicar
alguna de dichas propiedades, resolveremos las ecuaciones correspondientes usando la definicién de valor
absoluto. Ademas es importante tener en cuenta que toda ecuacién que involucre valor absoluto se puede
resolver usando la definicién.

Ejemplo 5.5

Resuelva cada una de las siguientes ecuaciones

1) [2x—3|=7
2) |x|=5

3) [x—3]=-3
4) [x+8|=0

5) [2x+3|=-9

6) [x+3]=5+x
7)1 -3x|+x=-3
8) 3lx+4|—2=x

9) ¢/(2x—15)* =10
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10) v/(3—2x)2+x=3

11) 2¢/(5—4x)i=x+2

Solucion:

1) 2x—3|=7

Por la propiedad 5.1.1

2x —3|=7
= 2x—-3 = 7 0 2x -3 = -7
= 2x = 10 0 2x = —4
— x =5 0 x = -2
. S={-2,5}

Observacion: Como dijimos anteriormente, todas las ecuaciones que involucran valor absoluto se

pueden resolver usando la definicién. Para ilustrar esto resolveremos la ecuacién anterior usando la
definicién de valor absoluto.

2x —3|=7
por definicién
2x — 3 si 2x—3>0

|2x — 3| =
—(2x—3) si 2x—3<0

pero: 2x—-3>0 <= 2x>3; osea ng
3
y 2x —-3<0 <= 2x<3; osea x<§
3
2x —3 i > =
X si x_2
S ]2x =3 =
. 3
—(2x—3) si X<y

Con esta informacion construimos la tabla siguiente:
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—0o0 3/2 +00
|2x — 3] —(2x —3) 2x—3
|2x —3|=7 —(2x—-3)=7 2x—-3=7
—2x+3=7 2x =10
—2x =4 x=5
x=-2
como—ZE]—OO,;[ comoSE]i,—i—OO{
S =12} o Sy ={5}

Asi el conjunto soluciénes S = S USy osea S = {-2,5}

2) |x|=5
Por la propiedad 5.1.1:
x| =b<=x=50x=-5
.. §={-5,5}
3) [x—3]=-3
Por la propiedad 5.1.1, |x — 3| > 0,Vx,x € R, por lo tanto:
|x — 3| = —3 !Nunca!
L 5=0
4) |[x+8/=0
Por la propiedad 5.1.1,
x+8/ =0 <= x+8 = 0

= x = -8

s S=1{-8)
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5.) [2x+3|= -9
Por la propiedad 5.1.1, |2x + 3| > 0,Vx,x € R
S 2x+3|=-9 Nunca!

S=0

6.) |x+3|=5+x

Nota: En este caso no es posible aplicar alguna de las propiedades anteriores, por lo que procedemos
de la siguiente manera:

x+3 si x+3>0
|x+3| =
—(x+3) si x+3<0

O Sea:

x+3 si x>-3
x+3]=
—(x+3) si x<-3

Con esta informacion construimos la siguiente tabla:
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— 00 -3
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|x + 3] —(x +3)

x+3

lx+3|=5+x —(x+3)=5+x

Resolviendo esta ecuacion:

x+3=5+x

Resolviendo esta ecuacion:

—x—3=5+x x+3=5+x
—x—x=5+3 x—x=5-3
—2x =8 0=2
x=—4
como —4 € |—oo,—3[
S ={-4} S=0

Asi el conjunto solucién Sde |x +3| =5+ xes 51 USy, osea S = {—4}

7) |1 —3x|+x=-3

En este caso debemos proceder como en el ejemplo anterior:

pero: 1-3x>0 <=

y 1-3x<0 <<=

1-3x si 1-3x>0
|1 —3x|=
—(1-3x) si 1-3x<0

1

—3x> -1, osea xgg

1

—3x< -1, osea x>§
1
1-3 i < Z
x si x_3

|1 —3x| =

1
—(1—-3x) si x>z

Con esta informacién construiremos la siguiente tabla:
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1/3
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|1 — 3x]|

—(1—-3x)

|1 —3x|+x=-3

—(1-3x)+x=-3

—1+3x+x=-3
4x = -2
M

2

como _—1 ¢ ] ;,4—00[

2
51=0 entonces:
S5 =0
Asi el conjunto soluciéon Sde |1 —3x|+x=—-3esS;US,0seaS =@
8) 3|lx+4| —2=x
En este caso:
x+4 si x+4>0
x+4] =
—(x+4) si x+4<0
0 sea:
x+4 si x> —4
x 4] =
—(x+4) si x<—4

Con esta informacién construimos la siguiente tabla:

425
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—4

|x + 4]

—(x+4)

x+4

3x+4|—2=x

3—(x+4)]—2=x

3[—x—4]-2=x

—3x—-12-2=x
—3x—14—x=0
—4x =14
x—_14
4
=7
2

Como —7/2 ¢ ] — oo, —4]

entonces: 51 =0

3(x+4)—2=x

3x+12-2=x

3x —x+10=0
2x = —-10
x=-5

Como —5 ¢ [—4,+00|

entonces: S, =@

De aqui se tiene que el conjunto solucién S de 3|x — 4| —2 = x es vacio osea S =@

9) ¢/(2x—15)% =10

Y/ (2x —15)% = 10

2x — 15/ =10

25 5
s={%2)

10.) /(3—x)?2=5

=
— 2x-15=10
— 2x=25
— x=2

2

o 2x—15=-10

o 2x=5

426
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3—x)2=5 <—
|3—x|=5 < 3—-x=5 o0 3—-x=-5
= —x=2 o —x=-8
= x=-2 o x=38
S={-2,8}
11.) /(3 —=2x)24+x=3
B-2x)2+x = 3 <—
|3 —2x| 4+ x = 3
Pero:

3—2x si 3—2x>0
|3 —2x| =
~(3-2x) si 3-2x<0

3
Como: 3—2x>0 <«— —2x> -3, osea xgi
3
y 3—2x<0 <= —-2x< -3, osea x>§
3
3-2 i < Z
X si x_2
|3 —2x| =
. 3
—(3—2x) si x>

Con esta informacién construimos la siguiente tabla:
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3/2

+oo

|3 — 2x]| 3—2x

—(3—2x)

|3 —2x|+x=3 3—2x+x=3

como 0 € } —00,

S1={0}

—B3—-2x)+x=3
—3+2x4+x=3
3x=6

x=2
3
comoZG}z,—i—oo[

S, ={2}

De aqui se tiene que el conjunto solucién S de /(3 —2x)2 +x =3 es {0,2} osea; S = {0,2}

12) 23/(5—4x)f=x +2

215 —4x|=x+2

5—4x si 5—4x>0
Pero: |5—4x| =
—(5—4x) si 5-4x<0

Como: 5—4x>0 <«— —4x> -5, osea x

y 5—4x<0 <+= —4x< -5, osea x
5
5—-4 i <=
x osiox=<g
|5 —4x| =
. 5
—(5—4x) si x>

Con esta informacién construimos la siguiente tabla:

V IN
NS IR

428
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10-8x=x+2 2[-5+4x]=x+2
—8x—x=2-10 —10+8x=x+2
—9x = -8 8x —x=2+10
x:g 7x =12
yo 12
7
como§€ —oo§ comoge §+c>o
9 "4 7 4’
8 12
S1=192 So =4+
SOBEEE
P . . s 7} 8 12
De aqui se tiene que el conjunto soluciéon S de 21/(5 — 4x)* = x + 3 es A ,0sea$ =

Ejemplo 5.6

5/4

400

|5 — 4x|

5—4x

—(5—4x)

2|5 —4x| =x+2

2(5 —4x) =x +2

2[—(5—4x)] =x+2

Resuelva cada una de las siguientes ecuaciones:

1) |x|=7

2.) [2x+5|=-8

3) |—2x+9|=11

4) —3]3—2x|=-12

5) Bx+2|=x+1

6.) 2]2x —5|=x—3

429
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7) 3| —5x—1|=—2x+3
8) —1-25-3x|=x
9.) /(2x+1)6=3

10.) —2y/(1-7x)2=—6

11.) v/(x —2)2+3x=6

12.) x+2¢/(x —6)t=5

13) 2|x|+|x—1| =4

14.) [2x — 3| —2|x| =3

x—1
15. =P
) x+1‘
16.) 2|3x —1| = +/(x —7)2

17) 22— x|+ |2x— 1| =x

18)) [3—2x| —3|x+2|—x=0

Nota: En las ecuaciones, que resolveremos a continuacién, omitiremos algunos pasos al escribir la defini-
cién de cada uno de los valores absolutos involucrados.

Solucion:
1) 2)x|+|x =1 =4
En este caso se tiene que:
x si x>0

a) |x| =
—x si x<0
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x—1

b.) |x—1| =

—(x—1) si

si x>1

x <1

Con esta informacién construimos la siguiente tabla:

5.1. ECUACIONES E INECUACIONES CON VALOR ABSOLUTO (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/).

—0 1 “+00
|x| —x x x
|x — 1] —(x—1) —(x—1) x—1
x|+ [x—1]=4| 2x+—-(x—1)=4 | 2x+—(x—1)=4 | 2(—x)+(x—1)=4
—2x—x+1=4 2x—x+1=4 2x+x—1=4
5
=1 S
x X =3
5 5
como —1€]—00,0[ | Como3¢]0,1] como - € | 2,400
5
51:{—1} 52:® 52:{3}

De aqui se tiene que el conjunto soluciéon de 2|x| + |x — 1| =4 es Sdonde S = S5 U S, U S3

-[23)

2) 2x—3|—2[x| =3

En este caso se tiene que:

2x — 3 si ng
a.) |2x — 3| =
—(2x—3) i x<§
2
x si x>0
b.) |x| =
—x si x<0

431
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3)

Con esta informacién construimos la siguiente tabla:

3/2 +o0

|2x — 3|

—(2x —3)

—(2x—=3) 2x —3

[x]

—X

X X

|2x — 3| =2|x|=3 | —

(2x —3) —2(—x)=3
—2x+3+4+2x=3
3=3

Sl :] - 00,0[

—(2x—3)—2(x)=3|2x—3—-2x=3

—2x+3—-2x=3 -3=3
—4x=0 c.S55=0
x=0

3
0e (0,
como 0 € ] > [

S, ={0}

De aqui que el conjunto solucién de [2x — 3| —2|x| =3es S =51 U S, U S3

!

o §=]—00,0]
x—1
=2
x—i—l'
x—1
=2
x—i—l‘

[ A

[x —1

|x + 1]

x =1

x =1

x — 1

(x —1)?
x?—2x+1
x?—2x+1

—3x*—10x -3

3x2 +10x 4+ 3

= 2,

= 2|x +1]

= (@x+1))?
= 4)x +1)?
= 4(x+1)?
= 4(x2+2x+1)

= 4x?2+8x+4

por la propiedad 5.1.1

(), con x # —1

por la propiedad 5.1.1
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Resolviendo esta ecuacién por férmula general:

X1

X2

100 — 4(3)(3)

100 — 36

64

—-10+8
6
—-10—-8
6

De aqui se tiene que el conjunto solucién de

(3}

Nota: A partir de () esta ecuacion se puede resolver utilizando un procedimiento similar al usado
en los ejemplos (1) y (2) anteriores.

4) 2[3x —1| = /(x = 7)?

rr 1ot

—

203x — 1|
(2[3x — 1))
43x — 1P2
4(3x —1)?

4(9x% —6x +1)

36x2 —24x + 4
35x2 — 10x — 45
7x2 —2x—9

[x =7

x =77

x =77
(x—7)?

x% — 14x + 49
x? —14x + 49
0

0

_1':2esS, donde

x+1

(*)(Ver nota anterior)

Resolviendo esta ecuacion por férmula general:
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A = 4—4(7)(-9)

A = 44252

A = 256

L 2+16 L9
L= g =7
Xy = 216 = xp=-1
27 T4 27

9
De aqui se tiene que el conjunto solucién de 2|3x — 1| = \/(x —7)%2 es S donde: S = {7, —1}

5)22—x|+2x—1|=x
En este caso se tiene que:

2—x si x<2

a.) [2—x| =
—(2—x) si x>2
1
2x—1 i >~
x siox2>3

b.) [2x — 1| =
1
—(2x—1) si X<

Con esta informacion construimos la siguiente tabla:
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1/2
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—+00

2 — x|

2—x

2—x

—(2-x)

|2x — 1]

—(2x-1)

2x—1

2x —1

212—x|+2x—1| =x

22—x)+—-(2x—1)=x
4—-2x—-2x+1=x

—2x —2x—x=-4-1
—5x=-5
x=1

1
Como 1 ¢ }—oo,i{

3=x

-1
Como 3 ¢ {7,

entonces:

S=0

22—x)+(2x—-1)=x

4—-2x+2x—1=x

d

2[-2-x)]+(2x—-1)=x
2[24x]+2x—1=x

—442x+2x—1=x

2x+2x —x=4+1

3x=5
o2
T3

entonces: Como g #12,400]
51=0 entonces:
S3=0

De aqui que el conjunto solucién de 2|2 — x| + [2x — 1| =xes S, donde S=0Q

6.) |3—2x| =3[x+2|—x=0

En este caso se tiene que:

3—2x si xgg

a.) |3 —2x|=
3
—(3—2x) si x>=
2
x+2 si x> -2

b.) |x+2| =
—(x+2) si x<-=2

Con esta informacién construimos la siguiente tabla:
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—0 -2 3/2
|3 — 2x| 3—2x 3—2x —(3 —2x)
|x +2] —(x+2) x+2 x+2
I3—2x| =3|x+2|—x=0 | 3—2x—3[—(x+2)]—x=0 | 3—2x—3(x+2)—x=0 —(3—-2x)—3(x+2)—x=0
3—2x—3[-x—-2]—x=0 3—2x—3x—6—x=0 —34+2x—-3x—6—x=0
3—-2x+3x+6—x=0 —6x—-3=0 —2x—-9=0
9=0 —6x =3 —2x=9
—1 -9
S1=0 = =7
-1 3 9 13
COmOTG]*Z,E{ Como.7 }§,+oo{
-1
Sz—{T} S S53=0

-1
De aqui que el conjunto solucion de |3 —2x| —3|x +2| —x=0es S, donde S = {2}
Ejercicios

@ 5.1.1 Resuelva cada una de las siguientes ecuaciones:

@ /(4x—1)2=13 —8x|
o 2x +1 _4
1—x

@ |x+3|—|x—2|=x

o V(x+1)*-3|x—2|=6

x—1
— 4| — — 4
o |x—4 z ‘ X
° %+3x+4:|x—1|

5.1.3 Inecuaciones que involucran valor absoluto

Resolveremos inecuaciones que involucran valor absoluto de expresiones de la forma ax + b, donde a y b
son constantes con a # 0 y x es una variable real. Para esto utilizaremos la definicién de valor absoluto, y
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en los casos en donde sea posible usar alguna de las propiedades estudiadas, las aplicaremos, con el fin de
facilitar el procedimiento de resolucién.

Ejemplo 5.7

Resuelva cada una de las siguientes inecuaciones:

1) |[x—2|<1
2) |bx—7|<3
3) I3—x<4

4) [5—2x| <7

5.) |2x —3] <=5
6.) |7—2x| > —6
7.) [5x +2| >0
8.)2[3—x|—-10>0
9.) |[x—3|<2x-5
10.) |x|+3>2x

11.) /(2x+1)6>3

2 2
12.) <5x+1> —x<2

Solucion:

1) [x—2|<1

Sabemos que:
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|lx —2| =

x—2 si x>2

—(x—2) si x<2

Con esta informacion construimos la siguiente tabla:

—00 2 +o0
|x —2] —(x—2) x—2
lx—2| <1 —(x—2)<1 x—2<1
—x+2<1 x<3
—x< -1 Asi debe cumplirse que
x>1 x>2yx<3
Asi debe cumplirse que So= [2,3]
x<2yx>1
51 =112

En consecuencia el conjunto solucién S, de [x —2| <1es S;US, 0sea S =11,3]

438

Nota: La inecuacion |x — 2| < 1y otras similares, se pueden resolver aplicando propiedades del valor
absoluto y ademds algunos resultados que se enuncian a continuacién y que aceptaremos sin demos-

trar.

Resultado:

Va,a € R,Vb,b € R,Vc,c € R,Vk, ke R

iya<b<c <= at+k<b+k<c+k
ii)a<b<c <= a+k<b+k<c+k

Resultado:

Va,a € R,Vb,b € R,Vc,c € R,Vk,k€ R con k>0

i)a<b<c <= ak < bk <ck
ii.)a <b<c¢ <= ak < bk <ck
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Resultado:
Va,a € R,Vb,b e R,Vc,c € R,Vk,k € R con k<0
i)a<b<c < ak > bk > ck

ii.) a<b<c <= ak > bk > ck

Usando estos resultados y las propiedades correspondientes del valor absoluto, |x — 2| < 1 se resuel-
ve asi.

x—2|<1 <= -1<x-2<1
— —“1+2<x-2+2<1+2

— 1 <x<3

S=]1,3|
2) |5x—7| <3
]5x—7|§3 <— -3<5x-7<3
<— 3+4+7<b5x-747<3+47
— 4 <5x <10
1 1 1
-4 < —-.5x < =-10
— 5 S5 NS j
4
4
=|=2
57
3) 3—x|<4
13 —x| <4 -4 <3-x<4

—3—-4< -34+43—x< -3+4

-7 < —x <1

7>x> —1

[

-1 <x<?7
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S=]-17
4) |5—2x| <7
5—2x|<7 «> —7<5-2x<7
s 7-5< _545-2x< —547
— _12<-2x<2
= (12> (2= o
<— 6>x> -1
— -1<x<6
S=1[-1,6

5) 2x—-3| < -5
por propiedad 5.1.1:

|2x —3| >0, Vx,x € R
|2x — 3| > —5; jNunca!

S=0

6.) |7—2x|>—6
por propiedad 5.1.1;

|7—2x| >0, Vx,x e R
en particular
|7 —2x| > —6, Vx,x € R

S=R

7.) |5x 42| >0

por propiedad 5.1.1;
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|5x +2| >0, Vx,x eR

por propiedad 5.1.1;

5x4+2/=0 <« 5x+2 = 0
<— bx = =2

— x _ 2

o 5

-2
oo |5x+2|>0; Vx,x €R, tal que x # 5

x5

8) 23— x| —10>0

23—x|-10>0 < 2[3—x| > 10
<~ [3—x] >5
<— 3—-x>5 o 3—x < -5
<= —x>2 o —x< -8
— x < =2 o x >8

S=]—o00,—2] U[8,+00]

9.) |x—3]<2x-5

Nota: en este caso no es posible aplicar alguna de las propiedades de valor absoluto enunciadas en
péginas anteriores, por lo que procedemos de la manera siguiente:

x—3 si x>3
lx —3| =
—(x—3) si x<3

Con esta informacién construimos la tabla siguiente
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—x—2x<-5-3

—3x < -8

X2

W[ o

Asi debe cumplirse

ngyx<3

|x — 3| —(x—=3) x—3
lx—=3|<2x—-5| —(x—3)<2x-5 x—3<2x-5
—x+3<2x-5 x—2x<-—-5+3

Asi debe cumplirse

x>2yx>3

SZ = [3/ +OO[

8
En consecuencia el conjunto solucién S, de [x —3| <2x —5es S U Sp; osea S = [3,—#00 [

10.) |x| +3>2x

Como

x si x>0
x| =

—x si x<0

Con esta informacién construimos la siguiente tabla:

442
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—00
x| —X X
|x| +3>2x —x+3>2x x+3>2x
—x—2x> -3 x—2x> -3
—3x> -3 —x> -3
x <1 x <3
Asi debe cumplirse Asi debe cumplirse
x<lyx<0O x<3yx>0
S1=]—00,0[ S, = [0,3]
En consecuencia el conjunto solucién S, de |x| +3>2x es S U S 0sea S =] — o0,3]
11) ¢/(2x+1)6>3
V(2x+1)6>3 «— [2x+1|>3
— 2x+1>3 o 2x+1<-3
— 2x>2 o 2x<—4
= x>1 o x<-=2
S1=1]1,+00[ y Sy =] — 00,2

El conjunto solucién S, de +/(2x+1) >3 esS;U Sy, oseaS =]1,+o00[U | — o0, 2]

2 2
12) <5x+1> —x<?2

2 2 2
gx—i—l —x <2 <= 5x+1 —x<2

Para este caso se tiene que:
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Sl

— <§x+1> si

2 _
-x+1 si x275

-5

x < —

2

Con esta informaién construimos la tabla siguiente:

—00 -5/2 400
2 2 2
2 2 2
‘5x+1’—x<2 —(gx+1)—x<2 gx+1—x<2
-2 2
?x—l—x<2 gx—x<2—1
-2 -3
?x—x<2+1 ?x<1
_7 -5
_- 3 -
5x< x > 3
—15
X>?
Asi debe cumplirse Asi debe cumplirse
x>;15 x<;5 x>;5 x>;5
7 Y 2 3 Yr=7
=5
51=0 Sp= |5t

S= S1U52:]_35,+oo[

444
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Ejercicios

@ 5.1.2 Resuelva cada una de las siguientes inecuaciones:

|2x —3| <7

3x + 5 < 12
(9x+8)2 < -3

113x — 15| > 0

|34 2x| >5

| —2x+6|>—4

2x —7|+x>6

V/(5—2x)8<x—7

213 —x|+3x>3

—2|7+ x| —3x<0
(5+3) >

2/ (2x+7)2<«x

Ejemplo 5.8

Resuelva cada una de las siguientes inecuaciones:

1) |x—1|+|x+1| <4

2) |x—2]+3|x| <6

3) 4—x|+|2x—-5|>7—x

445
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4) x| —2y/(6—x)2>x

Solucién
1) [x—1|+|x+1<4

En este caso se tiene que:

x—1 si x>1

lx—1| =

—(x—1) si x<1

x+1 si x>-—1
x+1] =

—(x+1) si x<-1
Asi

|lx — 1 —(x—=1) —(x—=1) x—1

|x + 1] —(x+1) x+1 x+1

[x =1+ [x+1]<4| —(x—-1+—-(x+1)<4| —(x—1)+x+1<4| x—1+x+1<4

—x+1—x—-1<4 —x+1+x+1<4 2x < 4
—2x <4 2<4 x <2
x> =2
S1=1-2-1] So=[-11] Ss= [1,2]
Como S =51 U Sy U S3, entonces: S =] —2,2|

2) |x=2|+3[x| <6

En este caso se tiene que:
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x—2 si x>2

|lx —2| =

—(x—2) si x<2
y

x si x>0
x| =

—x si x<0

Con esta informacion construimos la siguiente tabla:

—o0 0 2 +o0
|x —2| —(x—2) —(x—2) x—2
|x| —X x X
lx =2|+3|x[| <6 | —(x—2)+3(—x) <6 | —(x—2)+3x<6 x—2+3x<6
—x4+2-3x<6 —x+24+3x<6 dx < 6+2
—4x<6-2 2x<6-2 4x <8
—4x <4 2x <4 x <2
x> —1 x <2
S =[-1,0] S =10,2] S3 = {2}

Como S = 51 U S, U S3 entonces S = [—1,2]

3) [4—x|+[2x—5|>7—x

Como:
4—x si x<4
[4—x|=
—(4—x) si x>4
y
5
2x — i x>
x—5 si x_2
|2x — 5| =
5
—(2x —5) si X<
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Asi:

5/2

448

|4 — x|

4—x

4—x

—(4-x)

|2x — 5|

—(2x —5)

2x —5

2x —5

|4—x|+[2x—=5|>7—x

4—x+—-2x—-5)>7—x

4—x—2x+5>7—x

4—x+2x—-5>7—x

—x+2x+x>7+5—-4

—(4—-x)+2x—-5>7—x

—4+x4+2x—-5>7—x

—x—2x+x>7-5—-4 2x > 8 x+2x+x>7+5+4
8
—2x > =2 x>§ 4x > 16
x <1 x>4 x>4
S =]—oo,1] S =@ S5 =14, +o00
Como S =57 U Sy U Sz entonces S =] — 00,1 U |4, +00]
4) x| =2/ (6 —x)?>x
x| =2\/(6—x)2 > x <=
|x| —2]6 —x| > «x
Ademas:
x si x>0
x| =
—x si x<0
y
6—x si x<6
6 —x|=
—(6—x) si x>6
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—+0o0

%]

—X

6 — x|

6 —x

6—x

—(6—x)

|x| —2|6 — x| >x

—x—2(6—x)>x

x—2(6—x)>x

x—2(—(6—x))>x

—x—124+2x>x | x—124+2x>x x+2(6—x)>x
—Xx+2x—x>12 | x4+2x—x>12 x+12—-2x>x
0>12 2x > 12 x—2x—x>-—12
xX>6 —2x > —12
x<6
5:=0 S, ={6} S3=0

De aqui se tiene que: S = {6}

Ejercicios

@ 5.1.3 Resuelva cada una de las siguientes inecuaciones:

lx — 6]+ |x| <4
4|lx —2| +3]x| >6
lx —4] — 2x| <x—6

V(x—=3)%+4—5x| >7

(©Revista Digital Matemitica, Educacién e Internet. https:/tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/Libros/
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Capitulo

6.1 Producto Cartesiano

Definicién 6.1
Sean A y B conjuntos tales que A # @y B # @. Se llama producto cartesiano de A y B, denotado por
A X B, al conjunto, {(a,b) talque a € A,b € B}.

Osea: A x B={(a,b) talque a € A,b € B}

Ejempilo 6.1
Sean A ={1,2} B={1,2,3}.

Entonces A x B={(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3) }.

Ejercicios

@6.1.1 Sean A={—1,0} y B={0,1}. Determine B x A

-1

@6.1.2 Sean X = {\/E,?}, Y = {7}. Determine X x Y

Definicién 6.2
Sean A y B conjuntos tales que A # @ y B # @. Los elementos de A x B se llaman pares ordenados,
por que si:a € A, b € B y a # b entonces (a,b) # (b,a).

Asi con respecto al primer ejemplo, observe que: (1,2) # (2,1)

6.2 Sistema de Coordenadas Rectangulares

En un capitulo anterior vimos que podemos representar los nimeros reales como puntos de una recta.
Ahora estamos interesados en obtener una representaciéon para R x R, esto de acuerdo a la definicién 1, al
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conjunto:
{(x,y) talque x,y € R}

Lo que buscamos “es establecer una correspondencia entre el conjunto de todos los pares ordenados de
numeros reales (R x R) y el conjunto de todos los puntos de un plano.”

Una forma de establecer esta correspondencia es por medio de un sistema de coordenadas rectangulares
que se puede construir de la siguiente forma:

Se dibujan dos rectas numéricas perpendiculares entre si, que se intersecan en el punto cero de cada una,
como se muestra en la siguiente figura.

A
y

Y

Figura 6.1

Nota:

El nombre de sistema de coordenadas rectangulares se debe a que las rectas numéricas se intersecan deter-
minando un dngulo recto (dngulo de 90).

Las dos rectas numéricas de la figura anterior recibe el nombre de ejes coordenados.

Los ejes coordenados son, generalmente (en este curso siempre), un eje horizontal (que llamamos eje X) y
un eje vertical (que llamaremos eje Y).

El punto cero donde se intersecan el eje X y el eje Y se llama origen.

Y

«~ FeY

Origen

Eje X



https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

6.2. SISTEMA DE COORDENADAS RECTANGULARES (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/). 452

Figura 6.2

El plano en que se usa un sistema de coordenadas se llama plano coordenado o plano real. Asia cada punto
P del plano se le puede asignar un par ordenado de ntimeros reales, como sigue:

Se traza desde P un segmento perpendicular al eje X, que le interseque en el punto a. (Ver figura 6.3).

Se traza desde P un segmento perpendicular al eje Y en el punto b.

Y

Ordenadas —»
bl---oP

D —
a ? X

abcisas

/

Figura 6.3

El nimero a recibe el nombre de abscisa
El ntimero b recibe el nombre de ordenada

Al punto P le podemos asignar el par ordenado (a,b). (Note que primero se escribe la abscisa (a) y luego la
ordenada (b))

Diremos que P tiene coordenadas a y b.
En forma similar, a un par ordenado de ntimeros reales se le puede asignar un punto del plano coordenado.
De todo lo anterior tenemos:

A cada punto P del plano coordenado se le asocia exactamente un par ordenado de ntimeros reales (a,b) y
a cada par ordenado de ntimeros reales se asocia exactamente un punto del plano.
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Ejercicios

@ 6.2.1 Represente en un sistema de coordenadas rectangulares los elementos de cada uno de
los siguientes conjuntos:

o {(-1,3),(,-1),(-5-4)(23),00)}
{z0) 02) (5) (35}
) (55) G3) (7))

Las cuatro regiones en las que los ejes de un sistema coordenado rectangular divide al plano se llaman
cuadrantes. Los cuadrantes se numeran [, II, II y IV, de la siguiente manera:

Cuadrante 11 Cuadrante I

Cuadrante III Cuadrante IV

Figura 6.4

También se le llama primero, segundo, tercero y cuarto cuadrante.

Signo de las coordenadas de un punto, segiin el cuadrante donde esté

Sea P un punto de coordenadas (x,y) entonces tenemos que:

N N NN NN NN AN
N N N NN N NN N NN
BRI DN NN NEENEENEE NN
NN TR T R TN A Y T T T
\\\\\\\\\ R T T
\\\\\\\\\\ AN D N N N N N N N VR MR
NN
R NN \\\\f>\Q \\\\\ \\\1{>9\\\\
N NN
x<O0 \\\x>0\\ N NN NN N N N N N
~ AN NN N
N N NN N NN
AN N NN NN N AN
N N
\\\\\\\\\ NN NN I R N N NN
N
NN TONY N Y <t >
N -
\\\\\\\
AN TN N
NN N N
NN T NN 0 0
N AN N < <
N
x<0 \\W\>\O\\\\ y y
NN NN
NS NN
N AN NN
N AN
N N N
N N NoN
A NN N
AN

Figura 6.5 Figura 6.6
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6.3 Funciones

Definicion 6.3
Sean A y B dos conjuntos no vacios. Una funcién f de A en B es una ley, regla o correspondencia que
a cada elemento de A, le hace corresponder un y sélo un elemento de B.

Definicion 6.4
Sean A y B dos conjuntos no vacios y f de A en B una funcién. Seaa € A. El elemento que f le hace
corresponder a a en B, se llama imagen de a y se denota por f(a) (f(a): se lee “efe de a”) y a recibe
el nombre de preimagen de f(a).

Ejemplo 6.2

Sea:

Figura 6.7

Tal y como esta definida esta correspondencia f es funcién de x en y.

Complete:

a) Al1 se le asigna el —1, o sea f(1) = —1. La imagen de 1 es:

b) Al 2 se le asigna el —2, o sea f(2) = —2. La preimagen de —2 es:

c) Al 3 se le asigna el —3, o sea = . La imagen de 3 es:

d) Al 4 se le asigna el —4, o sea = . La preimagen de —4 es:

Notacion: Sean A y B dos conjuntos no vaciosya € A
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Si f es una funciéon de Aen By f(a) es la imagen de g, esto se indica de la siguiente forma

f:A — B,
a— f(a)

Definicion 6.5

Sean A y B dos conjuntos no vacios y f: A — B funcién.

Entonces:

1) A recibe el nombre de dominio de la funcion

2) B recibe el nombre de codominio de la funcion

Ejercicios

@ 6.3.1 Complete:

@ Con respecto al ejemplo 6.3:

a.1) El dominio de la funcién es

a.2) El codominio de la funcion es

@ Considere la funcién f:] —5,4] — RR. Entonces:

b.1) El dominio de la f es

b.2) El codominio de la f es

Definicion 6.6

Sean A y B conjuntos no vacios y f: A — B funcién.

a) Se llama rango o &mbito de f al conjunto Ay, definido por la igualdad: Af = {f(x) talque x €
A}

O sea Ay es el conjunto de las imagenes.

b) Se llama grafico de f al conjunto Gy, definido por la igualdad G = {(x,f(x)) talquex € A}
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Una funcién se puede definir por medio de diagramas de Venn. También puede definirse dando su do-
minio, codominio y una regla que indica en que forma se asocia cada miembro del dominio, con uno del
codominio. La regla es a menudo (aunque no siempre) una frase numérica abierta.

Ejemplo 6.3
Sea A={-2,-1,0,1,2}, B={-6,—-5,—4,-2,0,1,2,4,6} y f:A — B, f(x)=2
Determine

a) El ambito o rango de f.
b) El grafico de f.
c) Represente el grafico de f en un sistema de coordenadas rectangulares.

Solucion:

a) Para determinar A f, construyamos la siguiente tabla de valores considerando que f (x) =2x

f(=2) = 2(-2) = —4
f(=1) = 2(-1) = -2 x| 2x
—2 | —4
fO) = 2000 = 0 1] -2
0] 0
fQ) = 201 = 2 1] 2
2| 4

Por lo que Ay = {—4,-2,0,2,4}

b) Por definicion Gy = {(x,2x) talque x € A} por lo que:
Gf = {(_2/ _4)/ (_11 _2)/ (0,0), (LZ)/ (2/4)}

c¢) Representacion de G
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Figura 6.8

Nota: Generalmente en vez de escribir “Represente el grafico de f en un sistema de coordenadas rectangu-
lares”, escribiremos “Realice el trazo de f ”

Ejercicios
@ 6.3.2 Para cada una de las siguientes funciones
@ Determine:
al) A f

a.2) Gf

@ Realice el trazo de f

b.1) Sea A = {—3,-2,v2,—-1}, B={-5,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5} y f:A —
B, f(x)=x?

-3 -1 1 _3
b.2) Sean A = {7,—1,7,0,5,1,5}, B —] - 7,7[Yf A — B,
F(x) = —4x

Definiciéon 6.7
Sean A y B dos conjuntos no vacios y f: A — B, funciéon. Sea « € A, se dice que « es un cero de f,
si se cumple que: f(a) =0
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Ejemplo 6.4

Sea f:R — R, f(x)=2x—-1
a) Determine los ceros de f.
b) Realice el trazo de f.

Solucion:

a) Ceros de f:

flx)=0 <= 2x-1 = 0
2x = 1

1

T2

1
Por lo que > €8 un cero de f.

b) Trazo de f:

Observe que en este caso el dominio de f es IR, asi es que x se le puede asignar cualquier nimero
real, pero para construir la tabla de valores escogemos valores para x “ apropiados ”.

2x—-1|-5| 4|-3|-1]0|1|3

flx) =2x-1

Figura 6.9
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Observe que en el grafico anterior se obtiene:

1
1) La interseccion entre la grafica de f y el eje X es (2,0>

2) La interseccion entre la grafica de f y el eje Y es (0,—1)

En general:
Sean A y B dos conjuntos no vacios y f : A — B funcion.
a) Interseccion entre la grafica de f y el eje X

Sean € Atal que f(a) =0, es decir a es un cero de f, entonces la grafica de f interseca el eje X en el
punto («,0)

b) Interseccién entre la graficade f yeleje Y

Sea B € B tal que f(0) = j3, es decir B es la imagen de cero, entonces la grafica de f interseca el eje Y
en el punto (0, B)
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Ejercicios
@ 6.3.3 Complete, de acuerdo a las graficas que se presentan:

A

A

Y

-2 2
-1
flx)=y \ a.l) f interseca al eje X en:
Figura 6.10
a.2) f interseca al eje Y en:
a.3) f(x) =0 cuando x vale:
Y )
2
/\ X
= L1 3 >
\
o g(x)=y b.1) g interseca al eje X en:
Figura 6.11
b.2) g interseca al eje Y en:
b.3) g(x) =0 cuando x vale:
h(x) = y c.1) hinterseca al eje X en:

c.2) hinterseca al eje Y en:

3 T N c.3) h(x) =0 cuando x vale:

Figura 6.12
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Recuerde que si f es una funcién, el nimero real f(x) se representa en el eje Y, por esto a menudo escribi-

mos f(x) =y

Asi para ver cuando una funcién es positiva (o negativa) basta ver para que valores de x, f(x) >0 (o

f(x) <0).

Ejemplo 6.5

Considere la grafica de una funcién f, f:R — R

YA

/1N

Y

Y

Figura 6.13

Determine, en notacién de intervalos, los conjuntos

a) A={x € R talque f(x) >0}

b) B={x € R talque f(x) <0}

Solucién:

a) Como f(x) =1y, basta ver cuando y > 0.

Por lo que A =] —1,2]

b) Similarmente basta ver cuando y < 0.

Por lo que B =] — o0, —1[ U ]2,+0[
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Ejercicios

@ 6.3.4 Determine para cada una de las siguientes funciones:

f:R—R
Figura 6.14

r f:]-5,5 —R
Figura 6.15

@ Intervalos donde f es positiva
@ Intervalos donde f esnegativa
@ Puntos de interseccién con el eje X

@ Puntos de interseccién con el eje Y

@6.35 Sea f:R — R, f(x)=x.Realiceeltrazode f

Nota: Esta funcién recibe el nombre de funcién identidad.
@6.36 Seag:R — R, f(x)=23.Realiceel trazo de g

@6.3.7 Seac € R,sea h:R — R, h(x)=c.Realice el trazo de h

Nota: Las funciones g y h anteriores reciben el nombre de funciones constantes.

@ 6.3.8 Sea

| x+2six € [-50]
fx) _{ —x~|—ZSsi x € [0,5]

Realice el trazo de f

. om ow aw ~

462
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Algunas veces cuando una funcién estd definida por una frase numeérica abierta, nos interesa determinar
los valores de la variable para los cuales la frase numérica abierta representa un ntimero real, es decir nos
interesa saber el dominio de la variable.

Definicién 6.8
Sea f(x) =y, donde y es una frase numérica abierta que involucra la variable x. Entonces diremos que
el dominio de la variable x es el dominio maximo de f y lo denotamos Dy

Nota: Recuerde que:

a
b
2) Si V/a € R,conn par entonces a > 0

1) Si - € Rentonces b # 0

Ejemplo 6.6

1) Seaf(x):xfl. Como x — 1 # 0 entonces x # 1

Por lo que el dominio de f es R — {1}, o sea D =R — {1}

3
2) Sea f(x) = %, aqui tiene que cumplirse que x> — 25 # 0

x2—-25 = 0

(x=5)(x+5) = 0 =

Por lo que Dy =R — {5,-5}

Ejemplo 6.7

/ —1 -1
Sea f(x) = m, aqui tiene que cumplirse que m >0

Raices: x —1=0 — x=1

Restricciones: x = —1, x =2
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-0 —1 1 2 too
x—1 — - 0 + +
x+1 = + + +
2%=2 — — - 0O +
x—1
Groc—o | || T T °

Por lo que Dy =] —1,1] U ]2, 4-00]

Ejemplo 6.8

Vi 2
Sea g(x) = xx—+1 , aqui tiene que cumplirse que x+2>0 y x —1#0

a) X+2>0=x> 2<=x € [-2,400]

b) x—1#0=>x#1

Por lo que Dy = [~2,+0o[ — {1}
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Ejercicios

@ 6.3.12 Determine el dominio maximo para las funciones definidas por:

x
o $(¥)=Viii+ o
o h(x)= xi6—1
@ j(x)=+vx3—25x

° k(x):3_x2+1

o I(x)= xx22+_21x

Sean A y B conjuntos no vaciosy f : A — B, funcién

1) f se dice que es inyectiva: si todo elemento en B (codominio) tiene a lo mas una preimagen en A
(dominio).

Es decir: Si f(a) = f(b) entonces a = b

2) f se dice que es sobreyectiva: si todo elemento en B (codominio) tiene alguna preimagen en A (do-
minio).

3) f se dice que es biyectiva: si es inyectiva y sobreyectiva.

a) Ejemplos de funciones inyectivas

Figura 6.16
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b) Ejemplos de funciones no inyectivas

Figura 6.17

c) Ejemplos de funciones sobreyectivas
/ B
A

Figura 6.19

d) Ejemplos de funciones no sobreyectivas

466

i

-3/2

3/2

Figura 6.18

Y A
5pemmmmees .
DX
“7 >
_________ .
Y
Figura 6.20
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A B f:[-2,1[U]2,4 — [-3,3]
Figura 6.21

Figura 6.22

6.4 Algebra de Funciones

Nos abocaremos ahora a obtener “nuevas” funciones a partir de funciones dadas, esto lo haremos haciendo
uso de operaciones algebraicas.

Las funciones que obtendremos serdn la suma, la diferencia, el producto, el cociente o la composicién de
funciones dadas.

Definicién 6.9
Sean f y g funciones cuyos dominios son Ds y D, respectivamente; entonces definimos las funciones

f+s f—-s 7% f; llamadas suma, diferencia, producto y cociente, respectivamente, de la manera

siguiente:

1) (f+g)(x) = f(x) +g(x); para cada x € DsN Dy
2) (f —g)(x)=f(x) — g(x); para cada x € DsN Dy
3) (f-8)(x)=f(x)-g(x); para cada x € DN Dy

f —M'con X X
9 (L)) =L conglv) 20y x € Dy,

Notemos que el dominio de las funciones f +g, f — g, f - &, g es el mismo, a saber Dy N Dy
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Nota: Cuando no se especifique el dominio de una funcién se entendera que éste es el maximo dominio
real de la funcién.

Ejemplo 6.9

Si f y g son funciones definidas respectivamente por: f(x) =+vx+1, g(x)=x+ 2, entonces

1) (f+8)(3) =f(3) +8(3) =2+5=7
2) (f - 8)(3) =f(3) —8(3) =2~ 5="-3
3) (f8)(3) =f(3) 8(3)=2-5=10

Observemos que (f+¢)(=3), (f —g)(=3), (f-g)(-3), <f> (=3) no estan definidas pues

g
~3¢ DN D,

Ejemplo 6.10

Sean f y g funciones definidas respectivamente por: f(x) =5x? —2x +5, g(x)=3x+2

Determinar (f 4+ ¢)(x), (f —g)(x), (f-g)(x), <f> (x). Ademas indicar sus dominios respectivos.

8

Solucion:

Como Dy =R; Dg =R entonces el dominio méximo para las funciones f +¢, f — g, f-g, es
DfNDg =R

a) (f+g)(x) = f(x)+gx)
= 5x2—2x+5+3x+2

= 5x2+x+7, osea (f+g)(x)=5x2+x+7
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b) (f-8)(x) = flx)-gx)

= 5x2—-2x+5— (3x+2)

= 5x2—2x+5-3x—2

= 5x>—5x+3, osea (f—g)(x)=5x>—-5x+3
o) (f-8)x) = flx)-g(x)

= (522 —2x+5)(3x +2)

= 15x% — 6x2 4+ 15x + 10x* — 4x + 10

= 1523 +4x*+11x+10 osea (f-g)(x)=15x>+4x*+11x+10

-2 =2
d) Comog(x)=0<=3x+2=0<=x= 3 entonces el dominio de la funcién {; es R — {}

y ademas:

f _ f(x) 5x>—2x+5
(§)w=55="5

. f _ 5x2—2x+5
O sea: (g (x) = —

Ejemplo 6.11

Considere las funciones f y ¢ definidas por:
f(x) =x—+/3; parax €]—2,5]
g(x)=x++/3; parax € [-5,2]

Determine (f - g)(x) y su dominio respectivo.

Solucion:

(f‘g)(x):(x—\/5)(X+\@)=x2—3, osea (f-g)(x)=x*-3

El dominio de esta funcién es:
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] —2,5[N[-5,2] =] —2,2]

Ejemplo 6.12
Considere las funciones f y ¢ definidas por:
f(x) =6x—9; parax € [0,5]

g(x) =2x —3; parax € ]1,7]

Determine (é) (x) y su dominio respectivo.

Solucion:

<f> (x):f(x) _6x—9 3(2x—3) _3

g g(x) 2x—-3 2x-3

3 3
O sea f) (x) = 3. Ademés como g(x) =0six = > entonces x no puede tomar el valor de > ademas

como:

[0,5[N]1,7] =]1,5] entonces el dominio de ({; es |1,5[— {;}

Ejercicios
@ 6.4.1 Sean f(x) =x+ 3 parax € [-51] y g(x) =6+ 2x para x € | — 6,0[. Determine:
(f+9)(x), (f—9)(x), (f-9)(x), jgi (x), e indicar el dominio de la funcién respectiva.

@ 6.4.2 Sean h(x) =2 —x, m(x) =+/2x + 6. Determine (1 - m)(x) y su dominio respectivo.

@ 6.4.3 Seanr(x) =x% —4, s(x) = x + 2. Determine <£> (x) y su dominio respectivo.

Definicion 6.10

Sea f: A — B una funcion, sea & € R, a constante, llamaremos producto de a y f y lo designamos
a- f ala funcion definida por: (af)(x) =a - f(x) para cada x € A
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Ejemplo 6.13

Si f(x) =2x—1y a =3 entonces

(af)(x) = (3f)(x) =3f(x) =3(2x —1) =6x —3, osea (3f)(x) =6x—3

Ejercicios

@ 6.4.4 Sea f(x) =3 —x.Calcule: (2f)(x); (—=5f)(x); (3f)(1)

6.5 Composicion de funciones

Ejemplo 6.14

Consideremos la funcion f definida por: f(x) =2x + 3 y calculamos:
a) f(1); f(=1); f(2); f(=2); f(0)

b) f(2+h), f(a+h); f(a—h); f(x_1H>

Solucion:

a) f(1)=2-(1)4+3=2+3=5 osea f(1)=5

f(=1) = 2-(-1)43 = —2+43, osea f(-1) = 1
f2) = 2-.2+3 = 7, osea f(2) = 7
f(=2) = 2-(=2)+3 = -1,  osea f(-2) = -1
fO) = 2-(0)+3 = 3, osea  f(0) = 3

b) Notemos que para calcular f(1); f(—1); f(2); f(—2) y f(0),lo que hemos hecho es sustituir x
2,2y

en la expresion: f(x) =2x+3, por 1,—1,2, 0 respectivamente.

1
De la misma forma, para calcular f(2+h); f(a+h); f(a—h),f <x—|—1> lo que haremos es

sustituir x en la expresion f(x) =2x+3, por 2+h, a+h, a— h,m respectivamente de la

siguiente manera:
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f@+h) = 2-2+h)+3 = 2h+7 osea, f(2+h) = 2h+7
fa+h) = 2-(a+h)+3 = 2a+2h+3 osea, f(a+h) = 2a+2h+3
fla—h) = 2-(a—h)+3 = 2a—2h+3 osea, f(a—h) = 2a—2h+3

1 1 SIS 1 3x +5

f(x+1> (x+1>+3 x+1 © 8o f<x+1> x+1

Ejercicios

@ 6.5.1 Considere la funcién f definida por: f(x) =3x> -5

o Calcule: f(0), £(1), f(-2), ) J3+R), f2=h), flab), fla=b) fva), f(+25)

Definicion 6.11

Sean f: A — Cy g: B — D funciones, tales que f(A) N B # @, entonces se llama funcién compuesta
de ¢ y f y la denotamos “go f” a la funciéon definida por (go f)(x) = g[f(x)], para cada x € A, tal
que f(x) € B.

Graficamente podemos representar la funciéon compuesta de g y f de la manera siguiente

gof

Figura 6.23

Observacion:

1) De la definicién anterior se deduce que el dominio de la funcién g o f es dado por:

Dgor = {x € Dy talque f(x) € Dg}

2) Nosotros no nos preocupamos por determinar el dominio de la funcién compuesta, sino tinicamente
nos interesa establecer el criterio que define la funcién.
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3) Enla mayoria de los casos (salvo en ocasiones especiales) gof es diferente de fog

Ejemplo 6.15

Considere las funciones f y ¢ definidas por:

f(x) =2x> g¢(x) =4x + 1. Determine:

a) El criterio para la funcion fog

b) El criterio para la funcion gof

Solucién:

a.) (gof)(x) = glf(x)]
= g[2x?]
= 4)2x?] +1
= 8x*+1

Es decir: (gof)(x) =8x> +1

b.(fog)(x) = flg(x)]
—  flax+1]
= 2[dx +1]?
= 2[16x*+8x+1]
= 32x*+16x+2

Es decir: (fog)(x) = 32x% + 16x + 2
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Ejemplo 6.16

Considere las funciones f y ¢ definidas por: f(x) = /x, g(x) = 5x — 4. Determine:
a) El criterio para la funcion fog
b) El criterio para la funciéon gof

Solucion:

a) (fog)(x) = flg(x)] b) (gof)(x) = glf(x)]

decir: decir:

Ejemplo 6.17

Considere la funcion f definida por f(x) = 3x + 2. Determine el criterio para la funciéon fof.

Solucién:

(fof)(x) = flf(x)]
— f3x+2]
— 3[Bx+2]+2
= 9x+6+2
— 9x+8

Es decir: (fof)(x) =9x+38
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Ejercicios
@ 6.5.2 Para cada uno de los pares de funciones f y g determine el criterio correspondiente a las

funciones fogy gof:

o f(x)=2x2+6,g(x)=7x+2
o f(x)=x>—x—-1,¢(x)=x—-1

o flx)= 2o g(x) =V -3

x—1 x+1
* f(x):x——l—l’g()_x—l
o f(x)=x>+2x g(x)=3x+4
o flr)=x ()=

@ 6.5.3 Sean f(x) =3x — 7y g(x) =2x + k. Determine k de modo que (fog)(x) = (gof)(x)

6.6 Funciones Inversas

Sea f : A — B una funcion biyectiva. Segun la definicién de funcién biyectiva tenemos que f(A) =By

"7

que cada elemento “y” de B es imagen de uno y sélo un elemento “x” de A, entonces es posible definir una
funcién f “1.B— A, que llamaremos inversa de f, de la manera siguiente.

Definicion 6.12

Sea f: A — B una funcién biyectiva entonces la funciéon inversa f~! de f es una funcién biyectiva
tal que:

fffiB— Ay fHy)=x <= f(x) =y

Graficamente podemos representar estas funciones de la manera siguiente:

flof

Figura 6.24

De la representacion anterior se puede notar que: (f 1o f)(x) =xyque (fo f1)(x) =x
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Ejemplo 6.18

Sea f:R — R, biyectiva f(x)=2x—1
a) Determine el criterio para la funciéon f~1

b) Verifique que (fo f ) (x)=xy (f lof)(x)=x

c) Represente en un mismo sistema de coordenadas rectangulares los graficos de f, f . g donde

g(x)=x
Solucién:

a) Como f(x) =2x —1y f(x) =y entonces podemos escribir y = 2x — 1. Como en la definiciéon
6.6 x = f~1(y), el criterio para la funciéon f~! se obtiene despejando x en términos de y, de la
siguiente manera:

1
y=2x—-1 — y+1=2x — %:x — fy_1

_y+1
2

Como las letras particulares que se usan para expresar el criterio de una funcién, no son
importantes, se acostumbra a expresar el criterio en términos de la variable x, asi en vez de
escribir:

Cx+1
2

iy = yzil, escribimos f~1(x)

b)
(fof Nx) = f(fF(x)

= f(x;1> = fl2x-1)

x+1 2x —1+1
= 2< > >—1 Asi = 3 Asi
2x
= 1-1 S
X+ >
= x
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c) Para representar los graficos correspondientes a f y f ~1 construimos las siguientes tablas de

valores:
x | —2|-1] 0 |1]2 x | -5|-3|-1]|1]3
f(x) 5] -3|-1]|1|3 f_l(x) 21 -1 0 1|2
Y A
flx) = 2x-1
/,«f(x)=x
’ f'l(x) x;rl
X
Figura 6.25
Ejemplo 6.19

Sea f:[—3,400[ — [0,+00[ biyectiva, f(x)=+/x+3
a) Determine el dominio y ambito de f~!

b) Determine el criterio para la funcién f~! (en adelante f~!(x))

¢) Verifique que (fof )(x) = x v (f1of)(x) = x

d) Represente en un mismo sistema de coordenadas rectdngulares los graficos de f,f~! y ¢ donde

g(x)=x
Solucién:

a) El dominio de f_1 es [0,+00]

El ambito de f~! es [—3,+o0]

477
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b)

Comoy=+x+3 = y?=x+3,y>—3=x, como x = f !(y) tenemos f'(y)=y*> -3y

por lo tanto podemos decir que f~!(x) = x?> —3

Observe que al despejar x obtenemos que f_1 (y) = yz — 3 sin embargo, por convenio en la

notacion, escribimos f~!(x) = x> — 3

(fof M@ = fU)
_ o3 Nt = 1)

= H/x+3)
- Vs G
= V& = x+3-3
= |x| y como x >0 _

= X

Por lo tanto: (fof 1)(x)=x y (flof)(x)=x

Para representar los graficos correspondientes a f y f ~1 construiremos las siguientes tablas de
valores:
x | =3|-2|-1] 0 |1 x |01 [v2|V3]2
fx)| 0 | 1 [vV2]|+V3]|2 flx)|-3|-2|-1] 0 |1
Y Flx)=x"-3
gx)=x
flx) =vx+3

Figura 6.26
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Ejercicios

@ 6.6.1 Para cada una de las funciones biyectivasf que se presentan a continuacién:

1) f:[0,400] — [1,+00[, f(x)=1+3x> 4) f:]0,4+00] — [0,+0o0[, f(x)=+x
2) f:]—00,2] — [0,400], f(x)=VvV2—x 5 f:R — R, f(x)=x°
3) f:[l,400[ — [-1,+00], f(x)=x>-2 6) f:R — R, f(x)=2x-3

Determinar el dominio y &mbito de la funcién inversa f!.

Determinar el criterio para la funcién f 1.

Verificar que (fof 1) (x)=x y (flof)(x) =x.

Representar en un mismo sistema de coordenadas rectangulares los graficos de fy f~ 'y g
donde g(x) =x

6.7 Funciones Crecientes y Funciones Decrecientes

Definicion 6.13

(Funcion creciente)
Sea ACRy f: A— R, funcion.

Sea I C A, se dice que f es una funcién creciente en I, si para cualquier par de nimeros a y b en I,
tales que a < b se cumple que f(a) < f(b), como se muestra en la siguiente figura.

fo)

fla)

A

Figura 6.27
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Definicion 6.14
(Funcién decreciente)

Sea ACRy f: A— R, funcion.

Sea | C A, se dice que f es una funcién decreciente en J, si para cualquier par de niimeros a y b en J,
tales que a < b se cumple que f(a) > f(b).

YA

fl@)

fv)

A

Figura 6.28

Con respecto al trazo de la grafica de una funcién las definiciones anteriores se pueden expresar de la ma-
nera siguiente.

Una funcién f es creciente si cuando “x” crece (x varia de izquierda a derecha), el valor correspondiente a

/o

y” crece (“asciende”).

Una funcién f es decreciente si cuando “x” crece (x varia de izquierda a derecha), el valor correspondiente

“"_ .7

a “y” decrece (“desciende”).
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Ejercicios

@ 6.7.1 Para cada uno de los siguientes trazos de funciones determine:

Intervalos donde la funcién es creciente.
Intervalos donde la funcién es decreciente.
A={x€eR talque f(x) >0}

B={xeR talque f(x) <0}

C={xeR talque f(x)=0}

Interseccién con los ejes coordenados

Figura 6.30

YA

»L:
H~ @
=<V

Y

Figura 6.31
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Definicion 6.15

Sea f:RR — R una funcién tal que f(x) = a,x" +a, 1x" ' + ... + a1x + ao donde a,,a, _1,...,ap son
constantes reales, a, # 0 y n € IN, f se llama funcién polinomial de grado n

Ejercicios

@ 6.7.2 La funcién definida por:

2x3 + 5x2 — 9x + 3, es una funcién polinomial de grado

o f(x

(%)
e g(x)=2x>—4x%+ 3, es una funcién polinomial de grado
o h(x)= ; x + 1, es una funcién polinomial de grado
@ m(x)= —2, es una funcién polinomial de grado

@ 5(x) =5, es una funciéon polinomial de grado

Definicion 6.16

Sea f:R — R una funcién tal que f(x) =0, f recibe el nombre de funcién polinomial cero y no se
le asigna grado.

6.7.1 Ceros de una funcién polinomial

Definicion 6.17

Sea f una funcion polinomial definida por f(x) = a,x" + A1 X" 14+ . +a1x+ag y sea a € R. a recibe
el nombre de cero de f si f(a) =0, osea aya”+a, 1&" 1+ .. +aja+ap=0

Ejercicios
@ 6.7.3 —2 es un cero de la funcién f definida por f(x) =4 — x> pues

2

@ 6.7.4 3 es un cero de la funcién f definida por f(x) = x* — x — 6 pues

Nota: Aceptaremos y usaremos sin demostrar la siguiente proposicién:

Proposicién 6.0 Una funcién polinomial de grado # tiene a lo sumo 7 ceros reales.
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Ejercicios
@ 6.7.5 La funcién f definida por f(x) = x> — x — 6 tiene a lo sumo ceros reales.
@ 6.7.6 La funcién f definida por f(x) = x* — 4x? — 4 tiene a lo sumo ceros reales.

Nota: Observemos que si f es una funcién polinomial definida por f(x) = a,x" + a,_1x" ' + ...+ a1x + ao,
la expresion a,x" +a,_1 x" 14 .. +a1x+agesun polinomio, de aqui en adelante hablaremos de polinomio
al referirnos a la expresion que define una funcién polinomial.

Operaciones con polinomios

Como los polinomios definen un tipo particular de funciones, a saber, las funciones polinomiales; dados
dos polinomios, podemos efectuar las operaciones definidas para las funciones

Ejemplo 6.20

Sean P(x) y Q(x) tales que: P(x) = x> —5x +1, Q(x) = x — 3. Determine:

1) (P+Q)(x)
2) (P—-Q)(x)
3) (P-Q)(x)

4) (PoQ)(x)

Solucién:

) (P+Q)(x) = Px)+Q(x)
= (x>=5x+1)+ (x—3)
= x2-5x+1+x-3
= x*—4x-2

osea (P+ Q)(x) = x> —4x —2
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2) (P-Q)(x) = Px)—-Q(x)
= (@-5x+1) - (x—3)
= x>-5x+1—x+3
= x2—6x+4

osea (P+Q)(x)=x*—6x+4

3 (P-Q)(x) = P(x) Q)
= (2—5x+1)-(x—3)
= x%—3x*—5x>+15x+x—3
= x®—8x2+16x—3

osea (P+Q)(x) =x>—8x*+ 16x — 3

4) (PoQ)(x) = P(Q(x))
= P(x—3)
= (x—3)2-5(x—3)+1
— %2 —6x+9—5x+15+1
= x2—-11x+25

o sea (PoQ)(x) = x? — 11x + 25
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Ejercicios

@ 6.7.7 Para cada uno de los siguientes pares de polinomios A(x) y B(x), Determine:
(A+B)(x); (A = B)(x);(A-B)(x)y (AoB)(x)

o A(x)=2x—-1, B(x)=2x>—x+1
o A(x)=x+1, B(x) = 64x°> — 1
@ A(x)=-5x+1, B(x)=x*>+3

o Ax)=7, B(x) =35x% +47x%> + 13x + 1

6.8 Division de Polinomios

Podemos observar que al efectuar la suma, la resta, el producto o la composicién de dos polinomios se
obtiene otro polinomio. Por el contrario no todo cociente de polinomios, es un polinomio, en efecto:

Sean P(x) = x+ 1y Q(x) = x, tenemos que

<P>(x)— P(x) x+1 «x 1

_ -1
o)WTam T Ty TxTR T

P
o sea (Q) (x) =1+ x7 1, el cual no es un polinomio.

No obstante en cuanto a la divisién de polinomios podemos establecer la siguiente proposicion.

Proposicion 6.0 Algoritmo de la division:
Dados dos polinomios A(x) y B(x), con B(x) # 0, existen tinicos polinomios Q(x) y R(x) tales que:
A(x) = B(x)Q(x) + R(x) ©1)

donde el grado de R(x) es menor que el grado de B(x) o bien R(x) =0, A(x) se llama dividendo, B(x)
divisor, Q(x) cociente y R(x) residuo o resto.

Dado que B(x) # 0, de la igualdad 6.1 se obtiene que:

_ R(%).  Verifiquelol
=Q(x) + Blx) | Verifiquelo!

Procedimientos para efectuar la division de A(x) por B(x)
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Los pasos que se deben seguir son:

a) Ordenar los polinomios A(x) y B(x), en forma descendente de acuerdo con el exponente de la varia-
ble.

b) Se divide el primer sumando del dividendo (el de mayor exponente) por el primer sumando del di-
visor(el de mayor exponente), el resultado es un sumando del cociente.

¢) Se multiplica el sumando del cociente obtenido en el paso anterior por el divisor y el resultado se
resta del dividendo, obteniendo un residuo “parcial”.

d) Si el residuo obtenido en el paso anterior es cero o de grado menor que el grado del divisor ahi termi-
nod el procedimiento, en caso contrario se repiten los pasos (a), (b) y (c) pero tomando como dividendo
el residuo obtenido en el paso anterior.

Nota: Al efectuar la division de A(x) por B(x) se obtiene un cociente Q(x) y un residuo R(x) los
cuales se colocan como se muestra en el diagrama siguiente:

Dividendo Divisor

e aw| Bw N
R(x)| Q(x)
Residuo </ Cociente

Figura 6.32

Nota: El paso (c) del procedimiento usado para dividir polinomios se puede realizar de la siguiente manera:

i) Se multiplica el sumando del cociente obtenido en (b) por el divisor, y cada sumando de este resulta-
do se multiplica por (—1).

ii) Se suma el dividendo con el polinomio obtenido en (i)
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Ejemplo 6.21

Sean A(x) = x® —5x? +x — 1y B(x) = x — 1. Efectué la division de A(x) por B(x)

Solucién:
¥ — 5x2 4+ x — 1 x—1
— x3 + x2
x2 —4x -3
- 42 + x - 1
452 — 4x
- 3x - 1
3x — 3
— 4

Aqui el cociente es x> — 4x — 3 y el residuo es —4.
Ademas:

x> —5x2+x—1=(x—1)(x*> — 4x — 3) — 4 o también

5 —5x24+x—1 —4
5 — 500 = &7 2 _4x_34 %

x—1 x—1

Ejemplo 6.22
Efectuar la division de A(x) por B(x), donde A(x) =2 — x°; B(x) =x% +«x

Solucion:
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— x5 4+ 0 4+ 0a8
¥ +

x* + 0x°

Y S

+ 0x2 4+ 0x + 2

x2+x

+ 02 + O0x + 2

- x 4+ 2

Aqui el cociente es —x3 + x2 — x + 1 y el residuo es —x + 2.

Ademas:

—x°+2=(x2+x)(—=x*+ x> —x+1) + —x + 2 o también

—x°+2 3. 9 —x+2

— 1o — 14+ ==

po X +x x+1+ 21 x
Ejercicios

x>+ x> —x+1

488

@ 6.8.1 Para cada par de polinomios A(x) y B(x), determine el cociente Q(x) y el residuo R(x)

que se obtiene al dividir A(x) por B(x) y exprese:

o A(x)=6x°—5xt—7x%+3,
o A(x)=2x"—5x>+8x>—3x,
@ A(x)=x>—5x>+8x—4,
@ A(x)=x>—5x>+3x+9,

o A(x)=—6x>+2x* —3x+3x%+1,

A(x)
B(x)
B(x) =3x>—4x> —x+1

B(x)=2x%—x
B(x)=x-2
B(x)=x—-3

de la forma Q(x) +

R(x)
B(x)
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6.9 La Funcion Lineal

Definicion 6.18

Sea f una funcién tal que, f : R — RR.

f se llama funcion lineal si f(x) = mx + b, com m y b constantes reales.

Ejemplo 6.23

1) La funcién f definida por f(x) = 5x + 3, es una funcién lineal, conm =5 y b = 3.
2) La funcién f definida por f(x) = —+/2x + 5, es una funcién lineal, con m = —v/2 y b = 5.
3) La funcién f definida por f(x) = —3x, es una funcién lineal, conm = -3 y b = 0.

4) La funcién f definida por f(x) =k, con k constante real es una funcién lineal, conm =0 y b = k.

Notacion
Como la imagen de x por la funcién f usualmente se denota por y, es decir y = f(x), es frecuente escribir

y =mx + b enlugar de f(x) = mx + b.

6.9.1 Grafico de una funcion lineal

Definicion 6.19

Sea f una funcion lineal tal que f(x) = mx +b.

El gréafico de f es el conjunto Gy definido por Gy = {(x,y) € R x R tal que y =mx +b}

Definicién 6.20
Se llama recta al grafico de una funcién lineal.

Convenio

Sil es una recta definida por I = {(x,y) € R x R tal que y =mx + b} con m y b constantes reales.
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Diremos que [ es la recta cuya ecuacién es y = mx + b.

Definicion 6.21
Sean m y b constantes reales y sea [ la recta cuya ecuacion es y = mx + b. Diremos que el niimero m
es la pendiente de la recta [.

Ejercicios
@ 6.9.1 La pendiente de la recta cuya ecuacién es y = —2x +5es

@6.9.2 La pendiente de la recta cuya ecuacién es y = /7x — 7 es

x
@ 6.9.3 La pendiente de la recta cuya ecuacién es y = > +1V2es

Proposicion 6.0 Dados dos puntos en R x IR existe una y s6lo una recta que los contiene.

Asi, si conocemos dos puntos Ay Ben R x IR, tal que A = (x1,1) y B= (x2,y2), podemos hallar la ecuacién
de la recta que los contiene, de la siguiente manera:

1) La pendiente m de la recta estda dada por la igualdad:

Y2—1

X2 # X1
p— #

m =

Justificaciéon

Sea I la recta cuya ecuacion es y = mx + b, y que contiene a (x1,1) y (x2,2). Como (x2,12) € L se
cumple que:

Yo =mxy+b (6.2)

Y como (x1,y1) € I se cumple que:

y1=mx1+b (6.3)

Multiplicando a ambos miembros de la ecuacién 6.3 por —1 y sumando término a término con la
ecuacion 6.2 tenemos:


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

6.9. LA FUNCION LINEAL (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/). 491

Y2 = mx; + b
-y = — mxy — b
Y2 - W = mxs —  mXxy

como: Yz — Y1 = mXxy — mXxy

Y2 —y1 =m(xp — x1)

Y2—

X2 — X1

=m

2) Conociendo m lo sustituimos en la ecuacién y = mx + b, y sustituimos x e y por las coordenadas de
A o de B en dicha ecuacién y podemos despejar b, obteniendo su valor.

3) Conociendo m y b podemos escribir la ecuacién de la recta y = mx + b

Ejemplo 6.24

Hallar la ecuacion de la recta que contiene a los puntos (3,—2) y (5,—6)
Solucion:

Buscamos una ecuacién de la forma

y=mx+D, (6.4)

i Por qué?

Para ello debemos calcular el valor de m y el valor de b.

— = (=2 —4
El valor de m esta dado por: m = 65(3) =5 = —2, es decir m = —2
Sustituyendo el valor de m en 6.4 tenemos y = —2x + b

Sustituyendo x e y por las coordenadas de (3,—2) tenemos

—2 = —2.3+b

—2 = —6+b
246 = b

4 = b

Y por lo tanto la ecuacion de la recta que contiene a los puntos (3,—2) y (5,—6) es y = —2x + 4
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Ejemplo 6.25

Calcular la ecuacion de la recta que contiene al punto (5,2) y tiene una pendiente igual a —2
Solucién:

Buscamos una ecuacion de la forma

y=mx+b (6.5)

i Por qué?
En este caso el valor de la pendiente es conocido, y sustituyendo en 6.5 tenemos que:

y=-2x+b (6.6)

Como esta recta contiene al punto (5,2), entonces las coordenadas de este punto satisfacen la ecuacion
6.6 es decir:

2 = -2-540D
2 = —-10+0b
12 = b
Por lo tanto la ecuacion de la recta cuya pendiente es —2 y contiene al (5,2) es y = —2x + 12

Proposicion 6.0 Sean A,B,C constantes reales con B # 0, entonces toda ecuacién de la forma
Ax + By 4+ C =0 es equivalente a otra de la forma y = mx + b.

En efecto:

Si Ax + By + C =0 entonces By = —Ax —C  y como B # 0 entonces:

—Ax—-C
y=—% y por lo tanto
_—4x =€
7B 7B
—A -C
Ahora, tomamos m = 5 Y b= 5 tenemos y = mx + b

Debido a la proposicion anterior, es que en algunos casos hablamos de rectas determinadas por una ecua-
cién de la forma Ax + By + C =0, con A, B, C constantes reales y B # 0
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Ejemplo 6.26
. Cual es la pendiente de la recta cuya ecuacion es 3x —y +1 =07
Solucién:
Debemos encontrar una ecuacion de la forma y = mx + b, que sea equivalente a 3x —y +1=0

3x—y+1=0 = y =3x+ 1. Por lo tanto la pendiente de la recta cuya ecuacion es
3x—y+1=0 es 3.

Definicion 6.22
Sean 17 y I dos rectas cuyas ecuaciones son respectivamente:
y=mx+by e y=myx+ by, entonces decimos que:

a) Iy es paralela a I (I1 || Ly) siy solo st mq = mp

b) I, es perpendicular a Ly (I L Ip) siy solo st my - mp = —1
Ejemplo 6.27
: . 1 :
Las rectas I; y I» cuyas ecuaciones respectivas son y = —=3x+7 y vy = 5 x+ 12 son perpendiculares

3
pues el producto de sus pendientes es —1

Ejemplo 6.28

Hallar la ecuacion de la recta que contiene al punto (2,3) y es paralela a la recta cuya ecuacion es
2x+y—1=0

Solucién:

Buscamos una ecuacion de la forma

y=mx+b (6.7)

donde m es igual a la pendiente de la recta cuya ecuacion es 2x +y —1=0
i, Por qué?

Como 2x +y — 1 =0 entonces y = —2x + 1 de donde tenemos que m = —2


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

6.10. TRAZO DE LA GRAFICA DE UNA RECTA (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/). 494

Sustituyendo m por —2 en 6.7, tenemos y = —2x + b; como esta recta contiene al punto (2,3) entonces:
3=—-2.24b — 3=—4+4+b = 7=b

Por lo tanto la ecuacion de la recta que contiene al punto (2,3), y que es paralela a la recta cuya
ecuacion es 2x +y—1=0 es y=—-2x+7

Ejemplo 6.29

Hallar la ecuacion de la recta que contiene al punto (2,3) y es perpendicular a la recta cuya ecuacion
es2x+y—1=0

Solucion:

Buscamos una ecuaciéon de la forma

y=mx+b (6.8)
Como la pendiente de la recta cuya ecuacion es 2x +y — 1 =0 es —2 (ver ejemplo anterior) entonces
debe darse que —2-m = —1 ;Por qué?
1
—2-m=-1 — m= 5

1 1
Sustituyendo m por 5 en 6.8 tenemos y = Ex + b; como esta recta contiene al punto (2,3) entonces:
1
3:5-2+b = 3=14+b = 2=0b

1
Por lo tanto la ecuacion que buscamos es y = 5% +2

6.10 Trazo de la grafica de una recta

Dado que una recta queda determinada si se conocen dos de sus puntos, entonces para trazar su grafica
basta con conocer dos de sus puntos. Para este efecto dos puntos convenientes son la interseccién de la
recta con los ejes coordenados, los cuales los determinamos de la manera siguiente.

Consideremos la recta / cuya ecuacién es y = mx + b

a) Su interseccion con el eje X es el punto (x,0), donde x es la solucién de la ecuacién 0 = mx + b ;Por
qué?

b) Su interseccién con el eje Y es el punto (0,b) ;Por qué?
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Ejemplo 6.30
Trazar la grafica de la recta cuya ecuacion es y = —2x + 3

Solucion:

3
a) Como 0=—-2x+43 — —-3=-2x — 5= x, entonces el punto de interseccién de la recta

con el eje X es <§,O>

b) El punto de interseccion de la recta con el eje Y es (0,3)

3
c¢) Ubicamos los puntos (2,0> y (0,3) en un sistema de coordenadas rectangulares, asi podemos

trazar la recta que contiene a estos puntos como se muestra en la figura siguiente:

Figura 6.33

6.11 Puntos de interseccion entre dos rectas

Dadas las rectas Iy y I, de ecuaciones respectivas y = mix +by y y=mox+by;si Iy y [ noson
paralelas (my # my) , entonces I; y I, se intersecan en un punto, el cual se obtiene resolviendo el sistema
de ecuaciones

y = mx+b
y = mx+b (Por qué?

Ejemplo 6.31

Hallar el punto de interseccion entre las rectas Iy y I» cuyas ecuaciones respectivas son:

2x—y—1=0 y x—y+7=0
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Solucién:
2x—y—1 = 0
Debemos resolver el sistema

x—y+7 = 0

A la primera ecuacion le restamos, miembro a miembro, la segunda ecuacién

2x—-y—1 = 0 2x—y—1 = 0
—
x—y+7 = 0 —(x—y+7) = 0
x—8 = 0 = x=28

Sustituyendo x =8 en x —y +7 =0 obtenemos:
8—y+7=0 — —-y+15=0 = —-y=-15 = y=15

Por lo tanto la interseccion entre I y I es el punto (8,15)

6.12 Distancia entre dos puntos de R x IR

Sean Py = (x0,10) y P1 = (x1,y1) dos puntos en R x R, vamos a calcular la distancia d entre Py y Py, es decir
la longitud del segmento que estos determinan.

Figura 6.34

Aplicando el teorema de Pitdgoras tenemos que:

d*> = (x1 — x0)> + (y1 — yo)?, de donde tenemos que d = \/(xl —x0)%+ (y1 — y0)?

Ejemplo 6.32

Calcule la distancia entre los puntos (3,4) y (2,1)

Solucién:
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Asi, la distancia entre los puntos (3,4) y (2,1) es V10
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Ejercicios

@ 6.12.1 Dada la recta | cuya ecuacion es 2x + 3y — 5 = 0. Encontrar una ecuacién de la recta
perpendicular a I que contenga al punto (—1,3).

@ 6.12.2 Hallar la ecuacién de la recta que contiene al punto (1,4) y es paralela a la recta cuya
ecuaciéones 2x — 5y +7=0

@ 6.12.3 Hallar la ecuacion de la recta que contiene a los puntos (1,1) y (—2,2).

@ 6.12.4 Muestre que la ecuacién de la recta que interseca a los ejes coordenados en los puntos

(a,0) y (0,b) puede escribirse en la forma: g +7=

b

@ 6.12.5 Hallar la ecuacion del conjunto de puntos equidistantes de los puntos (3,—1) y (—3,3)

Yy

: > > 5
@ 6.12.6 Determinar la ecuacién de la recta paralela a la recta cuya ecuacién es x + 5T 5= Oy

que contiene al punto de interseccién entre las rectas 3x —y +6 =0y x —5= -2y

@ 6.12.7 Demostrar que el tridngulo cuyos vértices son los puntos (—1,4), (0,1) y (2,5) es
isosceles.

@ 6.12.8 Verifique que el tridngulo cuyos vértices son (2,2), (5,7) y (10,4) es rectdngulo.
@ 6.12.9 Determine el punto de la recta y — 2x — 2 = 0, que equidista de (—2,5) y (—1,0)

@ 6.12.10 Determine el &rea del tridngulo determinado por la recta cuya ecuaciéon es
7x — 14y 4+ 21 = 0 y los ejes coordenados.

@ 6.12.11 Si x denota el nimero de unidades diarias que se producen de un cierto articulo, C(x)
denota el costo total. Para la elaboracién de este articulo pueden usarse dos procedimientos.

El primero tiene un costo fijo de 100 colones, més 6 colones por cada unidad producida.

El segundo tiene un costo fijo de 300 colones, més 4 colones por cada unidad producida.

e Halle C(x) para ambos procedimientos

@ Encuentre el nimero de unidades que es necesario producir para que ambos procesos tengan
el mismo costo total.

@ Que procedimiento es més barato, si se desea producir més de 100 unidades diarias
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6.13 Funcion cuadratica

Definicién 6.23
Sea f :IR — R una funcién, f recibe el nombre de funcién polinomial de segundo grado o funcién
cuadratica si Vx, x € R se cumple que:

f(x)=ax?+bx+c, cona, by c constantes reales, a # 0

Ejemplo 6.33

Son funciones cuadréaticas las definidas por:

1) f(x) =4x*+5x+8
2) f(x)=3x>+5

Definicion 6.24
Concavidad hacia arriba:

Sea ACR, IC A

Sea f: A — R, se dice que f es concava hacia arriba en I, si su trazo en I tiene la siguiente forma:

Figura 6.35

Definicién 6.25
Concavidad hacia abajo:
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Sea ACR,JCA

Sea f: A — R, se dice que f es concava hacia abajo en J, si su trazo en | tiene la siguiente forma:

Figura 6.36

Ejemplo 6.34
Sea f:R — R, f(x)=x>

a) Complete la siguiente tabla de valores:

b) Realice el trazo de f

¢) (Qué tipo de concavidad presenta esta funcion?

Solucién:

YA

flx)=x2

Figura 6.37
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c) Esta funcién es concava hacia arriba.

Ejercicios

@6.13.1 Sea f: R — R, f(x)=x>+3x+2

@ Complete la siguiente tabla de valores:

25

@ Realice el trazo de f

@ ;Qué tipo de concavidad presenta esta funcién?

@6.132 Sea f: R — R, f(x)=-x*>-1

@ Complete la siguiente tabla de valores:

x  |-3|-2|-1]0]1]2]3

@ Realice el trazo de f

@ Qué tipo de concavidad presenta esta funciéon?

Proposicion 6.0 Sea f : R — R una funcion tal que f(x) = ax? + bx + ¢, cona, by ¢ constantes reales
y a # 0, entonces:

1) Sia >0, f escoéncava hacia arriba.

2) Sia <0, f escéncava hacia abajo (convexa).

Ejemplo 6.35

a) La funcion f definida por f(x) = —2x% +5x — 3 es convexa.
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b) La funcion h definida por h(x) = v/5x% 4+ x — 1 es concava hacia arriba.

Definicion 6.26

La grafica de una funcién cuadrética recibe el nombre de parabola.

Observe el trazo de la funcién definida en el ejemplo anterior, note que f(x) toma un valor minimo, a saber
0.

El punto de la parébola donde f(x) toma su valor minimo (en este caso), recibe el nombre de vértice de la
parébola, en este caso es el punto (0,0).

Con respecto al ejemplo 6.13 a)

El valor minimo para f(x) es_ por lo que el vértice de la parabola es:
Con respecto al ejemplo 6.13 b)

Observe el trazo de la funcién, note que /(x) toma un valor méximo y es:

El punto de la parabola donde /1(x) toma su valor maximo (en este caso), recibe el nombre de vértice de la
parabola, en este caso el punto es:

Definicion 6.27

Sea f:R — R, una funcion cuadrética. El punto de la pardbola donde f(x) alcanza su méximo o su
minimo valor se llama vértice de la pardbola.

Proposicion 6.0 Sea f: R — R, tal que f(x) = ax? +bx + ¢, con a, by ¢ constantes reales y a # 0.
Entonces el vértice V, de la pardbola estd dado por:

v-(2/(%))

Ejemplo 6.36

Determine el vértice de la parébola correspondiente a la funcién f, definida por f(x) =2x% —3x — 2.

Solucién:
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3 3
En este caso el vértice V' es (4,f () ), como:

4
3 9 3
1(3) - 2wl 3]
9 9
= 2_2_7
8 4
25
- 8
A I oo Gl e @ || Sy
oseaf 4 = 8 Yy por 1o tanto el vertice es: 4, 8
Ejemplo 6.37

Determine el vértice de la parabola correspondiente a la funcion f, definida por f(x) = x2 + 3.

Solucion:
o 0 0
En este caso el vértice V es 5 f 5

Como f(0) =3, entonces el vértice es (0,3)

Ejercicios

@ 6.13.3 Determine el vértice de la pardbola correspondiente a la funcién f definida por:

o f(x)=x>-2x-3

o f(x)=—4x>+4x—1
o f(x)=2x*-1

o f(x)=x>+x+1

6.14 Interseccion con el eje Y

Sea f:R — R, tal que f(x) = ax?+bx +c, cona, by c constantes reales y a # 0. Sabemos que f interseca
al eje Y cuando x = 0. Pero:

f(0)=x-(0)2+b-0+c, dedonde f(0)=c.Porloque f interseca el eje Y en (0,c)
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6.15 Estudio de la funcion cuadratica

Sea f

f(x)

:R — R, tal que f(x) =ax?+bx +¢, cona, by c, constantes reales y a # 0, entonces:

= ax’4+bx+c

b c
= a|x?+ x4+ } completando cuadrados tenemos
a a

b o ¥ ¥«
4a2 44?2 g

st (8- (5-9)
o[- ()] o

| Definicién 6.28

El ntimero b?> — 4ac obtenido en (*) recibe el nombre de discriminante de f y se denota por el simbolo A,
que se lee “delta” o sea:

A =b% — 4ac

Casos que se pueden presentar, segtin el valor de b — 4ac

1)

2)

b? —4ac <0
2

b
Si b? — 4ac < 0 entonces Tac <0 ¢Por qué?

1 _ (P >0d { +k (b dac >0 +£ 2>0
por lo que 17 eaquf que | x+ o~ i , pues ( x +

. E 2 _ b% — 4ac
2a 442

- b 2 B b% — 4ac
2a 4a2

Observe que si el discriminante es menor que cero, siempre se obtiene que f(x) # 0, y por lo tanto el
gréfico de f no interseca al eje X.

i. Sia>0;a >0 = f(x)>0

ii. Sia<0; a <0 = f(x)<0

b2 —4ac=0
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Entonces por (¥) tenemos que:

(+5) - (&)

flx)=a

b2
f(x)=a <x + 2a> (6.9)
De aqui se obtiene que f(x) =0 siy s6lo si:
b2
a:0c’><x+2a> =0, peroa #0
rl x+£ 2—0:> x+£—O:>x—_—b
porioque 2a) 2a © 2a

2
Ademas como (x + 2a> > (0 siempre entonces:

i. Sia >0 se cumple que f(x) > 0; ver 6.9

ii. Sia <0 se cumple que f(x) <0; ver 6.9

Lo anterior se puede resumir asf:

Sea f:R — R, tal que f(x) =ax?+ bx +c dondea, by ¢, son constantes reales y a # 0, si b> —4ac =

0, entonces f tiene dos ceros reales, ambos iguales a g—: y la grafica de f interseca al eje X en
—b
— 0
(=)
3) b> —4ac >0

Por (*) sabemos que:
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- 5 -
f(x) = a <x+2bﬂ> _<b4a;lac>] como b? — 4ac >0

2 2 2
= a (x + b) — <b4ac> por diferencia de cuadrados

(25

2a 2a

e (5]

2a 2a

2a

[ b+\/b2—4ac] [ b —\/b? — 4ac
R f ) ) PR A C

i. Por (**), f(x)=0 siy sdlo si

[ b+\/b2—4ac] [ b —+/b? — 4ac
a X-i—T lxt ——

% ]zO,comoa#O

+b—l—\/bz—4:ac_ b—b*>—4ac

— X o 0 6 x+ o 0
—b+ Vb2 —4dac —b — /b% —4ac
Osea: x= o 6 x= o

Lo anterior se puede resumir asf:

Sea f: R — R, tal que f(x) = ax?+ bx + ¢ donde 4, by ¢, son constantes reales y a # 0, si
b? — 4ac > 0, entonces f tiene dos ceros reales, que vienen dados por las férmulas:

_—b—VA

b+ VA 5
a 2a

X2
2a

X1

donde A = b? — 4ac

Nota: Si b? — 4ac = 0, las férmulas anteriores se pueden aplicar

En este curso estamos interesados en estudiar algunas propiedades de la funcién cuadratica (y en particu-
lar de la pardbola), es por esto que deseamos resumir toda la informacién obtenida hasta aqui, para poder
tener las herramientas necesarias que nos ayuden en la representacion grafica de la parédbola.

Resultado:

Sea f:R — R, tal que f(x)=ax?+ bx +c donde a, by c, son constantes reales y a # 0.
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Entonces se cumple uno y sélo uno de los siguientes casos:

1) b2 —4dac<0ya>0 2) b*—4ac<0ya<0
3) b?>—4ac=0ya>0 4) b*—4ac=0ya<0
5 b*—4ac>0ya>0 6) b*—4ac>0ya<0

Con respecto a los casos anteriores obtenemos la siguiente informacién:

Caso

> —4ac<0ya>0

1) f No interseca el eje X o sea f no tiene ceros reales (A < 0)
2) f es concava hacia arriba (a > 0)

3) f(x) >0, jsiempre! Vx € R

—b
4) Trazo de f: supongamos o >0

f(x)= ax2+ bx +c

Figura 6.38

Caso
> —4ac<0ya<0

1) f No interseca el eje X o sea f no tiene ceros reales (A < 0)

2) f es concava hacia abajo (a <0)
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3) f(x) <0, jsiempre! Vx e R

—b
4) Trazo de f: supongamos 5 7 0

Figura 6.39

Caso

> —4ac=0y a>0

—b
1) f tiene dos ceros reales iguales, que vienen dados por o (A=0)

—b
2) f interseca el eje X en un punto, a saber <2a'0>

3) f es concava hacia arriba (a > 0)

—b
4) Trazo de f: supongamos T 0

f(x)= ax’+ bx +c

Figura 6.40

5) f(x) >0, sixE]R—{;f}
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Caso

> —4ac=0y a<0

—b
1) f tiene dos ceros reales iguales, que vienen dados por 5 (A=0)

—b
2) f interseca el eje X en un punto, a saber <2a,0)

3) f es concava hacia abajo (a < 0)

—b
4) Trazo de f: supongamos 5 >0

f(x)= ax2+ bx +c

Figura 6.41

5) f(x) <0, sixG]R—{;;}

Caso

> —4ac>0ya>0

—b+ VA —b— VA
kA i

1 tiene dos ceros reales, x x> donde x1 = Xy =
) f 1Y % 1 > 2 -

2) f interseca el eje X en dos puntos, a saber (x1,0) y (x2,0), donde x7, x» estan dadas en 1.
3) f es concava hacia arriba (a > 0)

4) Trazo de f: supongamos x1 <0 y xp >0
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Y A

Sf(x)= ax’+ bx +c

X1 X

N

Y

Y

A

Figura 6.42

5) f(x) <0, six€|xy,x

6) f(x)>0, sixe€ | —o0,x1] U Jxa,00]

Caso

b> —4ac>0y a<0

—b+ VA —b—+VA
Ve —v—va
2a

1) f tiene dos ceros reales (A > 0), x; y x2 donde x1 = Xy = r

2) f interseca el eje X en dos puntos, a saber (x1,0) y (x2,0), donde x7, x» estan dadas en 1.
3) f es concava hacia abajo (a <0)
4) Trazo de f: supongamos x; <0 y x2 >0

Y A

o/ \x

Y >

A

Sf(x)= ax’+ bx +c

Y

Figura 6.43

5) f(x) >0, six€]xg,x
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6) f(x) <0, six€ | —o0,x1] U Jx,00]
Para realizar el trazo de una funcién cuadrética la informacién anterior es muy importante.

Ejemplo 6.38

Realice el trazo de la funciéon f definida por f(x) = —2x? + 7x — 3.

Solucioén:

De acuerdo con la notaciéon f(x) = ax?+ bx +c, en este casoa=—2, b=7y ¢ = —3

1) Determinemos el discriminante de f:

Sabemos que A = b? —4ac = A =49 —4(—2)(-3), osea A =25

—b —b
2) Determinemos el vértice de la parabola (Za' f <>>

()= o] +--o{8)

98 49, —98+19-48 50 _25

6 ' 1 16 16 8

Por lo que el vértice es:

7 25
7o 610

3) Intersecciones con los ejes coordenados.

a) Interseccion de la parabola con el eje X.
como A >0, f tiene dos ceros reales diferentes.
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. —7—+25 -7-5 12
1 = =

2-(=2) 1 - 1 =3, por lo tanto x; =3

x—_7+ 25—_7+5—_—2—1 olotatox—1
R T R )

Por lo anterior la parabola interseca al eje X en:

(3,0) y (;,0) (6.11)

b) Interseccion de la parabola con el eje Y

Dado que la interseccion de la parabola con el eje Y es el punto (0,c¢), en este caso es (0, —3)

4) Concavidad
En este caso como a = —2, o sea a <0, entonces:

f es concava hacia abajo.

(6.12)
5) Con la informacion obtenida en 6.10, 6.11 y 6.12 construimos la siguiente tabla de valores
1 7
O |=| - 13
* 2| 2
25
—x2—7x—-3| =310 = 0

6) Trazo de f

Por la tabla anterior y 6.12, el trazo correspondiente a f es:

Figura 6.44
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Ejemplo 6.39
Realice el trazo de la funciéon f definida por f(x) = x? +3
Solucién:

De acuerdo con la notaciéon f(x) =ax?+bx+c, enestecasoa=1, b=0y c=3

1) Determinemos el discriminante de f:

Sabemos que A =b> —4ac = A=0-4(1)(3) = —12, osea A= —12

2) Determinemos el vértice de la pardbola <;5rf <;5>>

b -0
22 2(1) =0

Ademés f(0) =3. Por lo que el vértice es:

(0,3) (6.13)

3) Intersecciones con los ejes coordenados.

a) Interseccion de la parabola con el eje X.

Como A <0, fno tiene ceros reales y por lo tanto no interseca al eje X.

b) Interseccion de la parabola con el eje Y

Dado que la interseccion de la parabola con el eje Y es el punto (0,c), en este caso es:

(0,3) (6.14)
4) Concavidad

Como a =1, oseaa >0, entonces:

f es concava hacia arriba. (6.15)

5) Con la informaciéon obtenida anteriormente, conocemos tnicamente un punto de la parabola, a
saber (0,3)
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Dado que es conveniente conocer otros puntos de la parabola para realizar su trazo, calcularemos
la imagen por f de 1 y —1, de la manera siguiente:

a) f(1)=12+3=4, osea f(1) =4

b) f(=1)=(-1)2+3=4, osea f(—1)=4

Asi (1,4) y (—1,4) pertenecen a la parabola y construimos la siguiente tabla de valores:

Nota: Los ntimeros 1 y —1, se escogieron apropiadamente.

6) Trazo de f

Por la tabla anterior y 6.15 el trazo correspondiente a f es:

Y A

flx) =x2+3

y >

A

Y

Figura 6.45
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Ejercicios

@ 6.15.1 Realizar la representacion gréfica de las siguientes funciones,

o f(x)=-x*+1

o f(x)=—4x*>+x

o f(x)=4x?+4x+1
o f(x)=x>+x+6

o f(x)=x>+x-6

o f(x)=-x?+2x—-1

6.16 Interseccion entre graficas de funciones

Definicion 6.29
Sean f : A — R;ACR

h:B—R;BCR

Sean Gy y Gy los gréficos respectivos de f y g, entonces la interseccion de Gy y Gy son los puntos
(x0,Y0), donde:

1) xg es una solucion de la ecuacion f(x) =h(x) y f(x0) = yo = h(xp)

2) xo€ ANB

Ejemplo 6.40

Sean f y g funciones definidas respectivamente por f(x) =x? +5x+4 ; g(x) =2x + 4
a) Determine los puntos de interseccion entre las graficas de f y g

b) Represente en un sistema de coordenadas la situacion

Solucién:

a) para encontrar los puntos de interseccion entre las graficas de f y ¢ debemos resolver la ecuacion

f(x) =g(x) es decir:
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W +5x+4 = 2x-+4
x>4+3x = 0
x(x+3) = 0

x=0 o x=-3

Si x =0 entonces g(0) =4y f(0) =4
Si x = —3 entonces g(—3) = -2y f(-3)=-2

entonces los puntos de interseccion entre las graficas de fy g son (0,4) y (—3,—2)

b) Para hacer el trazo de f haremos el estudio de la parabola.

Como f(x) = x? +5x +4; en este caso se tiene quea=1,b=5yc=4

i) Concavidad

La parabola es concava hacia arriba. ;jPor qué?
ii) Intersecciones de la parabola en los ejes coordenados

a. La interseccion con el eje Y es el punto (0,4) ;Por qué?

b. Para obtener la interseccién de la parabola con el eje X, debemos resolver la ecuacién
x> +5x+4=0

A\ = b? — dac; en este caso \ =25 —4(1)(4) =9, es decir A\ =9, entonces existen dos
ceros reales diferentes a saber:

_ =5+ V9 _5-V9

1 2 2 2
L_—5+3 _—5-3
= S

x1=—1 Xy = —4

Por lo tanto los puntos de interseccion de la parabola con el eje X son (—1,0) y (—4,0)
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iii) Vértice

L ) —b =) b 5
El vértice de la parabola es 57 Y f<211> pero —— =-—o ¥

oo £(22) = () +5(32) 4
()3

Entonces el vértice de la parabola es <_25, _49)

Con la informaciéon obtenida en (i), (ii) y (iii) trazamos la parabola.

Con la informaciéon obtenida en a) (puntos de interseccion entre las graficas de f y g), trazamos la
grafica de g.

Figura 6.46
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Ejercicios

@ 6.16.1 Determine (si existen) los puntos de interseccién entre las graficas de los siguientes
pares de funciones, en cada caso haga un dibujo de la situacién.

o f(x)=x>+4x+1, g(x)=x*+1
o f(x)=4x*—-8x-5; g¢(x)=5x—6

o f(x)=-2x2—-1;, glx)=—-x—7

Problemas que se resuelven usando la ecuaciéon de segundo grado

Muchos problemas, especialmente los que se refieren a conceptos fisicos como areas, volimenes, acelera-
cién, etc. Requieren que se use, para resolverlos, las ecuaciones de segundo grado.

Definicion 6.30
Una ecuacion de segundo grado o ecuaciéon cuadratica, es una ecuacion equivalente a una de la forma
ax* +bx+c=0, con a,b y ¢ constantes reales y a # 0

Ejemplos de ecuaciones cuadraticas
a) x> —5x=—6
b) x> =25
c) 3x*+4x=0
d) 4x2 —4x+1=0
e) 2x2 —3x+6=0

f)y > +x+1=0
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Consideremos la ecuacién de segundo grado ax? + bx + ¢ =0y sea f una funcién polinomial de segundo
grado tal que f(x) = ax? + bx + ¢, entonces determinar las soluciones de la ecuacién ax? + bx +c =0, es
equivalente a encontrar los ceros de f, por lo tanto para resolver las ecuaciones de segundo grado podemos
aplicar las féornulas del discriminante.

Ejemplo 6.41
Resuelva x2 — 5x = —6
Solucion:
x2 — 5x = —6 entonces
x2—5x4+6=0

A =25-4(1)(6) =25 —24

A =1 por lo tanto existen dos soluciones

5++1 _5-V1

T 2T
o 5+1 o 5-1
T2 2T 2
x1=23 Xy =2
Por lo tanto el conjunto solucién de la ecuacion x> —5x = —6 es {2,3}
Ejemplo 6.42

Resuelva x2+x+1=0
Solucién:

En este caso A =1—-4(1)(1) =1—4= —3, es decir A = —3

Por lo tanto el conjunto soluciéon de la ecuacion x> + x +1 =0 es vacio.

Ejemplo 6.43

Resuelva —4x2 +4x —1=0
Solucién:

En este caso A =16 —4(—4)(—1) =16 —16 =0, o sea /A =0, por lo tanto existen dos soluciones
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-4 1
les ambas iguales a: — = =
reales ambas iguales a %= >

1
Asi el conjunto soluciéon de —4x? +4x —1 =0 es {2}

Ejercicios

@ 6.16.2 Resuelva cada una de las siguientes ecuaciones

6x2+5x—4=0
24x% +26x +5=0
5—-9x —2x2=0
x2—4x+4=0
2x2 —6x+7=0
x2+3x+9=0

6.16.1 Resolucion de problemas

Cuando el planteo de un problemas da origen a una ecuacién de segundo grado, al resolver esta ecuacién
se obtienen dos valores para la incognita.

En estos casos se aceptan como solucién del problema los valores de la incégnita que satisfacen las condi-
ciones del problema y se rechazan las que no las cumplen.

Ejemplo 6.44

Resuelva el siguiente problema

El largo de un terreno rectangular es el doble que su ancho. Si el largo se aumenta en 40m y el ancho
en 6m, el area se aumenta al doble. Hallar las dimensiones del terreno.

Solucién:

Sea x al ancho del terreno, entonces 2x es el largo.
El area del terreno es 2x - x = 2x?

Ahora aumentando el largo en 40m, obtenemos 2x + 40 y aumentando el ancho en 6m, obtenemos
x + 6, y el area serd (2x +40)(x + 6) = 2x% + 52x + 240

Pero, segtin las condiciones del problema, el area es el doble del area anterior, es decir:
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2x% + 52x + 240 4x2, por lo tanto
—2x% + 52x + 240 0
—2(x? — 26x — 120) 0 entonces
x? —26x — 120 0
en este caso
A = (-26)>—4(1)(-120)
A = 6764480
A = 1156
Por lo que:
26 + /1156 26 — /1156
2 2
N _26+34 . _26—34
T2 T2
X1 = 30 Xy = —4
X2 = —4 no puede ser solucién del problema

Por lo tanto el ancho del terreno es 30m, y como el largo es el doble del ancho, entonces el largo es de

60m.

Respuesta: El ancho del terreno es de 30m y el largo es de 60m
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Ejercicios

@ 6.16.3 Resuelva cada uno de los siguientes problemas:

@ Dos alfareros llevan en conjunto 200 vasijas de arcilla para la venta. El primero vende ¢ 0.50
menos por unidad que el segundo y se recauda ¢ 240. El segundo recauda ¢ 60 menos que el
primero. ;Cudntas vasijas vendié cada uno y a qué precio?

@ Los asistentes a una fiesta tienen que pagar en total ¢ 390. Pero se decide que dos de ellos no
paguen la cuota, por lo cual los demads aceptan pagar cada uno ¢ 4 mds de lo que les correspondia
pagar. ;Cudntas personas asistieron a la fiesta?

@ Una oficina cuadrada contiene 25 escritorios y ademds un pasillo de 3m de ancho a lo largo de
uno de sus lados. Si el espacio destinado a cada escritorio es 5,2m2, calcule la medida del lado de
la oficina.

Existe otro tipo de problemas en los cuales se aplica el concepto de vértice para resolverlos, consideremos
el ejemplo siguiente

Ejemplo 6.45

Se quiere cercar un terreno de forma rectangular, para sembrar hortalizas. Si con el material que se
dispone se puede cercar una longitud de 32m. ;Cuéles deben ser las dimensiones del terreno para que
su drea sea maxima?.

Solucioén:

Sean x e y las dimensiones del terreno. Entonces debe cumplirse que:

2x + 2y =32 (6.16)
Yy
X
Figura 6.47

Ademas el area del terreno, se puede expresar en términos de x e y (A(x,y)) de la manera siguiente:

Alxy)=x-y (6.17)

Ahora si despejamos de 6.16 una de las incognitas, digamos y, obtenemos que:
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2x+2y = 32
2(x+y) = 32
x+y = 16

y = 1l6—x

Sustituyendo y por 16 — x en 6.17 tenemos el drea tnicamente en términos de x, asi

A(x) = x(16 —x)
A(x) = 16x—x?
A(x) = —x*+16x

Como esta es una funciéon de segundo grado, concava hacia abajo, alcanza su maximo en el vértice de
la pardbola.

El vértice de esta parabola es:

—16 —16
—fl— ) ) =B f(8)=(864)
2 2
El valor correspondiente a x en este caso es 8.

Sustituyendo x por 8 en 6.16 tenemos que

2-842y=32 = 16+2y = 32
2y = 16
y = 8

Respuesta: El largo del rectdngulo debe medir 8m y su ancho 8m, es decir se trata de un cuadrado.

Nota: Observe que el drea maxima del terreno es 64m?.

(ORevista Digital Matemitica, Educacion e Internet. https:/tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/Libros/
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Ejercicios

@ 6.16.4 Resuelva cada uno de los siguientes problemas:

@ El momento de flexién de una viga de longitud L en metros y soportando una carga de W
kilogramos por metro (kg /m) uniformemente distribuida cuando se fija en su extremo, estd dado

4%
para un punto localizado a x metros del extremo fijado por: M = 3 (4x* — 5Lx + L?)
a.1) Encuentre la distancia x para el maximo momento de flexién.

a.2) Si la viga tiene una longitud L de 18m y soporta 150kg /m, encuentre
el valor de x para el cual el momento de flexién es cero.

@ En un cine con capacidad para 800 personas se sabe que si se cobra a ¢ 12 la entrada asisten
800 personas y que por cada ¢ 2 de aumento en el costo la entrada disminuye en 80 el nimero
de espectadores.

b.1) Escriba el criterio para la funcién R, donde R(x) denota la recau
dacion total de las entradas y x denota el namero de incrementos de ¢ 2 en el
costo de cada entrada.

b.2) Calcule g(0), g(1), g(3), g(4) y g(10)

b.3) ;Cudl es el precio de la entrada que dard la maxima ganancia y cuél es la
recaudacion.

@ Un granjero tiene un terreno limitado en uno de sus lados por un muro de piedra. Si cuenta
con 120m de material, para cercar una parcela rectangular utilizando el muro como uno de sus
lados ;Qué dimensiones debe tener la parcela para cercar la mayor area?.

@ En una fabrica y es el costo de produccién de x miles de articulos. Si este costo satisface la

y

y X—y . ) . ) .
relacion = = 5 determine cudntos miles de articulos deben producirse para que el costo sea
X

minimo.
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Capitulo

7.1 La funcién exponencial

En temas anteriores, hemos definido el significado de expresiones de la forma a*, con “a” un ntimero real
positivo y x un ndmero racional, por ejemplo conocemos el significado de 2°, 23, 25, 28,21, pero por el
contrario no conocemos el significado de expresiones como 2V3,27, etc. Puesto que en este capitulo nos
interesa estudiar expresiones de la forma a*, aceptaremos sin demostrar, que estas expresiones estan defi-
nidas para todo ntiimero real x, sia € R, a > 0.

Definicion 7.1
1]

Sea a € R, a>0,a#1, se llama funcion exponencial de base “a”, y se denota Exp,, a la funcion
definida por:

Exp,:R — ]0,+00]
x— a*

Observaciones

1) De la definici6én anterior se tiene que Exp,(x) = a*

2) La restricciéon a > 0, es indispensable, pues si a fuera cero o un ntimero negativo, se presentarian
. . _ 1
algunas expresiones no definidas en IR, tales como 0 1, (=2)z, OO, etc.

3) Elcasoa =1 se ha excluido debido a que en este caso se tendria 1* =1, para cada x € IR, o sea que
1* es una funcién constante.
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Ejemplo 7.1

a.) La funcién f definida por f(x) =2 es la funcién exponencial de base 2.

1\" 1
b.) La funcion g definida por g(x) = <2) es la funcién exponencial de base 5

7.1.1 Representacion del grafico de la funcién exponencial
Ejemplo 7.2

Considere las funciones exponenciales definidas respectivamente por: Exp,(x), Expi(x)
2
Realice el trazo de estas funciones.

Solucién:

526

Para realizar el trazo de estas funciones debemos construir, para cada una de ellas una tabla de valores

conveniente de la manera siguiente:

YA

-

Exp(x)

-

Y

Figura 7.1

Exp,(x) | — | 5 [1|2|4
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YA

1 1 Exp1 (x)
Expi(x) | 4 | 2 |[1]= ]~ ’

Figura 7.2
7.1.2 Algunas propiedades de la funcion exponencial
Sif(x)=a* a>1 Sig(x)=a*; 0<a<1
1) f(x) >0, paratodax € R 1) g(x) >0; paratodax € R
2 f(0)=1 2) g(0)=1
3) f(1)=a 3) g(1)=a
4) f esbiyectiva. 4) g esbiyectiva.
5) f escreciente en todo su dominio. 5) g esdecreciente en todo su dominio.
6) Si x tiende a 400 entonces a* tiende a 6) Six tiende a +oo entonces a* tiende a 0.
+o00

7) Si x tiende a —oo entonces a* tiende a
7) Six tiende a —co entonces a* tiende a 0 o0

Nota: Las operaciones con funciones exponenciales satisfacen las propiedades definidas para las potencias
racionales.
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7.1.3 La funcidn exponencial de base ¢ ~ 2,71828]1...

Definicion 7.2

La funcién definida por:
Exp, : R — ]0,4o0],

x — e*

Se llama funciéon exponencial de base e. Escribimos f(x) = e* o f(x) = Exp,(x)

Dado que e > 1 esta funcién posee las mismas propiedades de la funcién exponencial de base “a > 1”.

Ejercicios

@ 7.1.1 Para cada una de las siguientes funciones exponenciales realice su gréfica.

° f(x) = Exps(x)

7.2 Lafuncién Iogaritmica y sus propiedades

Como la funcién exponencial es biyectiva, entonces existe su funcién inversa, a esta funcién la llamamos
funcién logaritmica.

Definicién 7.3
Seaa€R,a>0 ya#1, sea f lafuncién definida por f(x) = Exp,(x), la funcién f~!, inversa de f,
se llama funcion logaritmica de base a y la denotamos “log,”.
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Asi tenemos que:

Exp,:R —|0,4c0[, donde y=a*
X —y

entonces:

log,:]0,+0o[ — R, donde x =log,y
Yy — x

Por lo anterior podemos decir que:

SiaeR,a>0, a#1, xR, ye]0,+o0[

log.y=x < a"=y

La expresion log, y se lee “logaritmo de y en base a”

Observaciones

1) La funcién logaritmica esta definida tinicamente para nliimeros reales mayores que cero.

2) Labase de la funcién logaritmica es un ntimero real positivo diferente de uno.

Ejemplo 7.3

a. 8=2°=3=1log,8
b. 49=7?= 2=1log,49

1
C. logz(;>:—1:>2_1:2

=2

IS

1
d. log2= o (16)
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Para cada una de las siguientes expresiones, calcule el valor de la letra para que la igualdad sea

Ejemplo 7.4
verdadera.
1) log,N=4
2) log.32=5
3) logs(1/9)=0b

Solucién:

1)

2)

3)

Silog, N = 4 entonces 2*=N, oseal6=N

Silog.32 =5 entonces:

Silog,(1/9) = b entonces:

3b
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Ejercicios
@ 7.2.1 En cada una de las siguientes expresiones, calcule el valor de la tetra para que la
igualdad sea verdadera.

© log,1=0

o log, (x¥*+x)=2

@ log,(—x+1)=3

@ log,2=x+1

© log, 4=2

o log (2x2—x)=2

1
° logZE:x
—1
o 10g8N:7
o log x—1
-8 —g

o logg 1y (x*—9)=1

o log,(x*+2%)=x

7.2.1 Representacion del grafico de la funcién logaritmica

Ejemplo 7.5

Considere las funciones logaritmicas f y g, definidas respectivamente por f(x) =log,x, g(x)= log, x

Realice el trazo de estas funciones.

Solucion:

Para realizar el trazo de f y ¢ debemos construir para cada una de ellas, una tabla de valores conveniente
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de la manera siguiente:

Figura 7.3

7.2.2 Algunas propiedades de la funcion logaritmica

Sif(x)=log,x; a>1

1) log,1=0,puesa’=1

2) log,a=1,puesal =a
3) f esbiyectiva.

4)  f es creciente en todo su dominio.

5) Six tiende a +oco entonces log, x tiende a
—+o00

6) Six tiende a 0 tomando valores positivos
entonces log, x tiende a —oco

Sig(x

1)

2)

3)

4)

5)

6)

g(x) = log%(x)

Y X<

A

Figura 7.4

)=log,x; 0<a<1
log,1 =0, puesa®=1
log,a=1,puesal =a
g es biyectiva.

g es decreciente en todo su dominio.

Si x tiende a +o0 entonces log, x tiende a
—00

Si x tiende a 0 tomando valores positivos
entonces log, x tiende a +o0
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7.2.3 La funcidn logaritmica de base ¢ (¢ ~ 2,718281)

Definicion 7.4
La funcién f definida por:

f:]0,4+0[ — R,
x — log,x

se llama funcion logaritmica de base e, y escribimos In(x) o sea In(x) =log, x.

Los logaritmos de base e se llaman logaritmos neperianos o logaritmos naturales.

La funcién logaritmica de base e posee las mismas propiedades de la funcién logaritmica de base 4, con
a>1

La expresion In x se lee “logaritmo natural de x”.

7.2.4 La funcidn logaritmica de base 10

Definicion 7.5

La funciéon f definida por:

f:]0,4] — R,
x — log;,x

se llama funcion logaritmica de base 10 y escribimos log(x) o sea log(x) = log;, x.

Los logaritmos de base 10 se laman logaritmos decimales.
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Ejercicios

@ 7.2.2 Considere las funciones definidas por:

o m(x)=3"+1
o gq(x)=log(1—3x)
@ 7.2.3 Para cada una de las funciones anteriores determine:

° Determine su maximo dominio real.

0 Realice su trazo.

7.2.5 Propiedades de los logaritmos

Proposicion 7.0 Seaa € R, a >0 y a # 1, como Exp, y log, son funciones mutuamente inversas
entonces al calcular la composiciéon de estas dos funciones se obtiene :

a. [Exp,olog,](x)=x conxeR yx>0

b. [log,oExp,](x) =x, conx € R

Por (a) se tiene:
x = [Exp,olog,](x)
= Exp,[log,(x)] por definicién Exp,(x) = a*

— alog,(x)
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Por lo tanto Por 7.2.5a

Por (b) se tiene:
x = [log,cExp,](x)
= log,[Exp,(x)]  por definicion Exp,(x) = a*

= log,a*

Por lo tanto: |log,a* = x| Por7.2.5b

Ejemplo 7.6
a. logy32=2 Por 7.2.5b
b. 5987 =7 Por 7.2.5a
Ejemplo 7.7

Resuelva las siguientes ecuaciones, aplicando las propiedades 7.2.5a y 7.2.5b.

a. 372t5—1

b. In[(x+3)(x+5)] =In15

Solucion:

a. 372x+5 =1

Si372**> =1 entonces aplicando log, x a ambos términos de la igualdad se obtiene que:

log, 3% =1log, 1

Como log, 372 = —2x + 5 Por7.2.5b ylog,1 =0, entonces:

535


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

7.2. LA FUNCION LOGARITMICA Y SUS PROPIEDADES (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/). 536

—2x+5 =0
—2x = =5
L 5
=2
-
2

Asi el conjunto solucién de 3725 =1 es {g}

b. In[(x+3)(x+5)]=1In15

Siln[(x +3)(x +5)] =1n15, entonces aplicando Exp,x a ambos términos de la igualdad se tiene que:

eln[(x+3)(x+5)] _ eln 15

Como e [ +3)(x+5)] — (x 4-3)(x +5) yel" 1% =15 Por 7.2.5a
Entonces: (x 4+ 3)(x +5) =15

Por lo que:

x24+8x+15 = 15

24+8x+15—15 = 0

x2+8 = 0
x(x+8) = 0
x=0 o x=-8

Asi obtenemos dos posibles soluciones para la ecuacion propuesta; para averiguar si efectivamente son so-
luciones de la ecuacion se debe realizar la prueba en In[(x + 3)(x +5)] =In 15 y descartar aquellos valores
parala x, que no proporcionen una igualdad verdadera.

Prueba:
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(i) Parax =0, Sustituyendo:

In[(0+3)(0+5)] = In15
In(3-5) = In15

In15 = In15
Por lo que 0 es una solucién de la ecuacién original.

(i) Para x = —8, Sustituyendo:

In[(-8+3)(—8+5)] = In15
In[(=5)-(=3)] = In15
In15 = In15

Por lo que —8 es una solucién de la ecuacién original.

Por lo tanto S = {0, —8}.

Observacion

En el proceso de resolucién de ecuaciones que involucren logaritmos, los valores de la incognita, que se
obtienen, no siempre son soluciones de la ecuacién original, por lo tanto para determinar el conjunto solu-
cién es necesario verificar cuales de los valores obtenidos son soluciones de la ecuacién original.

Proposicion 7.0 Seaa € R,a>0,a# 1, xR,y R

ax:gy:>x:y

Demostraciéon

Sia* = a¥ entonces aplicando log, a ambos miembros de la igualdad:

log,a* = log,a¥ Por7.2.5b

xr =Y
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Ejemplo 7.8

Resolver log, (312> =X

Solucioén:

1
2 =
32
1
2 =

2* = 27° Por7.25

x = =5
Por lo tanto S = {—5}
Ejemplo 7.9
2X
Resolver la ecuacion T =32
Solucién:
2)(
S - 3
1 3
2% 5
2 =2
22 = 25 Por725
x—2 =5
x = 7

Por lo tanto S = {7}

538


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

7.2. LA FUNCION LOGARITMICA Y SUS PROPIEDADES (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/).

Proposicién 7.0 Seana € R, a >0,a# 1, x €]0,400[, y €0, +00|

log,x =log,y=—=x=y

Demostraciéon

Silog,x =log,y entonces aplicando Exp, a ambos miembros de la igualdad:

alo8.* = glog.y  Por7.2.5a

Ejemplo 7.10

Resolver In (x> — 3x +2) =In (x> — 5x + 5)

Solucién:
In(x>-3x+2) = In(x*-5x+5) Por7.25
x2—3x+2 = x2—5x+5
2x—3 = 0
2x = 3
L3
2
Prueba

In (x> —=3x +2) =In (x> — 5x + 5)

3
Six=—;
ix 5
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-1 . 3 . .
Como In (4> no estd definido en R, entonces 5 no es soluciéon de la ecuacion.

Porlotanto S =@

Ejercicios

@ 7.2.4 Resuelva para x cada una de las siguientes ecuaciones.

3=2¢"

7=e0%
2x

11="2
3

3% =27
92x — 3. Q7%
35+l =729

4. 16" =64*1

gdx?—4x—3 _ q

11

-1, ox. S

R ANT:
1

VI g = V5

Proposicién 7.0 Seana € R, a >0, a# 1, x € ]0,4o0[, y € |0, +00[ entonces:

log,(x-y) =log,x +log,y
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Demostracion
Sean M = log,x; N =log,y
De M = log, x se tiene que a™ = x; de N =log,y
Ast:
Xy

X-y

se tiene que a¥ =

Yy

Aplicando log, a ambos miembros de la igualdad se tiene que:

log,(x-y) =

log,(x-y) =
Pero M =log,x y N =log,y por lo que:

log, aM*N  Por7.2.5b

M+ N

loga( X y) = logax + logay

Ejemplo 7.11

Sabiendo que log 2 ~0,30103 y log 3 ~0,47712.

Determine el valor de log 12

Solucién:

Como:
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log 12 = log(4-3) Por 7.2.5
= log 4 +log 3
= log(2-2)+1log3 Por 7.2.5

= log 2+log2+log 3
= 2log2+log 3
= 2-0,30103 +0,47712

= 1,07918
Por lo tanto log 12 ~ 1,07918

Ejemplo 7.12
Resolver log (x — 3) + log (x +2) =1log (5x — 14)

Solucién:
log (x —3)+1log (x+2) = log(5x —14) Por 7.2.5
log [(x —3)-(x+2)] = log(5x—14) Por 7.2.5
(x—=3)-(x+2) = 5x—14
x>—x—6-5x+14 = 0

2—6x+8 = 0

Prueba: log (x — 3) +log (x 4 2) = log (5x — 14)

a. Six=4


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

7.2. LA FUNCION LOGARITMICA Y SUS PROPIEDADES (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/).

log (4 —3) +1log (4 +2)
log (1) 4 log (6)
0+log (6)

log (6)

Por lo tanto 4 es solucién

b. Six=2
log (2 —3) +1og (2 +2)

log (—1) + log (4)

Como log (—1) y log (—4) no estdn definidos en R, tenemos que 2 no es solucion.

. S={4}

log (5-4—14)
log (6)
log (6)

log (6)

log (5-2—14)

log (—4)

Proposicién 7.0 Seana € R, a >0,a #1, x €]0,4o0[, n € R entonces:

log, x" =n-log,x

Demostraciéon

Sea x =a¥ cony € R entonces log,x =y

asilog, x" =log (a¥)" =log,a¥" =y -n,

o sea, log, x" =y - n. Pero como y = log, x, tenemos que log, x" = n -log, x

Ejemplo 7.13
Resolver 2 log(1 —2x) =log(—x +1)

Solucion:
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2log(l1—2x) = log(—x+1) Por725
log(1—2x)> = log(—x+1) Por725
(1-2x)2 = (—x+1)
1—4dx+4x> = —x+1
4x2-3x = 0

x(4x—-3) = 0

Prueba: 2 log(1 —2x) =log(—x+1)
a. Six=0
2log(1—2-0) = log(—0+1)
2log(l) = log(1)
2.0 =0

0 =20

Por lo tanto 0 es solucién

. 3
b. &x-i

3 3
210g<1—2-4> = 10g<—4+1)
3 1
2 log (1 - 2) = log <4>
1 1
2 log <—2> = log <4>

como log <2> no estd definido en R,

entonces 1 no es solucién.

‘Proposicién 7.0 Seana € R, a>0,a#1, x €]0,400[, y € |0,+00[ entonces:
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log, ; =log,x —log,y

Demostraciéon

loga; = loga (x'y_l)

Por7.2.5

= log,x+log,y ! Por7.2.5

= log,x+ —1-log,y

= logu X = logay

O sea log, ; =log,x —log,y

Ejemplo 7.14
Resolver In (x —10) —In (x —7) =In 2

Solucién:

In (x —10) —In (x = 7)

1nx—lO
x—7
x—10
x—7
x—10
x—10
—x+4
X

Prueba: In (x —10) —In (x —=7) =1In 2

In2 Por7.2.5

In2 Por7.25

2(x—7)

2x — 14

In(4—-10)—In(4—7) = In2

In (—6) —In (—3)

= In2
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Como In (—6) y In (—3) no estdn definidos en R entonces 4 no es solucion, por lo tanto S = &

Ejemplo 7.15

23x‘ 2
\/;2}(55:| :3x+2-10g25—§—x5

Verifique que log, [ >

Solucién:
23x . x2 -5 5
log, {\/52"5} = log, (2% -x%-5) —log, (V82"
= log, 2% + log, x* + log,5 — (log, v/8 + log,2*")
= log,2% + log, x> + log, 5 — log, /8 — log, 2%’
= 3x-log22+2-log2x+log25—log28% —x° -log,?2
1 5
= 3x-1+2-log2x+log25—§-log28—x -1
1 5
= 3x+2-log2x+log25—§~3—x
35 5
= 3x—|—2-log2x+log25—§—x
Ejercicios

@ 7.2.5 Verifique cada una de las siguientes identidades:

3_102x
° log{xlT]:&longer—xz

o log,\/2v/3=1log, V2 —log, {/x

Ejemplo 7.16

1) Resuelva 9-3* —15-3* —6=0

Solucién:
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9.3¥-15-3* -6 = 0

9.(3)2-15-3—6 = 0
Sea y =3* (*)

9-4y2—15-y—6 = 0

De (*) tenemos que:

a. 3*= %1 S1 =@ ;Por qué?.

b. 3*=2= x=log,2 =S, = {log,2}
Por lo tanto S = {log32}

2) Resuelva +/log, x =log, /x

Solucion:

Viog,x = log, V/x
V0og,x = 5 log, x
2 1 2
(Viogsx) = (5 log.x)
log,x = 411 - (log, x)*
1 2
log, x — i (log,x)* = 0

log,x - (1 — % -log,x) = 0

1
Asilog,x =0 6 1—1-logzx:0

Caso I
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log,x=0<=x=2"<=x=1

Caso I1

1 1
1—i-log2x:0<:>1:Zl-log2x<:>4zlog2x(:>x:16

Por lo tanto S = {1,16}

(©Revista Digital Matemitica, Educacién e Internet. https:/tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/Libros/
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Ejercicios

@ 7.2.6 Resuelva para x, cada una de las siguientes ecuaciones:

° 32x+2_5.3x+1_620

o 97243 1-2=0

(v3)*

9x—2

o 27 =
o  31-2x _ox+5

o  107-2x — 35-3x

o 52 _g4x-1

o —log(x—1)=2
o —log,(x—2)=1

@ log+x=+VInx

o 2 log(1+ x) _0
log(x + 2)
_ —1-logx
o —1+10gX—W

o log(x®) =(Inx)*

o log x*=(log x)?

o log x*=1log*x

@ 2logs(x —2) —logs(x+4) =1logs3

@ log(2x+7)—log(x—1)=1log5

° —log2L=2+log2(x—2)
x—2

o y=In(x++x2-1)

o y=In(x—Vx2-2)

x+3
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Capitulo

8.1 Introduccion

La palabra “Trigonometria” procede del griego y su significado es “medida de tridngulos”. Asi, se conside-
ra la trigonometria como aquella parte de la matemdtica que trata de los elementos de los tridngulos, tanto
planos como esféricos.

No obstante a pesar del concepto de trigonometria que se acaba de ofrecer, hoy en dia la trigonometria
posee otras muchas importantes aplicaciones que no se refieren especificamente a los tridngulos.

Muchos fenémenos fisicos se representan de un modo regular o periédico, por ejemplo, el movimiento
de un péndulo oscila de modo regular; el voltaje de un circuito de corriente alterna oscila constantemente
entre los valores positivos y negativos; incluso las estaciones del afio tienen un ciclo perfectamente definido.

Por lo anterior, se dice que estos fenémenos tienen cambios periédicos.

Para el estudio de estos cambios periddicos, se usan modelos matematicos, en los cuales las funciones tri-
gonométricas son fundamentales.

Para iniciar el desarrollo de este capitulo, recordaremos algunos conceptos fundamentales de geometria
plana.

8.2 Algunos conocimientos previos de geometria plana

Definicién 8.1
Sea L una recta de ecuacion y =mx +b, con m € R, b€ R. Si A y B son puntos de L, entonces

escribimos L = Aj

La recta L la podemos representar geométricamente sin usar coordenadas rectangulares de la siguiente
forma:

Figura 8.1
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Definicion 8.2
Rayo:
Sea L una recta de ecuacion y =mx +b, con m€R, b€ R y sean A, By C tres puntos en L como
se muestra en la siguiente figura:

B S (I —
A B C

Figura 8.2

Sea B = (x9,10). Los conjuntos definidos por:
a.) ﬁ:{(x,y) €L/ x<xp}
b) BC={(x,y) €L/x>x)

reciben el nombre de rayos y el punto B recibe el nombre de origen o punto inicial del rayo.

De acuerdo con la figura anterior, los rayos BA y BC se pueden representar respectivamente as:

Y

A B B C

Figura 8.3

Definicion 8.3 Circulo
Sea P un plano, O un puntoen P yr €RR, r > 0.
Se llama circulo de centro O y de radio r, al conjunto de puntos en P cuya distancia a O es r.

Figura 8.4
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Ejemplo 8.1

a) Sea C un circulo cuyo radio es 2cm y su centro es el punto (0,0), entonces C se puede
representar asi:

Figura 8.5

b) Sea C un circulo cuyo radio es 2,5¢m y su centro es (2,—1) entonces C se puede representar
asi:

Figura 8.6
Ejercicios
@ 8.2.1 Represente cada uno de los siguientes circulos:
@ C esuncirculo de radio 3,5cm y su centro es (—2,—1)
@ C esuncirculo de radio 4cm y su centro es (0,2)

@  C esuncirculo de radio 2,25cm y su centro es (—3,2)
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Definicion 8.4 Circunferencia

Sea C un circulo, se llama circunferencia de C a la longitud del circulo C.

Si C es un circulo de radio r, entonces la circunferencia L de C es dada por:

L=2mr

Ejemplo 8.2

1)  Sea C un circulo cuyo radio es 5cm entonces la circunferencia L de C es dada por:

L=2n-5 = L=107

Asi la circunferencia de C es 107t cm.

2) Sea C un circulo cuyo radio es 7,5 ¢m entonces la circunferencia L de C es dada por:

L=2n-75 = L=1571

Asi la circunferencia de C es 157t cm.

Ejercicios

@ 8.2.2 Calcule la circunferencia de cada uno de los siguientes circulos:
@ C esuncirculo cuyo radio es 12 cm.
@ C esuncirculo cuyo radio es 1 cm.

@ C esuncirculo cuyo radio es 13,5 pulgadas.
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Definicion 8.5 Angulo plano
Se llama &ngulo plano a la unién de dos rayos con un origen comin. Los rayos que forman un angulo
se llaman lados del angulo y al punto comin u origen de los rayos, se llama vértice del angulo.

C

Figura 8.7

En la figura anterior los rayos OA y OC determinan un angulo y se denota £ AOC (LAOC se lee “angulo
AOC”)

Definicion 8.6 Angulo central

Se llama angulo central de un circulo a aquel d4ngulo cuyo vértice es el centro del circulo.

Figura 8.8

El £AOB es un angulo central.

Definicion 8.7 Arco subtendido

Sea un circulo de centro O y radio r, sea el £ POQ un angulo central de C, tal que P y Q estén en

C.

Se llama arco subtendido por el &ngulo POQ al conjunto de puntos de C que estdn entre P y Q, incluyen-
do a estos.
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L Arco subtendido

Figura 8.9

A veces resulta conveniente designar a uno de los lados de un dngulo como el lado inicial del dngulo y al
otro como lado final.

En un sistema de coordenadas rectangulares los d&ngulos que tienen su vértice en el origen del sistema de
coordenadas y el rayo positivo del eje X como lado inicial, se dice que estdn en posicién normal

Ejemplo 8.3

Figura 8.10 Figura 8.11

El £ POQ est4 en posicion normal, su lado
inicial es Oﬁ y su lado final es OP.
Ejercicios

@ 8.2.3 Complete la frase siguiente: si £ ROS esta en posiciéon normal, entonces su lado inicial
es y su lado final es
Rotacién positiva y rotaciéon negativa

Un angulo puede considerarse engendrado por dos rayos con un origen comtn de la siguiente manera, un
rayo fijo (lado inicial) y un rayo mévil (lado final) que rota alrededor de su origen.
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Definicion 8.8
Dado un angulo que se considere engendrado por una rotacién, si ésta se ha realizado en el sentido
contrario al que giran las agujas del reloj, se dice que el angulo tiene sentido positivo, en caso contrario,
se dice que el angulo tiene sentido negativo.

Ejemplo 8.4

R

Ao
et Y
B
Vertice P «‘ L N
el ;
LadO iniCiaI ° flna] C

Q
Figura 8.12 Figura 8.14
El £LRPQ tiene sentido positivo El £LABC tiene sentido negativo
Figura 8.13 Figura 8.15

Ejercicios

@ 8.2.4 Dibuje dos dngulos, uno con sentido positivo y otro con sentido negativo.

8.3 Medida de angulos

Para medir dngulos existen dos sistemas de medicién uno que usa como unidad de medida el grado, y otro
que usa como unidad de medida el radian.

8.3.1 Medida en grados
Consideremos el {ABC como 4ngulo central de un circulo y con sentido positivo.

Se dice que la medida del LABC es un grado (1) si subtiende un arco cuya medida es 31% de la circunfe-

rencia.
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Figura 8.16

Notacion: m LABC =1; m £ ABC se lee “medida del angulo ABC”
Definicion 8.9
. , 1
a) Un minuto, denotado por 1’; es a0 parte del grado.

1
b) Un segundo, denotado por 1”7, es 0 parte de un minuto.

Por consiguiente: 1 hora = 60" y 1 minuto = 60"

Representacion de angulos

Ejemplo 8.5

a. Representaciéon de un angulo cuya medida es 30.

O<¢ROS—3O o
0

S

Figura 8.17

b. Representaciéon de un dngulo de 90 en posicién normal.
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P
m<< POQ =90 °
o Q
Figura 8.18

Nota: Un dngulo cuya medida es 90 recibe el nombre de dngulo recto

Ejercicios

@ 8.3.1 Represente de manera aproximada (usando regla y transportador) un dngulo cuya
medida sea:

o 60

e 150

e 180

e 360

@ 8.3.2 Represente (usando regla y transportador) un dngulo en posicién normal y cuya medida

sea:
° 135
° 315
° 15

° 120

8.3.2 Medida en radianes

Para definir lo que entenderemos por radidn asumiremos que los arcos del circulo se pueden medir, re-
cordemos también que los circulos de radio 1 tienen como circunferencia 27, observaremos ademds que
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también aceptamos la existencia de un ntiimero real.

Definicion 8.10

Sea C un circulo de radio 1 y centro en el origen del sistema de coordenadas rectangulares
' |
"

Figura 8.19

Diremos que el valor absoluto de la medida del £POQ, en radianes, es igual a la longitud del arco PQ

Ejemplo 8.6

Sea C un circulo de centro O y radio 1

a) Si el angulo MON subtiende al arco de longitud g, entonces la medida en radianes del dngulo

MON es % radianes.

b) Si el 4ngulo ROS subtiende un arco de longitud 27, entonces la medida en radianes del angulo
ROS es

c¢) Si el angulo JOX subtiende un arco de longitud 1, entonces la medida en radianes del angulo
JOX es 1 radian.

Nota:

1) Siun dngulo ha sido engendrado por rotacion positiva, entonces se le asigna una medida positiva.
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2) Siun angulo ha sido engendrado por rotacién negativa, entonces se le asigna una medida negativa.

Ejemplo 8.7

1) Los angulos que se presentan a continuacion tienen medida positiva.

Y
X
Figura 8.20 Figura 8.21
2) Los angulos que se representan a continuacion tienen medida negativa.
Y Y
X X
Figura 8.22 Figura 8.23

Por lo anterior existen &ngulos cuya medida es 35, —35, 700, 3 radianes, %3 radianes, etc.

Convenio

Siempre que no se especifique las unidades para la medida de un dngulo entenderemos que las unidades
son radianes.
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Ejemplo 8.8

1) m £ABC =27 significa que “la medida del £LABC es 2 radianes”

2) m£LPOQ= —n significa que “la medida del L POQ = radianes”.

8.3.3 Relacion entre grados y radianes

Como la circunferencia de un circulo de radio 1 es igual a 277, se tiene que un rayo engendra un dngulo
cuya medida es 27t radianes cuando el rayo se hace rotar “una vuelta completa”, en sentido positivo.

. . . . 1
De la misma forma, dado que un dngulo cuya medida es 1, subtiende un arco cuya medida es 360 de la
circunferencia, se tiene que un rayo engendra un angulo cuya medida es 360, cuando el rayo se hace rotar
“una vuelta completa” en sentido positivo.

Ejemplo 8.9

a.) Un angulo de 360 es equivalente a un angulo de 27t radianes.

b.) Un angulo de 180 es equivalente a un angulo de 7t radianes.
T

c.) Un angulo de 90 es equivalente a un dngulo de > radianes.

Uy
d.) Un angulo de 45 es equivalente a un angulo de 1 radianes.

En particular se tiene que:
1) Lamedida R en radianes de un dngulo que mide G grados (G) es el numero real R por:

_7G
180
2) Lamedida G en grados (G) de un dngulo que mide R radianes, viene dada por:

~ 180R
.

G
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Ejemplo 8.10

Exprese en radianes las siguientes medidas de dngulos

a) 210
b.) —36
c) =720
d.) 315
Solucion:
-21 7 7
a.) = 7I1800 —> R= g, osea  210° equivale a g
- (—36) -7 . -7
) R=——7—= K= — —36° 1 —_
b.) 180 —> 5 s O sea 36° equivale a 5
- (=720
c) R T (180 ) — R=—4m, o sea —720° equivale a — 47
mr-315 77 o , 77
d) R= 180 = R= 4 Osea 315° equivale a T
Ejemplo 8.11

Exprese en grados las siguientes medidas de angulos, dadas en radianes.

() 2
(b.) ;141"
©) 2
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Solucion:
180°°%
(a.) G°= 3 — G° =300°, o sea 5% equivale a 300°
180° =417 ~11
(b.) G°= T4 = G° = —495°, o sea & equivale a — 495°
180° =% —
(c.) G°= T6 = G° = —150°, o sea o7t equivale a —150°
180° -3 o ) omnl1AM : 114 :
(d) G°= - =—> G° ~ 171.88734° ~ 171°53'14", o sea 3 equivale a 171°53'14" aproximada-
mente

Nota: para pasar 0.88734° a minutos y segundos usamos regla de tres. En este caso
0.88734 = 53.2404' = 53’ 4+ 0.2404' =53’ + 14.424"
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Ejercicios

@ 8.3.3 Exprese en radianes las siguientes medidas de dngulos:

° 30

° 90

° 150

° —300
° 45

° 120

° —180
° —330
° 60

° —135
o 270

e 360

@ 8.3.4 Exprese en grados las siguientes medidas de dngulos dados en radianes:

. O
3
o —77
6
o -3
2
o O
4
o 2
2
-1
° R
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8.3.4 Circulo trigonométrico

Definicion 8.11

El circulo cuyo radio es 1 y su centro es el punto (0,0) de un sistema de coordenadas rectangulares,
se llama circulo trigonométrico.

Figura 8.24

En la figura anterior observe que si (x,y) es un punto del circulo trigonométrico entonces:

x2+y2:1

i Verifiquelo!

(xy)

Figura 8.25
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Ejercicios
@ 8.3.5 Con respecto a la figura anterior:
Si (x,y) es un punto del circulo trigonométrico determine:
@ ;Cuales son los valores posibles para x?
@ Cudles son los valores posibles para y?
@ En qué cuadrante x es positiva?
@ En qué cuadrante x es negativa?

@ ;En que cuadrante y es positiva?

@ En qué cuadrante y es negativa?

En la siguiente figura, se muestra los puntos de En la siguiente figura, se muestra las medidas
interseccién entre el circulo trigonométrico y de los angulos (en sentido positivo) en posicién
los ejes coordenados. normal, que se forman con los ejes coordenados.

Fi 2
1gura 8.26 Figura 8.27

8.4 Las funciones trigonométricas seno y coseno
Definicion 8.12

Sea P un punto en el circulo trigonométrico, tal que P = (x,y), sea a la medida del angulo formado
por la parte positiva del eje X y el rayo OP (ver figura)

Se definen las funciones:
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a)
coseno: R — R
x — X, osea, coseno(n) =x

Nota: Designamos con cosa el criterio de la funcién coseno; o sea cos («) = coseno («)

b)
seno: R — R
x — Y, osea seno(a)=y

Nota: Designamos con sena el criterio de la funcion seno; o sea, sen («) = seno («)

P=(x,y)

Figura 8.28
Por lo anterior se obtiene que x = cos («); y =sen («) osea, P = (x,y) = (cos («),sen («))

Algunas propiedades de las funciones seno y coseno

a.) Ambito de las funciones seno y coseno

Como el punto P pertenece al circulo trigonométrico, se obtiene que las coordenadas “x” y “y” de P
satisfacen respectivamente las desigualdades compuestas.

i) —1<x<1

i) —1<y<1
Ademads como cos (¢) = x y sena =y entonces:

i) —1<cos(a)<1
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ii.) —1<sen(a)<1

Por lo que el &mbito de las funciones seno y coseno es [—1,1].

b.) Signo de los valores de las funciones seno y coseno

Con base en el ejercicio 6 y la definicién de las funciones seno y coseno se obtiene que:

. . T , .

i) Si0<a< 5 entonces cos («) y sen («) son nameros reales positivos.

.. LT . . , o
ii.) Si > <& < 7T entonces cos () es un namero real negativo y sen («) es un numero real positivo.
Loy 3 . .
iii.) Si 7w < a < — entonces cos («) y sen (a) son nimeros reales negativos.

2

. L3 ..
iv.) Si - < < 27T entonces cos («) es un numero real positivo y sen («) es un namero real nega-
tivo.

Las propiedades anteriores pueden resumirse de la siguiente forma:

a. La funcién seno toma valores positivos en el b. La funcién coseno toma valores positivos en
I y II cuadrante y valores negativosenel I1] y el I y IV cuadrante y valores negativos en el I1
IV cuadrante. y 111 cuadrante.

" - +

Y

Figura 8.29 Figura 8.30

c. Algunos valores de las funciones seno y coseno

Como los puntos de interseccion del circulo trigonométrico con los ejes coordenados son (1,0), (0,1), (—1,0), (0,
como se muestra en la figura siguiente:
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Tenemos que:

i) sen0=0
T

11 — = 1
ii) sen >

iii) senmwt =0

3
i —=-1
iv) sen >

Figura 8.31

cosO0=1
T
Z_0
cos2
cost=—1
3
cos—n =0

570
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Ejercicios

@ 8.4.1 Para cada uno de los siguientes angulos:

37
* A=
-7
° zx—T

<Y =77

o -7
2

° x =271
@ 8.4.2 Represente en el circulo trigonométrico, el dangulo correspondiente.

@ 8.4.3 Para cada valor de «, calcule cos () y sen («).

d.) Periodicidad de las funciones seno y coseno

Sea P = (x,y) un punto en el circulo trigonométrico. Sea « la medida del angulo, cuyo lado inicial es
el lado positivo del eje X y cuyo lado final es el rayo OP. Si hacemos girar el rayo OP “una vuelta
completa”, o en forma general “n vueltas completas”, entonces el rayo OP en su posicién final inter-
seca al circulo trigonométrico en el mismo punto (x,y), por lo cual los valores de las funciones seno
y coseno no han variado, asi tenemos que:

cos(a+2m) =cosa y sen(a + 27) = senw

En general:

cos(a +n-27) = cosw y sen(a +n-27m) = sena

Por lo anterior se dice que las funciones seno y coseno son funciones periédicas y su periodo es 27t.
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e.) Sea P = (x,y) un punto del circulo trigonométrico, sea w, 0 < a < g la medida del dngulo formado

por la parte positiva del eje X y el rayo OP entonces:

i.) sen(mm —a) =sena y cos(7T — ) = —cosw

Justificacion

Figura 8.32
De la figura se obtiene que:
sen (&) =y sen(7r —a) =sen (a)
sen(r—wa) =y
cos (a) = cos(m — o) = —cos («)
cos(m—a) = —x
ii) sen(mr +a) = —senw y cos(7T+a) = —cosw

Justificacién

Figura 8.33
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De la figura se obtiene que:

sen(szrif—(z; i y_y } sen(7m + a) = —sen («)
cos(i;)i-(zg i x } cos(mm + o) = —cos ()
iii) sen(—a) = —sena y cos(a) = cos(—a)

Justificaciéon

Figura 8.34

De la figura se obtiene que:

sen ([X) - y sen| — = —Ssen
, } (~a) (a)

sen(—u)

cos (&) = «x B
. } cos(—a) = cos («)

cos(—w) =
f. Sea P un punto del circulo trigonométrico tal que P = (x,y).

Sea « la medida del dngulo formado por la parte positiva del eje X y el rayo OP, entonces las coor-
denadas de P satisfacen la igualdad x* + y? = 1.

Como x = cosa y y =sen (a) entonces:

cos (#))? + (sen (a))* =1 (8.1)
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Notacion (cos ()" =cos"a y  (sen(a))" =sen"«

Asi la igualdad 8.1 se escribe:

2

cos?a +sena =1

Observacion importante: La periodicidad de las funciones seno y coseno (asi como las propiedades
enunciadas en puntos e.i y e.ii, nos permiten generalizar la propiedad enunciada en el punto e.iii

O sea: Si o« € R entonces:

cos(—wa) = cosa y sen(—a) = —sen(a)

T
Valores de las funciones trigonométricas de un dngulo cuya medida es &, donde 0 < & < 5

Recuerde que:

7T

5 recibe el nombre de angulo agudo.

a) Un angulo cuya medida es &, donde 0 < & <

7T

y <a<m recibe el nombre de dngulo obtuso.

b) Un dngulo cuya medida es «, donde

¢) La suma de las medidas de los dngulos internos de un tridangulo es 7.

d) Un tridngulo en el cual uno de sus dngulos internos es un angulo recto recibe el nombre de tridangulo
rectingulo y se representa:

donde m <<BAC = %

A C

Figura 8.35
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e) Sea | una recta y sean A y B puntos de I, se llama segmento de extremos A y B al conjunto de
puntos de | que estdn entre A y B incluyendo a éstos; se denota AB y se representa:

Figura 8.36

f) Sea AABC tal que m£ ABC = g

Figura 8.37

entonces:

i) AB y BC reciben el nombre de catetos del AABC.

ii) AC recibe el nombre de hipotenusa del AABC.

Las funciones seno y coseno, como razén entre las medidas de los lados de
un triangulo rectangulo.

Sea P un punto del circulo trigonométrico tal que P = (x,y). Sea « la medida del dngulo formado por la
parte positiva del eje X y el rayo OP.

Sea A un punto en la parte positiva del eje x tal que d(O,A) > 1 y sea B un punto de OP tal que BA 1L OA,
como se muestra en la figura.

B
‘
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Figura 8.38

Por semejanza de tridngulos tenemos que el AOQP es semejante al AOAB de donde:

d(Q,P) d(A,B)

) 30,P) ~ d(0,B)

como d(Q,P) =sen (a), yd(O,P) =1

entonces:

1 d(0O,B)

Por lo tanto:
_d(A,B)
sen (a) = 4(0,B)

como d(O,Q) = cos («), yd(O,P) =1

entonces:

1 d(O,B)

Por lo tanto:
_d(0,4)
cos () = 4(0,B)

en general se tiene que siel AABC es un tridngulo rectangulo y « es la medida de uno de sus dngulos
internos agudos, como se muestra en la figura.

a=d(B,C)
b b=d(AC)
c=d(AB)

B /0‘ c

a

Figura 8.39
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entonces:

_longitud del cateto opuesto al dngulo cuya medida es a

sen («) longitud de la hipotenusa

cos (&) = longitud del cateto adyacente al &ngulo cuya medida es «
B longitud de la hipotenusa

Por lo tanto de acuerdo a la figura:

Ejemplo 8.12

Considere el triangulo rectangulo representado en la siguiente figura:

A

B AN
Figura 8.40 donde d(A,B) =4

Determine sen & y cosw

Solucién:

_ d(AB) _ d(B,C)

sen () = A(A.C) y cos(a) = 4(A,C)
4 3

sen (a) = (A, y cos(a) = A(A,C)

Sea d(A,C) =a, por el Teorema de Pitagoras a? =32 +4? = 4> =25=—=0a=>5

4 3
Por lo tanto sen &« = = y cosa = =

5 5

d(B,C) =3
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Ejercicios

@ 8.4.4 Considere las siguientes figuras:

dx
1 V2
i
1
Figura 8.41
p
7
2
V3
o
RSN
1
Figura 8.42
Determine:
(") 14

®  sen45° y cos45°
@ sen60° y cos60°
o B
® sen(p) ycos(p)
Valores de las funciones seno y coseno, para angulos cuya medida es 45°, 60° 6 30°

De particular importancia son los valores de las funciones seno y coseno para dngulos cuya medida sea
45°, 30° y 60° y dado que estas funciones para un dngulo agudo, pueden expresarse como razones entre
las medidas de los lados de un tridngulo rectangulo, recordemos los valores de las funciones seno y coseno
para 45°, 30° y 60°, mediante las siguientes figuras:
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30°
450 /
4/ 2
V2 V3
1
/450 E /6(0O
1 1
Figura 8.43 Figura 8.44

Obtenemos asf la siguiente tabla:

x | 60° [ 45° | 30°

senx @ L 1
2 | V2] 2

COs X 1 L @
2 | 2] 2

Nota: Recuerde que:
. T
60° es equivalente a —
. s
30° es equivalente a 3

45° es equivalente a g

Ejemplo 8.13

Calcular:

a.) sen <537,T>

Solucién:

a.) sen <5;>
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5 -7
Como <3> = (27t+ 3)

entonces:

7
Como %zn—k

entonces:

entonces:

sen <—7r> por propiedad d

—sen (—) por propiedad e-iii

T
—sen <g) por propiedad e-ii

580
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cos Y cos | 27T + e
4 N 4
7T .
= Cos <_Z> por propiedad d

7T
= Cos (Z) por propiedad e-ii

S -

8.4.1 Representacion grafica de las funciones seno y coseno

1) Representacion del gréafico de la funciéon seno.

Recordemos que seno: R — [—1,1], asi para analizar el trazo de la funcién seno construiremos la
siguiente tabla de valores convenientes:

N
HE
S
|
|
|
|
|
|
|
N
|

—_
N
S

y=senx | 0| =

Al representar cada uno de los puntos en un sistema de coordenadas tenemos:

A
Y

Nla
N

Figura 8.45

por lo tanto representando los pares («, sen («)) para todo &, a € [0,271]. Se obtendra el trazo de la
funcién seno correspondiente a ese intervalo, como se muestra en la figura
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Figura 8.46

Dado que la funcién seno es una funcion periddica, de periodo 27t o sea sen(a + 2n7) = sena, el
trazo correspondiente a la funcién seno en el intervalo [0,27] se repite cada 271, obteniéndose asi:

[S1E]

a
6
)

B

Figura 8.47

2) Representacion del grafico de la funcién coseno.

Recordemos que coseno: R — [—1,1], asi para realizar el trazo de la funcién coseno construiremos la
siguiente tabla de valores convenientes:

N ol T | T |20 S 7w |4 3w S| Tl
6 |32 3 6 6 312|173 | 6

—cosx | 1 ﬁ 1 0 = ;\/5 -1 ;\/5 =1 0 L @ 1
¥y= 2 | 2 2 2 2 2 2

Al representar cada uno de los puntos en un sistema de coordenadas obtenemos:


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

8.4. LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS SENO Y COSENO (https:/tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/) 583

2n

[NEE!

Figura 8.48

por lo tanto representando los pares («, cosa) para todo «, « € [0,277] se obtendrd el trazo de la fun-

cién coseno correspondiente a ese intervalo, como se muestra en la figura

Figura 8.49

Como la funcién coseno es una funcién peridédica, de periodo 27t (0 sea cos(a + 271) = cosw), el trazo
correspondiente a la funcion coseno en el intervalo [0,277] se repite cada 27, obteniéndose ast:

o -3n - n i3 n 3n on >
’ 2\_/2 2\/2

Figura 8.50

Ejemplo 8.14

Hacer el trazo de la funcién f, definida por f(a) = sen (zx - §>

Solucién:
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3

. . T T )
Para construir la tabla de valores, es conveniente que a — 3 tome los valores O, 2 27T, asi

obtenemos la siguiente tabla.

7T
_T o
“73

N[N
3
|
N
3

sen{rx—g} 0/1]0]|-1]o0

. . us
Como para realizar el trazo de f, necesitamos pares (Dc,sen [a —3 ) entonces los valores de a se

obtienen asi:

T T
a.) Sl“—§—0:>lx—§
. T T 5
b) Slﬂé—g_aéa_zﬂ—g:}[x_?
) T 47
C) SIDC—*:T[:>D(:7'[—|—f:>D(:7
3 3
d) S.a_§_3£:>a_3£+zz>“_11n
e ) =273 =%
. T T 77T
e.) Slw—§—27'[2>0(—27'[+§:>a_?

Con la tabla y la informacién anterior, construimos la siguiente tabla

sen(tx——) ol 1]l0|-1]o0 (*%)

s
Usando (x), (*%) y la periocidad de la funcion seno trazamos el grafico de la funcion sen (0( = —)

3
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Figura 8.51
8.5 Otras funciones trigonomeétricas
Recordemos que:
a.) sen (a) =0siysélosi a =—m, a =0, a =7, a =277 ... 0sea

sen(—m) =0, sen0=0, sen 71 =0, sen27t =0 ...

En general
sen(k-m)=0, k€ Z
b.) cos (a) =0 si sélosiuc—_—sm a="",0=",a=""" 0sea
. - y - 2 7 - 2 7 —2; - 2,..

-3 —7T T 3
cos < > >—0, cos < 5 >—0, Cos <§> =0, cos <2> =0..

observemos que:

% = -+ 2r
—77'( = g%——l-n
% = %+0-7r
ST —+1-7

2 2

585
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En general

Cos (g—kk-n) =0, keZ

Sean A ={a € R/cos (a) =0}, B={a € R/sena =0} entonces

A:{(xelR/zx:g%—k-n, keZ}

B={aeR/a=k-n, ke Z}

Definicion 8.13

Funcion tangente

Tangente: R—A — R

. _, sen (a)
cos (a)
sen (a)
Nota: Tangente («) se denota tan () o sea tan (a) = cos («)

Definicion 8.14

Funcién cotangente

Cotangente: R—B — R

cos (w
114 —
sen (
os («)
Nota: Cotangente («) se denota cot («), o sea cot & =
sen («)

Definicion 8.15

Funcién secante

Secante: R—A — R
1

cos ()

o

586
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1
cos ()

Nota: Secante («) se denota sec («), o sea sec (a) =

Definicion 8.16

Funcién cosecante

Cosecante: R—B —»

= 3

14

sen («)

1

Nota: Cosecante («) se denota csc (a), o sea csc (a) = sen («)

Ejemplo 8.15

Calcule:

a.) tan (g)

c.) sec(—m)

—_
ol

\/é, 0 sea tan (g) = \f3

(@)
@]
92]
~~
— [

o
)
o]
Q
N
|
~__
Il
)
o
73
]~ @[3w|x
|
3
~__
Il
)
o]
73
/‘\
Ll =
I | NG
|
)
o]
%)
—~
RS I
N

L[
IS
4
N———
|
»n
(o]
s
/‘—\
N—
|
»
(o)
5
/N

1 1 1

c.) sec(—m)= = =—=-1 oseasec(—m)=-1

~cos(—m) cos(m) —1

= —1 oseacot T
- 4
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d.) csc (m): ! = L —— = 171 _ 1
3 sen (2;[> sen <7‘[— §> sen <§> \2@
2

O sea CSC (27T> = —
3)° V3
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Ejercicios

@ 8.5.1 Calcule cada uno de los siguientes valores:

@ Tangente

@ Secante

@ Cosecante

[+ COt i
4
o secC 9—7T
4
o CSC _47T
3
@ tan n
6
3
6
o CSC 5—7-(
3

Cotangente

589
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Periocidad de las funciones tangente y cotangente
Sean « € R y k € Z, entonces:
tan (« + krr) = tan («), cos (&) #0

cot (& + krr) = cot o, sen (a) #0

Lo anterior dice que la tangente y cotangente son periédicas, de periodo 7.
Nota: Este resultado se demostrara més adelante.
Periodicidad de las Funciones Secante y Cosecante

Seaa € R y k € Z entonces:

sec (& + 2k7t) =sec &, cos (a) #0

csc (aw + 2km) =csc a, sen (a) #0

Demostracion:

1) sec (a + 2k7) = sec («) se obtiene del hecho de que:

1

secC (CK +2k7f) — m

1
cos ()

= sec («)

2) csc (a + 2k7) = csc () se obtiene del hecho que:

1

csc (w+2km) = sen (a + 2k7)

1
sen («)

= csc ()
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Signo de los Valores de las Funciones Tangente, Cotangente, Secante y Cosecante

Con respecto a los signos de los valores de las funciones seno y coseno enunciadas anteriormente y de
acuerdo a las definiciones tangente, cotangente, secante y cosecante obtenemos la siguiente tabla de signos:

Cuadrante

I II I v
« 0 t/2 T 3rt/2

+ — + —
tan(a)

+ — + —
cot(a)

+ — — +
sec(w)

+ + — —
csc(a)

Representacion del gréafico de la tangente

Para representar el grafico de la tangente construimos la siguiente tabla de valores :

=

|

|

|

|

o

N
NP
w3
NI

5

L

5
“IS

tan (a) | indef 1 —V/3 | indef

4

-
2

N[N

|

con los valores de la tabla anterior, construimos el trazo de la tangente en el intervalo ]
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Y

Figura 8.52

Dado que la tangente es una funcién periddica, de periodo 71 (o sea tan (« + k71) = tan a, k € R) el trazo

7T . ., .
se repite cada 7, obteniéndose asi:

. L . T
correspondiente a la funcién tangente en el intervalo ] -y

Figura 8.53

Considerdandose el AABC tal que mZ ABC = g, sea « la medida de uno de sus angulos internos agudos

s .
(o sea 0 <a< E) como se muestra en la figura:

B /(XA

Cc

Figura 8.54
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Como tan («) = s;eor; ((:c)) se tiene que:

longitud del cateto opuesto al &ngulo que mide &
longitud de la hipotenusa

tan (a) = longitud del cateto adyacente al &ngulo que mide «
longitud de la hipotenusa
0 sea:
tan («) = longitud del cateto opuesto al angulo que mide &

~ longitud del cateto adyacente al &ngulo que mide «

En forma similar se tiene que:

_ longitud del cateto adyacente al angulo que mide «

cot (a) = longitud del cateto opuesto al &ngulo que mide a
sec (a) = longitud de la hipotenusa
N longitud del cateto adyacente al &ngulo que mide «
csc () longitud de la hipotenusa

- longitud del cateto opuesto al &ngulo que mide a

Asi con respuesta a la figura anterior y los resultados anteriores se obtiene que para 0 < a <

a.) tan(a)= %
b.) sec(a)= %

c) cot(a)= g

d.) csc(a)= z

Ejemplo 8.16

Si cos (a) = g y0<a< g, calcule sen (&), tan («), cot(a), sec (a)y csc (a).

Solucién:

2

593

, se cumple:
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6 T .
Como cos (&) = 5 ¥ O<a< 5 entonces se tiene que:

7

Figura 8.55

6

i Porqué?

Como no sabemos cuanto mide el cateto opuesto al angulo que mide &, hay que determinar su valor

(usando el teorema de Pitégoras).

Sea x la medida del cateto opuesto al &ngulo que mide & entonces:

x2+62 — 72
x2+36 = 49
x2 = 13

x| = VI3

por lo tanto x =13 6 x = —+/13; pero x = —+/13 no nos sirve ;Por qué?

Por lo que el otro cateto mide v/13, 0 sea tenemos el triangulo:

Vi3
7

Figura 8.56

6

Asi pues:

1.) sen (a)=

5
[68)

594
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2.) tan(a) = \/613

3.) cot(a)= \%

4.) sec(a)= %

5.) csc(a)= \/%
Ejemplo 8.17

. 3
Sisen a = e y m<a< -0 calcule cos «, tan «, cot «, sec a y csc «.

Solucion:

Observe que sen & es negativo, pues a esta en el tercer cuadrante

3
Como m <a< - entonces:
T

existe B, 0 < B < >

, tal que:

x=7+p

Por lo que sen («) =sen (71 + B) = —sen (B) = =3 de donde

4

()=

3 T
Como sen (B) = R4 0<pB< > entonces se tiene que:

Figura 8.57

595
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g

Figura 8.58

Como no sabemos cuanto mide el cateto adyacente al &ngulo que mide B, hay que determinar su valor

(usando el teorema de Pitagoras).

Sea x la medida del cateto adyacente al angulo que mide B, entonces:

xZ +32 — 42
¥2 = 16-9
2 = 7

Asi tenemos el tridngulo siguiente:

3
Figura 8.59

Asi pues:

1. cos (&) =cos (m+ B) = —cos (B) = —

_sen(m+p) —sen(B) sen (B) _ tan (B) = 3

2. tan (a) = cos (m+B) —cos(B) cos(B) V7
o _cos (m+pB) —cos(B) cos(B) — o B ﬁ
> t(a)_sen(TH—ﬁ)_—sen(,B)_sen(ﬁ)_ t() = 3
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1 1 1
4. sec (a)= = =

4
~cos(m+pB)  —cos(B)  cos (B) - (ﬁ)_ﬁ
4

1 1 1 —
5. csc(a) = sen(t+B) —sen(B) —sen(B) —ese(p) = 3

Ejemplo 8.18

1
Si tan () = —5 7 g < a < 7. Calcule sen () y cos («)

Solucién:

Observe que tan («) es negativo, pues «a esta en el segundo cuadrante.

N

como g < a < 71 entonces existe B, 0 < B < g
tal que x=71m—p Figura 8.60
Por lo que:
sen (m—p)  sen(p) —1l
an & = tan (—f) cos (m—p) —cos(B) an () 2

1
de donde tan (B) = >

1 s
Como tan (B) = 59 0<p< > entonces se tiene que:

7B

2
Figura 8.61

Usando el teorema de Pitagoras tenemos x = v/5
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Por lo que:

1. sen (a) =sen (7w — B) =sen (B)

1
Y

2. cos (w) =cos (m—B)=—cos (B) =—

2
V5

Ejemplo 8.19

Sisec (a)=4y 3% < a <27 Calcule: sen (a); tan w
Solucion:

Observe que sec (a) es positivo, pues & esta en el cuarto cuadrante

37 :
Como - <a< 27, entonces existe B, 0 <

,B<§, tal que: & =27 — B

Figura 8.62

Por lo que:

1 1 1 1
cos 2T —B)  cos 2+ (—P))  cos (—B) cos (B) - (B)=4

sec (&) =sec (2T — B) =

7T
Comosec =4y 0<pB< o entonces se tiene que:

Figura 8.63

Usando el teorema de Pitagoras tenemos que x = /15, por lo que:
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1. sen (a) =sen (2t —B) =sen [2r + (—B)] =sen (—B) = —sen () = ———

2. tan (&) =tan 27 — B) = if)rsl EZI E:!g)] _ sen (—g) _—sen(f) _ (B) = —V/15

Ejercicios
@ 8.5.2 Calcule: cot (a), cos («), sec («)

-2 -3
o Sisen(zx):?y7<o¢<2n

@ 8.5.3 Calcule: cos (a),tan (), sen («)

2 3
° Sitan((x):§y7r<oc<7ﬂ

@ 8.5.4 Calcule: sen («),cos («),csc («)

° Sicsc(oc):—Syg<oc<7r

@ 8.5.5 Calcule: cot (a),cos («),sec («)

Ejemplo 8.20

Determine el valor de A donde:

_sen? () _ Zi
A =sen <4) sen(S) cos (57)

Solucion:

599
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(1) sen (%) = \2

%) g (%f) = sen (7~ 72)

T . .
= sen (5) Por propiedad e-i
_ V3
2
(3) cos (57) = cos (mr+4m) Por periodicidad del coseno
= -1
entonces:
2
A = <1> _ @ =1
2 2
A = 1 + @
2 2
a4 _ Ltv3
2
Ejercicios

@ 8.5.6 Para cada una de las siguientes expresiones determine el valor de A:

3 —7T 5

_ 3 (27 g

A = cos (2)+sen( > )+2cos(3)
5 -2

A = —cos (37) + sen (_7() - Cos (—n>
6 3
A =tan 2—7[ — sec - CcoSs 7—7[
N 3 4 4

La pendiente de una recta como la tangente del angulo de inclinacién de ésta.

Definicion 8.17
Sea L una recta de ecuaciéon y =mx +b con m #0

Sea A el punto de interseccion de L y el eje X tal que A = (a,0)
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Sea B un punto del eje X tal que B= (b,0) y b > a.
Sea P € L tal que P = (x,y), con y >0 (ver las siguientes figuras)

El £ BAP se llama angulo de inclinacién de la recta L.

Figura 8.65

Figura 8.64

Definicion 8.18
Sea L una recta de ecuacién y = b, b constante real, entonces se dice que la medida del angulo de

inclinacién es 0.

Nota: Si a es la medida del d&ngulo de inclinacién de una recta entonces 0 < o < 71
Nota: La pendiente de una recta es igual a la tangente de su dngulo de inclinacion.

Justificacion:
Sea L la recta de ecuaciéon y = mx + b

Sea « la medida del dngulo de inclinacién de L
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Sean P y Q puntos de L tal que P = (x1,y1) y Q = (x2,42). Sea « la medida
del d&ngulo de inclinacién de L, como se muestra en la figura siguiente

Figura 8.66
Sabemos que m = u pero tan (DC) = u
X2 — X1 X2 — X1
por lo tanto:
m = tan («)

Ejemplo 8.21
. . ) o 21 :
Determine la ecuaciéon de la recta cuyo angulo de inclinacién es 3 y que contiene el punto (\/3,2)

Solucién:

. 27
Sea y = mx + b la ecuacion de la recta, entonces m = tan =

por lo que y = —v/3x + b, como (v/3,2) es un punto de la recta, entonces:
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2 = —V3-V3+b
2 = —3+4b
5 = b

Por lo tanto la ecuacion de la recta es y = —v/3x +5

Ejercicios

. . . s . 7T .
@ 8.5.7 Determine la ecuacién de la recta cuyo dngulo de inclinacién es 17 contiene el punto
(_2/2)

@ 8.5.8 Determine la ecuacion de la recta que contiene el origen del sistema de coordenadas y
cuyo dngulo de inclinacién es 7

Identidades

Una identidad es una igualdad que es verdadera para todo elemento del dominio de las variables que in-
tervienen.

Ejemplo 8.22

1.) x(x+1)=x?+x; por propiedad distributiva esta igualdad es verdadera para todo niimero real.

(x —3)(x+3)

2.
) x—3

3

no pertenece al dominio de la variable.

= x + 3; esta igualdad es verdadera para todo nimero real diferente de 3, pues

Nota:

Es frecuente que en el enunciado de una identidad propuesta no se incluya ninguna mencién explicita del
subconjunto de R sobre la cual la identidad estd definida. Sin embargo, al comprobar la identidad se debe
recordar que la identidad es valida para aquellos valores de la variable o variables para los cuales cada
miembro de la identidad esta definida.
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8.6 Identidades trigonométricas

Algunas identidades trigonométricas importantes.

Nota: Las identidades trigonométricas que se demostrardn tomando como unidad de medida el radian,
son también validas si se considera como unidad de medida el grado.

1) Seaw €R yp € R, entonces:

cos (a + B) = cos () - cos (B) — sen («) - sen (B)
Demostracion:

Para la demostracion de esta identidad haremos uso de los siguientes resultados de la geometria pla-
na.

i.) Notacion: Si P y Q son puntos de un circulo C entonces 15Q denota el arco de extremos P y Q.

ii.) Teorema: Sean A, B, Py Q puntos del circulo C, entonces:

—

m(BP) = m(AQ) <= d(B,P) = d(A,Q)

Figura 8.67

Demostracion (de la identidad 1)

Considere la siguiente figura:
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donde:
A = (cos(a),sen (a))
B = (cos(a+B),sen(a+p))
P = (1,0)

Figura 8.68

Con respecto a la figura anterior, tenemos:

m& POA =ux = m(PA) =« y m& AOB = p—> m(AB) = B

—

entonces m(PB) = m(PA) + m(AB) =a+ B (i)

Considere la siguiente figura:

donde:

A = (cos(a),sen (a))
Q = (cos(—p),sen(—p))
P = (1,0)

Figura 8.69

Con respecto a la figura anterior tenemos:

m& AOP = a = m(AP) =« y m& POQ = —p — m(PQ) = B

entonces m(AQ) = m(AP) + m(PQ) =a+p (i)

—

de (i) y (ii) tenemos que m(PB) = m(@)
de donde por el teorema anterior, d(P,B) = d(A,Q) *)

Ademas, por la figura tras anterior, obtenemos que:


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

8.6. IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/).

d(P,B)

V/lcos (a+ B) — 12 + [sen (& + ) — O]2

\/c052 (0« + B) —2cos (« + B) + 1+ sen? (a + B)

\/cos2 («+ B) +sen? (a + ) —2cos (a + B) +1

\/1—2cos(¢x+,6)+1

\/2—2cos (a+B)

por lo que d(P,B) = /2 — 2cos (a + B)

y, por la figura anterior, obtenemos que

d(A,Q)

porloqued(A,Q) = \/2 —2cos () cos (B) + 2sen (a) sen (B)

\/[cos (a) — cos (—PB)]?> + [sen (a) — sen (—PB)]?

\/[Cos (a) — cos (B)]? + [sen (a) + sen (B)]?

\/0052 (a) —2cos (a) cos (B) + cos? (B) + sen? («) + 2sen («) sen (B) + sen? (B)

606

\/(cos2 (a) + sen? (a)) + (cos? (B) +sen? (B)) — 2cos () cos (B) + 2sen («) sen (B)

\/1 +1—2cos («) cos (B) + 2sen («) sen (B)

— 2cos («) cos (B) + 2sen () sen (B)

por lo tanto de (*) tenemos que:

O Sea:

d(B,P) = d(A,C)
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2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

\/2 —2cos (x +pB) = \/2 —2cos («) cos (B) + 2sen (a) sen (B)

2—2cos(x+p) = 2—2cos(a) cos (B)+2sen (a) sen (B)

—2cos (o +pB) = —2cos (a) cos (B) + 2sen («) sen (B)

cos (w+ B) = cos(a) cos (B)—sen («) sen (B)

Seana € R y B € R, entonces:

Demostraciéon

cos (a — B) = cos () - cos (B) +sen («) - sen (B)

cos(a—pB) = cos(a+ —p)

= cos (a) cos

(
(

—B) +sen («) sen (—B) Por identidad 1

= cos (a) cos (B) +sen («) sen (B)

607

Aplicando la identidad (1) o (2) y sustituyendo « y  por el valor correspondiente, se puede demos-
trar las siguientes identidades (Ilamadas férmulas de reduccién)

Sea x € R entonces:

T
cos (— + x) = —senx
2
cos(n x> =senx
5 =
cos(7r + x) = —cosx
cos(7m — x) = —cosx
(3+)
cos| — +x ) =senx
2
(%)
cos { - —x ) = —senx
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Ejercicios

@ 8.6.1 Demostrar las identidades (3), (4), (5), (6), (7) y (8)

@8.6.2 Seawn € R, entonces:

cos (&) = sen (% - oc)

Demostracion:

Sia € R entonces existe B, B € R tal que

i) a=7—p
i) B= g -
cos (0) = cos (g ) por (i)
= sen (B) por identidad (4)

= sen (g ) por (ii)

T
por lo tanto cos & = sen (E — oc)
9) Seana € R entonces:

sen (a + B) =sen («) - cos (B) + sen (B) - cos (&)
Demostracion:
T . .
Recuerde que cos (E — x) =sen (x)  poridentidad (4)

Por lo tanto:
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10)

11)

12)

13)

14)

15)

sen(a+p) = cos

= sen (&) -cos (B) + cos («a) - sen (B) por identidad (4) y (5)
Seana € R y B € R, entonces:
sen (x — B) =sen () - cos (B) —sen (B) - cos ()
Demostracion:

sen (a —pB) = sen(a+ —p)
= sen (a)-cos (—pB)+sen (—p)-cos (a) poridentidad (10)
= sen («)-cos (B) —sen (B) - cos («) por e-iii

Aplicando las identidades (9) o (10) y sustituyendo a o B por el valor correspondiente, se pueden
demostrar las siguientes identidades (llamadas férmulas de reduccién)

Sea x € R entonces:

sen (g + x) = cos (x)

sen (71 + x) = —sen (x)
sen (71 — x) = sen (x)

3r
sen (2 + x> = —cos (x)

sen <327't - x) = —cos (x)
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Ejercicios

@ 8.6.3 Demostrar las identidades (11), (12), (13), (14), (15), (16).

@ 8.6.4 Utilizando las identidades (1), (2), (10), (11) se puede demostrar que:
Sia € R y B € R, entonces:

tan (a) 4 tan (B)
1—tan () - tan B

_ tan (a) — tan (B)
Y tan(a—ﬁ)—1+tan(o¢)-tan[3

@ tan(a+p)=

Ejemplo 8.23

Determinar:

a.) tan (15°)

b.) cos (120°)

Solucion:

a.) tan (15°)

15° =45° — 30°, por lo que:

tan 15° = tan (45° —30°)

tan 45° — tan 30°
1 + tan 45° - tan 30°

1—
141-

|
<o

V3-1
V3
V3+1

V3

V3-1
V3+1
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Por lo tanto tan(15°) = %

b.) cos (120°)
120° =2-60°, por lo que:
cos 120° = cos (2-60°)

= cos? 60° —sen? 60° por identidad (19)

—1
por lo tanto cos (120°) = —

Ejemplo 8.24

Determinar:

a.) tan 75°
b.) cos 165°
c.) sen 255°

d.) cot(—15)°

En particular si, en las identidades (1), (10) y (17), « = B obtenemos las identidades para el dngulo
doble, a saber:
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2 2

16) cos 2a = cos® o — sen” «

17) sen 2a =2sen (&) - cos («)

18) tan2e = AN @)
1 —tan”

y si, en cada una de las identidades (19), (20) y (21), « = g, x € R obtenemos las identidades para el

dngulo medio

X 1 — cos (x)

l — = _
9) sen 5 >

X /1+ cos (x)

2 — = R ———
0) cos 5 >

21) tan x _ [1—cos (x)

2 1+ cos (x)

Ejercicios

@ 8.6.5 Demostrar las identidades (19), (20), (21), (22), (23) y (24)

@ 8.6.6 Usando las identidades trigonométricas anteriores, la definicion de las funciones
trigonométricas y las propiedades de las operaciones definidas en IR, es posible comprobar otras
identidades trigonométricas.

Ejemplo 8.25

sen () - cot (&) + cos ()
t

<ot (a) =2sen (a)

Comprobar la identidad:

Solucion:
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cos(a)

sen («) - cot (a) +cos (a) sen (&) sen («) + cos ()
cot () - cos (a)
sen (&)

sen () - cos («) + sen («) - cos (w)
sen («)
cos ()
sen («)

2sen () - cos (&)

2sen («) - cos (&) - sen («)
cos («) - sen («)

= 2sen ()

por lo tanto:

sen («) - cot (a) + cos ()

-~

= 2sen («)

Ejemplo 8.26
Comprobar la identidad: ! 1T ! =2sec® A
DGR e B "14+sen A 1—sen A
Solucién:
1 n 1 _ 1—sen A+1+sen A
l+sen A 1-senA  (1+sen A)(1—sen A)
_ 2
 1—sen? A
_ 2
~ cos? A
_ 1
- cos2 A
= 2.sec? A

Por lo tanto:
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1 1

=2sec” A

1+senA+1—senA sec
Ejemplo 8.27
1 2
Comprobar la identidad: W = cos” (a)
Solucion:
14+cos(2a) 1+ cos? (a) —sen? ()
> =

cos? (&) +1 — sen? (&)
2

cos? (a) + cos? (a)
2

2cos? ()
2
= cos’ (a)

1+ cos (2«)
2

Por lo tanto = cos’ (a)

Ejemplo 8.28
Comprobar la identidad: cos 2A 4+ sen 2A -tan A =1

Solucion:

cos2A +sen2A -tan A = cos®? A —sen® A+2sen A -cos A -

= cos? A—sen? A +2sen? A

= cos? A+sen? A

Por lo tanto:

cos 2A +sen 2A -tan A =1

sen A

cos A

614
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Ejemplo 8.29

Comprobar la identidad: csc A + cot A =

Solucioén:

csc A+cot A

Por lo tanto:

csc A+ cot A=

Ejemplo 8.30

Compruebe que:

Solucién:

sen A
1—cos A

1 cos A
sen A sen A

1+ cos A
sen A

1—i—cosA'1—cosA
sen A 1—cos A

(14+cos A)-(1—cos A)
sen A-(1—cos A)

1—cos® A
sen A-(1—cos A)

sen’ A
sen A-(1—cos A)

sen A
1—cos A

sen A
1—cos A

sik€Z y a € R entonces: tan (a + k- 77) = tan a

615
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sen (« + krr)

tan (a +km) = cos (& + k)

sen « - cos k7t + sen k7t - cos «
cos « - cos k7t — sen « - sen k7t

sen & - cos k7t .
= ——  ;jPor qué?
cos « - cos k7t

sen «

COoSs «

= tan «

Por lo tanto tan (a« + k7r) = tan «
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@ 8.6.7 Compruebe cada una de las siguientes identidades:

Ejercicios

2

cos x - cos (—x) +sen” x =1

2

tan x - cot (—x) +sen? x + cos? x =0

2 2

co’c2 X -+ COS x:cot2 X — COS” x

sen (x)  cos (x)

csc x sec x
sec x - (1 —sen? x) = cos x

4 1 — cos?
sen* x =

X
csc? x

cos 2A = cos* A —sen* A

sen (A + B)

tn A+tan B= ————~
an A + tan cos A-cos B

cot x — tan x = 2cot 2x
x
tan E(l + cos (x)) =sen (x)
(tan x + cot x) -sen x-cos x =1
2csc 2x = sec X - €sC X
sen (A+ B) +sen (A —B)=2sen A-sen B
sen (A + B) -sen (A — B) = cos®> B — cos® A
—cos (x) - cos (—x) +sen (x) -sen (—x) = —1

1+ tan? x = sec? x

tan x + cot x =2csc2 x

sec X
—————— =sen (x)
tan x + cot x

cos(x+§) — cos (x — %) =0

2 1—cos(x)

lalalal

617
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8.7 Ecuaciones trigonométricas

Para resolver ecuaciones en las que intervienen valores de funciones trigonométricas, se pueden usar varios
métodos, algunos algebraicos (factorizacion, por ejemplo) y otros que consisten en la aplicacién de las
identidades trigonométricas.

Ejemplo 8.31
Resolver: cos (x) = =

Solucién:

Como cos (x) es positiva, esta ecuacion tiene soluciones en el primer y cuarto cuadrante.

1 T T 1
En el primer cuadrante, una solucion particular del cos (x) = 5 es 3 pues cos <§> =
. 1 . . T s 1
Pero como el coseno es funcién perioédica de periodo 27t se tiene que cos <§ + 2n7t> = Cos <§> =5

ne4z.

T 1
Asi tenemos que todos los nimeros de la forma — + 2n7w, n € Z son solucién de cos (x) = = o sea:
T
Slz{xeR/x:§+2n7r,n€Z}

1 - s 1
En el cuarto cuadrante, una solucion particular de cos (x) = 5 € — pues cos(—7t/3) = cos (§> =5

. ., P —7T
y tomando en cuenta el periodo de la funcién coseno, todos los ntimeros de la forma — 4 2nrr,

3

. 1
n € Z son solucion de cos (x) = 5 O sea:

SZZ{XER/XZ_;T+2n7f,nEZ}

Ast S=5$,US, esdecirS:{xe]R/x:73T—|—2n7r()x:_3n+2n7'c,n€Z}
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Ejemplo 8.32

Resolver cos (x) = ——
Solucion:

Como cos (x) es negativo, esta ecuacion tiene soluciones en el segundo y tercer cuadrante.

—V2 T 3r
En el segundo cuadrante, una solucion particular de cos (x) = V2 es T —

cos (3 ) =-cos (5) =42

AsiSlz{xE]R/ngf—FZnn,nEZ}

/3

T 51
En el tercer cuadrante, una solucion particular de cos (x) = > es 7T + 1 0 sea E pues
cos () = —cos (Z) = 212
4 ) 4) 2

AsiSzz{xE]R/x:if%—Znn,nEZ}

Por lo tanto S =57 U S, , es decir

S:{erR/x:3f+2n7r()x:5:+2nn,ne]N}

Ejemplo 8.33

Resolver tan (x) = ?3
Solucién:

Como tan (x) es positiva, esta ecuacion tiene soluciones en el primer y tercer cuadrante.

3 T
En el primer cuadrante una solucion particular de tan (x) = \3[ es e pues
T 3 ., o1 .
tan (5) =5 pero como la funcién es perioddica, de periodo 7T

se tiene que:

tan (x) = (% + Tl7‘[> = tan (%) = ?,n eZ

619
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T . 3
o sea, todos los nimeros de la forma 3 + nm,n € Z son soluciéon de tan x = R asi

Slz{xeR/x:%+n7t,n€Z}

77T

. . T
En el tercer cuadrante una solucion particular de tan (x) = es T+ —, o sea — , pues

o (7)-4

*|S

77T /T T
Observe ademés que © estd contenida en S , pues % =% + 7t por lo tanto S =51 o sea

S:{xGIR/x:%—I-nn,nEZ}

Ejemplo 8.34

Resolver sen (2x) = 3sen (x)

Solucion:

sen (2x) =3sen (x) = 2sen (x)-cos x =3sen x
—> 2sen (x)-cos (x) —3sen (x) =0
—> sen (x) (2cos (x) —3) =0

—> a)sen(x)=0 6 b)2cosx—3=0
a.) Si sen (x) =0, entonces x =nm, n € Z; o sea

Si={xeR/x=nm,neZ}

b.) Si 2cos (x) — 3 =0 entonces

3
2cos (x) =3 = cos (x) = 5/ bor lo que S, = @ (;Por qué?)

AsiS=S516S={xe R/x=nn,neZ}
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Ejemplo 8.35

Resolver cos(2x) +sen(2x) +1=0 en el intervalo | — 7T, 7

Solucion.
cos?x —sen’x +sen(2x)+1 = 0
cos’x — (1 —cos’x) +sen(2x) +1 = 0
2cos’x +sen(2x) = 0
2cos’x +2sen(x)cosx = 0
2cosx (cosx +senx) = 0
2cosx = 0= x=02k+1)t/2, ke Z
—

cosx+senx =0 =— cosx=-—senx — tanx=-1 — x=-—n/4+kmn, ke Z

De la familia x = (2k+1)7t/2, k € Z tenemos —m/2, 7/2 €] — 7, 7|.

De la familia x = —7t/4 + kmt, k € Z, tenemos —7t/4,31/4 €| — 7, 7.

Ejemplo 8.36

Resolver cos(2x) + cos(4x) —2=0.

Solucion.
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cos(2x) +cos(4x) —2 = 0
cos(2x) + cos?(2x) —sen’(2x) — 2 = 0
cos(2x) 4+ cos?(2x) — (1 —cos’*(2x)) —2 = 0

2cos?(2x) + cos(2x) — 3 = 0

Ponemos u = cos(2x) y nos queda: 2u? +u—3=0 = u=1 A u=—-3/2.
cos(2x) = —3/2 no tiene soluciéon pues —1 < cos(f) < 1.

cos(2x) =1 = 2x=2kn = x=km, k € Z.

Practicas y Exdmenes
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1.3.1 @

17

. —5.6
a.) 3

1
b) 55=005

_3 -
¢) - = —0.428571

13 -
d) —=21
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£) 4

1.5.2 @
a.) 11
b.) 21
c) 13
d.) 109

£) 115

1.7.1 @

a.) 58

b.) —157

d) —75
e) =5

£) 38

1.72 @

a.) —136
b.) —110
c) =5

1.7.3 8@
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g) —8
h.) 6
i) 1

1.74®
a.) —26
b.) —43
c.) 37

d) —13

1.7.5 @
a.) —46
b.) —22
c) —114
d) —15

1.7.6 ™@®
a.) —70
b.) —21

1.7.7N@®
a.) —31
b.) 1
c.) 951

d) —507

1.7.8 @
a.) 588
b.) —3

c.) —53
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d) —19

e) 2

f.) —1029

g.) 34
1.79M®

a) c=9,r=4

b.) c=68,r=0

c)c=3,r=0

d.) c=0.6r=0
1.7.10 @

a.) El cociente es 22 y el residuo es 0, por lo tanto 154 es divisible por 7.
b.) El cociente es —3 y el residuo es 3, al ser el residuo diferente de 0, 39 no es divisible por —12.
c.) El cociente es 8 y el residuo es 0, por lo tanto —104 es divisible por —13.

d.) El cociente es —4 y el residuo es —7, al ser el residuo diferente de 0, —71 no es divisible por 17.

1711 @
a.) Es divisible por 2.
b.) Es divisible por 2.
c.) No es divisible por 2.
d.) Es divisible por 2.
e.) No es divisible por 2.

f.) No es divisible por 2.

1712 @
a.) No es divisible por 3.
b.) Es divisible por 3.
c.) Esdivisible por 3.

d.) No es divisible por 3.
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e.) No es divisible por 3.

f.) Es divisible por 3.

1713 @
a.) Esdivisible por 5.
b.) No es divisible por 5.
c.) Es divisible por 5.
d.) No es divisible por 5.
e.) Es divisible por 5.
f.) Es divisible por 5.

1714 @
a.) Es divisible por 7.
b.) No es divisible por 7.
c.) Es divisible por 7.
d.) No es divisible por 7.
e.) Es divisible por 7.

f.) No es divisible por 7.

L7.15 @
a.) Es divisible por 11.
b.) Es divisible por 11.
c.) Es divisible por 11.
d.) No es divisible por 11.
e.) No es divisible por 11.
f.) Es divisible por 11.

1.7.16 @ 1,2,3y36
1.7.17"@®  1,3,13y39

1.7.18y®  1y43
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1.7.19®  2,3,5,7,11,13,17,19,23 y 29.

1.7.20 @ 43 es un ntimero primo pues sus tnicos factores (divisores) naturales son 1y 43.
1.7.21 @ 69 no es un namero primo pues sus factores naturales son 1, 3, 23 y 69.
L7224M@® 2

1.7.23 @&  4,8,10,12y 15.

1.7.24 @
a) 2y3
b.) 2y5
c) 5y11
d) 2,5y7

e) 73

1.7.25 @
a) 2,3y7
b.) 2,3,5y13
c)35y7
d) 2,7y11

e) 3yb5

1.7.26 @
a.) EIM.C.D. (54,90) =18
b.) EIM.C.D. (5,25,90) =5

1.7.27@®  EIM.C.D. (2745, 5400, 3780)= 45
1.7.28 @  EIM.C.D. (2478, 29190, 9360)=6
1729 @

a.) mcm. (14,22) =154

b.) mem. (12,17,20) = 1020

c.) mem. (24, 40,56) = 840


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

Solucién de los ejercicios (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/). 630

d.) mem. (120, 360, 180) = 360
e.) mcm. (121, 64) = 7744

f.) mem. (91, 39) = 3549

1.7.30 @ 32y 35 son primos relativos entre si.

1.7.31 ™y@® 66 y 55 no son primos relativos entre si, ya que, 11 es factor comtn de ambos ntiimeros.

1.8.1 @

a.) —2 es equivalentea —
) e 9

b.) _76 no es equivalente a &

c.) — noes equivalente a 5

1.8.2 8@

a.) 6 no es equivalente a 8
77 4 9
35 . -5
b.) —57 8 equivalente a 3
c) 3 es equivalente a —
T 19

d.) » no es equivalente a 4
7 g 4 25

18.34M®
—a a
a.) Tb E
a —a
b. — =
) -b b
184 M@
. - . 81
a.) La fraccién canénica correspondiente a 515
. - . -17 =17
b.) La fraccién candnica correspondiente a >3 € o3

1

. - . 75
c.) La fraccion candnica correspondiente a 25 & 3
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. - . -171  —-19
d.) La fraccién canénica correspondiente a 189 ¢ 51
. - . —-68 —4
e.) La fraccién candnica correspondiente a BT
. s : 675 15
f.) La fraccién canénica correspondiente a 1260 S 28
185M®
b5 10 15 2
736 9 12
-2 -3 -4
b)—l=7=75=7
2 3 4
) 1=3=371
4y 2550 _75 100
710 20 30 40
-4 -6 -8
A B
0 0 0
£)0=7=373
J7_14_n 2
& 6 12718 24
12 18 24
h. = — = — = —
) 6 2 3 4
e
T4 8 12 16
) -75 —150 —225 300
W7 T e T T8
186 M@
. . . -5 2
a.) 21 es el minimo comtin denominador de =V
. . . -3 2 -7
b.) 15 es el minimo comiin denominador de <35 15
. . . 3 2 5
c.) 42 es el minimo comun denominador de 1173

d.) 54 es el minimo comun denominador de

1.8.7 @

B35 -3 5
18’ 12’ 54 7 6
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a.)

b.)

c.)

d.)

—75 18 —28
84 847 84

36 -8 7 —60
60" 607 60 0 60
4 —15 —18 9
9° 9 " 9 Yo
231 —56 1100
3388’ 3388 ° 3388

1.9.1 @

a.)

b.)

c.)

d.

5 . . . 4
3 €S la fraccién canénica correspondiente a 3t

—24 . - , 11
5 s la fraccién canénica correspondiente a — + — +

13

—6 . . .
17 la fraccién canénica correspondiente a T 1t

1.92 8@

a.)
b.)
c)
d.)
e)
£)
g)
h.)
i)

j)

92
45
95
24
28
5
-2
9
—34

21
=3
14
—37
12
-15

13
10

7
29

20

. . ) 3
es la fracciéon candnica correspondiente a e +
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a.) —38
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8
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6
e.) 1

£)

8) o

h.)

£)

g) 5
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i) -5
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a.) 5°
b.) (-3)°
c) (=2)°
d.) 17
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f) 122

1.9.8 @


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

Solucién de los ejercicios (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/). 635

a.) 72
b.) 27
c) 78
d.) 20
e.) 29!
f) 5

1.99N®
a) k=10
b.) k=3
c) k=4
d) k=0

1.910 8@
a.) k=6
b.) k=5
c) k=6
d.) k=12

1.9.11 &®
a.) k=—-7
b.) k=2
c) k=6
d.) k= -5

1.9.12 8@
a.) k=3
b.) k= -2
c) k=4
d.) k= -2
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e) k=8
£) k=6

1.9.13 8@
a.) k=3
b.) k=5
c) k=7

d) k=

NN

1.9.14 8@
a.) k=5
b.) k=3
c) k=5
d.) k=4

1915 @
a.) m=—49
b.) m=-81
c) m=-32
d) m=—-64
e.) m=—49
f) m=-81
g.) m=—32
h.) m=—64

1.9.16 @
a.) nimpar

b.) n par

1.9.17 8@
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a.)
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b.)

N
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£y —22

g) 35

h) 2

1.9.18 @

f) —
g-) 18

1.9.19 8@

a.) 5
b.) 5
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c) b

1.9.20 y®
a.) —5
b.) 5
c)3
d) —2
e) 2
f) —7
g) 9
h) -3
i) 7

1.9.2]1 @

O U1 U1l N

1.9.22 @
1.9.23 @

a.) 21
b.) 35
c) —14

d) 42

1.9.24 @

a.) 108 =108
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b.) 120 =120

539 _ 539
27 27
g 45

) 5% =%

1.9.25 @

a) V3
b.) 4v/2
) 19v/3 —2v/7
d.) 5v3
e) 4v/5
£) V2

1.9.26 @

a) /710

1.927T 8@

a.) 275/225

1.9.28 @
a) V3%

1.9.20 @
a.) V5= /53
b) ¥2= V22

1.9.30 3@
a) V7="V7
b.) V3= V38
c) V2= %24

1.9.31 @
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a.) v/5 = /50
b) V2= V21
c) V3= V321

1.9.32 8@
a) 2V2.3
b.) /220 . 914
c) V13.23
d.) —v/3.52
e.) V6
£) /25 . 319

Soluciones del Capitulo 2

211 @
a) -5
b) -7
-9
c.) 28
-1

d.
) 8
221 @
a.) Zzﬁ

c) @ab
-115 , ,

d)

22204@

-7 5
a.) 7xy2 + éxzy
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b) a°
5, 15
C.) Eb + Zbc — 3C
d.) 2\3/§ab2+2a2b
22.3N®
a.) 27—t

b.) 34 6a+ 18b
c.) —3a—10b — 14c

d.) x(6x% —8xy —x+1)

224 ®
a.) 3a%xby
b.) axby?
c.) 384a'1

d.) 6a" 3+l

225 @

1
a') 5ab2x6

b.)

N W

10 .10
C.) 3ba4c
2.2.6 @

a.) x3/ 2y2

b.) 8a%/2x7/2
&) Va0V~ VBIb]) — 2v3(c — Jallb])

_ 2.2
d.) Va(lb| §||CC‘|+65 )

e.) 2v2/m|n|V/m5n3

|b]

1
1042, / a5
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227 @
a.) éibi
b.)

3x2yAz6

x2
c) ¥

<

7/4
x
d.) 4p/277s

e) 3V2y/ 3

£) 3v/3]%|

2314M@®
a.) El cociente es 2x2 + x + 2 y el residuo es x + 1.
b.) El cociente es x* — 2x2 + 3 y el residuo es 6x.
c.) El cociente es x? — 3x — 14 y el residuo es —32.
d.) El cociente es —x? + 2x + 3 y el residuo es 0.

e.) El cociente es 2x> — 5 y el residuo es —18x + 6.

2320@

a.) El cociente es —3x + 2 y el residuo es —1, como el residuo es # 0, entonces A(x) no es divisible por
B(x).

b.) El cociente es 5x3 + 4x — 1 y el residuo es 0, como el residuo es igual a 0, entonces A(x) es divisible
por B(x).

c.) El cociente es 3x — 10 y el residuo es 19x + 9, como el residuo es # 0, entonces A(x) no es divisible
por B(x).

d.) El cociente es x + 2 y el residuo es 5, como el residuo es # 0, entonces A(x) no es divisible por B(x).

233M®
a.) El cociente es x* 4 2x% 4 4x% 4 8x + 16 y el residuo es 0.
b.) El cociente es 5x% + 8x + 32 y el residuo es 97.
c.) El cociente es x> — 3x + 9 y el residuo es 0.
d.) El cociente es x> — 5x + 22 y el residuo es —108

3

e.) El cociente es x> — x? + x — 2 y el residuo es 2
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f.) El cociente es 4x — 13 y el residuo es 32

241 4@
a.) abc(1+¢)
b.) 9ax2(a — 2x)
c.) 6a(a—2x —4)
d.) (m+2)(m—2n)
e) x2—6x—7

£) (d—3)(—x —3y)

2424M®@
a) (a+1)(b+1)
b.) (2a — 5b)(3a — 2¢)
c) a(a—b)(a—c)
) (2c—3)(c+2d)
e) (a=Db)(x—y+1)
)(x

c(a—b)(x—y)

243 M@
a.) (5x +3)?
b.) (3s% + 2r3)2
c.) (a+4b)?

d) z(x+ %)

cd+9)?
e.) ( 9d2)
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£) (¥ + %")2
244 M@

a.) (Zx/gx — %)2

a) (VBx+2v2) (VBx —2v2)
b.) (

) (F+TEF-)

d.) (6a+5b—4c—7d)(6a+5b+4c+74d)

3c—2a—b)(3c+2a+D)

)
e.) (a+b—2c)(a+b+2c)
o (fir-5) (/i)

2.4.6 N@
a) (x+3y)(x2 — 3xy + 9y?)
b.) a(l1+a)(1 —a—+a?)
e) (x+3) (x— ¥5x + (V5)2)
d.)
e) (V7ab-+ VA1) ((V/7ab)? — J7/T1ab + (V/11)?)

f) (2a —b+2)((2a — b)? —2(2a — b) +22)

247 @

a.) (a—4)(a®+4a+4?)

644
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b.) 4a*(a — 2b)(a® + 2ab + ab?)

) (a—V11)(a* +av/11 + (V11)?)

d) (a—b+1)(@®+ (b—1)a+ (b—1)?)
e.) (2ab — V/7)(4a%b? 4 2aby/7 + (V/7)?)
f) 2x2(2x — 1) (4x% +2x + 1)

25.1 @
252 M@
a) A=-9
b.) A=0
c) A=-16
d) A=144
e) A= _71
f) A=57
2.5.3 M@

a) (3x—2)(2x —3)
b.) x(2x —Vv3) +1

c) x(x+1)+1

d) —((3x +5)(x —4))
e) —((x+1)(2x +3)

f) 1(x+2)2

254 M@
a) (x+1)(x—2)(x—3)
) (2x—1)(x - 3)(x +3)
c) (x+2)(x2+1)

d) x(x —1)2(2x —1)
e) (x —2)%(x+4)
f)
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g) (3x—2)(2x +3)(x +3)
h) (5x—1)(x*>+2x—1)

2.6.1 @

m—2
a.) s

3x2
b.) m

x—2
c.) b

d) a+1

at—a

e.)

f) 12

g
h.)

i) x+5

262 M@

2_x+1

a) 25

x+11
b.) T
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p-)
q.)
r)
5.)
t)

2.6.3N®
1
a.) ﬁ

b) x+y

c) Xy

b+2a
d) @)z

e.) Z%Z

2
b v

—X

g v
h) 1

2(x2-1)
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272 M@

a) 3(V7+V13)

b) 3(—v2x+3—/5)
c) V3—11

d ) 2x—11
72y /x+1-3

e) (3V7—25)
£) x—4/y

273 @
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321 @
3224M®
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341 @
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