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Prefacio

La Teoria de Ntimeros estudia los ntimeros enteros y, en cierta medida los ntimeros racionales
y los ntimeros algebraicos. La Teorfa Computacional de Ntiimeros (Computational Number The-
ory) es sindnimo de Teoria Algoritmica de Numeros. Aqui se estudia los algoritmos eficientes
para célculos en teoria de ntimeros. Este es un libro introductorio orientado hacia la teoria al-
goritmica de ntimeros. El interés es mostrar el valor puramente tedrico de algunos teoremas y
cémo se debe hacer una variacién si el propésito es cdlculos rdpidos y eficientes. Algunas al-
goritmos sencillos se implementan en VBA Excel o en LibreOffice Basic por ser lenguajes muy
amigables y por ser las hojas electrénicas muy familiares para los estudiantes. Sin emabargo es-
tas implementaciones son muy limitadas y solo tienen fines didécticos. Otras implementaciones
se hacen en Java (para usar enteros y racionales grandes). En el capitulo final se desarrollan
algunos programas en Java que sirven de base para implementar otros algoritmos.

Agradezco a las personas que ayudaron con sus comentarios para corregir errores en el texto y
los programas y para mejorar algunos pérrafos un tanto oscuros. Las actualizaciones del libro
(Correcciones, nuevos programas, etC.,) estardn en https:/tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/Libros/.
También puede solicitar un ‘'machote’ LaTeX del libro.

W. MORA.

Cartago, Costa Rica
Diciembre, 2014.
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31
2 FUNDAMENTOS

1.1 Principios

Los ntimeros enteros son el ingrediente principal en teoria de niimeros. En esta seccién, estable-
cemos brevemente la notacién y el significado de algunos simbolos que se relacionan con los
enteros y que seran de amplio uso en el texto. Ademds se establecen algunos principios que se
usan ampliamente en los argumentos.

En lo que sigue, usaremos la siguiente notacién

a) N={0,1,2,..} y Nt ={1,2,..}.
b) Z+={1,2,.} =N+

c¢) Rf={xeR: x>0}

Principio del Buen Orden: Todo conjunto no vacio de nimeros naturales contiene un elemento
minimo.

En particular, si S C Z y si S tiene al menos un elemento positivo, entonces S tiene un entero
positivo minimo.

gt )

Probar que si a,b € Z con b > 1, entonces existe g € Z tal que qb <a < (q+1)b.

Solucion: Idea: gb serfa el multiplo de b mas cercano a a en el sentido de que el
siguiente multiplo, (g + 1)b, lo sobrepasa; por tanto a — qgb > 0 seria la resta no negativa
minima. La existencia de este elemento minimo se puede establecer usando el principio
del buen orden.

Sea S={a—nb talque n€ Z A a—nb>0}. Primero probamos que S es no vacio. En
efecto, Sia>0, a=a—0-b>0, entonces a € S. Si 1 <0, a—ab=a(1—b) >0 pues
b >1, entonces a —ab € S. Por el principio del buen orden, S tiene un elemento minimo
a—qgb>0y, portanto a — (4 +1)b < 0. Asi, gb <a < (g+1)b.
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Principio del palomar: Si k es un entero positivo y k+ 1 o més objetos son asignados a k cajas,
entonces hay al menos alguna caja a la que se le asignaron dos o mds objetos.

En un grupo de 367 personas, debe haber al menos dos que cumplen afios el mismo dia,
porque hay solo 366 posibles dias para cumplir afios.

Principio de Inclusion-Exclusion: Sean A y B dos conjuntos finitos. Entonces

|A U B|=|A|+|B|—|A n Bl

Sea A={a,b,c,d} y B={ab,c,gh}. |A|=4, |B|=5, |AUB|=|{a,b,cdgh}=6y
|A N B|=|{a,b,c}|=3. Luego, |A UB|=6=|A|+|B|—|ANB|=4+5-3.

Principio de Induccion: Para probar que una proposiciéon P(n) es verdadera para todo entero
positivo 1, se deben ejecutar los dos pasos siguientes:

a.) Verificar que P(n) se cumple para n =1,

b.) Probar que si se cumple P(k) (hipétesis de induccién), entonces se cumple P(k + 1)

Figura 1.1. Idea de induccién matematica usando un juego de domino.

Se puede probar que el principio de induccién es un método valido de prueba si asumimos el
principio del buen orden como un axioma.
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Histéricamente, el primer ejemplo que se conoce en el que se usé induccién matemaética
aparece en el libro “Arithmeticorum Libri Duo” de Francesco Maurolico (1494-1575). En
este libro, entre otras cosas, Maurolico presenta gran variedad de propiedades de los
enteros y las pruebas de estas propiedades. Para las demostraciones, él ideo el método
de induccién matematica. La primera vez que se usa el método, es para probar que la
suma de los primeros n enteros impares es n2. El nombre “induccién matemética”, lo
usé por primera vez el matematico inglés John Wallis.

Ex aggregatione impayium numerorum ab vnitate per ordi- 1 g*
nem fucceffiué fumptorum , conStruuntur quadrati numeri con-
tinuati ab wmitate , ipfisq, imparibus collaterales.  Nam per
antepr.rmi!l:zm , vitas imprimis cum impari {equenre fa- 1
citquadratam fequentem falicer, 4. Etiple 4. quadratus 3 1o
fecundus, cum impari tertio {cilicer §. facit quadratum § — }iﬁ
tertium, {cilicet g9.Itemque 9. quadratus tereius cum impari 7 —- }'1 1
varto fcilicet 7. facitquadratam quartum, {cilicet 16. & 9 e
2(‘ dcinccps in infinitum , fempcr 13* repetita Pmpoﬁmm
demonftrarur.

Figura 1.2. Francesco Maurolico. “Arithmeticorum Libri Duo”, pag 7. En www.books.google.com

Probar que 1+3+5+ ..+ (2n — 1) = n?

Solucién: En este caso, #n indica el nimero de sumandos.
a.) La proposicién es correcta para n =1 pues 1 =12

b.) Hipétesis de induccién: suponemos que la proposicion es cierta para n =k, es decir,
14+3+5+..+2k—1=k? Ahora sumamos el siguiente impar, 2k —1 +2 =2k 41,
a ambos lados,

k2
1434+54+..4+2k—1 4+ 2k+1=k*+2k+1=(k+1)%

Por lo tanto, hemos demostrado que si la proposicién es correcta para n =k, es
correcta para n =k + 1. Entonces, la férmula es valida para todo n € IN, por el
principio de induccién.

\_ J

Principio de Induccion Completa: Para probar que una proposicion P(n) es verdadera para
todo entero positivo 1, se deben ejecutar los dos pasos siguientes:

a.) Verificar que P(n) se cumple para n =1,

b.) Probar que si se cumple P(1) A P(2) A ... A P(k) (hipotesis de induccién), entonces se
cumple P(k+1)

Se puede probar que el principio de induccién completa es equivalente al principio de induc-
cién. Es decir, cada principio puede ser demostrado asumiendo el otro. La ganancia es que el
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principio de induccién completa es mas flexible. A el principio de induccién completa también
se le llama "principio de induccién fuerte" o "segundo principio de induccién”.

Si n es un entero mayor que uno, n se puede escribir como un producto de primos. La
demostracién de este hecho se hace con induccién fuerte. Puede ver el teorema 2.14, que
estd mas adelante.

1.2 valor absoluto y la funcién sgn(x)

Muchas veces es conveniente separar el niimero y su signo. Para esto usamos la funcién “sigrno”.
En las aplicaciones es necesario que esta funcién solo tome dos valores —1 y 1.

Definicién 1.1 (Funcién signo).

Definimos sgn(x) =1 si x >0y sgn(x) = —1 si x <0.

Sea a € Z. Entonces, |a| =a-sgn(a) = a/sgn(a).

Ejemplo 1.6

a)|—5=-5-sgn(-5)=-5--1=5 b.) [0 =0/sgn(0) = 0/1 = 0

1.3  vas funciones lx|l =] y [x]
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Definicion 1.2 (Parte entera).

e Funcién ||x||.Si x€ Ry n€ Z tal que n < x <n+1 entonces [ x| =n.

e Funcién [[x]|.Si x€e Ry n € Z tal que n — 1 < x <n entonces [[x]| =n.

e Funcién [x].

|x]] si x>0
[x] =
[x]] si x<O

a) [14)=1 b)[[14]=2 c)|-14)=-2 d)[-14]=-1 e)[-3]=|-3]=-3.

Representacion grafica. Los gréficos que siguen nos dan una idea clara del significado de cada
una de estas funciones.

Ejemplo 1.8 ~\
Probar que || —x] = —[x].
Solucion: Supongamos que |—x|] = n, es decir, n < —x < n + 1. Entonces

—n—1<x<-—n, esdecir, [x]|=—-n. . ||—x]]= —[x].
. W,
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Ejemplo 1.9 ~N

Sea n € Z. Entonces n =2k o n =2k + 1 para algtn entero k, ya sea que n es par o
impar.

a.) Si n=2k+ 1> 3, entonces |[n—3]] = |[2k_2]] =k—-1

2 2
n—>3 2k—3 1
. i = > = = — — — — —
b.) Sin 2k_3,entonces|[ > ﬂ |[ > ﬂ |[k 1 ZH k—2
cJSip:8k—1>3Ammmmspgl—ﬂgﬂz4k—1—Qk—1%:M
_ J

Ejemplo 1.10 (Conteo). ~\

Si x >0, el nimero [x] cuenta la cantidad de enteros positivos menores o iguales a x
pues, por definicién, si [x] =k entonces 1,2,....k son menores que x.

Sea p un entero positivo y x > p. [ x/p] cuenta la cantidad de enteros < x divisibles
por p. En efecto, los enteros positivos divisibles por p e inferiores a x son los k niimeros
p<2p<..<k-p<x. Como kp <x < (k+1)p, entonces k= ||x/p].

J

1.4  Nameros Poligonales y Piramidales

Los niimeros figurados son enteros positivos que pueden ser representados por patrones geométri-
cos. Los niimeros poligonales son niimeros figurados que se pueden representar por medio de poli-
gonos regulares en el plano. Los niimeros piramidales son nimeros que pueden ser representados
por formas piramidales. Ellos son obtenidos tomando sumas de los correspondientes ndmeros
poligonales.

Numeros cuadrados. Los Pitagéricos usaban la palabra gnomon (:‘ ) para referirse a los en-
teros impares 1,3,5,7,.... De manera figurada, cada gnomon es una “configuracién” de puntos
que se agrega a la configuracién anterior, manteniendo su forma (figura 1.3). Ellos observaron
que n? es la suma de los n primeros impares,

1 = 12,
143 = 22
1+3+5 = 3?

14+3+4+5+7 = 42
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En el ejemplo (1.2) ya habiamos indicado que Francesco Maurolico (1494-1575), probé este hecho
usando por primera vez, induccién matematica. Una “prueba geométrica” se puede observar en
la figura (1.3).

00000

0000 00000

000 [ 10/0]@) 00000

o0 gOO [ 1010]0) [ 10]0)0l0;

L J@) OO 0000 00000
\_/

1 143 =22 1+3+ 5= 32

Figura 1.3. Cada cuadrado es construido agregando un ntimero impar (los circulos azules)

Los niimeros cuadrados s, corresponden a la cantidad de puntos en un
arreglo cuadrangular de 7 x n. En este caso s, = n%. A los ntimeros
sy, también se les llama cuadrados perfectos, y como acabamos de ver, [ s 4 3 3 3
son una suma de ndmeros impares. También notamos en el ejemplo
1.2 que s,4+1 =5y + 2n+1, es decir, el siguiente cuadrado perfecto se
obtiene agregando un gnomon (la escuadra de 2n 4 1 puntos azules) al
namero figurado anterior.

Figura 1.4. Cuadrados per-
fectos.

Ley de la caida de los cuerpos de Galileo. En 1590 Galileo establecié, usando
relojes de agua, que un objeto inicialmente estacionario que se deja caer libremente
por gravedad (ignorando resistencia del aire y rotacién de la tieraa), cae una distancia
que es proporcional al cuadrado del tiempo transcurrido. La imagen de la derecha,
que abarca medio segundo, fue capturada con un flash estroboscépico en 20 destellos
por segundo. Durante el primer 1/20 de segundo la bola cae una unidad de distancia
(aqui, una unidad es aproximadamente 12 mm); a los 3/20 de segundo llevamos 4
unidades, a los 5/20 de segundo llevamos 9 unidades, a los 7/20 de segundo llevamos
16 unidades, etc. En general, un cuerpo cae en distancias proporcionales a los tiempos
1,143,1+3+4+5,1+3+5+7,.. asi que la distancia total de caida es proporcional
al cuadrado del tiempo. La constante de proporcionalidad (cerca de la superficie de la
tierra) es 0.5¢ y la la férmula para la distancia recorrida en la caida es d(t) = % gt2.

Nameros Triangulares. Los niimeros triangulares t, corresponden a la cantidad de circulos (o
puntos u otra cosa) en un arreglo triangular con n columnas, como se ve en la figura (1.5).

2
5

e

4

N 12

N

9 | 14
10 1|
é | /13:‘

e 10

T\
@ 2

wn—Q —

=

1

Figura 1.5. Numeros triangulares t; =1, t =3, t3 =6, t4 = 10,...

Como cada columna tiene un elemento mds que la columna anterior, tenemos que

th=1424-+n—1+n
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Podemos tomar dos copias de t, y hacerlas encajar, de tal manera que obtengamos un rectan-
gulo,como se ve en la figura (1.6).

Y

00 o0

O @00 ¢00p
2.1 32 4.3

Figura1.6. 2t =2-1,2tp =3-2,2t3 =4-3,...

n(n—i—l).

Esto nos lleva de inmediato a la férmula cerrada t,, = 5

La figura (1.7) también constituye una “prueba geométrica” (base para una conjetura) de la
relacién entre ndmeros triangulares y cuadrados, t; +t,_1 =5y

0000

000 000

o0 000 L 3490
eO 000 0000

Figura 1.7. t, +t,_1 =5,

Es facil responder la pregunta ;Cuando un ntmero triangular es cuadrado?. Esto sucede si
t;, = s;;, ahora usamos nuestras férmulas,
n(n+1)

tn:sm@T:mz — 2n+1)2-8m*>=1

En general, un ntimero poligonal es un tipo de ntmero figurado, que cuenta la cantidad de
objetos en un arreglo en forma de cuadrado, tridngulo, etc. La figura (1.8) muestra algunos de
estos arreglos,

3

°
7\
e\
NN\
N
N/H\w
A/ w \Ov
Va2 VN
NN
LA
N

- - 0
2 3 o 1
B ‘ 13/7}2
‘ 7 5 | 0
° 2 \ | s )
A
S —, /‘ b 77
3 ' O
5 R 721623
5 14-19-25
/3 7/10714 /3/ /l I/ }272
° I i ( 8
Y Ny 2 R A%
\ / 4\ 13*17*/24
2 4 4—6—1f 691520
4 7 3
T Ty "> 025
° ¥ 3\ &Y 1573
N S
o P ¢ P oA p
P -
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Figura 1.8. Numeros poligonales

Numeros tetraédricos. Denotados como Ty, son los analogos de los triangulares en 3D. Estos
numeros son la cantidad de puntos en una pirdmide tetraédica, como se observa en la figura
(1.9),

Figura19. Ty =1, T, =4, T; = 10,...

Como la n—ésima capa es un arreglo triangular de t,, puntos, entonces
Ta=Ht +tr+..+ty

La “prueba geométrica” es un poco mds complicada. Se requiere usar cubos, en vez de puntos,
de tal manera que varias copias encajen perfectamente para formar un cuboide. Por ejemplo,
consideremos T3 = 10, en la figura (1.10) se puede observar la nueva configuracién de T3 us-
ando cubos. Las dos copias de T3 ajustan bien, pero no constituyen un cuboide.

J o i

Figura 1.10. Encajar dos copias de Tz = 10

Para lograr un cuboide necesitamos seis copias de T3, como se ve en la en la figura (1.11)

o &

Figura 1.11. Encajando seis copias de T3 = 10
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Entonces, con seis copias de T3 obtenemos un cuboide de orden 3 x (34 1) x (3+2), por tanto
T3 =3(3+1)(3+2)/6. Generalizando, si sumamos seis copias de T, obtenemos es un cuboide

de orden n x (n+1) x (n+2), es decir,
n(n+1)(n+2)
hh=—"""%

Ndmeros piramidales P, de base cuadrada. Estos ntimeros corresponden a la cantidad de
objetos en una pirdmide de base cuadrada y altura n. En la figura (1.12) se muestra una config-

uracién para Py = 30.

Figura 1.12. P, =30

La k—ésima capa en la pirdmide es un cuadrado con s; = k? objetos, entonces
Py=1+2%+ .. +n’

Para obtener una férmula para P,, usamos la relacién entre ntimeros cuadrados y ndmeros
triangulares, esto nos lleva a una expresion en términos de Tj,.

n

n
P = Y =Y (+t)
k=1

k=1

n n
= Y+ Y tia=Ti+ T

k=1 k=1
nn+1)2n+1)
3 .

EJERCICIOS

1.1 Verifique, usando el principio del buen orden, que el conjunto S = {2x+3y: x, y € Z}
tiene un elemento positivo minimo y calcular este elemento.

1.2 Use un el drea de un rectangulo n x (n+ 1) para modlar la suma 1+2+3+..+n=
nn+1)
2

1.3 Sea S={1,2,3,..,1000000} . ;Cudntos nameros hay en S que son divisbles por 1021?.
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1.4 Use el principio de Inclusién-Exclusiéon para establecer una férmula, usando la funcién
parte entera, que cuente todos los niimeros positivos menores que x que 1o son divibles por 3
ni por 5. Luego use la férmula para verificar que en el primer millén de naturales, hay 533333
nameros que no son divibles por 3 ni por 5. (Sugerencia: Contamos los ntimeros positivos
divisibles tinicamente por 3 y los divisibles tnicamente por 5 y luego los excluimos. Usamos
el principio de Inclusién-Exclusiéon para contar porque tenemos que excluir los que simultanea-
mente son divisibles por 3 y 5. )

1.5 Probar, usando el principio de induccién, las férmulas para sy, t,, y T,
1.6 Muestre que 8t;, +1 = 59,41

1.7 Probar, usando induccién, que si a y n son enteros positivos, existe otro entero positivo m
tal que am > n

1.8  Use induccién para probar que 1+ 23+ 3%+ .. +n®> =n?(n+1)%/4

1.9 Probar la férmula para la suma de los primeros n términos en una progresion aritmética,

a+(a+d)+(a+zd)+...+[a+(n—z)d]:na+”<%l)d

1.10 Probar que si x # 1 es un ndmero real fijo, entonces

1— karl

Ttx+a? 4+ taf=—""—" keN

1.11 Mostrar que si x ¢ Z, entonces [[x]| = [ x| + 1.
1.12 [Truncamiento y redondeo.] Sea x € R. La expansién decimal de x es,

X =a.a1az03.... = a+a;-101 +a5-1072 +a3-10° 4., con ac Z y a; € {0,1,2,..,9}.
Por ejemplo, 3.1415926535... =3 +1-10"1 +4-1072+1-1073 +5-10"* +---.

Probar que si n € N7,

a) ||10" x||/10" es un truncamiento de x a n cifras decimales.
Por ejemplo, || 1000 - 3.1415926535...]| /1000 = 3.141.

b) ||10" x 4+ 0.5]|/10" es un redondeo de x a n cifras decimales.
Por ejemplo, 1000 - 3.1415926535... 4+ 0.5]|/1000 = 3.142.
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31
DIVISIBILIDAD

Definicién 2.1
Sean a,b enteros con b # 0. Decimos que b divide a a si existe un entero ¢ tal que a =bc. Si b
divide a a escribimos b|a

Sean a,b,d,p,q € Z.
a) Sid|ay d|b entonces d|(ax + by) para cualquier x,y € Z
b) Sid|(p+q) ydlp = d|g.
c)SiabeZ" ybla=— a>b
d.) Si a|b, entonces a|mb, con m € Z.

e)SiabeZ, alby bla = |a| =D

Prueba:
a.) Sea a =nd y b= md, entonces ax + by = (nx + my)d = d|(ax + by)
b.) Sea p=kd y p+q=Kkd, entonces q=d(k' —k) = d|g
¢.) Como a,b € Z*, si a=kb entonces k > 1 y por tanto a = bk > b.
d.) Sea b =ka = mb = mka = (mk)a = a|mb

e.) Elitem c.) solo aplica si a y b son positivos. Si alb y b|a entonces, |a|||b| y |b]||a], por el
item c.), |a| <|b| y |b] < la|. ... |a| = |b]

51-5 y —5/5. .. |5|]=]|-5]|
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AT 22 ) N

Sean a,b,d € Z. Muestre que si a|d y d|b entonces a|b

Solucion: Si ald A dlb = d=kia N b=kyd, con kyky € Z. Luego b =kyd =
kz(klﬂ) - 11|b

J

2.1 “Algoritmo de la divisién”

Si la divisién no es exacta, no todo estd perdido: Como hacfamos en la escuela, la divisiéon de a
por b la podemos expresar como un cociente y un resto. Por ejemplo, la divisién de 23 por 3 es
7 y queda un resto r = 2. Es decir, 23 =7 -3 + 2. Gréficamente,

Teorema 2.2 (Teorema de la division).

Sean a,b € Z con b # 0. Existen g,r € Z tnicos tales que

a=bg+r con 0<r<|b|

Prueba: Primero vamos a demostrar el teorema para a,b € Z con b > 0. Consideremos la pro-
gresion aritmética
...,—3b, =2b, =b, 0, b, 2b, 3D, ...

Por el principio del buen orden (ver el ejemplo 1.1) existe g € Z tal que

gh<a<(qg+1)b

|
qb a (¢+1)b

Sea r =a — qb, entonces a =bg+r. De gb <a obtenemos 0<r ydea<(q+1)b = a—qgb<b.
sa=bg+r con 0<r<b

Unicidad: La prueba es por contradiccién. Supongamos que existe g1, r1 € Z tal que
a=bg+r con 0<r;<by a=bg+r con 0<r<b

Ahora supongamos que r #r; y que ¥ > 1.

a = ba+tn
= b+ — (bg+1)=0 = b(q1—q)=r—r = bl(r—n).
a = bg+r
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Como b|(r —r1), se tiene que r —ry > b; pero 0 <r —ry <r <b; contradiccion!.
Por lo tanto, r =r1. De aqui: b(q1 —q) =r—1r =0 = q1 =4
Caso b < 0. Existen ¢, r € Z unicos tales que a = [blg+r con 0<r < |b| con lo que

a=b-(—q) +r con 0<r<|b|

Nota 1: Si a,b € Z*, el “algoritmo de la divisién’ corresponde a la division usual. Si a4 0 b es
negativo, la divisién usual difiere del teorema de la divisién.

El enunciado del teorema de la divisién es adecuado para fines tedricos. Para efectos de calculo
es mejor enunciar el teorema de la division as:

Sean a,b € Z con b # 0. Existe un tinico r € Z tal que
Sib>0, a=b|a/b||+r con 0<r<b.
Sib<0, a=blla/b]|+r con 0<r<|b|.

En este contexto, a/b denota la divisién usual en RR.

Prueba: Si b > 0 entonces, por el teorema de la divison, existe g € Z tal que gb <a < (g+1)b,
es decir g =||a/b]| y, por supuesto r =a — b|la/b].

Si b<0 entonces a=b-(—q) + r con 0<r<|bl. Asi, —q= —|a/b]| = [[a/b], por tanto
—q=[a/b] y, por supuesto r =a — b[a/b].

”

Notacién para restos. El resto de la division de a por b se denota “rem (a,b)” o también “ rem(a, b)”.

Por supuesto, a|b si rem (a,b) = 0. Para efectos tedricos puede ser conveniente que r > 0 pero
en calculos computacionales se puede permitir que r sea negativo. Esto es algo que vamos a
retomar mds adelante.

e 29 | )

Dividir —12 por —5: En la divisién ordinaria —12=2--5 — 2.
—12 | -5, Desde el punto de vista del teorema de la divisién,
10| 2 como —3-5< —-12 < —2.5, se tiene
) —-12=-3-5+3
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Ejemplo 2.4

Sia=29+rcon0<r<2 Sir=0 asediceparysir=1, a sedice impar.

Sean n,p € N con n > p > 0. Mostrar que hay ||n/p| ntmeros divisibles por p en el
conjunto A ={1,2,...,n}.

Solucion: Si p < n entonces p divide a los numeros {p, 2p,..,qp} C A donde gp <n <
(9 +1)p, es decir p divide a ||n/p|| nameros en este conjunto.

Ejemplo 2.6

¢Cuéntos enteros positivos < 1000000 no son divisibles por 3 ni por 5?

Solucion: Contamos los numerospositivos divisibles tinicamente por 3 y los divisibles
Unicamente por 5 y luego los excluimos. Podemos usar el principio de Inclusién-
Exclusién para contar porque tenemos que excluir los que simultaneamente son
divisibles por 3 y 5.

Sea A={xe Z" : x<1000000 y 3|x} y B={x€ Z" : x<1000000 y 5|x}. Los
numeros divisibles por 3 y por 5 son divisibles por 15. Entonces,

|AUB| = J|A|l + |B|—|A N B
11000000/3] + [|1000000/5|] — [|1000000/15
= 333333 + 200000 — 66666 = 466667

Por tanto, en el primer millén de enteros positivos, hay 1000000 — 466667 = 533333 en-
teros no divisibles por 3 ni por 5.

EJERCICIOS

2.1 Dé un contraejemplo de la afirmacion: a|bc y a{c entonces a|b

2.2 Mostrar que si d|a A d|(a+1) entonces |d| =1

2.3 Sean d,n € Z. Si d no divide a n entonces ningtin multiplo de d divide a n.

24 Sidlayd|bysia=bg+r entonces d|r.
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25 Seab#0ya=qb+r con 0<r<|b|. Muestre que en el conjunto {a,a—1, ..,.a—|b| + 1}
hay un tnico multiplo de b.

2.6 Muestre que si a,b,d € Z, a impar y si d|a y d|(ab+ 2), entonces d =1
2.7 ;Cudntos enteros positivos < 3000 son divisibles por 3, 5 o 7? Ayuda: [AUBUC| =

|A|+ |B|+|C|—|]ANB|—|BNC|—-|CNA|+|ANBNC]|

2.2 Numeros Primos.

Definicién 2.2 (Primos y compuestos).

Un entero p > 1 se dice primo si sus tnicos divisores son 1 y p. Si p no es primo, se dice
compuesto.

El ntimero 1 no se toma como primo solo por conveniencia. No perjudica en nada y obtenemos
cierta economia en la formulacién de teoremas.

Los primeros primos son {2,3,5,7,11,13,17,...}

Ejemplo 2.8 ~\

Sea p; el i—ésimo primo. El nimero N = p; - py - sp, + 1 puede ser o no ser primo. Por
ejemplo,

N=2-3-5-7-11 + 1=2311 es primo (ver ejemlo 2.9),

N=2-3-5-7-11-13 + 1=30031 =59 - 509 no es primo.

(
\_

Todo entero positivo n > 1 tiene un divisor primo

Prueba: Si n es primo, tiene un divisor primo (él mismo). Supongamos que n es compuesto.
Por el principio del buen orden podemos suponer que existe un d > 1 que es el més pequefio
divisor positivo de n. Entonces d es primo. En efecto, si d fuera compuesto, d tendria un divisor
1<dj <d. Perosi di|d y d|n entonces dq|n, en contradiccion con la suposicion de que d era el
mas pequerfio divisor > 1, de n.
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Corolario 2.1 Sea n € Z, n > 1. El mds pequefio divisor positivo d > 1 de n es primo.

¢Coémo decidir si n es primo? El problema de decidir si es un nimero es primo no es en
general facil. Si n es un niimero muy grande, probar que n no es divisible por ningtin nimero
excepto 1 y n, nos llevarfa a hacer un niimero nada razonable de célculos. El siguiente teorema
nos dice que para determinar si un ntimero 7 es primo o no, basta con probar con los divisores
primos inferiores a \/n. Aunque /1 es en general pequerio respecto a 7, este método tiene un
alcance muy limitado.

Sean a,bne N, a>1,b>1y n>1.
a.) Si n=ab, entonces a < /n V b < /n.

b.) Si n no tiene divisores primos < y/n, entonces 1 es primo.

Prueba: Probamos a.) por contradiccion: Si a > /n A b>\/n = ab>n. (=<).
Probamos b.): Si n fuera compuesto, n =ab con a > 1,b > 1. Entonces como los divisores pri-

mos de a y b son divisores de 1, tendriamos que al menos uno de eso divisores es menor que
\/n en contradiccion con la hipétesis.

Corolario 2.2 Si n es compuesto, n tiene un divisor primo p < \/n.

Ejemplo 2.9 ~\

@ ;n =103 es compuesto?

Solucién: 103 es primo pues no es divisible por ningtin primo inferior a /103 = 10.1
En efecto, los primos inferiores a 10 son 2,3,5 y 7. Para probar que n no es divisible
por alguno de estos ntimeros calculamos los residuos: rem (103,2) =1, rem(103,3) =1,
rem (103,5) =3 y rem(103,7) = 5.

@ ;n = 2311 es primo?

Solucion: Si es primo. En efecto, si no fuera primo, n = 2311 tendria un divisor primo
p con p < /2311 =48.07.... Los primos inferiores a 48 son {2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,
31,37,41,43,47} pero ninguno de ellos divide a 2311.

@ ;Puede un namero n compuesto tener factores primos més grandes que /n?

Solucion: Si n = p1p; con p; y pp primos distintos, no podrian ser ambos < /n!. Por
ejemplo 206 =2 -103 y 103 > /206 ~ 14.35. Hay casos como 16 =2-2-2-2 y 2 < \/16.
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¢Cuantos primos hay?. Los primos son infinitos. Es algo que se conoce desde la época de
Euclides.

Teorema 2.6 (Euclides).

Hay un ntimero infinito de primos

Prueba: La demostraciéon es por contradiccién: Si pq,...,p, fueran todos los primos, el ntimero
N = p1p2 - spn + 1 es un nuevo primo o tiene un divisor primo diferente de cada p;, i=1,2,...,n.
Si N es primo, N > p;, i =1,2,..,n y entonces serfa un nuevo primo, contradicciéon.. Si N
no es un nuevo primo, tiene un divisor primo p;, pero entonces como p;|(p1p2-spn + 1) y
pil(p1p2 - spn) = p;j|1 lo cual es imposible pues p; > 1.

¢Cuantos primos hay < x?. Ahora esta es la pregunta correcta. 77(x) denota la cantidad de
primos inferiores o iguales x. Por ejemplo, 77(5) = 71(6) = 3. Hasta el 2008, se conocen todos los
primos inferiores a x = 100000000000000000000000 = 10%*. Se tiene

7(10%%) = 1925320391606 803 968923.

También se conocen algunos primos fuera de éstos, por ejemplo 19249 - 213018586 4 1 eg yn primo
con 3918990 digitos; fue encontrado en el 2007 por Samuel Yates.

Una férmula (no muy eficiente) para 7t(n) es la formula de Legendre (ver la seccién 7.4.1),

Teorema 2.7 (Legendre).

Sean p1,pa,...,ps los primos < \/ﬁ, entonces

nn)=n -1+ n(vn)— Y In/pill + Y Iln/(pipj)l

1<i<s i<j

— Y In/(pipjp)ll + -+ + (=1)°ln/ (p1p2 - sps)]l-

i<j<k

Ejemplo 2.10 ~\

Calcular 77(100) con la férmula de Legendre.

Solucion: Los ingredientes son: n =100, +/100 = 10, los primos < 10 son {2,3,5,7} y
7t(v/100) = 4. Por tanto,
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7(100) = 100 —1+4 — (|[100/2] + [[100/3] + |[100/5]| + [100/7]))
+  (100/(2-3)] +[[100/(2-5)|| 4+ [[100/ (2 - 7) || + |[100/(3 - 5) ]| + [[100/ (3 - 7)
+  [1200/(5-7)]))
—  (|l100/(2-3-5)|| 4+ [[100/(2-3-7)] + [[100/(2-5-7) ] + 1100/ (3 -5 -7)]|)
+ [[100/(2-3-5-7)] = 25.
\_ Y,

2.3  Criba de Eratéstenes: Cémo colar nimeros primos.

Como vimos en el ejemplo 2.9, se requiere conocer una lista de primos para decidir si un ntmero
es primo o no. Este método para determinar la primalidad de un ndmero es conocido como
‘ensayo y error’ (‘trial division’). Es efectivo para nimeros pequefios pero no para nimeros
muy grandes. El problema es que la cantidad de ntimeros primos inferiores a /n es aproxi-
madamente /7n/In(y/n) (Teorema de los Numeros Primos), asi por ejemplo si tenemos un
namero a ~ 10%, para establecer si es primo o no, habria que probar con v1020/In(v/102) ~
4.34294 x 108 ntimeros primos..., es decir unos 434 millones de ntimeros. Aunque tuvieramos los
nimeros primos y un computador muy veloz, al sumar los tiempos que requiere cada divisién
obtendriamos meses o afios de calculo. Més adelante veremos otras pruebas de primalidad.

Actualmente, la manera mas eficiente de colar “primos pequefios”, es usar la criba! de Eratéstenes.
Este es un algoritmo que permite “colar” todos los nlimeros primos menores que un nimero
natural dado n, eliminando los nimeros compuestos de la lista {2,...,n}. Es simple y razonable-
mente eficiente mientras no haya problemas de almacenamiento (este es su punto débil).

Primero tomamos una lista de ntimeros {2,3,...,n} y eliminamos de la lista los multiplos de 2.
Luego tomamos el primer entero después de 2 que no fue borrado (el 3) y eliminamos de la
lista sus mdltiplos, y asi sucesivamente. Los nimeros que permanecen en la lista son los primos

{2,3,5,7,..}.

1Criba, tamiz y zaranda son sinénimos. Una criba es un herramienta que consiste de un cedazo usada para limpiar el
trigo u otras semillas, de impurezas. Esta accién de limpiar se le dice cribar o tamizar.
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Ejemplo 2.11 ~N

Primos menores que n
Lista inicial

—_
o

NN
o 00

O O
—_
o

Eliminar mdltiplos de 2
Resultado
Eliminar mdltiplos de 3
Resultado

\ J

NN NN N
@W W W W w
(SIS, NG, T ST
X0 ™ O

NN Ny O an

Primer refinamiento: Tachar solo los impares. Excepto el 2, los pares no son primos, asi que po-
driamos “tachar” solo sobre la lista de impares < :

{3,5,9,..,} = {21‘ +3: i=01,.. |[" - 3]] }

Para probar que esta lista efectivamente corresponde a los impares < n, observemos que el ul-
timo impar es n o n — 1. En cualquier caso, el dltimo impar es 2 - [["7_3] + 3 pues:

Sinesimpar, n=2k+1y [52] =k—1= 2(k—1)+3=n.
Sinespar, n=2ky [52] =k—-2 = 2(k—2)+3=2k—1=n-1.

Segundo refinamiento: Tachar de p? en adelante. En el paso k— ésimo hay que tachar los multip-
los del primo p, desde pf en adelante. Esto es asi pues en los pasos anteriores se ya se tacharon
31,5 PP, - P, Por ejemplo, cuando nos toca tachar los mdltiplos del primo 7, ya se han
eliminado los maltiplos de 2,3 y 5, es decir, ya se han eliminado 2-7,3-7,4-7,5-7 y 6-7. Por
eso iniciamos en 72.

Tercer refinamiento: Tachar mientras p? < n. En el paso k—ésimo hay que tachar los multiplos
del primo p, solo si pf < n. En otro caso, nos detenemos ahi. ;Porque?. En el paso k—ésimo
tachamos los multiplos del primo p, desde pf en adelante, asi que si pf > n ya no hay nada
que tachar.

HEe AR ) )

Encontrar los primos menores que 20. El proceso termina cuando el cuadrado del mayor
nuimero confirmado como primo es < 20.

a.) La lista inicial es {2,3,5,7,9,11,13,15,17,19}

b.) Como 32 < 20, tachamos los mdltiplos de 3 desde 3> = 9 en adelante:
{2,3,5,7,9,11,13,15,17,19}

¢.) Como 5% >20 el proceso termina aqui: Primos <20: {2,3,5,7,11,13,17,19}
_ J

2.3.1 Algoritmo e implementacion.

En este contexto, a/b denota divisién entera, es decir, a/b es el cociente de dividir a y b.
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a.) Como ya vimos, para colar los primos en el conjunto {2,3,..,n} solo consideramos los
impares:

{2043 : i=0,1,..[(n—3)/2]} ={3,5,7,9,..}

b.) Por cada primo p = 2i + 3 (tal que p? < 1), debemos eliminar los miiltiplos impares de p
menores que 71, a saber

(2k+1)p=(2k+1)(2i+3), k=i+1i+2,..

Si k =i+ 1 entonces el primer multiplo en ser eliminado es p? = (2i + 3)(2i + 3), como
debe ser.

Esto nos dice que para implementar el algoritmo solo necesitamos un arreglo (booleano) de
tamano || (n —3)/2]. En Java se pone “ (n-3) /2" y en VBA se pone “ (n-3)\2".

”

El arreglo lo llamamos EsPrimo[i], i=0,1,..., (n-3)/2.Cada entrada del arreglo “EsPrimo[1i]
indica si el nimero 2i + 3 es primo o no.

Por ejemplo

EsPrimo[0] = true pues n=2-0+3 =23 es primo,
EsPrimo[l] = true pues n=2-1+3=>5 es primo,
EsPrimo[2] = true pues n=2-2+3 =7 es primo,

EsPrimo[3] = false pues n=2-3+3 =9 no es primo.

Si el numero p =2i + 3 es primo entonces i = (p —3)/2 y
EsPrimo[ (p-3)/2] = true.

Si sabemos que p = 2i 4 3 es primo, debemos poner
EsPrimo[ ((2k+1) (2i+3) - 3)/2] = false

pues estas entradas representan a los multiplos (2k +1)(2i + 3) de p. Observe que cuando
i =0,1,2 tachamos los mdltiplos de 3,5 y 7; cuando i =3 entonces 2i +3 =9 pero en este
momento esPrimo[3]=false asi que proseguimos con i = 4, es decir, proseguimos tachando los
mdltiplos de 11.
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En resumen: Antes de empezar a tachar los mdltiplos de p = 2i +3 debemos preguntar si
esPrimo[i]=true.

Algoritmo 2.1: Criba de Eratéstenes
Datos: n€ IN, n >3
Salida: Primos entre 2 y n
méx= (n—3)/2;
boolean esPrimo[i], i=1,2,...,méax;
fori=1,2,..., mix do
L esPrimoli] =True;
i=0;
while (2i+3)(2i+3) <n do
k=i+1;
if esPrimo(i) then
while (2k+1)(2i +3) <n do
10 esPrimo[((2k + 1)(2i + 3) — 3) /2] =False;
L k=k+1;

W ON =

= R - N

12 i=i+1;

13 Imprimir;

14 Imprima 2, 3;

15 for j=1,2,...,mdx do

16 if esPrimo[j] =True then
L L Imprima 2j + 3

Nota: Es conveniente poner (2i 4 3) <n/(2i+ 3) en vez de (2i + 3)(2i + 3) < n, para no operar
con ntimeros innecesariamente grandes.

Hay variaciones de la criba de Eratéstenes muy eficientes ([15], [14],[20]). En la mayoria de las
referencias elementales sobre esta criba no se eliminan los pares posiblemente por mantener la
simplicidad y porque para estudios asintéticos no hay necesidad. La tabla que sigue muestra la
diferencia en tiempos de ejecucién (en segundos) en una implementacién en MATHEMATICA?

Tiempo en segundos (en MATHEMATICA.).

n Criba sin pares Criba con pares
80000 1.10807 4.30427
90000 1.40809 5.49234
100000 1.67611 6.64842

Implementacion en VBA Excel. El c6digo que sigue hace la lectura de datos en un cuaderno
como el que sigue. n se lee en la celda B7 y el nlimero de columnas, para imprimir en formato
de tabla, se lee en la columna C7. Se imprime desde la celda B9. La macro Eratostenes (n, 9,

2Esta implementacién en MATHEMATICA se espera que sea lenta porque es un lenguaje interpretado.
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2, CantidadColumnas) criba los primos e imprime. En este cuaderno la macro se ejecuta desde
un botén (el cual se agrega desde la ‘ficha del programador’).

[Descargar]
A B C D E F G

Criba de Eratdstenes er codigo con Att - F11)

a
5

6 | Primos = n # columnas Colar Primos

7 100 6

8

9 2 3 5 7 1 13
10 17 19 23 29 31 37
1 a1 43 47 53 59 61
12 67 71 73 79 83 89

Option Explicit
Public CantidadColumnasAnt As Integer
"Principal: Lectura de datos y llamada a la macro
Private Sub CommandButtonl Click ()
Dim n, CantidadColumnas

n = Cells(7, 2) "Lee n en celda B7
CantidadColumnas = Cells (7, 3) ’'Lee la cantidad de columnas en C7
If n < 2 Then
MsgBox ("El n\’umero digitado debe ser un n\’umero natural mayor
que 3")
Call LimpiaCeldas (9, 2, CantidadColumnas)
ElseIf CantidadColumnas < 0 Or CantidadColumnas > 60000 Then
MsgBox ("El n\’umero de columnas debe ser mayor a 0 y menor a 60

000")
Call LimpiaCeldas (9, 2, CantidadColumnasAnt)
Else
Call Eratostenes(n, 9, 2, CantidadColumnas)
End If
End Sub

Sub Eratostenes(n, fil, col, Optional CantidadColumnas As Variant)
Dim i, j, k, pos, 1
Dim max As Integer

Dim esPrimo () As Boolean

If CantidadColumnas = "" Or CantidadColumnas = 0 Then
CantidadColumnas = 10

End If

Call LimpiaCeldas(fil, col, CantidadColumnasAnt) ’'Limpia celdas
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CantidadColumnasAnt = CantidadColumnas

max = (n - 3) \ 2
ReDim esPrimo (max + 1)

For i = 0 To max
esPrimo (i) = True
Next i

j=0
While (2 * j + 3) <= n\(2 * j + 3)
k=3+1
If esPrimo(j) Then
While (2 * k + 1) * (2 * j + 3) <= n
pos = ((2 » k + 1) » (2 » jJ + 3) - 3) \ 2

esPrimo (pos) = False
k =k + 1
Wend
End If
j=3+1

Wend

Cells (fil, col) = 2

If CantidadColumnas = 1 Then
Cells(fil + 1, col) = 3 : k=2 : j=0
ElseIf CantidadColumnas = 2 Then
Cells(fil, col + 1) = 3 : k=1 : j=0

Else

Cells(fil, col + 1) = 3 : k=0 : j=2
End If
For i = 1 To max

If esPrimo(i) Then
Cells(fil + k, col + j) =2 » i + 3
If CantidadColumnas <> 1 Then
k =k + j \ (CantidadColumnas - 1)
i=3+1

j = j Mod CantidadColumnas
Else
k =k +1
End If
End If
Next i
End Sub

Private Sub LimpiaCeldas(fil, col, nc)
Dim k, j
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k=0

While LenB(Cells(fil + k, col)) <> 0
For j = 0 To nc

Cells(fil + k, col + j) = ""

Next j
k=k +1

Wend

End Sub

2.4 Maximo comiin divisor

Si a,b son enteros no ambos nulos, entonces d es un divisor comtn de a y b si d|a y d|b.
Denotamos con D, al conjunto de divisores de a y con Dy el conjunto de divisores de b. Estos
conjuntos no son vacios pues al menos 1 € D, y 1 € D;. El mdximo comun divisor comdn de a
y b es el mas grande entero positivo del conjunto D, N Dy,

Como D_3={-3,-1,1,3} y Dg = {£6,£3,42,+1}, entonces D, N D, ={-3,3,—1,1}.
Por tanto, el méximo comin divisor de 3 y 6 es 3.

Antes de continuar, una pregunta: ;porqué 4 y b no pueden ser ambos nulos?

Una definicién mds técnica y apropiada para el desarrollo tedrica es,

Definicién 2.3 (Mdximo Comun Divisor).

Sean 4, b enteros con al menos uno de los dos diferente de cero. El méximo comun divisor de a
y b, denotado mcd (a,b), es el entero positivo d que satisface:

a) dlayd|b
b.) Si c|a y c|b, entonces c|d

Si med(a,b) =1 se dice que a y b son relativamente primos o simplemente “coprimos”.

Ejemplo 2.14

med (3,6) = med (—3,6) = med (3,—6) = 3.

Ahora establecemos algunas propiedades ttiles. Otras propiedades serdn enunciadas mds ade-
lante, cuando tengamos mds herramientas para hacer las pruebas.
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Sean a,b € Z, no ambos nulos.
a.) mcd (a,0) =|a| si a #0
b.) mcd (a,b) = med (|a, |b])
¢) Si d = mcd (a,b), entonces med (a/d, b/d) =1

d.) Si d = mcd(a,b), entonces med (a,b —na)=d con n € Z
Prueba: : Para probar a.) sea d = mcd (4,0). Como |a||a y |a||0, entonces |a||d. Pero d||a| =
d<l|a|l. .. d=|al

Para probar b.) sea d = mcd(a,b) y di = mced(]al,|b]). Como d|a A d|b = d||a| A d||b] =
d|dy. Ahora como di||a| A di||b| = di|a A d1|b = dq|d. .. d =d; por ser ambos positivos.

Para probar c.), sea d’ = mcd(a/d, b/d), entonces hay enteros k,k' tales que a/d =kd y
b/d =k'd". Por tanto, a = dkd' y b =dk'd’, es decir, dd'|a A dd'|b —> dd' < d por defini-
cién; entonces d’ es un entero positivo <1, es decir, d' = 1.

Para probar d.), sea d; = mcd(a,b — na). Como d|a A d|b = d|(b— na) por el teorema 2.1 a.).

Entonces d <dq. Como dy|a = dq|na. Asi di|na A dq|(b—na) = di|b por el teorema 2.1 b.).
Entonces dy <d. ... d=d,

Nota. El orden importa. En el ejercicio 2.9 se pide dar un par de ejemplos que muestren que en
general, si d = mcd (a,b), entonces d # mcd (a,a —nb) con n € Z

e ZE ) )

Muestre que si p es primo, med (4,p) =p o med (a,p) = 1.

Solucion: Si d = mcd (a,p), en particular d|p, por tanto, como p es primo, d=1V d =p.
\ J

Ejemplo 2.16 N\

Muestre que si n > 1, p es primo y p|(n? + 1), entonces med (p,n) = 1.

Solucién: med (p,n) =1 V mcd (p,n) = p. Si mcd (p,n) = p entonces p|n = p|n® y
como p|(n® + 1) entonces p|1; contradiccién. ... mecd (p,n) = 1.

\ J



https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

EJERCICIOS (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/). 29

Sea d = med (a,b). Si a=kd y b=Kk'd, entonces med (k, k') = 1.

Solucion: El teorema 2.8 ¢.) dice que mcd (a/d, b/d) =1, es decir, mcd (k, k') = 1.

En la préctica necesitamos calcular el maximo comun divisor de varios ntiimeros. Esto no es
problema, el siguiente teorema nos dice que el méximo comun divisor de varios nimeros se
puede calcular de la misma manera en la que sumamos: De dos en dos.

Sean ay,ay,..,a, € Z", n > 3. Entonces mcd (ay,ay,...,a,) = med (a1, med (ay, ..., a,)).

Prueba: Sea d = med (a1,az, ...,a,) y d1 = med (ay,d3) con dy = med (ay, ..., a,). Como d|ay, d|ay, ..., d|ay,
entonces d|d, y por tanto d|d;. Como di|ay y dq|dy entonces dq|ay, Adq|ay,...,d1|a, (por transi-
tividad). Por tanto dq|d .. d =d;.

Corolario 2.3 Sean ay,...,a, € Z no todos nulos, si

med (a1,a2) = do,
med (dz,a3) = ds, = d, = med (ay,...,an).

mCd (dnfl,an) = d}’l/

Ejemplo 2.18

mcd (3,6,12) = med (med (3,6),12) = med (3,12) = 3.

2.5 Algoritmo de Euclides I.

El algoritmo de Euclides se basa en la aplicacién sucesiva del siguiente lema

Sean a,b,q,r € Z tales que a =bg+r con b >0y 0 <r <b. Entonces med (a,b) = med (b,7).

Prueba: Segun el teorema 2.8 d.), med (b,a) = med (b,a — bg) = med (b,7)
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Este resultado lo podemos usar para obtener un algoritmo para calcular el maximo comun
divisor de dos ntiimeros.

Algoritmo de Euclides. Sean a y b ntimeros naturales, b # 0. Aplicando el teorema de la
divisién se obtiene una sucesion finita a, rog = b,rq,72,...,74, 0 definida por
a = roq1+ry, 0<n<nr
ro = 1142 +r12, 0<rn<n
1 = rq3+r3, 0<r3<r
fn—2 = Ty_1q9n +Tn, 0<r,<ry_1
Tne1 = Tufpy1 +0 741 =0.
El tltimo término es r, = mcd (a,b).

Correctitud del algoritmo. Aplicando el teorema de la division obtenemos una sucesién decre-
ciente de residuos 0 <... <1y <ry_q <..<r <rg=>b. Lasucesion es finita pues entre 0 y 79 #0
solo puede haber un nimero finito de enteros. Por tanto algtn residuo debe ser cero (sino, se
podria aplicar el teorema de la divisién indefinidamente y tendriamos una sucesién infinita de
enteros entre 0 y b, lo cual es imposible.) Si b|a, entonces r; =0 y ry seria el minimo residuo
positivo. En general, debe haber un residuo minimo 7, >0y 7,41 =0

De acuerdo al lema (2.1) tenemos que

med (a,b) = mcd

= mcd

a—roq,70)
r1,70)

11,70 — 1142)
r1,12)

1 —12q2,12)

r3,12)

= mcd
= med

= mcd

o~~~ o~ o~ o~ o~

= mcd

= med(r,_1,m)

= mecd(ry,0) = 1y

Ejemplo 2.19

Vamos a aplicar el algoritmo de Euclides para calcular med (8,2) y med (78,32).
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a.) med (8,2) = 2. En efecto; b.) mcd (78,32) = 2. En efecto;
78 = 32.-2+14
§ = 2.4+0 8 = 5224
Asi, =21y r=0. P= ek
14 = 43+@
4 = 2240
\ J

2.5.1 Algoritmo e implementacion.

Recordemos que mod(a,b) denota el resto de la divisiéon de a por b. En este algoritmo, en cada
paso r = mod (r,41,7,) donde r,,1 = ¢ es el dividendo actual y r, =d es el divisor actual.
Luego se actualiza r,,11 =d y d =r. El proceso contintia mientras d no se anule.

Algoritmo 2.2: Maximo comtn divisor
Datos: a,be Z. b#0
Salida: mcd (a,b)

1 ¢c=|a|, d=1b|;
2 while d #0 do

3 r=mod(c,d);
4 c=d;

5 d=r;

(=)}

return mcd (a,b) = |c|;

Implementacién en VBA Excel.

Function mcd(a, b)
Dim ¢ As Long, d As Long, r As Long 'max = 2 147 483 647

c = Abs(a)
d = Abs(b)
While d <> 0
r = ¢c Mod d 'residuo entre (c,d)
c=d
d=r
Wend

mcd = Abs (c)
End Function

Para calcular el mcd de una lista de enteros que estan en una columna de una hoja de Excel, se
puede seleccionar la lista con el ratén y convertir la lista a un vector de enteros. Luego aplicamos
el algoritmo.

Private Sub mcdLista ()

Dim n, i
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Dim Rango As Range
Dim Lista() As Long
’Seleccionar rango y convertir a Array
Set Rango = Selection
n = Rango.Rows.Count 'Solo filas
If n <= 1 Then
MsgBox ("Debe seleccionar 2 o m\’as enteros")
Exit Sub
End If
ReDim Lista (n)
For i = 1 To n 'Arreglos inician en cero, rangos en 1
Lista(i) = Rango(i, 1)
Next i
Cells (7, 6) = mecd Lista(Lista)
End Sub
"Los arreglos se pasan solo por referencia
Function mcd _Lista (ByRef L() As Long) ’'ByRef = por referencia
Dim ¢ As Long

Dim i, n
c=0
n = UBound (L) 'tamano del arreglo

For i =1 Ton
If c 0 Then
c med(c, L(i))
Else
c
End If
Next i
mcd_Lista = Abs(c)
End Function

Abs(c) * Abs(L(i)) / med(c, L(i))

2.6 Algoritmo Extendido de Euclides.

El siguiente teorema establece la llamada “Identidad de Etienne Bezout” aunque el resultado lo
descubri6 primero el francés Claude Gaspard Bachet de Méziriac (1581-1638).

Teorema 2.10 (Identidad de Bézout).

Si a,b son dos enteros no ambos cero, existen s,t € Z (posiblemente no tinicos) tales que

sa + tb = mced (a,b)

Prueba: Sea A el conjunto de combinaciones lineales enterasde a y b, A={ua + vb : u,ve Z}.
Este conjunto tiene niimeros positivos, negativos y el cero. Sea m =ax + by el mas pequeiio
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entero positivo en A.

¢m divide a a y a b?. Mmmmm, supongamos que a = mq +r con 0 <r < m. Entonces,

0<r=a—mq=a—(ax + by)g = (1 —gx)a+ (—qy)b
Asi, r es una combinacién lineal de a y b, es decir, r € A. Pero 0 <r < m, asi que la tnica

posibilidad es que r =0 por ser m el minimo entero positivo en A.

Luego, a = mq y m|a. De manera andloga podemos establecer que m|b. Sea d = mcd (a,b).
Como m es comun divisor de a y b, entonces d > m. Pero, como a =kid y b = kyd entonces
m = ax + by = (xk1 + ykp)d > 0, por lo tanto m > d. Asi que m =d.

Los siguientes corolarios son sumamente ttiles,

Corolario 2.4 El mcd (a,b) es el mds pequefio entero positivo de la forma sa + tb; s,t € Z. En particu-
lar, med (a,b) =1 siy sélo si existen x,y € Z tal que ax +by =1

Prueba: Ejercicio.

Corolario 2.5 Si albc y mced (a,b) =1 entonces alc.

Prueba: Como med (a,b) =1, existen x,y € Z tal que xa + by = 1. Multiplicando por ¢ a ambos
lados,
acx +bcy =c

Como alac y albc entonces a|(acx + bey).  ..alc.

Ejemplo 2.20 ~N

. . o n+2
Si n es entero positivo, verifique que

es irreducible.
+1

Solucion: Si n >0, n+2— (n+1) =1; entonces, segtin el corolario (2.4), med (n+2,n+
=1k
\_ J

Calcular t y s. La ecuacion sa + tb = med (a,b) no tiene solucién tnica para s,t enteros. Se
puede obtener una solucién despejando los residuos, en el algoritmo de Euclides, y haciendo
una sustitucién hacia atrés.

Consideremos la sucesién rq,r9,...,7, del algoritmo de Euclides. Todos estos residuos son una
combinacién lineal entera de a y b: En efecto, como ry =a —bqg y b =r1g41 + r2 entonces
es combinacién lineal de a y b. Como r; y rp son combinaciones lineales de a y b y como
r1 = rag2 + r3 entonces r3 es combinacién lineal de a y b. Continuando de esta manera, como
i1 ¥ ri—p son combinaciones lineales de a y b y como r;_, =r;_192 +1; (i =2,...,n), entonces
1y es combinacién lineal (minima) de a y b.
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gt )

mcd (78,32) = 2. De acuerdo a la identidad d Bézout, existen s,t € Z tal que
s-78 + t-32 = 2. En este caso, una posibilidad es 7-78 — 17-32 = 2, es decir s =7 y
i = =17

s y t se pueden obtener asi: Primero despejamos los residuos en el algoritmo de
Euclides de abajo hacia arriba, iniciando con el maximo comtun divisor. Luego hacemos
sustitucion hacia atrés, sustituyendo las expresiones de los residuos. En cada paso se ha
subrayado el residuo que se sustituye

2 = 14—4-3
78 = 32.2+14 — 14 = 78-32.2 = 14— (32-14-2)3
2 = U-2+4 — 4 = 2-14-2 1 _ = 14-7-32-3
4 = 4342 — 2 = 14—-4-3 1 = (78-32-2)7-32-3
4 = 2.240 = 7 78+ 1732
I
\ Wy,

AHEn 2 ) \

Calcular s,t € Z tal que s- —8 + t-22 = mcd (—8,22).
Solucion:
Calcular mcd (—8,22) Célculo de s y ¢
-8 = —1-22+14 B
22 = 1-14+438 2= 86
= 8- (14-8)
14 = 1-8+6 e w
2 - ;gig = 8.2 (-8+22)
B = 8-3-22
= —8.-3+-1.2
s=-3y t=-1
\ J

2.6.1 Algoritmo e implementacion.

En este contexto, a/b denota el cociente de dividir a por b. El agoritmo implementa la sustitu-
cién hacia atrds que vimos antes.
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Algoritmo 2.3: Algoritmo Extendido de Euclides

Datos: a4, b enteros no ambos nulos
Salida: med (a,b), t y s

1 c=lal,d=b|;
2 ¢1=1,d1=0;
3 C2:O,d2:1;
4 while d#0 do
qg=c/d, r=c—qd,
ri=c1—qdy, r2=cy—qda,
c=d, c1 =dy, c2 =do,
5 dZ?‘, d1:71, d2:7‘2,

6 return mcd (a,b) = |c|, s=rc1/sgn(a)-sgn(c), t =cy/sgn(b)-sgn(c);

1 si x>0

Recordemos que sgn(x) = { 1 s x<0 -

Validez del algoritmo. La validez de este algoritmo se establece probando que en todo el ciclo
While, se tiene

c1lal +c2|b| 2.1)
dy |a| +dy |b|

U0
Il

Al final, cuando d =0, obtenemos s y t usando los datos en (2.1).

Como |x| = x/sgn(x) = x - sgn(x), entonces

_ €1 C2
|C| - Sgl’l(C) ‘a’ + sgn(c) |b|
— 1 a4t c2 b

sgn(c) - sgn(a) sgn(c) - sgn(b)

s t

Implementacion en VBA Excel. Primero debemos implementar una funcién signo acorde con
nuestra definicién. Luego implementamos el algoritmo tal cudl.

[Descargar]
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A B G D E F G H 1

Ml Algoritmo Extendido de Euclides

Objetivo:  Encontrar s, t enteros (no Unicos) tales que, dados a y b enteros, sa + tb = mcd(a,b)

w N ;s W N

Option Explicit

Private Sub Calcular Click()
Dim a, b
Dim vector () As Long
a = Cells(8, 2) : b = Cells(8, 3)
vector = EuclidesExtendido(a, b)
Cells (8, 4) = vector(l) : Cells(8, 5) = vector(2) : Cells(8, 6) =

vector (3)

End Sub

Function signo (x)
If x < 0 Then

signo = -1
Else signo =1
End If

End Function
Dim mcdst () As Long
Dim ¢, e¢l1, ¢c2, d, d1, d2, q, r, rl, r2
ReDim mcdst (3)

Function EuclidesExtendido(a, b) As Long()

c = Abs(a) : d = Abs (b)
cl =1 : c2 0
dl =0 :d2 =1
While d <> 0
g=c\d
r = c - gxd
rl = cl - gxdl
r2 = c2 - g*d2
c=d:cl=dl : c2 = d2
r

d = dl = rl : d2 = r2
Wend
mcdst (1) = Abs (c) "med (a, b)
mcdst (2) = ¢l x signo(a) * signo(c) ’'s
mcdst (3) = c2 "t

EuclidesExtendido= mcdst ()
End Function

2.7 Ecuaciones Diofanticas lineales.
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Consideremos el problema de resolver ax 4 by = ¢ en enteros. Aqui 4,b,c son dados y se debe
determinar x,y € Z. Las condiciones de existencia de soluciones y el método para obtenerlas se
basa en el algoritmo extendido de Euclides.

Ejemplo 2.23 ~N

Consideremos la ecuaciones en enteros 2x + 3y =2 y 6x — 3y =1 Gréficamente, las solu-
ciones enteras corresponden a los pares (x,y) € Z x Z contenidos en la representacién
gréfica de cada recta.

En el caso de 2x +3y = 2, en la figura (2.1), se puede observar que
(=5,4), (—2,2), (1,0), (4,—2), (7,—4) son algunas soluciones. En el caso de la recta
6x — 3y =1, no se observan soluciones; ;tendra alguna?

Figura 2.1. Algunas soluciones enteras de la ecuacién 2x + 3y = 2.

Teorema 2.11

La ecuacién dioféntica lineal ax + by = ¢ tiene soluciones x,y € Z siy s6lo si med (a,b)|c

Prueba: Sea d = med (a,b)

“=>":Si existen x,y € Z tal que ¢ = ax + ay, entonces d|c pues d|a y d|b.

“4=":Si d|c entones ¢ = kd. Como podemos determinar, usando el algoritmo extendido de Eu-
clides, s,t € Z tal que d = sa+ tb, entonces ¢ = kd = (ks)a + (kt)b y una solucién de la ecuacion
diofantica lineal serfa x = ks y y = kt.

Ejemplo 2.24

La ecuacion en enteros 2x + 3y = 2 tiene solucion pues med (2,3) =1 y 1|2. La ecuacién
en enteros 6x — 3y = 1 no tiene soluciones enteras pues mcd (6,3) =3 y 311.
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Ejemplo 2.25 ~N

Calcule una solucién para la ecuacién en enteros —8x + 22y = 20

Solucion: En el ejemplo (2.21) encontramos que 2 = mecd (—8,22) y que 2= -3 —8 +
—1-22. Ahora, como 20=2-10,

2=-3--8+-1-22 = 20=-30-—-8+ —10-22.

Asi, una solucién de la ecuacion diofantica es x = —30 A y = —10.

. J

Solucion general. La solucién general se establece al estilo de las ecuaciones diferenciales y el
algebra lineal: Primero se busca la soluciéon de la ecuacién homogénea ax 4 by =0 y la solucién
general de la ecuacién ax + by = ¢ se expresa usando esta solucién.

Teorema 2.12

Sea d = mcd (a,b). Las soluiones de la ecuacién diofantica lineal homogénea ax + by =0 son de
la forma,

x:at, y:—%tcontez.

a b . . .
Prueba: Claramente 7Y 5 son enteros. Sustituyendo directamente x e y se observa que efecti-

vamente son soluciones de la ecuacion homoégenea para cualquier t € Z.

Ahora hay que mostrar que cualquier otra solucién x,y € Z tiene esa forma. Sea a =kd y
b=kKd. ax+by=0 = ax = —by = kx = —k'y. Esto ultimo dice que k|(—k'y). Ahora
a

como mcd (k,k") =1, entonces por el corolario 2.5, k|(—y). Por tanto y = — 7

t =t teZ.
y x i €

Teorema 2.13

Sea d = mcd (a,b). Sila ecuacién dioféntica lineal ax + by = ¢ tiene una solucién x = xg, y = yo,

. b a
entonces la solucién general es x = xo+ 5 t, y=yo — 5t con t € Z.

d d
Prueba: Sean x = xp, ¥ = yp, solucién de ax + by = c. Tenemos,
ax+by=c Fcuacion homogénea x—xg=(b/d)t = x=x0+ (b/d)t
= a(x—x0) +b(y—y) =0 =
axo +byo =c y—yo=(-a/d)t = y=yo—(a/d)t

Ejemplo 2.26

Consideremos la ecuacién en enteros 2x + 3y = 2. Como una solucién particular es
(x0,40) = (1,0), entonces la solucién general es x =1+3t, y=0—2¢, t € Z.
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21 + 3y = 2 A —
-4 -11 8
-3 -8 6
-2 =5 4
-1 -2 2
0 1 0
1 4 -2
2 7 —4
8 10 -6
4 13 -8
Figura 2.2. Soluciones enteras de la ecuacién -S
2x +3y = 2.

\.

2.8 Teorema fundamental de la aritmética

Antes de enunciar el teorema fundamental de la aritmética, veamos un ejemplo muy familiar

Podemos factorizar 36 como un producto de primos: En cada paso buscamos el divisor
primo mas pequefio:

36 = 2-18
= 2.2-9
= 2:2:808

El método que usamos es el procedimiento usual de la escuela. Obtener la factorizacién
prima de un niimero n dividiendo por los primos <

%6 Il

18 | 2 42 | 2
2 36=22.32 1|2 84=22.3.7
3 7 3

1 3 1 7
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Lema 2.2 (Lema de Euclides).

Si p es primo y p|ab entonces pla o p|b.

Prueba: Supongamos que plab pero p{a. En este caso med (p,a) =1 por ser p primo (el tnico
factor en comun seria p o 1), entonces por el corolario 2.5, concluimos que p|b.

Teorema 2.14 (Fundamental de la aritmética).

Todo nimero natural compuesto 7 > 1 se puede factorizar de manera tinica como

— PP p
o p11p22 'Spkk
donde py,...,pn son primos distintos y B,...,B, son enteros positivos. Esta factorizaciéon se
llama Ia factorizacion prima de n.

Prueba: La prueba se hace por induccién completa. El resultado es cierto para n = 2. Supon-
gamos ahora que el resultado es cierto para n = 3,4,...,.k. Hay que probar que es cierto para
k+1. Si k+1 es primo, listo. Si k+ 1 es compuesto, entonces existen a,b€ Z,1 <a<b<k+1,
tal que k +1 = ab. Pero, por hipétesis de induccién a y b factorizan como producto de primos,
asi que k 41 también factoriza como producto de primos, a saber, los factores de a y b.

Unicidad: La prueba es por contradiccién. Supongamos que #n = riry - sty = 4142 - 54, donde
todos los r/s y los q;s son primos, 11 <12 < ... <71y, vy 91 <2 < ... <gyp. Si cancelamos los primos
iguales que hay en ambos lados nos queda

riTiy - Sti, = qj,4j, - $q;,, (todos distintos)

entonces
ril (7’1'2 : Srin) = q]l q]Z ' qum’

es decir, r; divide a g4, - sq;,,, entonces por el lema de Euclides, r;; divide a algtn g;,, por
tanto r;, =g;, : Contradiccién pues los asumimos distintos.

Nota: Observe que el niimero 1 no es ni primo ni compuesto. Esto garantiza la unicidad de la

factorizacion.

Maximo comlin divisor y Minimo comun Mdltiplo.

Definicién 2.4

Si a,b € Z* entonces el minimo comiin miiltiplo de a y b es el mas pequefio entero m > 0 tal
que a|m y b|m. Se escribe mem (a,b) =m

Para el teorema que sigue necesitamos aclarar la notacién. Necesitamos que dos nimeros ten-
gan los mismos factores primos en una factorizacién por conveniencia; lo que hacemos es que
completamos con potencias pg. Por ejemplo, si
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a=2%.3%.74.192

b=2-32-112,
entonces la factorizacién por conveniencia seria

g=22.3%.74..119.192

b=2-32.70.112.199,

Teorema 2.15

Si a,b son enteros positivos, supongamos que

k
a=I1pi" 220
i=1

k
b=[]p", Bi>0
i=1

Donde «; y B; podrian ser cero con el propésito de completar la factorizacién prima de a con
los primos de la factorizacion prima de b y viceversa (se completan con potencias py). Entonces,

k
med (a,b) =] [p), vi=min {a; B}, i=1,..k
i=1

k
mcm (a,b) = pri, 6 =max{w;, B}, i=1,..k
i=1
En particular med (a,b) mem (a,b) = ab, es decir

ab

mcm (ﬂ,b) = m

Prueba: Ejercicio.

Aunque para nameros pequenos, el método de la factorizacion prima sirve para calcular med (1, m)
y el mem (n,m), en general, es computacionalmente ineficiente, por el costo de obtener esta fac-
torizacién. Un algoritmo mds adecuado estd basado en el teorema (2.5).

Ejemplo 2.28

A partir de la factorizaciéon prima de dos nimeros a,b podemos calcular el med (a,b) y
el mem (a,b).
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36| 84 |
18 | 2 42 | 2
9 |2 36=22.32.7° 21 |2 84=22.3.7
3 3 7 3
1 3 1 7
Luego, mcd (36,84) =22-3.70 =12 y el mcm (36,84) =22 -32.7 =252,
\. y,
Ejemplo 2.29 (Suma de fracciones). ~\
5 7 3
Realizar 1 =+ —=4-.
ealizar la suma 36+84+4
Solucién: Como mcm (36,84,4) = 252, entonces
5,7,3 _ 75,37 63
36 84 4 252 252 252
245 35
To252 36
\_ v,

Para el minimo comtin miltiplo de una lista de nlimeros tenemos un teorema similar al teorema
del maximo comun divisor.

Teorema 2.16

mem (41,43, ...,4,) = mem (a1, mem (ay, ..., d,) ).

Prueba: Ejercicio.
En la seccién que trata sobre el “teorema chino del resto” vamos a necesitar los dos corolarios
que siguen y, en su momento, haremos referencia a ellos.
Corolario 2.6 Si mq,my,...,my son primos relativos dos a dos, entonces
mem (mq,my, ..., My) = my - My - SM.

Prueba: Ejercicio.

Corolario 2.7 Si my,my,...my, a € Z+ ysi mila, i=1,2,..., k; entonces
mem (mq,my, ..., my)|a.

Prueba: Por induccién completa.
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La afirmacioén es claramente correcta para k=1 y k=2. Asumamos que es correcta para 1,2, ...,t.
Ahora, supongamos que m;|a,i =1,2,...,t,t +1 entonces mcd (mq,my,...,m¢)|a por la hipéte-
sis de induccién y m; 1|a, pero entonces los dos numeros med (my,my,...,m;) y mpyq divi-
den a, asi que la hipétesis de induccion nos dice que med (med (my,my, ..., mi),mpiq)la, ie.
mem (my,my, ..., My )|a por el teorema (2.16).

Ejemplo 2.30

El entero 290290 es divisible por 10, 77, y 13. Como mcd (10,77) =1, med (10,13) =1
y med (77,13) = 1; entonces mem (10,77,13) =10-77 - 13 = 10010 y 10010 |290290.

Ejemplo 2.31 ~\

Muestre que si p =4k + 1y p =3k’ +1 entonces hay un k" € Z tal que p =12k" +1

Solucion: Como med(4,3) =1, 4/(p —1) y 3|(p — 1), entonces mem (3,4) =12 y
12|(p — 1), es decir, hay un k" € Z tal que p — 1 =12k".

\ J

EJERCICIOS

2.8 Muestre que los divisores de n ocurren en pares, es decir, si d|n con n = kd, entonces k|n.
2.9 De un par de ejemplos que muestren que en general, si d = mcd (a,b), entonces d #
med (a,a —nb) conne€ Z

2.10 Muestre que med (ab,m)|med (a,m)med (b,m) (Use Id. Bezout).

2,11 Muestre que mcd (a,b) =1 entonces med (a,m)med (b,m) = med (ab, m)

212 Probar el corolario 2.4.

2.13 Muestre que si med (a,b) =1 y si med (a,c) =1,

2.14 Muestre que si med (a3,m) =1, med (ag,m) =1, ... ,med (ag,m) =1 entonces med (a7 -
ag - sag, m) = 1.

2.15 Muestre, usando la identidad de Bezout, que si mcd (a,b) =d y si a=kid y b =kpd,

entonces med (kq,ky) =1

2.16 Muestre que si d = mcd (a,b) y si ra+sb=d, entonces med (r,s) = 1.
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2.17 Muestre que si am + bn = h entonces mcd (a,b)|h
2.18 Muestre que la ecuacién diofantica ax + by = h tiene solucién solo si mcd (a,b)|h
219 Resuelva la ecuacién diofantica 24 = 365x + 1876y

2.20 Sea p un ntmero primo. Determinar todos los enterosk € Z tales que \/k? —kp es natu-
ral. Ayuda: Si p> =ab = (a=p Ab=p) V (a=p> ANb=1)

221 Sean qy,...,qn Y p;i todos ntimeros primos distintos. Use induccién matematica para pro-
bar que si p;[q192 - sq» entonces p; =g; para algin j € 1,2,...,n.

2.22 Sea p primo, si pla" = pla

2.23 Muestre que si p es primo, entonces {/p no es racional. Ayuda: Por contradiccién,
suponga {/p =a/b con mcd(a,b) =1.

2.24 Sean mcd(a,b) =1y p primo, entonces p{ med (a”,b").
2.25 Muestre que si med (a,p) =1 con p primo, entonces med (a,p°) =1, con s > 0.

2.26 Sean m y n son primos relativos. Muestre que si mn = a*, k > 0; entonces existe x,y € Z
tal que m = x* y n = y*. Ayuda: Use la descomposicién en factores primos de cada uno de los
numeros.

2.27 Consideremos la descomposicién prima n = [Tfp{’. ymem (p{', ..., pk) =n?

2.28 Supongamos que los enteros m y n son primos relativos. Muestre que si d|mn, entonces
3b,c¢ tnicos tal que d = bc con b|m y c|n.

2.29 Si4|p—3y 3|p—1, muestre que 12|p + 1.

230 Sea n>1y p el més pequeiio divisor primo de n. Muestre que med(n, p —1) =1

2.31 Encuentre tres numeros a,b,c tal que med (a,b,c) =1 pero que med (a,b) #1, med (a,c) #
1, med (b,c) # 1.

2.32 Probar que dos enteros consecutivos son primos relativos

2.33 Probar que si med (a,b) = mem (a,b) = a =b.

2.34 Muestre que mced (mg, g) =g si g€ IN.

235 Siabe NN, ysialb calcule med(a,b) y mem (a,b).

2.36 Muestre que (Jx, y€ Z talque x+y=s A med(x,y) =g) < g|s, g€ Z" Ayuda:
Una implicacién es directa por Bezout, la otra requiere descomponer kg = (k—1)g+ ¢
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a c
-+ =

2.37 Mostrar que si mcd (a,b) = med(c,d) =1 y si b T3

€ Z entonces |b| = |d|. Ayuda: Si
plgc y med(p,q) =1, entonces plc.

2.38 Mostrar que mcd (a, b) = med (a, b, ax + by) con x,y € Z

2.39 Muestre que med (a,a+2)=1 6 2
240 Sea p; el i—ésimo primo y sea N = p1p; - sp,—1 + 1. Muestre que N > pj,.
241 Sean m,a,b € Z. Muestre que mcd (ma, mb) = |m|mced (a,b)

242 Sea mcd (a,b) = 1. Muestre que si d = med (a+b,a — b) entonces d =1 o0 d =2.
Sea med (a,b) =1y d = mcd (a+2b,2a +b). Muestre que d|3a y d|3b y por tanto, d =1 0 d =3.

1 1 1
2.43 Muestre que paratodone€ N, n>1, A=1+ 5 + 3 + ..+ - Tnoes entero

2.44 Mostrar que si d|(n>+1) y d|((n+1)? + 1) para algtin entero 1, entonces d =1 d =5.
2.45 Probar que la fraccién (21n + 4)/(14n + 3) es irreducible para cualquier n € Z

246 Sea N=2F -1,

a) Probar que 2% —1= (27 —1)(142% + 227 4-2% 1 .5 4+ 2(b=1)a)  Ayuda: Usar la identidad
1— xk+1

1+x+x2+x3+~s+xk:ﬁ, x#1, ke N.

b) Muestre que si N es primo, entonces p es primo.

2.47 Considere los ntimeros de Euler: T, =22" +1 con n € N.
a) Muestre que 22 1= T2 | —2T, 1
b) Muestre, usando a), que T, —2 =T, _1T,_2 - sTj
c) Muestre que si m >n, med (T, Tp) =1

2.48 Sea n entero positivo y S un conjunto con 7+ 1 elementos distintos tomados del conjunto
{1,2,...,2n}. Muestre que hay al menos dos elementos en S primos relativos

249 n > 2. Supongamos que tomamos 1 + 1 enteros al azar. Muestre que hay dos elementos
tal que su diferencia es divisible por n. Ayuda: usar le principio del palomar y el algoritmo de
la divisién: n + 1 enteros producen # + 1 restos, pero dividir por #n solo produce n restos...

2.50 Mostrar que hay un ndmero infinito de primos de la forma 4n + 3.
Ayuda: Asuma que solo hay k primos de esa forma y considere el nimero N =4pp; - spx + 3.


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

EJERCICIOS (https:/tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/).

46

Ultima version actualizada y comprimido con los ejemplos de este libro:

https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/Libros/
http://www.matematicainteractivacr.com/

Esta version: Marzo, 2014.



https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/
https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/Libros/
http://www.matematicainteractivacr.com/

(https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/).

47

2 1

29
CONGRUENCIAS

3.1 Congruencias médulo m

Recordemos que estabamos usando ‘v = rem(a, m)’ para indicar el resto (en el teorema de
la divisién) de dividir a por m. Dos nameros “‘son congruentes médulo m” si dejan el mismo
residuo al dividir por m, es decir si rem(a, m) = rem(b, m). Como a = qm + rem(a, m) y
b=q'm+ rem(b, m) entonces m|(b —a).

Todos los nimeros son congruentes médulo m = 1. S5i usamos m = 2, los pares son congruentes
con los pares (resto 0 médulo 2) y los impares con los impares (resto 1 médulo 2). En general, la
idea es ‘agrupar’ los ntiimeros segtin el residuo que dejan al dividir por m. Estos subconjuntos
constituyen una particién de Z de tal manera que podemos trabajar no con todo Z sino con un
grupo de representantes.

Definicién 3.1

Sea m € Z, m > 1. Decimos que a es congruente con b médulo m si m|(b — a). Escribimos

a=0b(modm) otambién a=,5b

a) 10=0(mod5) pues 5/(10-0) c¢) 10=—-1(mod11) pues 11|(10+1)
b) 10=1(mod3) pues 3[(10—1) d.) 5=3 (mod 2) pues 2|(3—5)

V. (i) b—a=0(modm)
a=b(modm) <= (ii) a=mk+Db, paraalgin ke Z

(iii) rem(a, m) = rem(b, m) (residuos médulo m)

Prueba: Probemos (iii) usando el teorema de la division.
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" =>"Sea rem(a,m)=ryy rem(b,m)=ry es decit, a=qgm+r; con 0<r<myb=
gam + 1y con 0 < rp < m. Supongamos que r; > rp, entonces b —a = (q1 — q2)m + (r; —r2) con
0<r;—ry<m pues 0 <ry —ry <ry <m. Pero m|(b—a), por tanto b — a = mg3, como el resto
es tnico (en el esquema del teorema de la divisén) entonces r, = ;. El caso r; < rp es idéntico.

"4="Sia=qm+ricon 0<r; <myb=qgym+ry con 0<ry <m, entonces b —a =qzm, es
decir, m|(b — a).

(Notacion de congruencia y residuo).

Si r es el residuo r = rem(a, m), entonces a =r (mod m)

El simbolo “=" se puede manipular como “=" excepto para la cancelacion:

Sean a =b (mod m) a' =b' (mod m) y ¢,k € Z. Entonces,

a) ka= kb (mod m), en particular si k >0, a* = b* (mod m).

b.) aa’ =bb' (mod m)

c¢) ata =b+b (modm)

d.) a=a (mod m) paratoda a € Z

e) a=b(modm) <= b=a(modm)

f) a=b(modm) A b=c(modm) = a=c (modm)

g) Sea a #0, ab=ac (mod m) A med(a,m)=d = b=c(mod %)
h.) Sea a #0, ab=ac (mod m) A med(a,m)=1 = b=c (mod m)

i) Si a=b (modm) y d|m, entonces a =b (mod d)

Prueba: Sélo vamos a probar algunos items, el resto queda como ejercicio.

b.) aa’ = bb' (mod m) : Por hipétesis existen k,k' € Z tal que b=mk+a y b/ =mk' +4a,
multiplicando obtenemos bb' = m(mkk’ + ka’ + k'a) + aa’" = m|(bb' — aa’).

g.) ab=ac (mod m) A mcd(a,m)=4d :; b=c (mod %): En efecto, como d = mcd (a,m)

a_m ™m
entonces ] y 7 son enteros y mcd (E' E) =1

Por hipétesis, existen k € Z tal que ac —ab=mk = a(c — b) = mk = a2 (c—b)= .

d d
mia a m
i Sle— ad — io ??
Asi, 7 ‘d (c—b) AN med (d' |(c — b) por el corolario ??2.

%)leﬁz
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Ejemplo 3.2 (Manipulacién algebraica médulo m).

a.) Muestre que si a =b (mod m) y si ¢ =a+d (mod m) entonces ¢ =b+d (mod m).

Solucion: Como 0 =b —a (mod m) y ¢ =a+d (mod m), sumando miembro a
miembro (teorema 3.2 c.)) se obtiene ¢ = b + d (mod m)

b.) Muestre que si a =b (mod m) y si ¢ = ad (mod m) entonces ¢ = bd (mod m)

Solucioén: Existe k,k' € Z tal que a =mk+b y ¢ —ad = mk/, entonces ¢ —ad =
¢ — (mk+0b)d=mk' = ¢—bd=m(k' +kd) = ¢ = bd (mod m).

NN — S
c¢) d=[8+2+3+2+5+5+2] (mod 10) = d =7 (mod 10)
d.) Calcular rem(9°,5) (el resto de dividir 9° por 5).

Solucién: Recordemos que rem(9°,5) =7 si 9° =7 (mod5). Como 9 = —1 (mod 5)
entonces 9° = (—1)° (mod 5), es decir rem(9°,5) = —1 o también 9° =11810-5 — 1.

Si queremos el resto positivo (como en el esquema del teorema de la division),
observamos que —1 =4 (mod 5), por tanto rem(9°,5) =4 o también 9° = 11809 -
5+4.

Calcular el resto de dividir 15! por 13.

Solucién: La idea es descomponer 15'%

buscado, 15!% = r (mod 13).

en potencias mdas pequefias. Si r es el resto

15% = rem(2!%,13), pues 15 =2 (mod 13),
= rern((222)77 13), pues196=2-2.7-7,
= rem((3 ) 13),  pues2*=16 =3 (mod 13),
= rem((3)7,13), pues 37 = (33)2 -3=131%2-3 =3 (mod 13)
= rem(3,13) pues 37 =3 (mod 13).

Asi, el resto de dividir 15'% por 13 es 3.
\

Ejemplo 3.4

Resolver 4x =8 (mod 12) con x € {0,1,2,...,,11}.


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

(https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/).

50

Solucion: Podriamos resolver esta congruencia por ensayo y error, pero la vamos a
resolver usando el teorema 3.2 g.).

4x =8 (mod 12) = x =2 (mod 3) por el teorema 3.2 g.)

Luego, los x € {0,1,2,...,11} que dejan resto 2 al dividir por 3 son x =2,5,8 y 11.
\_ J

No siempre usamos el residuo del teorema de la divisén porque a veces los residuos negativos
son, en valor absoluto, mds pequefios.

Bl 55 ) )

Calcular el resto de la divisién de 12201 por 13, es decir, calcular 12201mod 13

Como 12 = —1 (mod 13) = 12?91 = (—1)?"! (mod 13). Entonces, por transitividad

12291 =12 (mod 13). Esto dice que 12?°!mod 13 = 12 mod 13 = 12
\_ WV,

Ejemplo 3.6 N

Calcular 13°%9mod?7.

Aunque 13 =5 (mod 7) es mejor iniciar con 13 = —2 (mod 7) pues de esta congru-
encia obtene-mos 13> = —8 (mod 7) y —8 =1 (mod 7). Asi, 13°° =1 (mod 7) =
13%mod7 = 1mod 7 =1.

J

3.2 (*) Calendarios: ;Qué dia nacié Ud?.

Supongamos que queremos saber el dia de la semana correspondiente a una fecha dada: Por
ejemplo, ;qué dia fue el 9 de mayo de 19737

En varios libros se hace un andlisis de como resolver este problema, por ejemplo en [3]; aqui solo
vamos a dar la solucién, segtin el calendario Gregoriano.

Primero debemos numerar los dias y los meses, como se muestra en en la tabla que sigue (a
febrero se le asigna el 12; febrero es especial por ser el mes al que se agrega un dia en afio

bisiesto).

Ahora, sea f = fecha, m = mes, a = afio, s = siglo y n = afios en el siglo. Por ejemplo, si ten-
emos la fecha: abril 1, 1673 entonces: f =1, m =2, a =1673 =100s +n donde s =16 y n =73.

Finalmente, si d denota el dia de la semana correspondiente a la fecha (f,m,a), entonces
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Domingo =0 | Marzo =1 Octubre =8
Lunes =1 | Abril =2 Noviembre =9
Martes =2 | Mayo =3 Diciembre =10
Miércoles =3 | Junio =4 Enero =11
Jueves =4 | Julio =5 Febrero =12
Viernes =5 | Agosto =6

Sabado =6 | Setiembre =7

Tabla 3.1

d=f+ |[13m5—1ﬂ —25+n+ EH + [EH (mod 7)

Un detalle. En esta redistribucion, el afio inicia en Marzo y finaliza en Febrero. Este es un detalle
a tener en cuenta: Las fechas que involucran a enero y febrero se les debe restar un afio, pues en esta
féormula estos meses estdn en el afio anterior. Por ejemplo, si tenemos la fecha 3 de enero del
2010 entonces f =3, m =11y a =2009 =100s +n donde s =20 y n =9.

\ 100s + n
100s +n —1 marzo abril --- diciembre
enero febrero ‘ marzo abril --- diciembre

Ahora ya puede calcular qué dia nacié Ud.

B 5 ) )

a.) El 9 de mayo de 1973 fue miércoles = 3; pues f =9, m =3, A=1973 =100s + n con
s =19 y n =73. Usando la férmula obtenemos,

Ad=9+7-38+73+4+418=3 (mod7)
a.) El 3 de enero del 2010 fue domingo = 0; pues f =3, m =11, A =2009 =100s + n
con s =20 y n=29. Usando la férmula obtenemos,

d=3+28—40+19+5+4=0(mod7?)

a.) El 29 de febrero del 2008 fue viernes, verifiquelo!
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Implementacién en Excel.

[Descargar]
A B C D E F G

1 Qué dia nacié usted? Domingo =0 | Marzo =1 Octubre =8
2 jemplo: 1e abrl 978 Lne LA 22 Nodembe oo
3 Miércoles =3 _TLm-io =4  Enero =11
A Jueves =4 | Julio =5 Febrero =12
5 Viernes =5 | Agosto =h
= Sabado =6 | Setiembre =7
3 1 2 19 78 6

Private Sub CommandButtonl Click ()

Dim £, m, s, n, d, dia

f = Cells (8, 1)

m = Cells (8, 2)

s = Cells (8, 3)

n = Cells (8, 4)

If m=11 or m=12 then

n=n-1

End If

d = (£+Int ((13*m-1)/5)-2xs+n+Int (s/4)+Int (n/4))Mod 7

If d<0 then

d=d+7
End If
dia = Switch(d = 0,"D",d =1,"L",d=2, "K",d=3,"M",d=4,"J",d=5,"Vv",d=6,"S
")
Cells (8, 5) = dia
End Sub

3.3 Trucos de divisibilidad.

Si a=a,10" +a, 110" + ... + 2110 + a9, la suma de sus digitos es congruente con a médulo
9, en efecto, como 10 =1 (mod 9) entonces 10’ =1 (mod 9),i = 0,1,2, ... Luego, multiplicando
por a' y sumando

n ) n n
Y 2i10'=) a; (mod9) = a=)_a; (mod9)
i=0 i=0 i=0

n . n n
Y 410'=) a; (mod3) = a=) a; (mod3) pues 3|9
i=0 i=0 i=0
a.) Divisibilidad por 9: 9 divide a a si y s6lo si 9 divide la suma de sus digitos, es decir,
9a <= 9| o4
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n

En efecto, como a=) 4; (mod9) entonces 9|(Xj_qa; — a). Si 9]a entonces divide la
i=0

suma de sus digitos y si 9 divide la suma de los digitos de a entonces divide a a.

b.) Divisibilidad por 3: 3 divide a a siy sélosi 3 divide la suma de sus digitos. La demostracién
es igual a la anterior, cambiando 9 poe 3.

c.) Divisibilidad por 2 y por 5: tanto 2 como 5 dividen a 4 si y sélo si dividen ay.

n . .
En efecto: Observemos que a = Y " 4;10' + a¢. Tanto 2 como 5 dividen a 4;10, por tanto,

i=1
n

dividen a la suma Zailoi + ag siysolositanto 2 y 5 dividen a ag
i=1

d.) Divisibilidad por 11: 11 divide a a si y s6lo si 11 divide la suma alternada de sus digitos,
es decir, 11 ‘Z?:O(—l)iai

En efecto, esto es consecuencia de que 10 = —1 (mod 11).

3.4 (*) Cuadrados Magicos

Un cuadrado mégico es un arreglo de n X n ntimeros en el que la suma de las entradas de cada
fila o columna siempre es la misma. Por ejemplo, consideremos el cuadrado mégico 3 x 3

4 2 6
0 7 5 |, tanto las filas como las columnas suman 12
8 3 1

En la actualidad hay varios métodos para construir cuadrados
magicos. En 1693 De la Loubere dio un método para construir
cuadrados mégicos para cualquier n impar, el método es lla-
mado el “Método Siamés”. En 1929 D.N. Lehmer investigo,
por medio de congruencias, una generalizacién de este método.
El resultado es una manera sencilla de colocar los ntimeros
0,1,..,n2 —1 en un arreglo n x n de tal manera que sea un
cuadrado mégico. Este método, llamado método del “paso uni-
forme”, calcula la entrada (i, /), usando congruencias, en la que
se debe colocar cada uno de los ntimeros k =0,1,...,n%2 — 1 para
que el arreglo resulte “magico”.

Definicién 3.2

Supongamos que 1’ enteros diferentes son colocados en un arreglo n x n. Si la suma de las
entradas de cada fila suma siempre lo mismo, decimos que el cuadrado es “maégico por filas”. Si
la suma de las entradas de cada columna suma siempre lo mismo, decimos que el cuadrado es
“mégico por columnas”. Si el cuadrado es ambos “magico por filas” y “mdgico por columnas”,
se dice “cuadrado mdgico” y la suma se dice “suma magica”.
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Sea n entero positivo impar y a,b,c,d,e, f enteros, tal que med (cf —de,n) =1 Sea A= (aij) la
matriz n x n definida asi: Para cada k=0,1,...,n%2 — 1,

a =k si i=za+c-k+e-[k/n] (modn) y j=b+d-k+ f-[k/n] (modn)

i+1,j+1
Entonces,

Si med (c,n) = med (e,n) =1, el cuadrado es “mdgico por columnas”.
Si med (d,n) = med (f,n) =1, el cuadrado es “magico por filas”.

Si med (c,n) = med (d,n) = med (e,n) = med (f,n) =1, el cuadrado es méagico. En cada caso la
suma mégica es n(n? —1)/2.

Ejemplo 3.8 N

Sean=7ya=40b=3,c=1d=-2,e=1, f=—4. Como mcd(c,n) = med(d,n) =
med (e,n) = med (f,n) =1, el método construye un cuadrado magico 7 x 7 con suma
magica 168.
k=0: i=4+1-0+1-[0/7] (mod?7) y j=3-2-0—4-[0/7] (mod7) = a,, =0
k=1:i=4+1-1+1-[1/7] (mod7) y j=3-2-1-4-[1/7] (mod7) = a., =1
k=2:i=4+1-24+1-[2/7] (mod7) y j=3-2-2—4-[2/7] (mod7) = a,, =2

(15 40 9 34 3 21 46

10 28 4 22 47 16 41

5 23 48 17 35 11 29

42 18 36 12 30 6 24

37 13 31 0 25 43 19

32 1 26 44 20 38 7

|27 45 14 39 8 33 2 |

. J

Implementacion usandoMarremATICA. La implementacién, usando MATHEMATICA, es muy
sencilla,

(xVerificar si son primos relativos?x)
{GCD[c*xf - dxe, n], GCD[c, n], GCD[d, n], GCD[e, n], GCD[f, n]}

B = Array[A, {n, n}]; (*A[i, j]l=k*)
Do[A[Mod[a + c*k + exFloor[k/n], n] + 1,

Mod[b + dxk + fxIntegerPart[k/n], n] + 1] = k, {k, 0, n*2 - 1}
1

MatrixForm[B]
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Implemetnacioén en VBA Excel.

[Descargar]
A|B|C|(D|E|F|G|H | J K L
1 Cuadrados magicos (método Siames)
2 Si med(cf-de,n)=mcd(c,n)=mcd(d,n)=mcd(e,n)=mcd(f,n)=1, el cuadrado es magico
g n _a b c d e f Cuadradomagico
4,7 4 3 1 -2 1 -4
5
6 15 40 9 34 3 21 46
7 10 28 4 22 47 16 41
8 5 23 438 17 35 11 29
9 42 18 36 12 30 6 24
10 37 13 31 0 25 43 19
11 32 1 26 44 20 38 7
12 27 45 14 39 8 33 2
13

Private Sub CommandButtonl_ Click ()
Dim n, a, b, ¢, d, e, £, k, i, j
Dim CM() ’'Matriz=Cuadrado m\’agico

n = Cells(4, 1) : a = Cells(4, 2) : b = Cells (4, 3)
c = Cells(4, 4) : d = Cells(4, 5) : e = Cells (4, 6)
f = Cells (4, 7)

If mced(c * £ — d * e, n) =1 And med(c, n) = 1 And med(d, n) =1
And mcd(e, n) = 1 And mecd(f, n) = 1 Then

" nada

Else: MsgBox "No se cumplen las condiciones del teorema!!! "

End If

ReDim MC(1 To n, 1 To n)
For k = 0 Ton ~ 2 -1
i=(a+c*k+e xInt(k/ n)) Modn
j=(b+dx*k+ £ *x Int(k / n)) Mod n
"Queremos residuos positivos
If i < 0 Then
i=41i+n
End If
If j < 0 Then
j=3+n
End If
MC(i +1, j +1) =k
Next k

"Imprimir la matriz

For i =1 Ton
For j =1 Ton
Cells(5 + i, 1 + j) = MC(i, 3j)
Next j
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Next i

End Sub
Function mecd(a, b)
Dim ¢ As Long, d As Long, r As Long 'max = 2 147 483 647
c = Abs(a) : d = Abs(b)
While d <> 0
r = ¢ Mod d 'residuo entre (c,d)
c=d:d=r
Wend
mcd = Abs (c)
End Function

3.5 Clases residuales médulo m

Sea m € Z con m > 1. La relacién “congruente médulo m”, denotada por brevedad con “=;,”,
se define asi:

a=b(modm) < m|(b—a)

La relacién “=,,” es una relacién de equivalencia, es decir, particiona Z en clases (de equiva-
lencia.) El conjunto cociente “Z./ =,,”, es el conjunto de clases de equivalencia. También se usa la
notacién Z/Zm o Z,,. Denotamos con a la clase cuyo representante es 4, es decir,

En Z,, a={beZ : a=b(modm)}. En particular, 0= 7.

Es facil saber a qué clase pertence un a € Z arbitrario: Sia € Z y a=mk+r con 0 <r <m,
entonces a = r (mod m). Entonces es natural tomar como representante de clase los residuos
positivos mds pequefios, es decir @ = rem(a, m) (recordemos que “ rem(a, m)” denota el mds
pequefio residuo > 0 de dividir a por m).

Ejemplo 3.9

Si m =2. Al dividir por dos solo hay dos posibilidades: Que el ntimero se a par y el resto
es 0 o que el nimero sea impar y el resto es 1. Por tanto Z, = {0,1}, es decir Z se
particiona en dos conjuntos, los pares y los impares.

Ejemplo 3.10 ~\

”

La relaciéon “=5" particiona Z en 5 clases pues, por el teorema de la divisién, si a € Z,
existe k € Z tal que a =k-5+7r con 0 <r <5; entonces al dividir por 5 solo hay
posibilidad de cinco residuos:0,1,2,3 o 4.
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El conjunto cociente es Zs = {0, 1, 2, 3, 4}.

0= {5k : ke Z} = {0,45,+10,...}
T={5k+1:keZ}={.,—9,-41,6,11,..

2={5k+2:kezZ}={.,—8-32712,.
3={5k+3:kez}={.,—7,-2,3,8,13,..

—-— e e e

I={5k+4:keZ}={.,—6,-1,49,14,..

\_ J

En este contexto, a las clases de equivalencia se les denomina clases residuales médulo m y, como
deciamos més arriba, el conjunto cociente se denota con Z,, (o también Z/mZ) en vez de
7/ =y .

Z7,=1{0,1,2,3,--m—1} y Z=0U1U---Um—1

Por abuso del lenguaje, es usual poner

Zy=40,1,2,3,---m—1}

Observe que: Si n € Z entonces n debe estar en alguna clase y solo una, de Z,,

Ejemplo 3.11 ~\

Muestre que si p > 3 es primo, p es de la forma 6k & 1.
Solucion: Mmmmmm..Idea: Si p = 6k + 1 entonces p = £1 (mod 6).

Como p € Z, p debe estar en alguna de las clases de Zg. No estd en 0,2 ni 4 pues estas
clases solo contienen pares (sus elementos son ntimeros de la forma 6k, 6k +2, 6k + 4,
respectivamente). No estd en 3 pues esta clase solo numeros de la forma 6k + 3 que son

multiplos de 3. Asique p€ 1 0o p € 5= —1. Es decir, p es de la forma 6k + 1.
\_ J

Permutaciones modulo 7. En las aplicaciones a veces se usan otros conjuntos de representantes
para las clases.A estas representaciones las llamamos permutaciones del conjunto {0,1,2,...,m —1}
moédulo m.

Por ejemplo, Zs5 = {5,7,6,—6,13} es una permutacion médulo 5 de Zs = {0,1,2,3,4} pues
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5=0(mod5),

7 =2 (mod5),

6=1(mod5),
—6=4(mod5) vy
13 =3 (mod 5),

Ademés, por supuesto, Zs = {5,7,6,—6,13} ={0,1,2,3,4}

@ Si m es impar, la representacion simétrica de Z,, es

2 2
En efecto,
0 =0 (mod m),
1=1 (mod m),
m —.1 ~m=1
—— =3 (mod m),
. . — . m—1
mientras que ———— +i—1=—— +i(modm), i=1,2, T

@ Si p es primo, existe b € Z tal que Z,, = {0,, bz,...,b”_l} (ver capitulo 5).

{—m_l,...,—l,o, 1’”_1}

\

zs = {0,123%)

= {-2,-1,0,1,2} pues —2=3(mod5) y —1=4(mod5),

= {0,3,32,33,3%} pues 3%>=4(mod5), 3° =2 (mod5), 3* =1 (mod 5)

J

Suma y producto en Z,,. Ahora nos interesa ver Z,, desde el punto de vista de su estructura
algebraica. Esto no solo nos permite usar un lenguaje comun, sino que también nos permite usar

resultados generales de la teoria de grupos, por ejemplo.

Podemos definir operaciones de suma y producto en Z,, de la siguiente manera:

a+b=rem(a+b,m)ie a+b eselresto de dividir a + b por m

a-b=rem(a-b,m) ie. a-b es el resto de dividir a-b por m
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\

En Z7,

54+6=remll7 =4
-30 = rem(150,7) =3
g J

Qi

Propiedades de la suma y producto en Z,,. Con estas operaciones, si m > 2, Z,, es anillo
conmutativo con identidad. Si a,b,c € Z,,,

(1) a+be 2z, (1)a-beZ,
(2 a+b=b+a, 2)a-(b+c)=a-b+a-cy (b+c)-a=b-a+c-a,
@) a+(b+c)=(@+b)+c, @) a-1=a.

4 a+0=0+a=a,
(5) el inverso aditivo de @ es —a

Inversos médulo m (unidades) y divisores de cero. Sea a € Z,,, a es una unidad si tiene in-
verso, es decir, si existe b € Z,, tal que ba =ab =1 (mod m). En este caso ponemos a~!=b. Por
ejemplo, 2-3 =1 (mod 5), entonces el inverso de 2, médulo 5, es 3 y viceversa.

Por otra parte, @ # 0, es divisor de cero en Z,, si existe b € Z,,, b #0, tal que ab = 0. Por
ejemplo, 2-3 =0 (mod 6), entonces 2 y 3 son divisores de cero en Zs.

En Z,,
a.) 7 es una unidad siy solo si med (a,m) =1;

b.) @ es divisor de cero si y solo si 1 < med (a,m) < m;

Prueba: a)) ab=1 (mod m) siy solo si existe k € Z tal que ab + mk =1, es decir, si y solo si
med (a,m) = 1.

b.) Sea a >1y d = mcd (a,m).

” =" Como a es divisor de cero, sea b # 0, tal que ab = 0. Supongamos, por contradiccién,
que d=1o0d=m. Sid=1 A mlab = m|b, pero esto no puede ser pues b # 0(modm). Si
d =m = mla pero esto no puede ser pues a # 0(modm).

”<4="Como 1<d<my dlm, existe k tal que dk=m y 1 <k < m. Entonces k #0 y dk =0.
Por tanto, si a = dk’, ak =dkk’ =0, es decir, a es divisor de cero.

Inversos y médulo primo. Si p es primo, entonces mcd (i, p) =1 para todo i =1,2,..,.p — 1.
Asi, en Z, todo elemento tiene inverso y no hay divisores de cero. Z;, es un campo si y solo si
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Ejemplo 3.14 (Unidades y divisores de cero).

Sea m =9. Si construimos una tabla de multiplicar para

Zg podemos detectar las

(Zo,) |1 2 3 4 5 6 7 8
1 1 2 3 4 5 6 7 8
2 2 4 6 8 1 3 5 7
23 ey A n 23 A n ey A

Tabla 3.2. Tabla de multiplicar para Zg

all 2 3 4 5 6 7
med(29) |1 1 3 1 1 3 1

Tabla 3.3. Aplicando el teorema (3.4)

\_

Asi, las unidades de Zg son 1,2,4,5,7,8 y los divisores de cero son 3,6.

m es primo.

En el mundillo del élgebra, si p es primo, se usa a Z, como el “representante” de los campos

finitos conp elementos y se le denota IF,.

Sistemas de residuos. Como ya dijimos, hay distintos conjuntos de representantes de Z,,. Va-
mos a establecer un par de lemas que serdn de mucha utilidad la hora de establecer los teoremas

clasicos en teoria de numeros.

¢Como determinar si dado {ay,a5,...,a,,}, se tiene Z,, = {a;,

[12,...,[1,,,}?.

Zy ={ay,ay,...,a} sitodos los m a}s estan en clases distintas, es decir,

{a1, a3, ..., 4y} = { rem(ay, m), rem(ap, m),..., rem(ay,,

Para comprobaciones en la teorfa usariamos la siguiente caracterizacion: Z,, = {al,az,...,am} si

y solo si a; #Za; (modm) Vi, j coni#j, 1<ij<m.

Sea med (a,m) =1, entonces Z,, ={0,4a,a-2,...,a-(m—1)}

Prueba: Solo hay que probar que los m elementos de {0, 4, a-2,...,a- (m —1)} no se repiten

moédulo m.

Primero observemos que si i,j € {0,1,2,..,m — 1} y si i # j, entonces j # i (mod m) pues i y j

estarian en clases distintas.

m)} ={0,1,...,m—1},
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Ahora, si a-i=a-j(modm) con i #j, 1<i,j<m, entonces m|a(j —i); pero mcd(a,m) =1
entonces m|(j — i) pero esto es imposible pues j # i (mod m).

La aplicacién préctica que vamos a encontrar frecuentemente es la que se establece en el siguiente
corolario,

Corolario 3.1 Si mcd (a,m) =1, entonces
a-1-a-2---a-(m—1)=1-2--- (m—1) (mod m)

Prueba: Ejercicio.

med (4,5) =1, entonces 4-1-4-2-4-3-4-4=1-2-3-4(mod>5) o 6144 =24 (mod 5).

3.6 Congruencias lineales

Es fécil resolver la ecuacion x +a =b (mod m), la solulcién es x =b — a (mod m.)

Consideremos la ecuacién ax =b (mod m) : Hay un k € Z tal que b — ax = mk o b = mk + ax.
Como ya vimos en la seccién sobre ecuaciones diofdnticas lineales, b = mk 4 ax tiene solucién si
y s6lo si med (a,m)|b. Si esta es la situacion, hay un k' € Z tal que b =k’ - mcd (a,m) y entonces,
utilizando el algoritmo extendido de Euclides, determinamos s,t € Z tal que mcd (a,b) = sa +
tm = b=k'sa+ k'tm y una solucién seria x = k’s.

Ejemplo 3.16 N

Determinar una solucién de 2x =5 (mod 7).

Solucion: Como mcd(2,7) =1 y 1/5, la ecuacién tiene solucién. Como el modulo es
pequefio, podemos encontrar una soluciéon por ensayo y error: Sustituimos los valores
x=0,1,2,..,6 y buscamos los valores de x que satisfacen la congruencia. En este caso
obtenemos la solucién x = 6. Esta solucién es tinica médulo 7.

Si el médulo es muy grande, podemos encontrar una solucién usando algoritmo exten-
dido de Euclides: 1=-3:-2 +1-7 = 5=-15-2 + 5-7. Asi, x = —15 es una solucién.
La reduccién médulo 7 nos da x = 6.

Inversos moédulo m
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Si mcd (a,m) =1 entonces ax = 1 (mod m) tiene solucién tGnica x =a~! médulo m.

Prueba: Resolver la congruencia ax =1 (mod m) es equivalente a resolver la ecuacion ax + my =
1. Como mcd (a,m) =1, existen s,t € Z tal que sa+ tm =1, con lo que tenemos la solucién
x =s para la ecuacion ax =1 (mod m).

La unicidad moédulo m significa que si as =1 (mod m) y as’ =1 (mod m), entonces s =
s’ (mod m). Para verificar que la solucién es tinica médulo m, supongamos que as’ =1 (mod m),
luego, restando tenemos a(s —s') =0 (mod m) = mja(s — s’) pero como mcd (a,m) =1 en-
tonces m|(s —s') = s=s' (mod m).

Si sa+tm =1, en la practica tomamos a~! = rem(s, m) (el residuo de dividir s por m en el

teorema de la division).

Como mcd (27,31) =1 entonces 27 tiene inverso médulo 31. Aplicando el algoritmo
extendido de Euclides obtenemos —8-27 +7-31=1. Asi a~! = —8. En la practica nos
interesa la solucién a~! = rem(—8,31) =23 (pues —8 = —1-31+23).

Solucion general. Podemos aplicar la teoria de ecuaciones diofanticas lineales para obtener el
siguiente resultado,

ax = b (mod m) tiene solucién si y s6lo si d = med (a,m)|b. Si xy es una solucién particular,
la solucién general es x = xy (mod m/d), es decir, obtenemos las “d’ soluciones médulo m,

x:xo+%tconO§t<d

Prueba: Para la prueba vamos a usar los teoremas (2.11) y (2.13) de la seccién de ecuaciones
diofanticas. Si ax = b (mod m), entonces hay un k € Z tal que ax — mk = b. Esta ecuacién
dioféntica tiene solucién si y solo si d = med (a,m)|b. Si una solucién particular es x = xp, en-
tonces la solucion general es x = xp + 7 t, con t € Z (aqui solo interesa x). Solo falta probar
que solo hay d soluciones distintas médulo m.

. m
Si XO+E

m m . . . . .
t> (mod d), es decir, xg + 7 t1y xo+ rl ty son soluciones distintas médulo m si y solo si t1 y

H=x9+ %tz (mod m), usando el hecho de que (m/d)|m, obtenemos que t; =

ty estan en clases distintas de Z;. Esto nos deja solo las d posibilidades t =0,1,...,d — 1.

Corolario 3.2 Si p es primoy mcd (a,p) =1, la ecuacion lineal ax =b (mod m) tiene solucion inica
x=a"'b (mod p).
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Prueba: Ejercicio.

Ejemplo 3.18 ~

a.) Resolver 2x =5 (mod 7).

Solucion: como med (2,7) =1, la ecuacién tiene solucién tinica médulo 7. La solu-
cion es x =2"1-.5(mod 7); como 4-2=1(mod7), x=4-5=6 (mod 7). Asi, la
solucién es x = 6.

b.) Resolver 42x =50 (mod 76).

Solucion: Usando el algoritmo extendido de Euclides obtenemos la solucién par-
ticular
x = —225=23 (mod 76).
Ahora, como mcd (42,76) = 2, la solucién general es
x =3 (mod 38),

es decir, x =3 + 38¢. La ecuacién tiene dos soluciones médulo 76, a saber x =3 y
x =41.

c.) Resolver 12x =48 (mod 18).
Solucion: Una solucién particular es x = 1, ahora, como med (12,18) = 6, la solu-

ci6én general es x =1 (mod 3), es decir, x =1+ 3¢. La ecuacién tiene seis soluciones
moédulo 18, a saber x =1, 4,7, 10, 13 y 16.

d.) La ecuacién 2x =3 (mod 4) no tiene solucién pues med (2,4) =213

3.7 Teorema Chino del resto

Un ejemplo concreto de un sistema de congruencias lineales se describe en el ejemplo que sigue,
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Ejemplo 3.19

x =1 (mod 3),
Calcule x tal que { *~ 2 (mod 5),
x =3 (mod 7).

Solucién: Hay un ntimero infinito de soluciones para este sistema, por ejemplo x =
52,—-53,157,... como se puede verificar rdpidamente. Una manera de resolver este sis-
tema es despejar y sustituir x hasta que la tltima congruencia sea usada,

x=1(mod3) = x=1+3H
= 143 =2 (mod5)
= 3t; =1 (mod>5)
= t;=2(mod5) pues 3-2=1(mod5)
— H=2+5h
= x=7+4154
= 74 15tp =3 (mod 7)
= 15p =3 (mod 7)
= tp=3(mod7) pues 15-1=1 (mod?7)

Por tanto, t, =347t
y x=7+15-(3+7t) =52+ 105¢, t € Z.

Asi, x =52 4105, t € Z; es la solucién general del sistema. Aqui debemos notar que
105 =3-5-7, es decir, la solucién es tinica médulo 3-5-7.
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Teorema 3.7 (Teorema Chino del resto).

Consideremos el sistema lineal de congruencias

x = a; (mod mq)
x = ap (mod my)

x = a; (mod my)

con mcd (m;,m;) =1, i# j; entonces, si M =my -my---my, M;=M/m;y y;= MZ.’1 (mod m;),
el sistema tiene solucién dnica x = a3 Miy; + axMoys + - - - + arMyyy, médulo M.

Prueba: La prueba® es en dos partes, primero se muestra una solucién de manera explicita y
luego se prueba que es tinica.

Sean M =my-my---mp y M; =M/m;, 1 <i<k. Como los médulos son primos relativos dos a
dos, mcd (M;,m;) =1 para cada i. También, M; =0 (mod m;) j # .

Como mcd (M;,m;) =1, entonces M;y; =1 (mod m;) tiene solucién tnica y; = M;l (mod m;).

Sea x = a;Myy; + axMpys + - - - + axMyy,. Vamos a mostrar que x es solucién del sistema de
congruencias.

k
X = ZaiMiyi + ﬂjM]'yj
i=1
i
k
Zai-o-yi + ajl(modm])

i=1
i#]

0+ a; (mod m;)

aj (modm]), 1 S]S k

Por tanto, x satisface todas las congruencias del sistema, es decir, es una solucién del sistema.

Para probar la unicidad médulo M supongamos que x; y xp son soluciones del sistema, vamos
a demostrar que x; = xp (mod M).

Puesto que x1 =a; (mod m;) y xa =a; (mod m;) para 1 <j <k, restando x; — x2 =0 (mod m;),
luego m;|(x; — x2) para cada j.

Entonces mem (my - my---my)|(x1 — x2), es decir, M|(x; — x2) pues también M = mcm (m; -
2---my). Por tanto, x; — xp =0 (mod M), es decir x1 = x, (mod M).

3Para seguir la prueba debemos recordar que si mj,my,...,m; son primos relativos dos a dos, entonces
mem (mq, My, ..., M) =My - My~ Mg y si My, my,...,mg, a € Z y m;la, i =1,2,...,k; entonces mem (my,my, ..., mg)|a.
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Ejemplo 3.20 ~\

x =1 (mod 3),
Resolver el sistema x=2(mod5), usando el método del teorema anterior.
x =3 (mod 7).

Solucion: M =3-5-7=105, M; =35, My =21, M3 = 15. Luego,
y1=M; ! (mod3) = y; =2 (mod 3)
y2 =M, ! (mod5) = y» =1 (mod 5)
ys=M; "' (mod7) => y3=1(mod?7)

As

=\

x = aMyyr +axMys + azMsys

= 1-35-2+2-21-1+3-15-1
= 157 =52 (mod M)

Podemos decir, la solucién tnica es x =52 (mod 105).

Sistemas con moédulos no coprimos dos a dos. Si los médulo no son coprimos dos a dos, el
sistema podria tener solucién en las condiciones del siguiente teorema,

El sistema

x = a; (mod mq)
x = ap (mod my)

x = a; (mod my)

tiene solucién si y solo si med (m;,m;)|(a; —a;), 1 <1i,j < k. Cuando hay solucién, es tnica
médulo mem (1 - mp - - - my,).

Si hay solucién, se puede obtener despejando y sustituyendo como en el ejemplo (3.19).

3.8 Congruencias de Orden Superior
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Consideremos de manera general el problema de resolver la congruencia P(x) =0 (mod m) con
P(x) un polinomio con coeficientes enteros. La manera directa (y no muy eficiente) de resolver
este problema es probar con x =0,1,...,.m — 1.

Resolver x2 + x — 2 =0 (mod 10).

Solucion: Probamos sustituyendo x =0,1,...,9 y encontramos las soluciones x =1,3,6,8.

Si m no es la potencia de un primo, el problema se puede reducir a resolver un sistema con
modulos menores que m, usando el teorema chino del resto.

Sea m =my - my---my con my,my,- - ,my primos relativos dos a dos. x = a es una solucién de
P(x) =0 (mod m) siy solo si a es solucion del sistema

P(x) =0 (mod m)
P(x) =0 (mod my)
P(x) = 0 ‘(‘mod my)

Prueba: Si P(a) =0 (mod M), entonces P(a) =0 (mod m;), i =1,2,...k.
Ahora supongamos que x = a es solucién del sistema, es decir,

P(a) =0 (mod my)
P(a) =0 (mod my)
P(a) = 0. .(.mod my)

El teorema chino del resto nos dice que P(a) =0 (mod my - my---my), es decir, x =a es solucién
de P(x) =0 (mod m).

\

Resolver x2 + x —2 =0 (mod 10).

Solucion: Como 10 =2 -5, podemos resolver el sistema

P(x) =0 (mod 2)
P(x) =0 (mod 5)

La ganancia seria resolver congruencias con un médulo mds pequefio. Por ensayo y error,

P(x) =0 (mod 2) tiene soluciones x =0,1
P(x) =0 (mod 5) tiene soluciones x =1,3

La solucién del problema requiere resolver los cuatro sistemas
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x =0 (mod 2) x =0 (mod 2) x =1 (mod 2) x =1 (mod 2)
{ x =1 (mod 5) ’{ x =3 (mod 5) ’{ x =1 (mod 5) ’{ x =3 (mod 5)

Las solucién de cada uno de los cuatro sistemas son x = 6,8,1,3, respectivamente. Por
tanto, la solucién de la congruencia x2 + x —2 =0 (mod 10) es x = 1,3,6,8.

\_ J

EJERCICIOS

3.1 Sea r el residuo de dividir b por m en el Teorema de la Divisién. Dé un contra-ejemplo
que evidencie que “b =r (mod m) =%~ b =rmodm”.;Cual es el requisito para la equivalencia?

3.2 Calcule el inverso de a =7 médulo m = 211.

3.3 Sillamamos a los dias de la semana por un ntiimero 0 <d <7 (0 = domingo, 6 = sabado),
describa un algoritmo (usando congruencias) que, sabiendo que hoy es el dia d, nos diga qué
dia serd en n dias contando el dia de hoy? Por ejemplo, si hoy es domingo (0), en 7 dias es
domingo. Por ejemplo, si hoy es lunes(d = 1), ;qué dia es en 374 dias?.

3.4 DProbar que todo entero es congruente con exactamente uno de los residuos {0,1,2,...,m —
1} moédulo m.

3.5 Muestre que todo primo p > 3 es congruente con 1 o con 5 médulo 6. Ayuda: Use el
ejercicio anterior.

3.6 Sea $=1{2,3,57,11,13,17,..} ={2,3} U {6k+1: k=1,2,..}. Muestre que S contiene a
todos los primos.
Ayuda: 2,3 € S. Solo falta verificar que si p es primo > 3, entonces p € S.

3.7 Muestre quesi p es primoy pta,la ecuacién ax =b (mod p) tiene solucién tnica, médulo
p, x=aP~2b (mod p).

38 ;Z;=1{01,-2,4,-8,16,—32}?
39 Mostrarquesia€ Z, Zy, ={a,a+1,..,a+m—1}.

-1 -1
3.10 Mostrar que si m es impar, Z,, = {— mT,...,—l, 0, 1,...mT}

3.11 Muestre que si mcd (b,m) > 1, entonces Z,, # {0,b-1,b-2,...,b- (m—1)}
3.12 Sea p primo, muestre que si mcd (a,p) =1, entonces mcd (a1, p) = 1.
3.13 Muestre que si k > 5 entonces k! =0 (mod 15)

3.14 Muestre que 3!+ 4!+ 5!+ --- 4 100! es divisible por 15.

3.15 Muestre que N =11-14" +1 es compuesto.
Ayuda: Si n es par, iniciar con 14 = —1 (mod 3) y recalcular N moédulo 3. Si n es impar, iniciar
con 14 = —1 (mod 5) y recalcular N médulo 5.

3.16 Muestre que si P(x) es un polinomio con coeficientes enteros y si a = b (mod m) entonces
P(a) = P(b) (mod m).

3.17 Dé un ejemplo que muestre que (a =b (mod p) y si pjm) 7= a=0b mod (m)

3.18 Sea p un divisor no trivial de m. Muestre que si x; = x; (mod p) A x; #x; mod (m),
entonces mcd (x; — xj,m) es un divisor no trivial de m.
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3.19 Muestre quesi p=1(mod4) y p=1(mod3), entonces p =1 (mod 12). Ayuda: Corolario
2.7).

3.20 Muestre quesi p=3(mod4) y p=2(mod3), entonces p =7 (mod 12). Ayuda: Corolario
(2.7).

3.21 Muestre que 437 =1 (mod9), g € N.

3.22  Muestre que para cada n € IN, 4" =1 (mod 9) o 4" =4 (mod 9) o 4" =7 (mod 9)

Ayuda: Calcule primero 4tmod9 para t =0,1,2,3. Luego use el algoritmo de la divisién: 4" =
43q+r.

3.23 Muestre que 6 -4" =6 (mod 9) para todo n > 0.

3.24 Muestre que (a1 +ap)? = (a2 +43) (mod 2)

3.25 Muestre que (a; +ap + ... + a,)? = (a3 + a3 + ... + a3) (mod 2)
3.26 Muestre quesi 0 <r<m y a=r (modm), entonces amodm =r

3.27 Sean mq,my,..., mg € Z" con ¢ = mem (mymy - --my). Muestre que si a =b (mod m;), i =
1,2,...,k; entonces a =b (mod c¢).

3.28 Verifique que 112 =1 (mod 5) y 11 =1 (mod 5) pero 11 # —1 mod 5
3.29 Muestre que si p es primo y si med(a,p) =1, entonces si a> =1 (mod p) = a =

1 (mod p) 0 a=—1 (mod p). Indique ademas, ;porqué se requiere la hipétesis med (a,p) =1,?

3.30 Sea p primo impary i,j € {—pT_l,...,—l, 01,...%_1} con i # j. Muestre que i% # j?(
mod p)

3.31 Sea p primoy i,j€ {0,1,2,..,p — 1} con i # j. Muestre que i* # j*( mod p)
3.32 Muestre que 4> =4 (mod 2) para todo a € Z

3.33 Muestre que si ra = rb (mod rm) entonces a = b (mod m).

3.34 Sean a,b enteros positivos < m. Muestre que a # b( mod m)

3.35 Dé un ejemplo en el que med (a,m) =1y med (b,m) =1y que a=Db (mod m).

3.36 Calcule el mds pequefio entero positivo n que deja residuo 3 al dividir por 7, residuo 4 al
dividir por 9 y residuo 8 cuando se divide por 11.

3.37 Resuelva el sistema

x =21 (mod 3),
x =32 (mod 5),

x =3 (mod7),
x=9 (mod11),
x =2 (mod 2),
x =1 (mod 97).

3.38 Un nifio tiene una bolsa con bolinchas. Si las agrupa en pufios de 7, le sobran 5, Si las
agrupa en pufios de 11, le sobran 6, Si las agrupa en pufios de 13, le sobran 8. Determine el
minimo ntmero de bolinchas que podria tener el nifio.

x =2 (mod 4)

=3 (mod 6) no tiene solucién. Ayuda: Use el método de

3.39 Muestre que el sistema {

sustitucion y Bezout.
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3.40 Calcule el més pequerio entero positivo n tal que 2|n, 3|n+1, 5|n+2, 7|n+3, y 11|n+4.

3.41 Resuelva el sistema

x =4 (mod 6),
x =2 (mod 8),
x=1(mod?9).

3.42 Resolver x° —3x* 4+ x —2 =0 (mod 165).
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23 POTENCIAS mod m

4.1 Orden de un elemento médulo m.

Sea med (a,p) =1, entonces p{a® si s > 1. Como a,a%,a%,...,aP son p elementos no nulos del

conjunto de p — 1 residuos {1,2,...,p — 1}, entonces al menos dos se tienen que repetir médulo
p: Existen s # t tal que a° =a' (mod p).

La parte importante aqui es ver que si s = + r, entonces, como mcd (a',p) =1, a' tiene inverso
moédulo p, asi multiplicando este inverso a ambos lados se tienen

a* =a' (mod p) = a!™ =4a! (mod p) = a" =1 (mod p).

Ejemplo 4.1

En Z;, {2,22,23,24,25,2627} = {2,4,1,2,4,1,2}. En particular, 22 = 2% (mod 7), entonces
23 =1 (mod7)

Si mcd (a,m) =1 entonces a' =1 (mod m) para algin 1 <t < m.

Prueba: Se trata de refinar un poco el argumento que se dio mds arriba, asi que se deja como
ejercicio.

Definicién 4.1 (Orden de un nimero médulo m).

Sea m > 2. Si med (a,m) =1, el orden de “a” médulo m, denotado Ord,,(a), es el mas pequefo
entero positivo ¢ tal que a' =1 (mod m)

Observe que si Ordy,(a) =t, entonces a' =1 (mod m) pero a® # 1(modm) si 0 <s <t
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Ejemplo 4.2

El orden de 2 médulo 7 es t =3 pues 23 =1 (mod 7) pero 22 # 1(mod7) y 2! #
1(mod?7). Observemos que 2° =1 (mod 7) y 3|6.

Si Ordy,(a) =t y a° =1 (mod m), entonces ts.

Prueba: Si s =kt +r con 0 < r < t, se tiene que a° = ak*" (mod m) = a" =1 (mod m). Pero
como 0 <r<tytesel orden de 4, la tinica posiblidad que queda es a" =1 (mod m) solo si
r=20.

Si conocemos el orden de un ntimero médulo m, podriamos ganar algo en el calculo del orden
de otros elementos de Z,, : Si a tiene orden t médulo m y queremos calcular el orden de a,
ya se sabe que gt =1 (mod m) pero el orden de a? es < dt, en realidad tenemos,

t
Si Ord,(a) = t, entonces el orden de a’ es g = med (@1 sid>0

Prueba: a™™(@t) =1 (mod m) pues t|mem (d,t). Tenemos,

e S (mod m)
B dt mem (d, t) t
Como mcm (d,t) = med (4,0 = 7 = mcd(d0)’ entonces

ot
(ad) med@dt) =1 (mOd m)

Falta probar que el orden de a” es m : Si (a%)* =a® =1 (mod m) entonces t|ds. Asi, ds

es multiplo de ¢ y es multiplo de 4, por tanto,

d,b) t
ds > d,t > mem(dt) _ .
s> mem (d,t) = s> 7 med (d,1)
Ejemplo 4.3 ™~
El orden de 2 médulo 7 es t = 3, entonces el orden de 4 =22 es ; =3, ie.
mcd (2,3)
43 =1 (mod7.)
3 2% 162
El orden de 3 mdédulo 163 es 162, entonces el orden de 3°® es ———— =81.
med (26,162)
\ J
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4.2  El Teorema “pequeno” de Fermat.

Para establecer el teorema “pequefio” de Fermat*, observemos que

(a-1)(a-2)(a-(p=1)=a"1(1-2:-(p 1))

Pero podemos probar que si mcd(a,p) = 1, entonces el conjunto {a-1,a-2,---,a-(p—1)} es
una permutaciéon médulo p, del conjunto {1,2,...,p —1}. Luego, si mcd (a,p) =1, cancelando
tendriamos a”~! =1 (mod p.)

Ejemplo 4.4 N

Seana=270y p=7.

270-1=4 (mod 7) 270-2=1 (mod 7)
270-3 =5 (mod 7) 270-4=2 (mod 7)
270-5=6(mod7) 270-6=3(mod7)
Asi,
270°(1-2-3-4-5-6) = (270-1)(270-2)(270 -3)(270 - 4)(270 - 5)(270 - 6) (mod?7)

= (4-5-6-1-2-3)(mod7?)

entonces, 270°(1-2---6) = (1-2---6) (mod 7) = 270° =1 (mod 7)
. J

Antes de enunciar el teorema, establecemos el lema

Sea p primo y mcd (a,p) =1, entonces

a-1-a-2---a-(p—1)=1-2--- (p—1) (mod p)

Prueba: Aplicacién directa del lema (3.1) y el corolario (3.1)

El 18 de octubre de 1640, Fermat escribi6 una carta a Bernhard Frenicle de Bessy (1605-1675), un funcionario de
la Casa de la Moneda francesa, excelente alumno en teoria de los ntimeros.

. Wl En su carta, Fermat comunica el resultado siguiente: Sip es primo yp{a entonces p|a?~! — 1. Fermat no present6
una prueba de este resultado, pero una nota adjunta prometia enviar una demostracién, siempre que no resultara
demasiado extensa. Sin embargo, la primera prueba conocida la dio Euler un siglo después. Este resultado es
conocido como el “pequefio” teorema de Fermat para diferenciarlo del “tltimo teorema de Fermat” (1637): La
ecuacion x" +y" = z" no tiene soluciones enteras positivas si 7 > 2 (demostrado por A.Wiles en 1995.)

P. Fermat (1601-1665)
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Teorema 4.4 (Teorema “pequefio” de Fermat)

Sea p primoy a € Z.
e Si mcd(a,p) =1 entonces, a?~! =1 (mod p)

e Para cualquier a € Z* se tiene a” =a (mod p.)

Prueba: Usando lema anterior,

A" (1-2:+(p=1)) = (a-1)(a-2)-(a-(p—1)) (modp)

1-2---(p—1) (modp)

Entonces a?~}(1-2---(p—1))=1-2---(p—1) (mod p) = aP~! =1 (mod p) pues se sabe que
med(1-2---(p—1),p) =1

Para probar la segunda afirmacién solo hay que observar que si p|a entonces a =0 (mod p) por
tanto a” =a (mod p). Si a y p son primos realtivos se obtiene el resultado de manera inmediata.

Ejemplo 4.5 ~N

41937

Calcule manualmente el resto de dividir 2 por 17.

Solucién: Por el teorema de Fermat, como mcd (24,17) =1, 241 = 1 (mod 17). Luego,
como 1937 =16 -121 + 1, entonces

241937 — pq16- 12141 — 9416121941 — 24 (mod 17), es decir, 24197 =7 (mod 17).
\_ Wy,

Ejemplo 4.6

La congruencia x® + x* + x —3 =0 (mod 5) tiene las mismas soluciones que la con-
gruencia x? 4+ x — 3 =0 (mod 5) pues, por el teorema de Fermat, x* =1 (mod 5) y
x® = x* - x? = x? (mod 5)

Sea p primo y a cualquier entero tal que p{a. Entonces, aP=2 es el inverso de @ modulo p.

Prueba: Por el teorema de Fermat, a?~! =1 (mod p), entonces a-a’~2 =1 (mod p), es decir,
a-ar~2=1.
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Corolario 4.1 Sea p > 1. Siexiste a € Z y med (a,p) =1, tal que aP # a (mod p), entonces p es
compuesto.

Prueba: Ejercicio.

El teorema de Fermat no se puede usar, en principio como una prueba de primalidad pues
solo nos da una condicién necesaria pero no suficiente. En efecto, hay ndmeros compuestos que
pasan la “prueba” del teorema de Fermat para alguna base a.

Ejemplo 4.7 N

a) 341 =11-31 es compuesto, mcd (341,2) =1 y 2340 =1 (mod 341), es decir, 341
pasa la “prueba de Fermat” en base 2 pero no es primo.

b.) 4 no es primo pues 2* # 2 (mod 4).
\ J

4.3 Teorema de Euler

El teorema de Euler es uno de los grandes hitos en la desarrollo de la teorfa de ntimeros. Fue
probado por Euler en 1760. Este teorema extiende el teorema “pequerio” de Fermat a un médulo
arbitrario. Antes de enunciarlo y probarlo, necesitamos algunos detalles técnicos.

Definicién 4.2

Para cada n > 1, denotamos con ¢(n) la cantidad de enteros positivos menores que n y copri-
mos con 7. A ¢ se le llama funcién “phi” de Euler.

Euler parece que no usaba una notacién funcional para esta funcion; él usé en algiin momento
la notacién “ 7tn”. Gauss introdujo la notacion “ ¢(n)” aunque también se usa “¢(n)”. Sylverter
introdujo la notacion “Totient(n)” que a veces aparece en la literatura actual.

Ejemplo 4.8

¢(24) =8 pues 1,5,7,11,13,17,19 y 23 son los coprimos con 24 inferiores a 24.

Recordemos que a € Z,, tiene inverso si mcd (a,m) = 1. Luego, ¢(m) calcula la cantidad de
unidades en Z,,. Asi, si p es primo, entonces ¢(p) =p — 1.

76
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Sea m =9, de acuerdo con la tabla, ¢(9) =6.

a1l 2 3
mcd(29) |1 1 3

4 5 6 7
1 1 3 1 1

Tabla 4.1. Unidades de Zg: ¢(9) =6.

p es primo siy solosi ¢(p) =p—1

Prueba: Si p es primo, los enteros 1,2,...,p — 1 son primos relativos con p y menores que p,
entonces ¢(p) =p — 1.

Hay exactamente p — 1 enteros positivos inferiores a p. Como ¢(p) = p — 1, ninguno de estos
p — 1 enteros divide a p, es decir, p es primo.

Corolario 4.2 Sea m es compuesto, ¢(m) < m — 1.

Prueba: Ejercicio.

Sea p primoy a>1. ¢(p*)=p" —p* ' =p"(p-1)

Prueba: Observemos que el conjunto {1,2,...,p"} tiene p* elementos. Por ejemplo, el conjunto
{1,2,3,...,5°} tiene 5% = 25 elementos.

Como p es primo, los ntimeros que dividen a p* e inferiores a él (excepto 1) son los p*~!
numeros

p,2p,...,.p0" tp.

a—1

Entonces, en el conjunto {1,2,...,p*} hay p* —p elementos coprimos con p*.

Ejemplo 4.9

P9 =9(3)=3-2=6y p(4)=¢(2>)=2-1=1

Si ¢ fuera multiplicativa, es decir, si ¢(nm) = ¢(n)e(m) cuando mcd (m,n) =1, entonces
@(36) = p(2%-3%) = p(22)p(3?) =2-6=12. Y efectivamente, ¢ es multiplicativa. Para tener una
guia para la demostracion de este hecho, necesitamos un lema previo y un ejemplo numérico.

Sean mcd (n,m) =1y r un entero, entonces Z,, = {r, n+r,2n+r, .., (m—1)n+r}
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Prueba: Solo necesitamos probar que los m elementosde A= {r, n+r,2n+rvr, .., (m—1)n+r}
no se repiten médulo m. En efecto, si

jn+r=in+r(modm),i#j,0<ij<m-—1;

entonces, como mcd (1,m) =1, se obtiene j =i (mod m), pero esto no puede pasar i y j estin
en clases distintas médulo m.

Ejemplo 4.10 ~\

Sean=4y m=9. mcd(4,9) =1. Para establecer una guia para la demostraciéon de que
¢ es multiplicativa, hacemos un arreglo con los ntiimeros 1,2, ...,36,

9 13 17 21 25 29 33
10 14 18 22 26 30 34
11 15 19 23 27 31 35
12 16 20 24 28 32 36

= W N =
@ N o U1

La idea es eliminar nameros hasta que nos quede un arreglo rectangular ¢(n) x ¢(m).

Lafilaies i n+i 2n+i .. (m—1)n+i. Como 2 no es primo relativo con n =4,
entonces 2 nilafila 2 n+2 2n+2 .. (m—1)n+2 esprima relativa con n =4,
asi que podemos quitar esta fila y, con el mismo argumento, podemos quitar la fila 4.

13 17 21 25 29 33
o oo oo od
15 19 23 27 31 35
o o o oo o

o«gog-r
ONQgO©
O= 0w

Las filas que quedan son las filas que inician con primos relativos de n =4, es decir
quedan ¢(n) =2 filas.

Ahora quitamos, en cada fila, los nlimeros que no son primos relativos con m =9, resulta
que los elementos que se deben quitar son ¢(m) =3 elementos:

0o 13 17 0O 25 29 0O
o o oo oogood . 1 5 13 17 25 29
11 0O 19 23 O 31 0O 3 7 11 19 23 31
o o oo oogd

Oo«g*=
oNQw

En cada fila quedan ¢(m) elementos, pues si hacemos reduccién médulo m, por el lema
anterior, la fila {i, n+i2n+i.. (m —1)n+i} se convierte en {0,2,..,m — 1}, y en este
conjunto solo hay ¢(m) elementos primos relativos con m. Finalmente el arreglo queda
¢(n)p(m). Recordemos que si med (i,n) =1 y med (i,m) =1, entonces med (i,mn) = 1.
Asi, el arreglo tiene todos los primos relativos con mn e inferiores a mn, es decir ¢(nm).

\
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¢ es multiplicativa, i.e., si med (m,n) =1 = ¢(nm) = ¢(n)p(m)

Prueba: Consideremos el arreglo

[ 1 m+1 2m+1 ... (n—1)m+1]
m+2 2m+2 ... (n—1)m+2
i m+i 2m+i ... (m—1)m+i
m—1
| m 2m 3m .. mn ]

Si med (i,n) # 1, entonces los elementos de la fila i no son primos relativos con n. Si quitamos
estas filas, quedan ¢(n) filas

rjp o n+r 2nd+r+j .. (m—=1n+r, j=1,.,¢(n)

con mcd (rj,n) = 1. Ahora, como Zy, = {rj, n+rj, 2n+r+j, .., (m —1)n +r;}, entonces en
cada fila de estas solo hay ¢(m) numeros primos relativos con m. Finalmente nos queda un
arreglo de ¢(n) x ¢(m) con numeros ambos primos relativos con n y m y por tanto, primos
relativos con nm. Como todos son inferiores a nm, ¢(nm) = ¢(n)p(m).

El teorema (4.8) nos permite calcular ¢(n) de manera directa, si conocemos la factorizacién
prima de n,

o(n) =g (T ) =TT, Pl (pi = 1)

Sea n = HZ 1 pz , pi primo. Entonces

Prucha: Sin=p*, @(n)=q(p*) = p* —p*~1 = p* (P - ) - (” - ) '

Si n—HZ 1791 ,

—¢<llipfi>:llip?i(l‘l> ”ﬁ( n)

Este teorema parece algo extrafio, ;para qué usar fracciones si podemos calcular ¢(n) con en-
teros?. Es cierto. Pero esta forma de expresar ¢ serda de mucha utilidad mds adelante cuando


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

(https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/). 80

aparezcan los factores 1 — 1/p; en productos infinitos.

N

Muestre que ¢(n) =n/2 <= n=2"

Solucién: Si n =2 el resultado es directo. En la otra direccién, si n =[T¢_, pity ¢(n)=
n/2, entonces ¢(n) =n[I<_ (1 —1/p;) =n/2, es decir, [T-_;(1 —1/p;) = 1/2, por tanto
k=1y p; =2, sino tendriamos una contradiccién pues si k > 1, entonces Hf-czl(l =
1/p;) <1/2. Finalmente, n = 2%

J

Por ahora, vamos a establecer un lema analogo al lema (4.1): a?(™) =1 (mod m) si mcd (a,m) =1.
Para familiarizarnos, veamos primero un ejemplo.

Ejemplo 4.12 ~\

q0(12) =4 cuenta los primos relativos con 12 que son inferiores a 12, es decir 1,5,7,11.

Ahora, mcd (12,35) =1y 35-1=11 (mod 12), 35-5=7 (mod 12), 35-7 =5 (mod 12)
y 35-11 =1 (mod 12).

Asi, {35-1,35-5,35-7,35-11} es una permutacién médulo 12 de {1, 5, 7, 11}
. J

El conjunto de unidades de Z,, se denota (Z/mZ)*. Este conjunto es un ejemplo de un “sis-
tema reducido de residuos.”

Es claro entonces que |(Z/mZ)*| = ¢(m) vy, en particular, |(Z/mZ)*| =m —1 siy solo si m es
primo.

Sea m entero positivo y med (a,m) =1. Sean r,,1,,...,r, . los ¢(m) enteros positivos <m y
primos relativos con m. Entonces el conjunto de residuos R = {rem(a-r,m) : j=1,..,¢(m)}

es una permutaciéon médulo m de los enteros r,7,,...,r_ ..
1772 @(m)

Prueba: Como el conjunto de residuos R = {rem(a-r,m) : j=1,..,¢(m)} C{r,r,...r 1}
solo hay que demostrar que R tiene ¢(m) elementos distintos y todos primos relativos con .
Asi, estos ¢(m) nameros son inferiores a m y coprimos con m, entonces constituyen una per-
mutacién médulo m de EVLCYIPRVL
Pimero observemos que cada r; € {1,2,...,m — 1} y son todos distintos, por tanto si i # j; r; y
r; estdn en clases de equivalencia distintas y no pueden ser congruentes.
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Sea i#jconij€ {l,.,p(m)} Sia-r,=a-r, (modm) entonces, como med (a,m) =1, pode-
mos cancelar 4 y nos queda r; =7, (mod m), pero esto no puede pasar.

Si med (a-r,m)>1 entonces sea p un divisor primo de a -7, y de m. Si p|a-r,, entonces p|r,

0 pla. Pero esto no puede pasar pues si p|r,, como p|m entonces contradice el hecho de que
mcd (r,,m) = 1. Por otra parte p|a contradice el hecho de que mcd (a,m) = 1.

De nuevo, vamos a dar un ejemplo antes de enunciar el teorema de Euler.

Ejemplo 4.13 N

¢(12) =4 cuenta los primos relativos con 12 que son inferiores a 12, es decir 1,5,7,11.

Ahora, mcd (12,35) =1y 35-1=11 (mod 12), 35-5=7 (mod 12), 35-7 =5 (mod 12)
y 35-11=1 (mod 12).

Luego,

354(1-5-7-11) = (35-1)(35-5)(35-7)(35-11) (mod 12)
= (11-7-5-1) (mod 12)

- 354

1 (mod 12)

pues med(11-7-5-1,12) =1.
\_ Y,

Teorema 4.10 (Teorema de Euler).

Sea m entero positivo y med (a,m) =1, entonces

a?™ =1 (mod m)

Prueba: Sean r,r,,...,r ¢(m) los enteros positivos < m y primos relativos con m. Entonces,
@(m)
por el lema (4.3),

q®(m) (r, 7, 'V(p(m))

Il
—
’_ﬁ

2
N

4
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pues med (r, -7, -7

\

¢(6566304875) = @(5°-132-310831)
= 52(5-1)-13(13 — 1) - (310831 — 1)
—  4848948000.
9(15) = ¢(3:5)=¢3)p(5)=2-4=8, pues mcd(3,5) =1.
. J

Ejemplo 4.15 ~\
Calcular Ordsg(4).

Solucion: Como ¢(39) = 24, Ordsg(4)[24. Por tanto, debemos probar solo con los
divisores d; de 24 hasta que 44 =1 (mod 39).

4 = rem(4,39)
42 = rem(16,39)
43 = rem(25,39)
4% = rem(1,39)

Ol‘d39 (4) =6.

4.3.1 Unreciproco del Teorema pequeino de Fermat

Esta es la version de E. Lucas del reciproco del Teorema pequerio de Fermat: Si p es primo,
¢(p) =p—1 ysip noes primo ¢(p) <p—1. Entonces si n —1 es el mds pequefio entero
positivo tal que a"~! =1 (mod n), n deberia ser primo.

Teorema 4.11

Si existe un entero a primo relativo con 7 tal que a
todo s <n — 1, entonces 7 es primo.

n—1

=1 (modn) ysia®#1 (modn), para
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Pruebn: De acuerdo a la hipétesis del teorema, Ord,(a) =#n — 1. Si n no fuera primo, ¢(n) <
n—1, pero a®") =1 (mod 1), contradicciéon con la definicién de orden de un namero.

Una versién refinada es

Teorema 4.12

Si a y n son enteros primos relativos tales que tales que a” ' =1 (mod n) y a(*=1/9 %1 (mod 1)
para todos los divisores primos g de n — 1, entonces 7 es primo.

Prueba: Como los divisores propios de n — 1 dividen (n —1)/g para algtn primo g, entonces
Ord,, (a) no divide al entero (n —1)/g, segun la hipétesis del teorema. Por tanto, la tinica posi-
bilidad es que Ord,(a) =n — 1. Asi, (Z/nZ)* tiene n — 1 elementos, entonces n debe ser
primo.

Con este teorema podriamos decidir si n es primo si conocemos la factorizaciéon de n — 1.

Ejemplo 4.16 ~\

Usar el teorema (4.12) para probar que n = 229 es primo.

Solucién: n —1=2%-3-19. Para probar que 7 es primo debemos encontrar 2 < a < 228
tal que 4?28 =1 (mod 229) y a(?28)/4 £ 1 (mod 229) para q =2,3,19. Ahora hacemos una
busqueda exhaustiva:

a  rem(a"1,229) rem(a®1/2,229)  rem(a®~1/3,229)  rem(a("~1/19,229)
2 1 228 1 203
3 1 1 134 161
4 1 1 1 218
8 1 1 94 61
6 1 228 134 165

Tabla 4.2. n =229 es primo segtn el teorema (4.12).

. n =229 cumple las condiciones del teorema (4.12) para a = 6. Por tanto, n =229 es
primo.

\_ J

4.4 Teorema de Wilson

n!

;- Se puede

. : n
Sean 1, r enteros no negativos. Recordemos que 0! =1 ysi n >, < > = =)
r ri(n—r)!

probar que (1:) es un entero procediendo por induccién y usando la identidad de Pascal:
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-G+

El teorema del binomio establece que si x,y € R y n no negativo,

(x+y)" = i (Z) =k

k=0

Se asume como convenio que 0 = 1 para el caso especial x #0, y =0, n = 0.

Teorema 4.13

Si p es primoy 0 <r < p, entonces P' <;:>

Prucha: (F) esun entero asi que r!(p —r)!|p!. Como p{r!'y pf((p—r)!), entonces ptri(p—r)L

r
Asirl(p—r)llp! A med (p,rl(p—1)) =1 = rl(p—1)!|(p — DL

Teorema 4.14

Si p es primo, entonces (x +y)? = x? + y? (mod p) si x,y € Z.
Prueba: Como p ‘ <lj> sir=1,2,...,p —1, entonces

P\ p P\, 1, p-1, .. p p—1,1 P\.p
(O)y +<1>xy + +(P_1)x y+<p)x (mod p)

1-yP4+0+---+0+1-x" (mod p)

(x+y)P

En general, si p es primo, entonces (x1 + X2+ -+ +x,)P =] + x5 + -+ + x; (mod p) si x; € Z.

Teorema 4.15

Sea p primoy P(x) =a,x" 4+ --- +a1x +ag € Z[x] con a, # 0 (mod p). Entonces la ecuacién
P(x) =0 (mod p) tiene a lo sumo 1 soluciones (enteras) distintas médulo p.

Prueba: La prueba es por induccién sobre el grado de P..

Si n =0 no hay soluciones pues 4y #Z 0 (mod p).
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Si n =1, la congruencia a;x + ap =0 (mod p) tiene una solo solucién (médulo p) pues a1x =
—ap (mod p) tiene solucién tnica médulo p si med (a1, p) = 1.

Supongamos que el resultado es cierto para polinomios de grado < n — 1. Para el resto de la

prueba vamos a razonar por contradiccién: Supongamos que P(x) = a,x" + --- 4+ a1x + ap tiene
s > n soluciones a1,ay, ...,as distintas médulo p. Consideremos ahora

Q(x) =P(x) —ap(x —ay)(x —ag)--- (x — ay).

Observe que Q es de grado <n — 1 pues

Qx)=P(x) —an(x —ay)(x —ap) - (x —ap) = apx" + ... — (ayx" + ...)

y tiene al menos n raices pues Q(x) =0 (mod p) si x =a3,x = ay,...,a,. Por hipétesis de induc-

cién, como Q tiene grado n — 1, la tnica posibilidad es que Q sea el polinomio nulo, es decir,
Q(x) =0 (mod p) para toda x € Z. En particular, Q(a5) =0 (mod p), Entonces

Q(as) P(as) — an(as —ay)(as —az)--- (as — a,) (mod p)

= —ay(as —ay)(as —az)---(as — a,) (mod p)
= 0(modp)

Luego, plan(as —a1)(as —az)---(as — ay) y como pta,, p divide algan factor (as — a;) con lo
que a; =as (mod p) en contradiccién con nuestra hipétesis.

Teorema 4.16

Sea p primo. Entonces,

Pl 1=(x—-1)(x—2)---(x—p+1) (mod p)

Prueba: Como p es primo y como p es coprimo con 1,2,..,p — 1, por el teorema de Euler ten-
emos, xP~1 =1 (mod p) para x =1,2,..,p — 1. Entonces, x»~! — 1 es un polinomio con p — 1
raices. Usando el teorema (4.15) tenemos

Pl 1=(x—1)(x—2)---(x—p+1) (mod p) si x=1,2,..,p—1
Pero, como Q(x) =xP"!1—1—(x—1)(x—2)---(x —p+1) tiene grado < p—2y p — 1 raices,

Q(x) =0 (mod p), es decir,

Pl 1=x-1)(x—2)-(x—p+1) (modp) si x€ Z
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Teorema 4.17 (Teorema de Wilson).

p es primosiysolosi (p—1)!=—1 (mod p)

Prueba: Si p es primo, por el teorema (4.16),

Pl 1=(x-1)(x—2)---(x—(p—1)) (mod p) para cualquier x € Z.

Poniendo x =0, —1=(-1)P"!'1-2.--(p — 1) (mod p). Si p es impar, obtenemos el resultado.
Si p =2 el resultado es directo.

Si (p—1)!=—-1(mod p) y p tiene un divisor d, 1 < d < p, entonces d|(p —1)! +1 pero

d|(p—1)! pues 1 <d < p, asi que d|1, contradiccién.

Es claro que no es préctico usar este teorema para verificar si p es o no primo.

4.5 Teorema de Carmichael

El célculo del orden de un niimero a puede ser complicado. Algo que nos puede ayudar es saber
que este orden es inferior a ¢(a) y un factor de la funcién A(a) de Carmichael.

Definicién 4.3 (Funcién de Carmichael).

Sean p, p1,p2,...,Ps primos, la funcién A se define ast:

A1) = 1,

A2) = 1,

A4) = 2,

AQ2Y) = 2472 si >3,

ApY) = o) =p~Hp-1) sipi >3 y a>1,
A(n) mem (A(p11), A(P52), -, Alppr))  si n=TI, pf

Ejemplo 4.17 N

5 6 7 8 9 10 100 101 102 103
4 2 6 2 6 4 20 100 16 102
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Teorema 4.18 (Teorema de Carmichael).

Sean a,n € Z" y mcd (a,n) = 1. Entonces

(") =1 (mod n)

Prueba: n =TTk, 2% pii, pi primoy mcd (a,n) = 1. Por la definicién de la funcién A, se tiene

(1) o) =1 (mod2%)
(2) P =1 (mod p7?)
@) a2 =1 (mod p5?)

(k) M) =1 (mod pi*)

Ahora, en la primera congruencia, elevamos a ambos lados a la potencia entera A(n)/A(2%) y en
la congruencia i—ésima elevamos a ambos lados a la potencia entera A(n)/A(p:"), obtenemos

at 1 (mod 2%)

a*(" =1 (mod piY)
o

at 1 (mod p5*)

a*™ =1 (mod )

Para concluir, recordemos que si my,my,...,my € Z+ y si a =b (mod m;), i =1,2,...,k; entonces
a=b (mod mem (mym;---my)). Usando este hecho, podemos concluir que a*(") =1 (mod ).

¢Se gana algo usando A(n) en vez de ¢(1n)? Con un esfuerzo razonablemente pequerio,
podemos obtener, en general, mejores resultados con A.

N

Sea n = 65520 =2*.32.5.7.13. Entonces ¢(n) =8-6-4-6-12 = 13824 mientras que
A(n) = mem (4,6,4,6,12) = 12. Entonces, si med (a,n) =1,

a*" =1 (mod 65520) = a'2 =1 (mod 65520)
a?™ =1 (mod 65520) = a'382* =1 (mod 65520)

Para encontrar el orden de a, se puede probar con los divisores de 12 en vez de calcular
y usar los divisores de 13824

. J

Ejemplo 4.19

Calcular Ordzg(4).
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Solucion: Como A(39) = 12, Ordsg(4)[12. Por tanto, debemos probar solo con los
divisores d; de 12 hasta que 4;7’ =1 (mod 39).

4 = rem(1,39)
4 = rem(16,39) _
# = rem(25,39) ( - Ordw® =6
4% = rem(1,39)
. J

Uno de los resultados importantes es: A(11) es el més pequefio entero positivo para tal quea*(") =

1 (mod m) para todo a tal que mced (a,m) =1 (ver [1]).

A(n)y ¢(n) si med(a,n) > 1. El teorema de Euler y Carmichael requieren med (a,n) = 1. Sin
embargo hay una version til para el caso en que med (4,1) no sea necesariamente 1.

Teorema 4.19

Sea d = med (a,n),
a?M+! = g (mod n) <= mcd (d,ﬁ) =1.
d
Si n es producto de primos distintos,

A(n)+1

a =a(modn) para cualquier ae€ Z.

Prueba: Ver ([9], pag. 274).

Ejemplo 4.20 N

Seaa=7yn=210, med(a,n)=7>1, ¢(n) =48, 7% =7 (mod 210) y mcd (7,30) =1
(también 7! = 7 (mod 210), 7° =7 (mod 210), etc.).

Sean=2-3-5-7, A(n) =12, 213 =2 (mod 210), 3'3 = 3 (mod 210), etc.

Sea n=22.5, enestecaso A(n) =4y 2°#2 (modn), 3°=3(modn),..., 6 %6 (modn),
etc.

EJERCICIOS

41 Verifique, usando el teorema de Fermat, que 2340 = 1 (mod 11).

4.2 Verifique que 23 =1 (mod 31). Ayuda: 2° =1 (mod 31)

4.3 Verifique que mcd (341,2) =1 y 23%0 =1 (mod 341). ;Es 341 primo?
4.4 Verifique que ¢(666) =6-6-6
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4.5 Consideremos los ntimeros de Fermat, F, = 22" + 1. Vamos a probar, usando congruen-
cias, que si n # m, mcd (F,, F,) = 1. Para probar esto, vamos a suponer, por contradiccién, que
mcd (Fy,, Fy) =d > 1. Entonces hay un primo p tal que p|F, y p|Fx. Bajo esta suposicion,

a) verifique que 22" = —1 (mod p),

b) verifique que 22 =1 (mod p).

¢) Sea Ord,(2) =2°. ;Porqué 2° <n+1?

d) Verifique que s £ n. Ayuda: considere 2" = 252! con s+t =n y obtenga una contra-
diccién con 22" = —1 (mod p).

e) Deduzca que el orden de 2 médulo p es 2!

f) Deduzca que el orden de 2 médulo p deberia ser también 271

g) ;Cuadl es la contradiccion?

4.6 Use el resultado anterior para dar otra prueba de que los primos son un conjunto infinito.
Ayuda: para cada F, considere uno de sus divisores primos.

4.7 Sea mcd(a,m) =1y Ordy(a)=t.Sii,j€ Z, a' =a/ (mod m) <= i=j(modt).

4.8 Muestre que si m es compuesto y med (a,m) =1, entonces Ord,,(b) < m — 1. Ayuda: Use
el teorema de Euler.

4.9 Muestre que si p es primoy t1(p — 1), entonces no pueden haber elementos de orden ¢
en Z,. Ayuda: Use Fermat.

410 Sea Ord,(a) =t. Muestre que Ordy,(a’) =t siy solo si med (i,t) = 1.
4.11 Calcule Ord3(5) y Ordy3(7)

4.12 Sea mcd (a,m) = 1. Muestre que Ord,,(a) divide a ¢(m).

413 Muestre que si p es primoy mcd (a,p) =1, entonces Ordy(a)|p — 1.

414 Muestre que si Ordy,(a) =ty k es cualquier entero positivo, entonces Ord,(a¥) =1 siy
solo si med (t,k) =1.

415 Sean a=7y m=310.

a) Calcule ¢(m) y A(m).

b) ;Se puede afirmar, sin calcular, que a*(") =1 (mod m)?

¢) Obtenga Ord,,(a) Ayuda: solo debe probar con los divisores de A(m).
416 Sean a=7y m=210.

a) ;Tiene sentido hablar de Ord,,(a)?

b) Calcule s tal que 4° =a (mod m).

4.17 Calcule Ordy337(2)

418 Muestre que si p es primoy Ordy(a) =t, entonces las soluciones, médulo p, de x' —1=
0 (mod p) son {1,a,4%,...,a""'}. ;porqué no hay més soluciones médulo p?

4.19 Sea p primo impar. Muestre que si P(x) es un polinomio con coeficientes enteros de
grado n > 1 y coeficiente principal a, # 0 (mod p), entonces hay un polinomio Q(x) € Z[x] de
grado 0 <m < p tal que P(x) = Q(x) (mod p).

4.20 Muestre el teorema “pequefio” de Fermat usando el teorema de Euler.

4.21 Muestre el teorema de Euler usando el teorema de Carmichael.
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4.22 Muestre que si n es par entonces ¢(2n) =2¢(n) y que si n es impar entonces ¢(2n) =
2¢(n). Ayuda: Teorema (4.8).

4.23 Calcule ¢(25) usando el teorema (5.2).

4.24 Factorizar n = 2337 y calcular ¢(n) y A(n)

4.25 Calcule las raices (si hubiera) de P(x) = x° +1 médulo 5
4.26 Calcule las raices (si hubiera) de P(x) = x> — 1 médulo 5

4.27 Calcule 96! médulo 97. Luego calcule el resto de dividir 95! por 97. Ayuda: Fermat y
Wilson.

4.28 Sea p primo impar y mcd(a,p) = 1. Mostrar que al?"1/2 =1 (mod p) o alP~1/2 =
—1 (mod p). Ayuda: Usar la tercera férmula notable y el teorema de Fermat.

4.29 Resuelva 7x =1 (mod2°-3-5-17) usando primero el teorema pequefio de Fermat y luego
usando el teorema de Carmichael.

4.30 Mostrar que si p es primo, entonces (x1 +xp + -+ +x,)P =x§ + x5 + -+ x}; (mod p) si
x; € Z.

431 Sean mcd(a,b) =1y S=a??) + b2, Muestre que S =1 (mod ab)

4.32 Use el teorema “pequeo” de Fermat para probar que si p es primoy mcd(p,n) =1y
p|4n® + 1, entonces p =1 (mod 4). Ayuda: Muestre que p Z 3 (mod 4) por contradiccién: Si
p=4k+1ysiy=2n y>=—1(mod p) luego, como mcd (p,y) = 1, aplique Fermat.

433 Muestre que si p es primoy mcd (p,n) =1y p|n® + 1, entonces p=1 (mod4) o p=2.

4.34 Muestre que en Zg, el polinomio P(x) = x2 — 1 tiene 4 raices: x = 1,3,5,7, es decir,
P(1) =0 (mod 8), etc. ;Contradice esto el teorema (4.15)?

4.35 Muestre el teorema “pequefio” de Fermat usando el teorema del binomio. Ayuda: x; = 1.

436 Muestre que si a =1 (mod 2), entonces 2> =1 (mod 23). Ayuda: a = 2k + 1, eleve al
cuadrado y observe que h(h+1) es par.

4.37 Muestre que si a> =1 (mod 2°) entonces =1 (mod 24).

4.38 Use induccién para demostrar que si a > 2, entonces a2 =1 (mod 2%).
4.39 Verifique que si a > 2, entonces 019" =1 (mod 2%).

4.40 Muestre que si n = Hile pi', pi primo; entonces A(p;")|A(n)

4.41 Muestre que A(n)|p(n)

4.42 Muestre que A(n) = ¢(n) si n=1,2,4,p%,2p"
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RAICES PRIMITIVAS Y
LOGARITMO DISCRETO

29

5.1 Introduccidon

Se puede demostrar que si p es primo, existe b € Z tal que Z, = {Z, = {0,b,b%,...,bP71}. A b
se le llama “raiz primitiva” médulo p. Como cualquier elemento a € Z;, debe ser una potencia
de b, tiene sentido definir un logaritmo discreto (indicador) que resulta tener propiedades simi-
lares al logaritmo usual. Es muy ttil en el cdlculo de residuos y para resolver algunos tipos de
ecuaciones congruenciales. Las raices primitivas médulo 7 son usadas a menudo en criptografia.

5.2 Raices Primitivas

Definicién 5.1 (Raices primitivas).

Sea me Z* y med (a,m) =1. Si Ord,,(a) = ¢(m) entonces a se dice raiz primitiva médulo m

Si p es primo y b raiz primitiva médulo p, entonces Z, = {0,b,b?,...,. bP~1}.

Prueba: Ejercicio.

Ords(3) = 4 pues 3> =4 (mod 5), 3° =2 (mod 5) y 3*=1 (mod 5). Entonces,
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Existencia de las raices primitivas. Para establecer la existencia de las raices primitivas en
cualquier Z,, p primo; necesitamos algunos resultados.

El teorema que sigue establece que Z(p(d) = n. Para la demostracién, se usa un conjunto
dln
a>0

S;= {%, %, een, %} y otros conjuntos de fracciones irreducibles (disjuntos):
T; = {; €S, tal que med(i,d) = 1}.

La idea es contar la cantidad de primos relativos como el ntimero de fracciones irreducibles. El
siguiente ejemplo muestra la idea de la prueba.

i 52 ] )

Sea n = 4. Los divisores positivos de 4 son 1,2,4. Entonces,

1234
=] _—— = = :4
54 {4’4’4’4 — 54|
13
n={33} = mi-ew=2

S

I
—N
N[ —

= |hl=9¢(2)=1

—— e — e —  ——

= |Til=¢(1) =1

= =

|

Observemos que T; N T; = @ y que |Sy| = |Ty| + |T2| + |T1|, es decir,

4=9(1)+9(2) + ¢(4)

Sea n un entero positivo, entonces

Y o(d)=n
d|n
d>0

Prieba: Sea Sy ={1,2,...,2} ysea T, = {% € S, tal que med(i,n) =1}. Claramente |S,| =n

y |Tu| = @(n). Ahora, si d|n, d >0; Ty = {é € S; tal que mcd(i,d) =1}, entonces

Si=UJUTu=Th uU..UT,

dln
d>0
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En efecto,

i . . ; o1 B .
“C"”: — € S, tenemos dos casos. Si mcd (i,n) =1, + € Ty. Si — no estd en forma reducida,
n n

o . . o ik
entonces, usando la factorizacién prima de i y de n, simplificamos y nos queda — = - con
n

h

I~

med (k,h) =1y 1 <k <h. Como h|n, entonces % € Tj, y por tanto estd en la unién de los “T;’s”.

“2”: Ahorasi s € ), Ty, entonces s € Tj, para algan h|n. Por tanto, s = % con med (j,h) =1
d>0 N
y 1<j<h.Sin=Kkh, setiene jk' <n, aSiSZ%:ﬁE o

Si d y d' son divisores distintos de n, T; N Ty = @. Esto es asi pues si s estd en esta la inter-
seccion, s = é = i = id = jd' y entonces, como mcd (j,d) = med (i,d’) =1, d|d’ y d'|d. Esto
contradice que d # d’.

Finalmente, |S,| = ) _ |T,], entonces, como |T;| = ¢(d), n=)_ ¢(d).
dln d|n
>0 a>0

El teorema (5.2) nos da una férmula recursiva para calcular ¢(n). No es un férmula adecuada
para célculos porque requiere todos los divisores (primos y compuestos) de n

Como ¢(1) =1, ¢(3) =2y ¢(5) =4, entonces

¢(1) + ¢(3) + ¢(5) + ¢(15) =15 = ¢(15) =8.

Sea p primo y t un entero positivo. Si t{ (p — 1) entonces Z, no tiene elementos de orden ¢. Si
t|(p — 1), hay exactamente ¢(t) elementos de orden t en Z,

Prueba: De acuerdo al teorema “pequefio” de Fermat, para cada a € Z,, 1 #0, aP~1 =1 (mod p).
Luego, si a es de orden t, t|(p —1), o lo que es lo mismo, si t{(p — 1) no hay elementos de
orden f.

Para probar la segunda parte, definimos una nueva funcién ¢(t) : Para cada entero positivo s
que divide a p — 1, sea ¥(s) el nimero de elementos de orden s en Z,. Ahora, como cada
elemento en Z, tiene algtin orden s que divide a p — 1, entonces

Y opt)=p-1
Hip—1)

Por el teorema (5.2), }4(p—1) ¢(t) = p — 1, entonces
(¢(t) = 9(t)) =0

t|(p-1)
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Pero, para cualquier entero t, no hay elementos de orden t o hay exactamente ¢(t) elementos
de orden t; entonces ¢(t) — () > 0 para todo t. Como los sumandos son > 0 y la suma da
cero, cada sumado vale cero: ¢(t) = (t) para cada t|(p —1).

Corolario 5.1 Si p es primo, en Zy hay ¢(p — 1) elementos de orden p —1, es decir, hay ¢(p —1)
raices primitivas.

Ejemplo 5.4 N

Cuando tenemos un primo pequefio, podemos localizar las raices primitivas por “ensayo
y error”, construyendo una tabla de potencias.

ala a® a® a* 45 a® Ordy(a)
1|1 1 1 1 1 1 1
212 4 1 2 4 1 3
3/3 2 6 4 5 1 6
414 2 1 4 2 1 3
5|/!5 4 6 2 3 1 6
6|6 1 6 1 6 1 2

Tabla 5.1. Potencias de los elementos de Z>

Solo hay ¢(6) = 2 raices primitivas médulo 7, 3 y 5 tienen orden 6, es decir, son las
Unicas dos raices primitivas médulo 7. También, por ejemplo, Z; = {0,5,52,53,54,55,56}.

e 55 ] )

La tabla que sigue es un listado de las raices primitivas de los primeros seis primos.

¢(p—1) Raices primitivas
1

2

2,3

&8

2,6,7,8
2,6,7,11

N O LW N

11
13

B B NN R -

Tabla 5.2. Raices primitivas médulo p

\ J

Si b es raiz primitiva del primo p, hay ¢(p — 1) raices primitivas no congruentes, a saber,
b%,b%2, .. b -1, donde aqy,a9, ..., ) son los ¢(p —1) enteros menores que p — 1 y copri-
mos con p — 1.

p(p—1
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Ejemplo 5.6 ™

Determinar las raices primitivas de 17 sabiendo que 3 es raiz primitiva médulo 17.

Solucion: Como ¢(17) = 8, los ocho enteros menores que 16 y coprimos con 16 son
1,3,5,7,9,11,13 y 15. Asi, la raices primitivas son 33 35 37 39 311 313, Haciendo la
reduccién a médulo 17, no queda 3,10,5,11,14,7,12,6.

\ J

Ya probamos la existencia de raices primitivas para p primo. El siguiente teorema define la
situacién general.

Teorema 5.4 (Gauss).

Un entero n > 1 tiene raices primitivas médulo 7 siy solo si n =2, 4, p* o 2p* donde p es
primo impar y a entero positivo.

En particular, todos los primos tienen raices primitivas.

Los primeros n para los que hay raices primitivas son 2,3,4,5,6,7,9,10,11,13,
14,17,18,19,22, .... En particular, no hay raices primitivas médulo n = 2% =16.

En resumen, podemos determinar si hay o no hay raices primitivas médulo 7 y el cdlculo de es-
tas raices se hace usando “prueba y error” (aunque hay unas pocas técnicas generales de célculo).

5.3 Logaritmo discreto o Indicador

El problema que queremos resolver es el siguiente: Si sabemos que a = b* (mod 1), ;Coémo de-
terminar k?

Recordemos que en Z, hay ¢(n) elementos primos relativos con 7.

Definicion 5.2 (Sistema reducido de residuos).

Sea n € Z*. El conjunto {ay,ay,...,a n)} es un sistema reducido de residuos moédulo 7, si
contiene exactamente un elemento de cada una de las clases 7; € Z,, para las que med (r;,n) =1.
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Ejemplo 5.8 ™

Si n=p es primo, {1,2,..,p — 1} es un sistema reducido de residuos médulo p.

Si n =10, ¢(10) =4. En este caso, {1,3,7,9} es un sistema reducido de residuos médulo

10.
\ J

Claramente, si b es una raiz primitiva médulo 7, el conjunto {b, bz,...,b(”(”>} es un sistema
reducido de residuos. Entonces, si a € Z, con mcd(a,n) =1, existe 1 <k < ¢(n) tal que
a =b* (mod n). En particular 1= b?(") (mod n), por el teorema de Euler.

Definicién 5.3
Sea b una raiz primitiva médulo n. Si med (a,n) = 1, entonces el mds pequefio entero positivo

k tal que a = b* (mod 1) se denota con Ind,(a) y se llama indicador de a respecto a la base b
moédulo 7.

Entonces tenemos,
a =M@ (mod n)
A veces se pone Ind,(a) =log,a y se le llama “logaritmo discreto”.

Propiedades.Las propiedades de Ind;(a) son similares a las de la funcién logaritmo.

Sea b raiz primitiva médulo n y med (a,n) = med (c,n) = 1. Entonces,
a) b*=b¥ (modn) <= x=y (mod ¢(n))
b.) Ind,(1) =0 (mod ¢(n))
¢.) Indy(ac) = [Indy(a) + Indy(c)] (mod ¢(n))

d.) Ind,(a*) =k -Indy(a) (mod ¢(n)), sik es entero positivo.

Prueba: Ejercicio.

El teorema 5.5 a.) nos dice que,

a=b" (mod n) <= Indy(a) = rem(k, p(n)) (5.1)

La reduccion modulo ¢(n) es necesaria para obtener el menor exponente positivo, excepto
cuando 1= b?") (mod 1), es claro que, como 1= b?" (mod 1), Indy(1) = ¢(n).

97
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Ejemplo 5.9 ™

Se sabe que b =5 es raiz primitiva médulo 7 y ¢(7) =6,

= 5% (mod 7) <= Ind5(2) = rem(10,6) = 4, es decir, efectivamente
4

b.) 1=5°(mod7) <= Inds(1) = rem(6,6) = 0, es decir, como efectivamente indica
55b.), 6 =Inds(1) =0 (mod 6).

J

Observe que el teorema 5.5 nos dice que “Ind” se puede aplicar igual que se aplican los logarit-
mos para resolver ecuaciones (siempre y cuando se cumplan las hipétesis),

8(x) = f(x) (mod m) = Indy(g(x)) = Indy(f(x)) (mod ¢(m)).

Por supuesto, la aplicaciéon de esta parte del teorema requiere tener a la mano una tabla de
indicadores. En el ejemplo que sigue construimos una breve tabla para Ind,(2) médulo 13.

Ejemplo 5.10 N

Como es usual, para usar el teorema (5.5) necesitamos una tabla de logaritmos discretos.
Por ejemplo, para construir una tabla parcial en base b =2 médulo 13, calculamos las
potencias de 2 médulo 13.

2 = 2Y(mod13), 11 = 27(mod13),
4 = 2%(mod13), 9 = 2%(mod13),
8 = 2)(mod13), 5 = 2°(mod13)
3 = 2%(mod13), 10 = 2%(mod13),
6 = 25(mod13), = 2M(mod 13),
12 = 2%mod13), 1 = 2'%(mod13).

Luego, ponemos la informacién en una tabla,

|1 2 3 4
1 4 2

a 6 7 8 10 11 12
Indy(a) | 12 5

5 9
9 1 3 8 10 7 6

Tabla 5.3. Logaritmos discreto base b =2 moédulo 13

At G )

Resolver 8x° =2 (mod 13) con mcd (x,13) =1

Solucion: Como b =2 es raiz primitiva médulo 13 y como conocemos una tabla de loga-
ritmos discretos para esta base, podemos aplicar “Ind,(-)” a ambos lados de la ecuacién
8x° =2 (mod 13),

8x° =2 (mod 13) = Ind,(8x°) = Ind(2) (mod ¢(13))
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Ahora operamos,

Ind>(8x°) = Indy(2) (mod ¢(13))
Indy(8) +5Indy(x) = 1(mod12), pues mcd(8,13) =1 y mcd(x,13) =1,
3+5Indy(x) = 1(mod12), pues Ind,(8) =3
5Indy(x) = —2(mod12),
Indy(x) = —10(mod12), pues 5-5=1 (mod 12)
Ind;(x) = 2(mod12), pues —10=2 (mod 12)
x = rem(2%,13), por 5.1

Y, efectivamente, 8 - 4% = 8192 =2 (mod 13).

Ejemplo 5.12 N
Resolver 23 =8 (mod 13).

Solucion: Como b =2 es raiz primitiva médulo 13, podemos aplicar “Indy(-)” a ambos
lados,

2 =8 (mod13) = Indy(2*) =Ind,(8) (mod 12)
= 3x =3 (mod 12)
— x=1(mod4)

Ahora, los elementos en Z13 que son congruentes con 1 médulo 4 son x =1, 5, 9.

\. J

{Hemgn BIE )

Calcule el residuo de dividir 12729 - 797 por 17.

Solucion: 3 es raiz primitiva médulo 17. Asi que podemos tomar logaritmo discreto en
base 3. En particular, Ind3(12) =13 y Ind3(7) = 11.

Sea x =127% .79 (mod 17), aplicando logaritmo discreto,
Ind;(x) = Ind3(127%° - 7°7) (mod 16),

entonces Indz(x) =729 -Ind3(12) +97 - Ind3(7) =9-13 +1-11 =0 (mod 16), es decir,
x=1(mod17.)

Ejemplo 5.14

Probar que la congruencia 25x° = 17 (mod 71) no tiene solucién
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Solucion: Para aplicar logaritmo discreto a ambos lados, necesitamos una raiz primitiva
moédulo 71. Como Ordy;(7) =70, ¢ =7 es raiz primitiva médulo 71. En particular,
Ind;(17) =49 y Indy(25) = 15. Ahora,

Indy(25x°) = Indy(17) (mod 70) < 5-Ind;(x) = Ind;(17) — Ind;(25) (mod 70), es decir,
5. Indy(x) = 34 (mod 70).

Esta altima congruencia no tiene solucion pues mcd (5,70) =51 34.

\ J

Comparado con el logaritmo comtin, el logaritmo discreto tiene dos defectos: (1) las tablas se
deben construir para cada médulo primo y hay ¢(p — 1) posibles bases; (2) los datos en las
tablas no estdn en orden ascendente.

El siguiente teorema establece algunas férmulas ttiles para el cdlculo de indices.

Sea b una raiz primitiva médulo m.
a) Si mecd (a,m) =1, entonces Ind,(a~') = @(m) — Indy(a)
b.) Si m >3, Indy(m —1) = ¢(m)/2
¢.) Si p es primo impar, Ind,(p —1) = ¢(p —1)/2
d.) Si m >3y mcd(a,m) =1, entonces Ind,(m — 1) =Ind,(a) + ¢(m)/2

e.) Si m es primo impar y med (a,m) =1, entonces Ind,(m — 1) = Indy(a) + ¢(m —1)/2

HED BE )

Podemos usar la parte e.) del teorema (5.6) para construir una tabla para logaritmo dis-
creto en base 3 médulo 7,

a |l 2
Inds(a) [ 6 2 1

Tabla 5.4. Logaritmos discreto base b =3 médulo 7

. J

EJERCICIOS
5.1 Muestre que en Zy, las tnicas raices primitivas son 3 y 5.
5.2 Calcule las raices primitivas de médulo 71.

5.3 Muestre que si b es raiz primitiva médulo p y b = c (mod p), entonces ¢ es raiz primitiva
moédulo p.

54 Sea p =2"+ 1. Verifique que si p es primo, entonces n es par Ayuda: Solamente puede
pasar p =2 (mod 3). Ahora use logaritmo discreto.
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5.5
5.6
5.7
5.8
5.9

Verifique que no hay raices primitivas médulo 8.
Verifique que 8 no es raiz primitiva médulo 13.
(Hay raices primitivas en Z5?

Calcule las raices primitivas de Zq;

Si p es primo y t un entero, muestre que si en Z, hay elementos de orden ¢, entonces hay

exactamente ¢(t) elementos de este orden.

5.10

Sea p primoy Ord,(a) =t. Muestre que si b€ Z, y b' =1 (mod p), entonces b debe ser

una potencia de a.

5.11
5.12

5.13

5.14

Construya una tabla para el logaritmo discreto en base 11

Resolver
a) 7x =13 (mod 18)
b) 2x* =5 (mod 13)
) 85" =5 (mod 13)
d) 3**+1 =10 (mod 19)

e) 8x2=2(mod 13).Sugerencia: x = 2Ind; (%) (mod 13) con Indy(x) =5 (mod 6) y Indy(x) €

{1,2,..,12}.

Sea m = mymy con med (my,my) =1y m; > 3.

a) Muestre que si m >3, ¢(m) es par

b) Sea n = ¢(mq)p(my)/2 y med(a,m) = med(a,my) = med (a,my) = 1. Muestre que
a?(m)e(m)/2 =1 (mod my) y que a?(")#(™)/2 =1 (mod m,)

¢) Muestre que 4" =1 (mod m)

Usar logaritmo discreto para encontrar el residuo de dividir 23'%! por 13.
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23

RESIDUOS
CUADRATICOS

6.1 Congruencias cuadraticas médulo m

Definicién 6.1

Una congruencia cuadrética es una congruencia de la forma

x? = a (mod m)

donde mcd (a,n) = 1. Si la congruencia tiene solucién, a es llamado residuo cuadrdtico médulo
m.

Ejemplo 6.1 N

Calcular los residuos cuadraticos médulo 7.

Solucion: Una manera directa es hacer una tabla de cuadrados,

b |
Residuo rem(b?,7) ‘

1 2 3 4 5 6
1 4 2 2 4 1 <+— residuos cuadréticos

Tabla 6.1. Residuos cuadraticos médulo 7

Tenemos,
12=6> = 1(mod?7)
22=5> = 4(mod7) = 1,2,4 son residuos cuadréticos mod 7.
¥ =4 = 2(mod7)
\_ J

La congruencia Ax? + Bx +C =0 (mod p) . Observemos que si p es primoy p{A; la congruen-
cia Ax?+ Bx+ C =0 (mod p) es equivalente a (2Ax + B)?> = B> —4AC (mod p) (ver ejercicios),
o lo que es lo mismo, #?> =a (mod p) con u =2Ax+ By a= B> — 4AC.

Representacion simétrica. En principio podemos decidir si la congruencia x> = a (mod p)
tiene solucién o no, por ensayo y error. La teoria que sigue estd orientada a buscar respuestas
a preguntas como ;cudndo es soluble o no, esta congruencia?, si es soluble, ;cuadntas soluciones
tiene modulo p?. La teoria requiere trabajar con la representacion simétrica de Zj,.
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{—p;l,...,—l,o,l,...p_l} si p esimpar

{—;1—1—1,...,—1,0,1,...;7;1} si p espar

En las aplicaciones, el caso comtn es cuando p es impar. La regla de conversion para pasar de
{0,1,...,p — 1} a representacion simétrica es sencilla:

i i si 0<i< pT_l,
p—1 p—1 p—1
L 4k 1<k< .
> +k — 5 +k con 1<k< 7
Ejemplo 6.2 N
. p—1
Consideremos Z, = 3.
0, 1, 2, 3, 4, 5 6
N T e
0, 1, 2, 3, -3, -2, -1
\ J

Si volvemos a calcular como en el ejemplo (6.1), pero esta vez usando la representacién simétrica,
se nos hara evidente nuestro siguiente teorema,

b|-3 -2 -1 1
rem(#%,7) | 2 4 1 1

3
2  <— residuos cuadraticos mod 7

2
4
Tabla 6.2. Residuos cuadraticos médulo 7

Tenemos,

(-1)2=12> = 1(mod?)
(-2)?=22 = 4(mod?)
(-3)2=3% = 2(mod?)

Sea p primo impar y mcd (a,p) = 1.

a) x?>=a(mod p) no tiene solucién o tiene exactamente dos soluciones mod p,

b.) Hay exactamente

p—1

Y 5 residuos no cuadréticos.

2
P > L residuos cuadraticos rem(12, p), rem(22, p), ..., rem( <> ,P)
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Prueba: a) Si x> =a (mod p) y y*> =a (mod p) entonces p|x*> —y> = plx+y V plx —y =
x =y (mod p).

b.) Sea Z,={—(p—1)/2,..,—1,0,1,...,(p —1)/2}. Entonces tenemos (p —1)/2 residuos cuadrati-
cos aj con (—j)?=j*=a;j (mod p), —(p—1)/2<j<(p—1)/2y j#0. Claramente son residuos
cuadraticos distintos pues si i Z j (mod p) entonces i? Z j> (mod p) si i,j € {1,..,(p —1)/2}
(yaque 0 < |i—j| <i+j<p—1). Hay exactamente (p —1)/2 residuos cuadraticos pues ya
agotamos los cuadrados en Z,.

En el caso p =2 el teorema no aplica: s6lo hay un residuo cuadratico médulo 2: 12 =1 (mod 2).

6.2 Criterio de Euler

Euler divisé un criterio sencillo, para decidir si un nlimero es residuos cuadrdtico médulo p. El
criterio no es muy practico computacionalmente pero si de gran valor tedrico.

La idea es la siguiente: Si a es residuo cuadratico médulo p, hay un entero x tal que a =, x2,

entonces, por el teorema pequefio de Fermat se tiene

alP=1/2 = (x2)(P=1)/2 = xP=1 =1 (mod p),
es decir, si a es residuo cuadratico médulo p,

a?=1/2 =1 (mod p).

N

Sea p = 11. Vamos a calcular todas las potencias a(?~1)/2 médulo p en representacion
estdndar y en representacion simétrica,

2 3 4 5 6 7 8 9 10
Residuo rem(a?~D/2,p) [ 1 10 10 < estandar
Residuo rems(a® D2, p) [1 -1 1 1 1 -1 -1 -1 1 -1 <+ simétrica

\ WV,

—_
—_
Juy
o
—_
o
Juy
o

Teorema 6.2 (Criterio de Euler).

Sea p primo impar y mcd (a,p) =1, entonces

a.) a esresiduo cuadratico <= a(P~1/2=1 (mod p),
b.) a no es residuo cuadritico <= a?~1/2=_1 (mod p),

Prueba: Para la demostracion usamos el teorema pequerfio de Fermat y logaritmo discreto.

La parte a.) requiere probar dos dos direcciones,
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”=%"Si a es un residuo cuadritico médulo p, existe x € Z tal que x> =a (mod p.) Como

mcd(a, p) = 1 entonces mcd(x?,p) = 1. Ahora aplicamos el teorema pequefio de Fermat,
1 = xP~!(modp)

()12 (mod p)

= 4p-1/2 (mod p)

7 <="5i alP~1)/2 =1 (mod p), sea b una raiz primitiva de p (todos los primos tienen raices
primitivas) y sea t € Z tal que a =b' (mod p). Entonces,

b = a(modp)
= pir=1/2 = 4(r=1)/2 =1 (mod p)
— Indy(b'(P~1/2) = Ind,(1) =0(modp)
—  Hp-1)/2 = Omod(p-1))
= tp—1) = 2k(p—1), ke Z, ie t espar
= (bt/z)z = b'=a(modp), ie. a esresiduo cuadritico médulo p.

b.). Para probar esta parte se suficiente observar que, por el Pequefio Teorema de Fermat,

(aP=D/2 _1)(aP~D/2 1) = aP"1 —1=0 (mod p).

Como p es primo, no hay divisores de cero en Z,, por lo que si a no es residuo cuadratico
médulo p, la tnica opcién que queda es a(P~1/2 = —1 (mod p). La otra implicacién es conse-
cuencia de la parte a.)

El criterio de Euler, en su versién cruda, es ttil en el célculo directo si p es pequefio, dado que
tenemos que calcular la potencia a(P—1)/2,

2

¢Es a =72 residuo cuadratico médulo 2297

Solucién: Tenemos que calcular rem(72'14,229). Para simplificar el calculo descom-
ponemos en potencias de 2,

7214 = 722 ((((722)%)?)?)7 =228 = —1 mod 229; no es residuo cuadratico.
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Ejemplo 6.5 ™

Sea p primo impar. Muestre que si b es raiz primitiva médulo p, entonces b no es
residuo cuadrético médulo p.

Solucién: Como Ord,(b) = p — 1, entonces b(P~1)/2 %1 (mod p) y por el criterio de Eu-

ler, la tinica posibilidad es que pp-1/2=_1q (mod p), es decir, b no es residuo cuadratico

moédulo p.

6.3  Simbolos de Legendre y Jacobi

El simbolo de Legendre nos permite establecer si un niimero a es o no es residuo cuadratico
moédulo un primo p, mediante un célculo automaético. La ley de la reciprocidad cuadratica, una
de las joyas de la teorfa de ntimeros, simplifica notablemente este calculo.

El simbolo de Jacobi es una generalizacién del simbolo de Legendre que permite una simplifi-
cacién del célculo cuando el médulo no es primo.

Los estudios en residuos cuadréticos de Euler fueron extendidos por Legendre. El simbolo de
Legendre nos proporciona una serie de reglas para el cdlculo automatico. Estas reglas en el
fondo, son aplicaciones simplificadas del criterio de Euler.

Sea p un primo impar y mcd (a,p) = 1. El simbolo de Legendre (;) es definido por,

1 si a residuo cuadratico médulo p

(51

En algunos textos se usa una definicién alternativa: Si p es primo impar,

si a no es residuo cuadratico médulo p

1 si a residuo cuadréatico médulo p

(a) = 0 sipla
P —1

si a no es residuo cuadratico médulo p

Ejemplo 6.6 N

Los residuos cuadraticos de Z7 son 1,2,4, es decir, (;) = (i) = (i) =1y (?) =

5)-()--
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Para el calculo del simbolo de Legendre es necesario establecer las siguientes propiedades,

Sea p primo impar y mcd(p,a) = mod(p,b) = 1. Entonces,
a.) (a) = rem,(a(P~1/2, p) (rems es el residuo en representacion simétrica).

a? . 1
b.) | — ) =1. En particular | — | =1.
p p

¢) Si a="b (mod p) entonces <;> = (Z) , En particular, <;> = (

v (5)=6)G):

) <—1>:<_1)(p1)/2:{ 1 si p=1(mod4)
’ p -1 i p=

rem;(;z, p)> '

Prueba: El item a.) es el criterio de Euler: a(P~1/2=1 (mod p) 0 a?~1/2 = —1 (mod p). Entonces
remg(alP~1)/2, p) = £1 y el signo depende de que a sea residuo cuadratico o no.

2
b.): Sea r, = rems(a?, p). Entonces mcd (r,,p) =1 y a> =1, (mod p), es decir, <ap> =1.

¢): a=b (mod p) = alP~1)/2=p(r~1/2 (mod p). Luego, por a.), (Z) = <f}> .

d.): Como a?~1)/2 = +1 (mod p) y b?~1/2 = £1 (mod p), entonces (ab)P~1)/2 = +1 (mod p)
y entonces el signo de rems((ab)(P~1)/2, p) = +1 depende de los signos de remg(al?~1/2, p) y
rems(b(”’l)/ 2 p) por separado. En resumen, aplicando a.),

(011’) = remy((ab)P"D/2, p)

= rems(g(pfl)/zb(pfl)/z, p)

- 66

<> = remy((—1)P~1/2, p) = (=1)(P=1)/2 (en representacion simétrica)
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Ahora, como p € Z4 y p es primo impar, entonces las tnicas posibilidades son: p =1 (mod 4)
0 p=3(mod4). Si p=4k+1 para algun entero k, (p —1)/2 =2k = par. Si p =4k —1 para
algun entero k, (p —1)/2 =2k — 1= impar. Por lo tanto,

(Fh)={ 1 sr=timas

Corolario 6.1 Sea p primo impar,

a) Sea med(n,p) =1. Si n =TTt p}" es la descomposicion prima de n,

Hf:lplixi _ u (Pi)ai
( P >_E P

b.) El producto de dos residuos cuadrdticos médulo p es residuo cuadrdtico médulo p.
c.) El producto de dos residuos no cuadrdticos médulo p es residuo cuadrdtico médulo p.

d.) El producto de un residuo cuadrdtico y otro no cuadrdtico médulo p, es un residuo no cuadrdtico
médulo p.

Prueba: Ejercicio.

Ejemplo 6.7

(é) = rems(2(5’1)/2, 5) = rem;(4,5) = —1 por el teorema 6.3 a.).

N

El criterio de Euler, bajo el simbolo de Legendre, nos da un criterio rdpido para decidir
si 4= —1 es 0 no es residuo cuadratico médulo p.

a.) a = —1 no es residuo cuadratico médulo 3 pues <_31) = (—1)65-D72 = 1

b.) a = —1 es residuo cuadratico médulo 229 pues <2_2;> = (=2 — ()2 =,
\ J

Ejemplo 6.9

En este ejemplo vamos a aver como se aplican algunas de las propiedades del simbolo
de Legendre.
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\.

a.) ;Es 10 residuo cuadratico del primo 3?

on: (219) — (Z1) (10) _ (1) __
Solucién: (3> = ( 3 ) <3 ) = (3) = —1 por el teorema (6.3), c.).

b.) ¢(Es 63 residuo cuadrético del primo 117

Solucién:

63 8
(11) = (11> por (6.3), c.)
2 P2
= (11> (11> por (6.3), d.)
_ (2) 4 r (6.3), a.)
= i por (6.3), a.
= -1-1 por célculo directo.

por tanto 63 no es residuo cuadratico médulo 11.

Ejemplo 6.0 (continuacién).

c.) ¢Es 72 residuo cuadrético del primo 2297

Solucién: Por el corolario (6.1),

()~ ()~ () () -+ (z) -

.

Ejemplo 6.10

Probar que hay una cantidad infinita de primos de la forma 4k + 1.

Solucién: Por contradiccén, supongamos que solo hay una cantidad finita
P = {p1,p2,-,ps} de primos de la forma 4k + 1. Sea N = (2p1py---ps)* + 1. Ob-
servemos que si p; € P, N =Kk'p; + 1, es decir, los p;’s no dividen N. Como N es de la
forma 4k 41 y no es un p;, es compuesto. Entonces seria divisible por un primo p ¢ P.
Por tanto, —1 es residuo cuadradtico médulo p y p deberfa ser de la forma 4k + 1.
Contradiccién.
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6.3.1 Lema de Gauss

El lema de Gauss es una herramienta teérica que al igual que el criterio de Euler, nos provee de
método para calcular el simbolo de Legendre via un conteo de signos.

La idea es la siguiente: Si p es primo impar y med (4,p) =1, entonces
Z,=1{0,a-1,a-2,.,(p—1)-a}

p_

Los ntmeros a-1,a-2,...,a -

son distintos médulo p. Si consideramos Z, en repre-

sentacion simétrica, tenemos

{a-1,0-2,.0- ”;1} - {—p;l,...,—l,o,l,...,p_l}

Por ejemplo, si p =13 y a = 3, tenemos

3.i[31 32 33 34 35 36
rem(3 -1, 13) 3 6 -4 -1 2 5

Tabla 6.3. Representacién simétricade 3-7,i=1,...,6

En representacién simétrica los nliimeros aparecen con una copia positiva y otra negativa, es
decir, aparece el 1 y el —1, el 2 y el —2, etc. Pero, al pasar cada elemento del conjunto
{a-i,i=1,..,(p —1)/2} a representacion simétrica, solo aparece una copia: aparece el 1 o
el —1,el 2 oel -2, etc.

Ahora, sacando a factor comun a y los signos, tenemos

—1 El~2-~-Emodp,

(r-0/2.9.0. P Yy _y1.0.0. 4.7
a 1-2 (-1)¥=a-1-a-2...a 7 7

2

por tanto, cancelando: a(P~1/2 = (=1)¢ (mod p). Asi, el nimero w de signos “—” en {a-,a -

-1 . . . .
2,..,0- pT} define si a es residuo cuadréatico o no.

Lema 6.1 (Lema de Gauss).

Sea p primo impar y mcd (4,p) = 1. Si w es la cantidad de enteros en el conjunto

{a-1mod p,a-2mod p,..., a- pgl mod p}

que son més grandes que (p —1)/2 (negativos en representacion simétrica), entonces

-1
Prueba: : Sea R = { rem(a, p), rem(2 -4, p), ..., rem(p 5 p)}. En R no hay elementos con-
gruentes pues med (a,p) = 1. Vamos a denotar con rq,7y,...,7¢ los elementos de R que son

<(p—1)/2y s1,52,...,50 los elementos de R que son > (p —1)/2. Por tanto, k+w = (p—1)/2.
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Los (p —1)/2 enteros 11,12, ...1%, P — S1,P — S2,.-,P — Sw son positivos y < (p —1)/2. Todos
estos nimeros son distintos médulo p : En efecto, ya conocemos que rq,79,...,7%,51,52,...,5w SON
distintos médulo p, como s; # s; (mod p) entonces p —s; # p —sj (mod p). También p —s; #
rj (mod p) si i #j, 1<1i,j<(p—1)/2; para probarlo, supongamos que p —s; =r; (mod p),
entonces —s; =7; (mod p) = s; +r; =0 (mod p) pero esto es imposible pues 0 <s; +; <
(p —1)/2. Esto demuestra que

{ri,12, st p — 51, —S2,-, P —Sw )t ={1,2,....(p — 1) /2}.

Entonces

12(p71)/2 = rl.rz...rk.(pfsl)-(p—SZ)...(p—sw)(modp)
F1Tp -+ T+ —S1-—Sp -+ — 5, (mod p), pues p=0

sacamos los w signos “—" a factor comun,
(ri-r2 -+ 15182 -+ 50)(=1)¢ (mod p),
(@a-1-a-2---a-(p—1)/2)(—1)® (mod p),
sacamos a a factor comun,

(aP D212 - (p—1)/2)(~1)* (mod p),

cancelamos,
1 = aP~V/2(—1)¥ (mod p), es decir,
aP=1/2 = (—1)¥(mod p).

Ahora, por el criterio de Euler, (;) =(-1)~.

Nota: En la préctica, en vez de contar los signos negativos, contamos los residuos rem(a-i, p) >

p/2. Usamos p/2 envez de (p —1)/2 pues
p—1 _p p-1 _p+1

5 < 5 < 5 +1= 5

El siguiente ejemplo ilustra el cdlculo. Recordemos que la importancia del lema es de orden
tedrico no computacional.

Ejemplo 6.11 N

¢Es a = 63 residuo cuadratico médulo p =117

Solucién: {63-7,i=1,..,5} = {8,5,2,10,7}. Hay w =3 ntimeros > [p/2] =5. Por tanto
(ﬁ> =(-1)3=—-1. . 63 no es residuo cuadratico médulo 11.

\ J

Ya sabemos cémo decidir si £1 es residuo cuadratico médulo p. Podemos aplicar el lema de
Gauss para decidir si 2 es residuo cuadréatico médulo p.
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Si p es primo impar, entonces

2\ \(p?-1)/8 _ 1 si p=+1(mod8)
(p) = (=D _{ -1 si p=+3(mod?8) 6.1

En particular, si a es par, (;) = (-1)r*-1)/8 (11/})2) .

2 . )
Prueba: Para calcular (P) contamos los nameros en {2-i,i=1,..,(p —1)/2} tales que 2-i >

p/2, es decir, i > p/4 (aqui no hay que hacer reduccién médulo p pues 0 <2i < p —1). En-
tonces 2i > p/2 si [p/4] <i<(p—1)/2. Por lo tanto,

i}
Esto nos da
2yt
p
Aqui lo que interesa es saber si (p —1)/2 — [4] es par o impar, asf que hacemos una reduccién
moédulo 2 :
P [2] =2 (mod2). 62)

Para probar esto ultimo usamos el hecho de que, como p es primo impar, 3k € Z tal que
p=8k+rconr=1,-1,3 o —3. Luego,

2k sir=1
HEH_ 2k—1 sir=-1
4l 2k sir=3
2k—1 si r=-3
L pr—1 . pr—1
En estos cuatro casos se cumple (6.2) y ademads si r = £1, 3 esparysi r= 13, 3 es
impar.
Aqui solo vamos a probar los casos r =3 y r = —1, los otros casos son similares.

Si p =8k + 3, entonces

p—1_1pP]_ ok — —
- [[4]]_1+4k 2%k =1+4k=1 (mod2)

2
-1
4 g = 1+ 6k + 8k* =1 (mod 2). Esto prueba (6.2) para este caso.

p?—1 2 2
Como g impar, <P> =(-1)P-D/8=_1 si p=3(mod8)

113
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Si p =8k — 1, entonces

EZE_HEH:4k—1—(%—4):2kzommdm

2 4
pr-1
g = —2k +8k* =0 (mod 2). Esto prueba (6.2) para este caso.
p?—1 2 2
Como es par, (P) =(-1)P-D/8=1 si p=—1(mod8).

La idea de la congruencia es muy ttil: es mds fécil verificar la congruencia que calcular la po-
tencia.

Ejemplo 6.12 ~\

a.) ¢Es 2 residuo cuadratico médulo 977?
oo (2
Solucién: Si, (97> =1 pues 97 =1 (mod 8)

b.) ;Es 2 residuo cuadratico médulo 229?

P 2
Solucion: No, (

97> = —1 pues 229 =3 (mod 8)

\_ J

6.3.2 Ley de Reciprocidad Cuadratica.

La ley de reciprocidad cuadratica establece una sorprendente relacion entre <P> y <¢7> . Esta

ley fue conjeturada, basdndose en evidencia numérica, por Euler en 1783 y Lagrange en 1785.
Legendre le dio la forma actual a esta ley, pero no pudo dar una prueba completa. La primera
prueba rigurosa fue dada por Gauss en a la edad de 18 arios. Hasta el 2004 se conocian 190
pruebas diferentes. Gauss llamo a este teorema “Aureum Theorema”. Su importancia en la teoria
de ntimeros no tienen discusién. Al respecto, Hecke afirm¢ al respecto: “La teoria de ntimeros
moderna comenzé con el descubrimiento de la Ley de Reciprocidad Cuadratica”.

La prueba del teorema sigue es la tercera prueba que dio Gauss. La prueba se basa e un argu-
mento geométrico.

4.
Primero veamos un ejemplo concreto. Sea p =11 y g = 7. El ntimero Hqﬂ =2 cuenta la

. 4- . .
cantidad de ntimeros < 29 Geométricamente corresponde a la cantidad de pares ordenados
con componentes enteros (llamados punto reticulares) sobre la parte positiva de la recta x =4 y

9 4-9

por debajo de la recta y = v x. Estos puntos son de la forma (4,y) con y < e

114
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y 4

A

Tabla 6.4. Puntos reticulares (4,y) con y <4- Tabla 6.5. Puntos reticulares en ABCD
11/7
(p—1)/2 k- q
La suma H ﬂ =7 corresponde a los puntos reticulares en el poligono ABCD de la
k=1

figura (6.5). -

Podemos cambiar el punto de vista y ver las cosas desde el eje Y de una manera totalmente

3-p 3-p

simétrica: El niimero =4 cuenta la cantidad de nimeros < —-. Geométricamente cor-

responde a la cantidad de de puntos reticulares sobre la parte derecha de la recta y =3 y por

p 3-p

debajo de la recta x = -~ y. Estos puntos son de la forma (x,3) con x < o

k-p
q

La suma

(3 1)/2
H H = 8 corresponde a los puntos reticulares en el poligono APQR de la
k=1

figura (6.1).

Z 1 2 3 4 5=p-1)/2

Figura 6.1. Puntos reticulares en APQR

Finalmente, la figura (6.1) también nos sugiere que

(p=1)/2 . (=172 . _ _
Z |[kqﬂ + Z |[kpﬂ :7+8:15:L1.g
k=1 p k=1 q

gr—1

Observemos ademds, que si p > g entonces |[ 5

]] = % La prueba se puede hacer de

. . o -1
manera directa y estd en los ejercicios. Note que, por simetria, si g > p, entonces [[Z qzﬂ =


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

(https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/). 116

p—1

2

Ahora que hemos establecido el significado geométrico de estas sumas, consideremos el sigu-
iente lema,

Sean p, g primos impares distintos. Entonces,

(P*ZU/Z |[kq]] N (qg/z |:[kp]] :p—l ' q—l
k=1 P k=1 q 2 2

Prueba: Sea p > g. El namero [k -gq/p] cuenta la cantidad de ntimeros < (k- gq)/p. Geométrica-
mente corresponde a la cantidad de puntos reticulares sobre la parte positiva de larecta x =k y
por debajo de la recta y = q/px. Estos puntos son de la forma (k,y) con y <k-q/p.

Cuando x = (p —1)/2, la cantidad de puntos es y = (7 — 1) /2 pues

1 g-1

q—1 <qP—
7 S5 2 < +1
(r—1)/2
Lasuma S(p,q) = Z [k - q/p] corresponde a la suma de los puntos reticulares en el poligono ABCD
k=1
de la figura (6.2).
x= gyv P>q
(g—1)/297 e
A o
Z (p=1)/2
Figura 6.2. Puntos reticulares
(g—-1)/2
De manera simétrica, la suma S(q,p) = ) [k-p/q] corresponde a la suma de los puntos
k=1

reticulares en el poligono APQR de la figura (6.2).
q

Hay que notar que no hay puntos reticulares sobre la recta y = v x pues med(p,q) =1.

Finalmente, la suma de los puntos reticulares en el poligono ABCR se puede expresar de dos

-1 -1
formas: pT . QT y S(q,p) +S(p.q).
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Teorema 6.5 (Ley de Reciprocidad Cuadratica).

Sea p y g primos impares distintos. Entonces

(£)(3)- e

. p p=1a-1 (g
En particular, (—) =(=1) 72 2 (—)
P y (-1) )

-1
Prueba: Sea R = { rem(q, p), rem(2 -4, p),..., rem(L -q,p)}. Vamos a denotar con 11,7, ..., 7k
los elementos de R que son < p/2 y s1,Sy,...,5. los elementos de R que son > p/2. Claramente

kra=(p-1/2y (1) =0
Los elementos de R son todos distintos. Si i,j € R y i # j, entonces i # p — j (mod p). Asi, los

(p —1)/2 nameros rq,12,...,7k, P — 51, P — S2,..,P — Sew son todos distintos e inferiores a p/2, por
tanto estos nimeros corresponden a los ntimeros 1,2,...,(p — 1)/2 en algtan orden. Entonces

k w (p—1)/2
Yo+ Y (p-si) =} i
i=1 i=1 i=1
_ p=Dp+1)
8
Por tanto,
k w k w pz -1
Yok + Y (p—s)=) 1 +wp—) si=
i=1 i=1 i=1 i=1
Sea S(p,q) = Z,(f;l)/z lk-q/p], S1=XF 7 v S2= X% s;. Con esta notacion,
2
-1
”8 =S +w-p—5 (6.3)

Por el algoritmo de la divisién,

kq=1|kq/pll-p+tx con 0<t;<p.

Entonces,
(p—1)/2 (p—1)/2 (p—1)/2
Y, keq= Y lka/pll-p+ Y he
k=1 k=1 k=1
Esto es,
(p—1)/2
qg- Y, k = p-S(pa)+5+5
k=1
p-1

q-—g p-S(p.q) +S1+52 (6.4)
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Ahora restando (6.3) con (6.4) obtenemos,

w

De aqui se sigue que S(p,q) — w es par. Por tanto, (—1)5(P4) -« =1; es decir (—1)5(P4) = (—1)«.

Pero, el lema de Gauss dice que ( Z) = (—1)“, entonces ( Z) = (—1)%(P4). De manera similar,

(Z) = (—1)5(‘”’). En conclusién,

(Z) (Z) = (=1)5@p) . (—1)S(P)

p—1 q-1
= (=1) 77, porellema de Gauss.

El corolario que sigue es una reformulacion de la Ley de Reciprocidad Cuadrética en términos
de congruencias.

Corolario 6.2 Sea p y q primos impares distintos. Entonces

) si p=1(mod4) o =1 (mod4)

si p=q=3(mod4)

7N
< =
~~_
Il
It .
N~

Prueba: Ejercicio.

Ejemplo 6.13

¢Es 152 residuo cuadratico médulo 437?

Solucion: 152 = 23 (mod 43), entonces
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(=) - (&)

, pues 43=23=3(mod4), (Corolario 6.2)

)
) , pues 43 =20 (mod 23)
) (5)--(z)

)

\

Ejemplo 6.14

Muestre que si p =2" +1 es primo == 3 es raiz primitiva médulo p.

Solucion: p # 1 (mod 3) y, como p es primo, p # 0 (mod 3). Asi, p =2 (mod 3). Por

2 n—
tanto, (g) = (3> = —1. Ahora, por el criterio de Euler, 3? = (mod p) y también
32" =1 (mod p). Sea ahora Ord,(3) =s, entonces s[2" = s =2 con k<n. Si k<n,
entonces
on—k-1 u
1= (32k> =32"" = 1(modp),
lo cual es una contradiccién. ... 3 es raiz primitiva.

N\

Ejemplo 6.15

Sea p primo > 3. Muestre que si p =1 (mod4) y p =1 (mod 3) entonces <;37> =1

Solucion: Por la Ley de Reciprocidad Cuadratica,
3Y _ BR3P A (P
(p)_( DT (5) =07 (§)

y como p =4k + 1, entonces,
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Ahora, como p =1 (mod 3) entonces

3)-6-()-

6.4 Simbolo de Jacobi.

El simbolo de Jacobi es una extensién del simbolo de Legendre pero solo decide si un ntimero es
. Pl ., . 7. . a

un residuo no cuadrético. La notacién es la misma, el simbolo de Jacobi se denota (—) solo que
m

esta vez m debe ser impar y mcd (a,m) = 1. No hay peligro de confusién pues si m es primo
impar, el simbolo de Jacobi coincide con el simbolo de Legendre. Si m no es primo, estamos en
el contexto del simbolo de Jacobi.

Definicién 6.3 (Simbolo de Jacobi).
k

cpe . . iz . e;
Sea m entero positivo impar con descomposicién prima m = qpi’, y sea a entero tal que
1=
mcd (a,m) = 1. El simbolo de Jacobi se define por

(&)= () ~11E)"

e g a ;
En esta definicion, formalmente < ) corresponde al simbolo de Legendre.
i

Ejemplo 6.16

<125) = <§) (;) =(—-1)(—1) =1 (aunque 2 no es residuo cuadrético médulo 15!)

@ Si m es primo, el simbolo de Jacobi coincide con el simbolo de Legendre.

@ Si m no es primo, el simbolo de Jacobi no decide si a es residuo cuadratico médulo m : 2

2
no es residuo cuadratico médulo 15 pero, usando el simbolo de Jacobi, <15> =1.

. .. . . s . a .
@ El simbolo de Jacobi si decide residuos no cuadraticos. Si (—) = —1, a no es residuo
m

" ) . . a e .
cuadratico médulo m. Esto es asi pues si { — ) = —1, entonces por definicién, si m es
m

.. . . a .
compuesto, hay un divisor primo impar p; de m tal que <) = —1. Si suponemos que a
pi
es residuo cuadratico médulo m tendriamos una contradiccion pues x
x?> =a (mod p;).

2 =4 (mod m) =
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@ El simbolo de Jacobi simplifica el calculo del simbolo de Legendre cuando a es compuesto
impar y p primo, como veremos mas adelante.

Teorema 6.6 Propiedades del simbolo de Jacobi

Sea m un entero positivo impar, a,b,n enteros con med (a,m) = med (b,m) =1 entonces,

2 2
Z ) (_1\(m*-1)/8
e.) ( ) =(-1)

f.) Ley generalizada de reciprocidad cuadratica. (%) = (%) (=1)(m=D(==1)/4 5 también n
es impar y med (m,n) =1

Ejemplo 6.17 ~N

391

439
mcd (391,439) =1, podemos usar la ley generalizada de reciprocidad cuadrética
calculando como simbolo de Jacobi.

corresponde al simbolo de Legendre pues 439 es primo. Como

391 439

91N yes9-1)391-1)/4 (439 - o .

( 439) (=1) < = 1> (Reciprocidad cuadrética generalizada)
(89 _(rem@0,3m)\ _ (48
B 391/ 391 39
o)) (@)
()

\_ J

EJERCICIOS

6.1 Calcule los residuos cuadraticos médulo 9.
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p—1
6.2 Muestre que si p es primo impar, Z (;) =0

a=1

6.3 Use el simbolo de Jacobi para verificar si 48 no es residuo cuadréatico médulo 391.

6.4 Use el simbolo de Legendre para verificar que si q es el mds pequefio residuo no cuadratico
moédulo p (primo impar), entonces g debe ser primo.

6.5 Muestre que (P) =1 <= p=1(mod4).

6.6 Sea p es primo impar. Muestre que p — 1 es residuo cuadratico médulo p, si y solo si
p =1 (mod4). Ayuda: Verifique que si x> =p — 1 (mod p), entonces x> = —1 (mod p).

6.7 Sea p es primo impar y (a) = 1. Muestre que p — a es residuo cuadratico médulo p, si
y solo si p =1 (mod 4).

6.8 Muestre que (g) =1sia=+1(mod5), y (g) = —1 si a =42 (mod5). Ayuda: recipro-
cidad cuadrética y reduccién médulo 5.

6.9 Sea n > 1. Muestre que si p es factor primo de n? + 1, entonces p =1 (mod 4).

6.10 Sea p es primo impary <a> = 1. Muestre que p —a es no es residuo cuadratico médulo

p, siy solosi p =3 (mod4).

. . . a . .
6.11 Sea p primo impar. Muestre que si (P) =1, entonces el inverso de a es residuo
cuadratico médulo p.

6.12 Sea p primoy pfA. Si Ax?>+ Bx+ C =0 (mod p), muestre que (2Ax + B)? = B? —
4AC (mod p) Ayuda: En Ax?+ Bx + C =0 (mod p) multiplique por 4A y agrupe.

6.13 Resolver la congruencia 3x? — 4x +7 =0 (mod 13)

6.14 Muestre que 3x% + 7x +5 =0 (mod 13) no tiene solucién.

— 2 _
-5

6.15 Si p es primo impar, probar que
8k+1, p=8k—3.

(mod 2) para los casos p =

6.16 Sea p primo impar, mcd(a,p) =1 y b raiz primitiva médulo p. Sea a =b° (mod p).
Muestre que si s es par, entonces a es residuo cuadrético; sino, a no es residuo cuadratico.

6.17 Usar el criterio de Euler para determinar si a = 54 es residuo cuadratico médulo p =97.
6.18 ;Qué puede decir de (g) ?

6.19 Es 2 residuo cuadratico médulo 31817

6.20 Sean p > g ambos primos impares. Muestre que [[Z P;lﬂ = q% Ayuda: Muestre que
q-1 _qp-1 _q-1
-~ 1.
2 “p 2 S 2 °

6.21 ;Es 3797 residuo cuadrético médulo 72977?

a (3)-(3)
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6.23 Sea p primo > 3. Muestre que si p =3 (mod 4), entonces (;) =—1si p=2(mod 3).
Ayuda: Ley de Reciprocidad Cuadratica.

6.24 Sea p primo impar. (;) =1siysolosi p=1(mod12).

6.25 Sea p primo impar. Muestre que la congruencia x> +3 =0 (mod p) tiene solucién si y
solo si p es un primo de la forma 34 + 1.

6.26 Probar que x(P~1)/2=1 (mod p) tiene (p —1)/2 soluciones médulo p.

6.27 Sea pi,...,ps primos de la forma 8k +7 y sea N = (4p1pz---ps)* — 2.
a) Probar, usando residuos cuadraticos, que los divisores primos impares de N tienen la
forma 8k +1 o 8k +7.
b) Probar que no todos los divisores primos impares de N tienen la forma 8k + 1
¢) Probar que hay infinitos primos de la forma 8k + 7.


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

EJERCICIOS (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/). 124

Ultima version actualizada y comprimido con los ejemplos de este libro:

https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/Libros/
http://www.matematicainteractivacr.com/

Esta version: Marzo, 2014.



https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/
https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/Libros/
http://www.matematicainteractivacr.com/

(https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/). 125

ESTIMACIONES,
ESTADISTICAS Y
PROMEDIOS

31

El propésito de este capitulo es estudiar comportamiento “tipico” de algunas funciones arit-
méticas para tomar decisiones a la hora de crear heuristicas para resolver algtin problema. Por
ejemplo, nos interesa tener estimaciones para poder responder preguntas tales como: ;La mayo-
ria de los ntimeros tienen factores primos pequefios?, ;Los ntimeros altamente compuestos son
escasos?, ;Cudl es el tamafio tipico del factor mds grande de un nimero?, etc.

7.1 Funciones Aritméticas

La funcién aritmética 7(n) cuenta cudntos divisores positivos, primos y compuestos, tiene .
Por ejemplo, los divisores de 8 son 1,2,4; asi 7(8) =4. La funcién o(n) es definida como la
suma de los divisores, tanto primos como compuestos, de n. Por ejemplo, 0(8) =1+2+4=7.
Formalmente,

t(n)=Y 1y o(n) :Z‘;d
dln

dln

Sea s(n) = o(n) —n, es decir, s(n) es la suma de divisores propios de n (a veces se usa el
arcaismo “parte alicuota” en vez de divisor propio). Decimos que un entero n es deficiente si
s(n) > n, es abundante si s(n) > n y que es perfecto si s(n) = n. Por ejemplo, s(8) =7 < 8, asi
que 8 es deficiente. s(12) = 16, asi 12 es abundante. Los divisores de 6 son 1,2,3 y 6, por tanto
s(6)=14+2+3+6 — 6 = 6, por tanto 6 es perfecto.

T y o se calculan ficil si n es potencia de un primo.

Sea p primoy n = p¥, ,entonces T(n) =k+1 y o(n) = %

k+171

Prueba: Los divisores de d de p* son 1,p,p?,...,p*. Hay k+1 divisores. La suma es

1— k+1 k+1_1
l+p+p?+..+pf= 1_’7;7 :pp—l

En el siguiente lema se muestra que T y ¢ son multiplicativas, esto nos permite calcular T y ¢
si conocemos la descomposicién prima de n.
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Si med (m,n) =1, entonces T(nm) =t(n)t(m) y o(nm)=oc(n)o(m)

Prueba: La a idea la podemos ver con un ejemplo: Sea n =9 y n =4, ambos son primos relativos.
Ahora, hacemos un arreglo rectangular como el que estd a la izquierda de la tabla (7.1). Las
tnicas filas en consideracion son las filas que inician con un divisor de 9. Luego, solo marcamos
las entradas® d; ~d; si d;|9 y dj|4. Simplificando, lo que nos queda es un arreglo rectangular
7(9)T(4).

1 2 3 4
1{1-1 1-2 1-4
2
3131 3-2 3-4 1 2 4
4 N 1{1-1 1-2 1-4
5 3131 3-2 3-4
6 9191 9-2 9-4
7
8
9191 9-2 9-4

Tabla 7.1. Si mcd (9,4) =1, entonces 7(9-4) = 7(9)71(4)

La prueba para o(nm) es una modificacion de la prueba de t(m)7(n). Solo necesitamos notar
que o(nm) es la suma de todas las entradas de la tabla simplificada.
La prueba formal queda como ejercicio.

. . k
Si la factorizacién prima de n es p;' 'pgz ... p&, entonces

T(n)=(k1+1)(kg+2)--- (ks +1) y a(n):'

Prueba: Como plil, pgz, e, p’§5 son primos relativos dos a dos, entonces

o(m) =7 (pft) T (p5) T (F) = i+ D k2 +2) - (ke +1)

y similarmente para o (n)

o y T son ejemplos de funciones definidas sobre los nimeros naturales. En vez de considerar
este tipo de funciones como objetos aislados, es de mucha ayuda verlas como objetos més gene-

“u

rales y estudiar la relacién entre ellas por medio de una operacién “*” (Ilamada convolucién).

SRecordemos que si med (m,n) =1 y si d|mn, entonces d = ab con a|m y b|n.
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Una funcién f definida sobre los ntimeros naturales, se llama funcién aritmética. Por ejemplo,

u(n) = 1 paratodon,

N(n) = n paratodon,
e(n) = { 1 sin=1
0 sin>1

Definicién 7.1 (Convolucion).

Sean f y g funciones aritméticas. La convolucién de f y g, se denotada f * g, es una funcién
aritmética definida por

frg(n) = ‘Zf(d)g(n/d)
d|n

Como los divisores de n ocurren en pares (es decir, si djn = n = dk y entonces (n/d)|n),
podemos escribir

frgn) = Zd: fd)g(e)

f
n=cd

at=— 8 )

Calcule N % u

Solucién: N« u(n)= ) N(d)u(c)=) d-1=0(n)
cd

dn
n=cd

\ WV,

AFE 7 )

Calcule u * u

Solucion: uxu(n) = Y u(d)u(c)=) 1=1(n)

cd d|n
n=cd

\ J

Sean f,g y h funciones aritméticas, entonces
a) frg=gxf
b.) (fxg)*h=fx(gx*h)

c.) f*xe= f para cualquier funcién aritmética f

Prueba: Ejercicio.
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La funcién p de Mobius se define ast:

o u(l)=1,

@ si n > 1 tiene factorizacién prima n = pllq Py ~-~p§5, entonces

(n) = 0 si kij>1, paraalgin i=12,..,s
pin) = (—=1)* si k;j=1, paratodo i=1,2,..,5s

Asi, por ejemplo #(2-3-13) = (—1)% = —1 mientras que u(2-32-13) =0.

La funcién de Mobius es importante porque f =g*u < ¢ = f * u. Esta es una férmula muy
atil y se le llama formula de inversion de Mobius.

. 1 sin=1,
M *u=e, es decir, Zy(d) = { .
i 0 sin>1.

Prueba: Si n =1, Y.41p(d) =p(1) = 1. Para probar el caso n > 1, empecemos con un ejemplo:
Si n=3-5%-7, los divisores de n que contribuyen con un sumando no nulo se pueden escribir
en pares, 3, 3-7, 3-5, 3-5-7, 5, 5-7. Los divisores se dividen en dos grupos de igual car-
dinalidad, los que son divisibles por 7 y los que no. Si d es divisor del primer grupo, d -7
es divisor del segundo grupo. Observemos que p(d) = —p(d -7), por tanto la suma cancela:
Yau#(d)=pB3)+uB3-7)+..=-1+1+1-1-1+1=0. Formalmente,

Si n>1 tiene factorizacién prima n = pllq . pgz . plgs ; los tinicos divisores d de n que contribuyen
con un sumando no nulo, son los divisores que son productos de primos distintos. Estos divi-
sores d se pueden dividir en dos grupos de igual tamafio; Dy ={d : ps|d} y Dy ={d : pstd},
es decir, los productos que no tienen a p; y estos mismos agregando ps: d € Dy & dps € Ds.
Ahora, como pu(d) = —u(dps), entonces hay tantos divisores que contribuyen con —1 a la suma
como divisores que contribuyen con 1, como se queria mostrar.

Teorema 7.3 (Formula de Inversién).

Sean f y g son funciones aritméticas,

Si f(n) =) _g(d), entonces g(n)=)Y f(d)u(n/d)

d|n d|n

e inversamente.

Prueba: Usando la notacién de convolucién, hay que probar que f =g*u <= g=f x .

V= f=gwu = f*}l:(g*u)*yzg*(u*y):g*(ﬂ*u):g*ezg.
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” <= " Ejercicio.

e 7S | )

Muestre que Zo'(d)y(n/d) =n paratodane€ Z".

d|n
Solucion: Como ¢ = N # u, entonces por inversion de Mobius, N = ¢ x 4, que es lo que
se queria.

\_ J

7.2 A los nameros primos les gusta los juegos de azar

"God may not play dice with the
universe, but something strange is
going on with the prime numbers.
Paul Erdos

La probabilidad de que un ndmero natural, tomado al azar, sea divisible por p es 1/p.
¢ Qué significa “tomar un ndmero natural al azar”?. Los naturales son un conjunto infinito, asf
que no tiene sentido decir que vamos a tomar un ndmero al azar. Lo que si podemos es tomar
un numero de manera aleatoria en un conjunto finito {1,2,...,n} y luego (atendiendo al modelo
frecuentista de probabilidad) ver que pasa si n se hace grande (i.e. 1 — o).

Hagamos un pequefio experimento: Fijamos un ntimero p y seleccionamos de manera aleato-
ria un numero en el conjunto {1,2,..,n} y verificamos si es divisible por p. El experimento
lo repetimos m veces y calculamos la frecuencia relativa. En la tabla que sigue, hacemos este
experimento varias veces para n,m y p.

n m p  Frecuencia relativa
100000 10000 5 0.1944
0.2083
0.2053
0.1993
10000000 100000 5 0.20093
0.19946
0.1997
0.20089
10000000C 1000000 5 0.199574
0.199647

Tabla 7.2. Resultado del experimento.
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Y efectivamente, parece que “la probabilidad” de que un ntimero tomado al azar en el conjunto
{1,2,...,n} sea divisible por p =5es 1/5=0.2

De una manera sintética: Sea E,(n) = los multiplos de p en el conjunto {1,2,..,n}. Podemos

Ep(n)

calcular la proporcién de estos miultiplos en este conjunto, es decir, podemos calcular
para varios valores de n

n Multiplos de p =5  Proporcién

100 20 0.2

10230 2046 0.2

100009 20001 0.199992

1000000 199999 0.199999
Tabla 7.3

Parece que en el conjunto {1,2,...,n}, la proporcién de los multiplos de p =5 se aproxima a
1/5, conforme n se hace grande. ;Significa esto que la probabilidad de que un ntimero natu-
ral, tomado al azar, sea divisible por 5 es 1/5?. Por ahora, lo tinico que podemos decir es que
este experimento sugiere que la densidad (o la proporcién) de los multiplos de 5 en {1,2,...,n}
parece ser 1/5 conforme 7 se hace grande. Generalizando,

Definicién 7.2

Sea E un conjunto de enteros positivos con alguna propiedad especial y sea E(N) =

E N{1,2,..,N}. La densidad (0 medida relativa) de E se define como

DIE] = lim £

n—oo 1

siempre y cuando este limite exista.
¢Es esta densidad una medida de probabilidad en el modelo axiomético?. No, porque resulta no
ser aditiva, como el modelo exige (ver [10]). Aunque en el esquema frecuentista se puede ver la

densidad como la “probabilidad” de que un entero positivo, escogido aleatoriamente, pertenezca
a E, aqui identificamos este término con densidad o proporcién. Tenemos,

1
La densidad de los naturales divisibles por p es e es decir, si E, es el conjunto de enteros

positivos divisibles por p, entonces

D[E,] = lim Ep(n) _1

n—oo n p
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Prueba: Para calcular el limite necesitamos una expresién analitica para E,(n). Como existen

p,r tales que n = pk+r con 0 <r < p, entonces kp <n < (k+1)p, es decir, hay exactamente
n—r
. Por lo

k mdltiplos positivos de p que son menores o iguales a n. Luego E,(n) =k =

E _
tanto, D[E,| = lim Epln) = lim (n=r)/p = lim 1_r_1
P n—oo n n—o0 n n—oo p pn p

Un hecho de gran importancia es este: Si p,q son primos, ser divisible por p y por g son eventos
técnicamente independientes, es decir, D[E, (| E;] = D[E,|D[E,]. Una de sus consecuencias (no
tan inmediata) es que los divisores primos de n se distribuyen de acuerdo a la ley normal (ver

[10]).

7.3  Orden de Magnitud

Necesitamos un mecanismo flexible para comparar funciones. Esto es necesario, porque a menudo
nos interesa reemplazar funciones complicadas con otras mds simples. En la parte préctica, esto
nos permite establecer términos de error en una estimacién, de una manera mas flexible.

Para comparar dos funciones f y g, es conveniente primero definir la relacion “<” (se lee
“dominada por”): Decimos que

f(x) < g(x) conforme x — oo
si podemos encontrar una constante C y x( tal que
f(x) <Cg(x) cuando x > xp
Para establecer esta desigualdad, a menudo es muy ttil usar el hecho de que si f es creciente,

entonces a < b cuando f(a) < f(b). A veces se puede usar la derivada para establecer que f es
creciente (o decreciente) en un intervalo.

Ejemplo 7.4 N

Muestre que 3x3 — x?> + 1< x*> conforme x — oo
Solucién: Tenemos que encontrar C y xp tal que x> — x? +1 < Cx® cuando x > x.

Como 1—x2<0 si x>1, entonces 3x3 — x2 +1 < 3x3 si x > 1. Por tanto basta tomar
C =3y x9p =1 para que se cumpla la definicién.

\ J

Muestre que exp(y/log(x)) < x conforme x — oo
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Solucion: exp(x) y log(x) son funciones crecientes, entonces

exp(y/log(x)) < «x <= (tomando logaritmos)
log(x) < log(x) <= (cuadrados a ambos lados)
log(x) < log*(x), (*)

ahora, como u <u? si u>1, la desigualdad (*) se cumple si x > e. Por tanto, basta
tomar C =1, y xp = e para que se cumpla la definicién.

\_ J

O grande de Landau. En general, nos interesa una manera de decir que f y g son funciones
parecidas en orden excepto por un término de error dominado por una funcién h. Decimos que

f(x) =g(x) +O(h(x)) si |f(x)—g(x)| <h(x)

En particular, si g(x) =0,

f(x) =0(h(x)) si f(x) <h(x)

Ejemplo 7.6

Observe que f(x) = 0O(1) significa que f es una funcién acotada en un intervalo |xp, oo|.
También, usando los dos ejemplos anteriores, 3x> — x> + 1= 0(3x%) y exp(/log(x)) =
O(x).

g Cicmplo 77 N\
X 1
x+1_1+o<x).

Solucion: |x/(x+1)—1|=1/(x+1) <1/x si x >0. Asi, tomando C=1y xy =0, el
término de error es O(1/x).

. W,

Ejemplo 7.8 N

Sean n,d enteros positivos, Muestre que [n/d] =n/d + O(1).

Muestre que

Solucion: Por el algoritmo de la division, existe k, 7 € Z talque n=k-d+r con 0<r <d
o también n/d =k+r/d. Luego,[n/d]| =k= (n—r)/d. Ahora, |[n/d] —n/d|=r/d < 1

para cada n > 0. Asi, tenemos [n/d] =n/d + O(1), tomando C = 1.
. J

o pequena. La definicién de O grande requiere la existencia de una constante C tal que f < Cg.
La definicién de la o pequeiia es similar, solo que esta vez pedimos que 0 < f < Cg para toda
C > 0. En lo que sigue, solo hacemos referencia un par de veces a este concepto, asi que solo
vamos a dar la definicién.
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Definicién 7.3

Sea f,g¢ funciones. Decimos que f = o(g) si para toda ¢ € RY, existe x, tal que
0<f(x)<c-g(x) six>x.

7.4  Teorema de los nimeros primos

Ya sabemos que los primos son infinitos. De aqui en adelante hay una pregunta muy natural:
(cuantos primos hay entre 2 y x?. Por ejemplo, 2,3,5,7 son los primos inferiores a x = 10, asf
que hay 4 primos entre 2 y 10.

La funcién que se usa para contar los primos por debajo de x se denota con 77(x) : Por ejemplo,

n(2) =1, 7(10) =4 y 7(1/1000) = 11.

Para la funcién 7r(x) no hay una férmula sencilla. Algunas férmulas actuales son variaciones
un poco mas eficientes que la férmula recursiva de Legendre (1808).

7.4.1 Férmula de Legendre para 77(x).

Esta férmula esta basada en el principio de Inclusién-Exclusién. Basicamente dice que el con-
junto {1,2,...,[x]} esla unién del entero 1, los primos < x y los enteros compuestos < x,

[x] =1+ 7t(x) + #{ enteros compuestos < x}

Un entero compuesto en el conjunto A = {1,2,...,[x]} tiene al menos un divisor primo menor o
igual a /x. Esto nos ayuda a detectar los nimeros compuestos en A : Solo tenemos que contar
los elementos de A con un divisor primo < /x.

Los ntimeros divisibles por p e inferiores a x son los k ndmeros p < 2p < ... <k-p <x. Como
kp <x < (k+1)p, entonces k= || x/p]. Asi, [[x/p] cuenta la cantidad de enteros < x divisibles

por p.

Ahora, ;#{ enteros compuestos < x} es igual a al conteo total de los multiplos de cada primo
pi < v/x? No, pues este conteo incluye a los propios primos p;, asi que hay que reponer con
7t(1/x) para hacer una correccion. Pero también habria que restar los compuestos que son divisi-
bles por p; y p; pues fueron contados dos veces, pero esto harfa que los nimeros divisibles por
Pi, Pj, Px fueran descontados una vez mas de lo necesario asi que hay que agregar una correccion
para estos ntmeros, y asi sucesivamente.

Ejemplo 7.9

Si x = 30, los primos menores que |[v/30] =5 son 2,3 y 5.


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

(https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/). 134

130/2]| = 15 cuenta {2,4,6,8,10,12,14,16,18,20,22,24,26,28,30}
30/3] = 10 cuenta {3,6,9,12,15,18,21,24,27,30}
130/5]] = 6 cuenta {5,10,15,20,25,30}

En el conteo [|30/2] + ||30/3]] + [|30/5]:
@ se contaron los primos 2,3 y 5.
@ 6,12,18,24,30 fueron contados dos veces como miltiplos de 2, 3
@ 10,20,30 fueron contados dos veces como multiplos de 2, 5
@ 15,30 fueron contados dos veces como multiplos de 3, 5

@ 30 fue contado tres veces como miltiplo de 2,3 y 5.

Ejemplo 7.0 (continuacién).

Finalmente,

#{ enteros compuestos <30} = [30/2] + [|30/3] + ||30/5]|
— [130/(2-3)]] - [130/(2-5)]] — 130/(3-5)]
+ |30/(2-3-5)]
= 31-3-5-3-241=19

El dltimo sumando se agrega pues el 30 fue contado tres veces pero también se resto tres veces.

Observe ahora que en {1,2,...,,30} hay 19 compuestos y el 1, asi que quedan 10 primos.

Férmula de Legendre para 7r(x).

Sea p; el i—ésimo primo. La férmula de Legendre es,

e =n(vA +lx- © X+ ¥ []— Y [ : ]+

pi<yx LPi Pi<piSVx Pibj Pi<pi<pkSVx PaPiPx

Para efectos de implementacién es mejor poner & = 77(+/x) y entonces la férmula queda

R AR A

i<a LPil icj<a | PiPj PiPjPk
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Ejemplo 7.10 ~N
Calcular 7t(100)

Solucion: Como /100 = 10, solo usamos los primos {2,3,5,7}.

1+7(100) = 7(10) + |[100]]
— (1100/2]] + [[100/3]| + [[100/5] + [1100/7])
+[/100/2 - 3] + [[100/2 - 5]| + [|100/2 - 7] + [[100/3 - 5] + [[100/3 - 7|| + [|100/5 - 7
—(I100/2-3 5]+ [[100/2 -3 - 7] + [[100/2 - 5- 7] 4 [[100/3 - 5 - 7]])
+[[100/2-3-5-7]]
= 44+100—(50+33+20+14) + (164+104+7+6+4+2) — (3+2+0+1)+0 = 26

\_ J

El problema con esta férmula es la cantidad de calculos que se necesita para calcular las correc-
ciones.

Las cantidad de partes enteras ||x/(p;, pi, - pi,)]] corresponde a la cantidad de subconjuntos no
vacios {i1,ip, -+ ,ix} de {1,2,...,a}, es decir, hay que calcular 2* — 1 partes enteras.

Si quisieramos calcular 71(10%%), entonces, puesto que V1033 = 10', tendriamos que tener los

primos < 10 y calcular las partes enteras {x / (Px, pk2...pkj)} que corresponden al calculo de

todos los subconjuntos de {1,2,...,7(10'®)}. Como 7(10'®) = 24739954287740860, tendriamos
que calcular

224739954287740860 -1 partes enteras.

que constituye un ntiimero nada razonable de calculos.

7.4.2 Férmula de Meisel para 77(x).

La férmula de Meisel es un re-arreglo de la férmula de Legendre. Pongamos

315 i) 5.l

i<a LPi i<j<a | PiPj PiPjPk
Asi 7m(x) = [x] — 1+ a« — Legendre(x,a) donde a = 7t(1/x), es decir,Legendre(x,a) — a cuenta
la cantidad de ntimeros compuestos < x o, en otras palabras, los nimeros < x con al menos un

divisor primo inferior a & = \/x.

Ahora Legendre(x,a) va a tener un significado mds amplio: Si & € N,

Legendre(x,tx)—Z[x]— Y [ al ] +i<]-§§a[ A BT

i<a pi i<j<a | PiPi pipjpk
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es decir, Legendre(x,a«) — a cuenta los compuestos < x que son divisibles por primos < p,. La
resta es necesaria pues la manera de contar cuenta también los primos p1, p2, ..., Pa

Ahora, dividamos los enteros en cuatro grupos: {1}, {primos <x}, C3 U C4 = los compuestos
<x.

[x] =1+ mt(x) + #C3 + #C4

#C3 : Es la cantidad de niimeros compuestos < x con al menos un divisor primo < p,, es decir
Legendre(x,a) — a.

#C, @ son los compuestos < x cuyos divisores primos son > p, : Aqui es donde entra en juego
la escogencia de & para determinar la cantidad de factores primos de estos ntimeros.

Sea p; el i—ésimo primo. Sean p, y pg tal que pe<x< pzﬂ y p% <x< P%H- En otras pal-

abras: a« = 71(/x) y = rt(v/x).

Consideremos la descomposicién prima de n € Cy, n = pj, - pi, ** pi, con & < p;; < pj, < ... < pj,
y k>2. Como p’;ﬂ <Pi, P, Piy §x<pi+1 = k=2.

Asf que estos ntimeros en C4 son de la forma PaskPj <X, a+ k<j k=1,2,..
Pero la cantidad de ntmeros p, ,, p; esigual a la cantidad de p;-s talque p; <x/p, . : T(x/p,.;) —
(a +k).

Ademds o« <a+k<p puessi a +k=p, pﬁ-pﬁ:pégxpero pﬁ+1pj2p/23+1>x.

Asi, usando la formula Zl’.l*lli =nn-1)/2,

#Cy= Y {n(x/pi)—(i—l)}=%ﬁ(ﬁ—l)—%“(“—lH Y, n(x/p,)

a<i<p a<i<p

¢Cudl es la ganancia? Mientras que con la féormula de Legendre necesitamos conocer 71(1/X) y
calcular con primos < /X, con la féormula de Meisel solo necesitamos conocer hasta 77(/x) y
calcular con primos < +/x < \/x.

He L) )

Calcule 71(100) usando la formula de Meisel.

Solucién: Como a = 71(+v/100) =2 y B = m(1/100) = 4, solo vamos a usar los primos
P1=2,p2=3p3=5ps=7.

Legendre(100,2) 1100/2] 4 [[100/3]| + |[100/2 - 3]

= 50+33—-16=67
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Meisel(100,2,4) = m(100/5) + 7(100/7)
= 7(20)+ 7m(4) =8+6=14

Asi, 7(100) =100 46 — 0 — 67 — 14 =25
\ Y,

Mathematica (Wolfram Research Inc.) implementa 71(x) con el comando PrimePi|[x] hasta x ~
8 x 10'3. En esta implementacién, si x es pequefio, se calcula 77(x) usando colado y si x es
grande se usa el algoritmo Lagarias-Miller-Odlyzko.

7.5  Estimacién de 7t(x). Teorema de los nimeros primos.

El célculo de 7t(x) de manera directa es bastante complicado y requiere mucho esfuerzo com-
putacional. En general, no podemos responder de manera exacta todo el tiempo. Curiosamente,
hay férmulas relativamente simples para responder con una aproximacién del valor de 7(x)
para valores grandes de x. Legendre y Gauss iniciaron el estudio de esta estimacién contando
primos en intervalos de longitud adecuada y calculando proporciones, en busca de un ley que
gobernara esta distribucion.

La frecuencia relativa 71(n)/n calcula la proporcién de primos en el conjunto A = {1,2,..,n}.
Aunque la distribucién de los primos entre los enteros parece irregular, el comportamiento
promedio si parece ser agradable. Como dijimos antes, basdndose en un estudio empirico de
tablas de niimeros primos, Legendre y Gauss (en 1792, a la edad de 15 afios) conjeturan que la

1
In(n)’
En [9] se indica que Gauss y Legendre llegaron a este resultado, de manera independiente,
estudiando la densidad de primos en intervalos que difieren en potencias de diez: Notaron que

la proporcién de primos en intervalos centrados en x = 10" decrece lentamente y disminuye

aproximadamente a la mitad cada vez que pasamos de x a x2. Este fenémeno es muy bien
modelado por 1/In(x) pues 1/In(x?) = 0.5/In(x).

ley que gobierna el cociente 71(n)/n es aproximadamente igual a

n 7t(n) nt(n)/n 1/1In(n)

107 | 664579 0.0664579  0.0620420
1011 | 4118054813  0.0411805 0.0394813
1012 | 37607912018 0.0376079  0.0361912

Tabla 7.4

Acerca de este descubrimiento, Gauss escribié a uno de sus ex-alumnos, Johann Franz Encke, en
1849

“Cuando era un muchacho considere el problema de cudntos primos habia hasta un punto dado. Lo que
encontré fue que la densidad de primos alrededor de x es aproximadamente 1/1In(x).”
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La manera de interpretar esto es que si # es un nimero “cercano” a x, entonces es primo con
“probabilidad” 1/In(x). Claro, un namero dado es 0 no es primo, pero esta manera de ver las
cosas ayuda a entender de manera muy intuitiva muchas cosas acerca de los primos.

Ejemplo 7.12 ~\

@ Como [In(1000)] =7, podemos usar un dado de 6 caras para decidir si un ntimero
n cercano a 1000, es (probablemente) primo

@ Para decidir con un dado si un ndmero # cercano a 10000 es probablemente primo,
debemos contruir un dado de 8 lados pues [In(10000)] = 9.

\_ J

Lo que afirma Gauss es lo siguiente: Si Ax es “pequefio” comparado con x (en el mundillo
asintético esto quiere decir que Ax/x — 0 conforme x — o0) entonces

(x4 Ax) —m(x)
Ax ~In(x)

(rr(x + Ax) — t(x))/Ax es la densidad de primos en le intervalo [x, x + Ax]| y 1/In(x) es el
promedio estimado en este intervalo. Por esto decimos: 1/In(x) es la “probabilidad” de que
un ndmero #, en las cercanias de x, sea primo. Para hacer un experimento, podemos tomar
Ax = y/x (que claramente es dominada por x),

x (x + Ax) — 7(x) Tt AAxi ) lnzx)

10 2 0.632 0.434

100 4 0.4 0.217

1000 5 0.158 0.144
10000 11 0.11 0.108
100000000000 12491 0.0395 0.039
1000000000000 36249 0.0362 0.036

Tabla 7.5. Densidad de primos en le intervalo [x, x + Ax| con Ax = /x
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Hadamard y de la Vallée Poussin probaron en 1896, usando métodos basados en analisis com-
plejo, el

Teorema 7.5 (Teorema de los Nimeros Primos).
mt(x

X
Sea Li(x) :/2 lrfl(tt) Entonces 7t(x) ~ Li(x), es decir hmx_mLi(x)) =1

La conjetura de Legendre era 71(x) ~ x/In(x). Esta expresién se usa mucho cuando se hacen
estimaciones “gruesas”:

7 (x)

Li(x) ~ x/In(x), esdecir limy /() =1

7.5.1 La funcion Zeta de Riemann

Este tema estd en el &mbito de la teoria analitica de nimeros. Aqui solo podemos hacer una ex-
cursién algo descriptiva con solo algunos cdlculos concretos que involucran a la funcién “zeta”
de Riemann. Los resultados que se mencionan aqui fueron tomados de [9] y [2].

La aproximaciéon a 7(x) dada por Gauss y Legendre fue encontrada por métodos empiricos.
Riemann fue el primero en deducir de manera sistematica relaciones entre los ndmeros primos y
las funciones matematicas conocidas. El punto de partida de Riemann fue la relacién descubierta
por Euler

(o)=Y 5= 11 - (7.1)

donde el producto es tomado sobre todos los primos.

Para entender esta férmula debemos aplicar series geométricas,

=1+p 4+ (p %) +..

1—p—s
Asi,
1 1 1
I — = (I+5+75+-)
p primo L — p—s 2s 22s
1 1
~(1+§+ﬁ+...)

~(1+§+§+...)
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Ejemplo 7.13 ~N

Veamos un ejemplo concreto. Si s =1 entonces

g”,(l)—il— 11 ! = (1+1+1+ )
n=1" 4 prim01 p_l 2 Z
1
1
1+ 3 + 32 +...)
1 1
1
1+ stom T )
1 1
1
I+z+75+-)
. 1 . 1 1 1 1
Asi, el sumando 150 se obtiene como T mE oy @ 1-1--
El producto de los dos primeros factores seria,
1 1 1 1 1
A+pt +p 2+ )A+p 42 +n) = 14—+ S5+ +—+ —>—
Py P1 P> P> PR P% pg o P%Pl
IS S S B
ppi P omapt Pl pepd
1 1 1 1 1

B

73T 35t 53+ 373
Pi

PP PP PP PP

1
Luego,((1) = Zm donde la suma cubre todas las combinaciones de expo-

nentes «; > 0 y todos los primos p;. El teorema fundamental de la arltmetlca dlce que

estos productos en los denominadores son todos los enteros positivos: {(1 Z =

\_ J

Riemann toma esta identidad establecida por Euler y pone a trabajar la teoria de funciones
analiticas (funciones diferenciables de variable compleja). Extiende la relacién (7.2), la cual esta
restringida a s > 1 por razones de convergencia, a s =0 +it con ¢ >0y s #1 (en este caso
|(1)| = o0). La nueva funcién luce asi

c©  q\n—1
(6 = 5 1

n=1

pe (7.2)
Esta funcién converge para todos los s # 1 con ¢ >0 si s # 1. Para calcular {(s) se usa la
férmula de Euler-Maclaurin

i(s) =~ Z — N S+1N s
n=1
L

1 SEEDE+2) s s+ +I)(+4)

—s—5
1 720 30240 N !
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Por ejemplo, tomando N = 1000,
7(2) ~ 1.6449340668482264... ~ 7% /6 = 1.6449340668482262...
7(1/2 +37.586178 - i) = —8.910197857314728 x 10~8 — 2.9437792720132805 x 107 i

En realidad, 0.5+ 37.586178158825675... - i es el sexto cero no trivial de ¢, es decir, {(1/2+ 0.5+
37.586178158825675... - i) = 0. A este respecto, la famosa hipétesis de Riemann dice que todos los
ceros no triviales de {(s) son de la forma s =1/2 + it. La importancia de esta hipétesis se debe
a que la estimacién del error en varias férmulas relacionadas con la distribucién de los ntiimeros
primos depende del conocimiento de regiones extensas libres de ceros de la funcién {(s). En
particular,

7t(x) = Li(x) + O(v/xInx)

Para obtener una férmula para 77(x), Riemann define la funciéon f(x) = 7r(x) 4+ 1/27(x/?) +
1/37(x'/3) + ..., con x > 1 y no entero. Sorprendentemente,

i;‘(” f l/n (73)

n=1 n

En 1859 Riemann hace la conjetura
F(x) = Li(x) - Y Li(x*) — In2 + / dt/ (H(2 = 1)Int)
Y X

donde la suma corre sobre todos los ceros no triviales p de {(s), contando multiplicidad. Esto
fue probado por Mangoldt en 1895. Ahora, cambiando f(x!/") por Li(x'/") en (7.3), Riemann
obtiene

)= 3 B ~

En esta férmula, es conveniente calcular Li(x) = Ei(Log(z)) donde Ei(z) = — / e~ !/tdt; suponiendo
—Z

que tenemos una buena implementacién de esta funcién, por ejemplo en ([24]).

La funcion Ri(n), n € Z™, se puede calcular usando la serie de Gram (1893),

oo

(logn)*
=1 Z Kk (k+ 1),
esta serie exhibe convergencia muy veloz; sin embargo, la aproximacion a 77(x) es aceptable si
x < 10°%.

¢Qué tan bien se puede aproximar 77(x)? El teorema de los numeros primos indica que
7t(x) ~ Li(x), es decir, el error relativo

‘Li(x) — 7t(x)

() — 0 conforme x — 0.

Efectivamente, conforme x es grande,Li(x) se aproxima mds y mas a 7t(x). Si x no es muy
grande, se puede tener un error porcentual pequefio y un error real de varios millones, que ain
asi, es despreciable respecto a la magnitud de 7r(x). En la tabla (7.7) se hace una comparacioén
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entre 71(x) Li(x). Los valores de 7t(x) se obtuvieron de tablas especiales mientras que Li(x) se
calcul6 con Ei(x).

mt(x) — Li(x
x 7t(x) Li(x) Li(x) — 7t(x) %}c)()
103 | 346065536839 346065645810. 108 971 —3.14 x 1077
1018 | 24739954287740860 24739954309690415. 21949555 8.87 x 1077
1022 | 201467286689315906290  201467286691248261498. 1932355207 9.59 x 10~ 12

Tabla 7.6. Comparando 7t(x) con Li(x)

Una mejora notable se obtiene si cambiamos Li(x) por Ri(x),

x Li(x) — 7(x) Ri(x) — 7t(x)
1013 | 108971. —5773

108 | 21949555, —3501366
10?2 | 1932355207.  —127132665

Tabla 7.7. Comparando 7t(x) con Ri(x)

7.5.2 Teorema de Mertens.

En este apartado vamos a aplicar algunos calculos aproximados para establecer un resultado
muy curioso: Tipicamente, los ntimeros grandes tienen factores primos pequefios.

Observemos que en el conjunto {1,2,3,...,9} solo 3,6 y 9 son divisibles por 3. En términos de
proporciones, una tercera parte. La tabla que sigue muestra las proporciones al variar n. Es ésta
tabla, d, denota la cantidad de enteros positivos < n que son divisibles por 3.

n dy/n~1/3
8680 0.33329493087557605
76333 0.33332896650203714

554615 0.333332131298288

Tabla 7.8. Proporcién de ntiimeros divisibles por 3.

Como 1/p es la proporcién aproximada de numeros, en el conjunto {1,2,...,n}, divisibles por p,
1 —1/p seria la proporciéon de nlimeros en este conjunto que no son divisibles por p.

Aqui estamos asumiendo demasiado porque esta proporcién no es exactamente 1/ p. Este ntimero

solo es una aproximacioén. Si “ser divisible por p” es un evento independiente de “ser divisible
1 1 . . .
por q”, (1 — P) (1 - q) seria la proporcion de nameros en el conjunto {1,2,...,n}, que no son

divisibles por p ni por 4.
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1 L . .
En general, H (1 — — | seria una estimacién de la proporcién de niimeros en el conjunto

2<p<G,
p primo,

{1,2,...,n}, que no son divisibles por ninguno de los primos menores o iguales a G. Esto si tiene
utilidad préactica, como veremos més adelante.

Ejemplo 7.14 ~\

Hagamos un experimento. Sea d, =#{m <n : m es divisible por 2,3,5,07}.

n dy dn/n

103790 | 80066 0.7714230658059543
949971 | 732835 0.7714288120374201
400044 | 308605 0.7714276429592745
117131 | 90359 0.7714354013881893
124679 | 96181 0.7714290297483939

Tabla 7.9

La proporciéon de ndmeros naturales < n divisibles por 2,3,5 es ~ 0.7714. Asi,
1—0.7714 = 0.2286 es la proporciéon de ntameros en {1,2,...,n} que no son divisibles por
los primos 2,3,5 y 7.

1 1 1 1
i - - = — — = . 7 .
Y efectivamente, (1 2) (1 3> (1 5) (1 7) 0.228571

Si intentamos calcular el producto para cantidades cada vez grandes de primos, radpidamente
empezaremos a tener problemas con el computador. En vez de esto, podemos usar el

Teorema 7.7 (Formula de Mertens).

T1 (1-2) _ hi;) + 0(1/In(x)?)

p primo

v es la constante de Euler

Para efectos practicos consideramos la expresién

1 -7 05615
I (1—) ~ A six — oo (7.4)
2<p<x,
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Ejemplo 7.15

Veamos la férmula en accién,

2e77
x [T a-1/p) ()
primos pS\/E
100000 0.0965 0.0975

100000000000000 | 0.034833774529614024 | 0.03483410793219253

Tabla 7.10

\

También, multiplicando (7.4) por 2, la férmula

. 2e77 112292
In(G) ~ In(G)

nos darfa la proporcién aproximada de ntimeros impares que no tienen un factor primo < G.

Ejemplo 7.16

En este ejemplo se muestra que los ntimeros grandes sin factores primos pequefios no
son el caso tipico.

Proporcion aprox. de impares

¢ sin factores primos < G.
100 0.243839
1000 0.162559
10000 0.121919
100000 0.0975355
1000000 0.0812796
10000000 0.0696682
100000000 0.0609597
1000000000 0.0541864
1000000000C 0.0487678

Tabla 7.11

Esta tabla nos informa que “tipicamente”, los nimeros grandes tienen factores primos
pequenos.

\

~



https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

(https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/). 145

7.6 Nimeros Armoénicos

[e] n 1

Aunque la serie arménica Z T e divergente, la funcién H, = Z 7 €s muy atil en teoria
k=1 k=1

analitica de nameros.

Existe una ntimero real v, llamada constante de Euler, tal que
Hy,=In(n)+v+0(1/n).
Prueba: Hay que mostrar que 3C tal que 0 < H, —In(n) —y < C-1/n para n > ny. Usando
integral de Riemann,
n—1 1

n1
) _/ ~dx + E, ie. H, 1 =1In(n)+E,
k 1 x

Y
Y 1

1
Area = =
rea =z

1
Area = ——
rea n_1

D=

n-1 n X n X
(@ (b)

Figura 7.1. Comparando el 4rea In(n) con la suma Hy,.

Geométricamente, H, 1 corresponde a la suma de las areas de los rectangulos desde 1 hasta n
y E; la suma de las dreas de las porciones de los rectdngulos sobre la curva y =1/x.

En el grafico (b) de la figura 7.1 vemos que E, <1 para toda n > 1, asi que E, es una funcién
de n, que se mantiene acotada y es creciente, por lo tanto esta funcién tiene un limite, el cual
vamos a denotar con y. Asi, nlgr.}o E, = 7. En particular, para cada # fijo, v > E,.

Como 7 — E,; corresponde a la suma (infinita) de las dreas de las regiones sombreadas en la
figura 7.6, se establece la desigualdad

/Y_Et’l<1/n 1¢---
de donde 5
0<vy—(Hy-1—In(n)) <1/n. }

Ahora restamos 1/# a ambos lados para hacer que aparezca H;, tenemos 1/n

1
a>Hn—ln(n)—'y>0 —

que era lo que querfamos demostrar.
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Aunque en la demostracion se establece H, —In(n) — vy < 1/n, la estimacién del error O(1/n)
corresponde a una funcién dominada por un mdltiplo de 1/n. Veamos ahora algunos célculos
que pretender evidenciar el significado de O(1/n).

n H, In(n) |Hy —In(n) — 7] 1/n

170000 | 12.62077232 12.62076938 294117358 x 10™°  5.88235294 x 10~°
180000 | 12.67793057  12.67792779  2.77777520 x 10~® 555555555 x 10~°
190000 | 12.73199764 12.73199501 2.63157663 x 10~¢ 526315789 x 10~°
200000 | 12.78329081 12.78328831 2.49999791 x 10°® 5.x 10°

Observando las dos tltimas columnas se puede establecer una mejor estimacién del error con

1 todavi i ! !
— vy todavia mejor con — — — !
on Y ) 2n  12n?
1 1
n I8E, In(n) + v+ m o2

100000 | 12.090146129863427 12.090146129863427

150000 | 12.495609571309556  12.495609571309554

200000 | 12.783290810429621  12.783290810429623

También, de estas tablas se puede obtener la aproximacién v =~ 0.577216

n
Yo ( (n) +0O(n yZT(k = nIn(n) + O(n).
k=1 k=1
Prueba: Como t(k 21 Y1 T(k) =Yg Lap 1
dk

La idea ahora es usar argumentos de divisibilidad para usar la expansién del ejemplo 7.3. Si
d|k entonces k =d - ¢ < n. Esto nos dice que el conjunto de todos los divisores positivos de los
numeros k inferiores o iguales a 1, se puede describir como el conjunto de todos los pares (c,d)
con la propiedad cd < n (por supuesto, se puede hacer una demostraciéon formal probando la
doble implicacién “<=").

Ahora, cd <n <= d <n A ¢ <n/d. Entonces podemos escribir,

n
L= 1=2, ) 1
k=1 M<n d<n c<n/d

La suma Z 1 corre sobre los enteros positivos menores o iguales que 7/d. Esto nos da [n/d]
c<n/d
sumandos, i.e. Z 1= [n/d]. Finalmente, usando el ejemplo 7.3,
c<n/d
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ir(k) = Y [n/d]

k=1 d<n

= Z{n/d-i-O(l)}
d<n

= Y n/d+ ) 0(1)
d<n d<n

= ny 1/d + Y 0(1)
d<n d<n

= nH,+O(n)

En los ejercicios se pide mostrar, usando la figura 7.1, que H, = log(n) + O(1). Usando este
hecho,

n
Y t(k) =nHy 4+ O(n) = n{ln(n) + O(1)} + O(n) = nln(n) + O(n).
k=1
(Los pequefios detalles que faltan se completan en los ejercicios)

7.7  Acerca de los factores de un ndmero grande

Los siguientes teoremas, los cuales podemos ver en ([8]), nos dan informacién acerca de qué se
podria esperar cuando se intenta factorizar un niimero grande. Aqui hay que tener cuidado: Las
interpretaciones de los teoremas no son del todo rigurosas, solamente son argumentos heuristi-
cos para obtener estimaciones gruesas.

Sea 7, (x) el numero de enteros < x que tienen exactamente k factores primos diferentes, k > 2.

Entonces
6 x (Inlnx)k!

ﬁmﬂ = ﬂ*(x) Cuando X —> 00

7Tk(x) ~

La aproximacién 7*(x) de 7, (x) funciona si k = (14 o(1))Inlnx, es decir, si k estd en un
vecindario de Inlnx. Por ejemplo, si tomamos x = 10'% y k = 15, la proporcién de ntimeros
compuestos (de la totalidad de los compuestos inferiores a x) no da ~ 0.15%. Esto no dice que
los nimeros cercanos a x = 10'%, con 15 o més factores, no son muy populares.

Otro teorema 1til es el siguiente,

“Normalmente”, el nimero de factores primos diferentes de N es aproximadamente, Inln N

En este teorema,”Normalmente” significa que la mayoria de los enteros cercanos a N tienen una
cantidad de factores primos entre (1 —¢)InInN y (1 +¢)InlnN con ¢ > 0.
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Ahora, siguiendo un argumento heuristico, podemos concluir que tipicamente, la cantidad de
digitos del factor primo mas grande de N es aproximadamente un 63% de la cantidad de digi-
tos de N. Si P es el factor primo mds grande de N, puesto que logN es proporcional a la
cantidad de digitos de N, esta estimacién se puede poner como logP ~ 0.63log N.

La heuristica es muy sencilla, si N tiene s factores, N/P tendria s — 1 ~InInN/P =InInN +
In(1-InP/InN) =s+1In(1 —InP/InN). Entonces, tomando logaritmo, 1 —InP/InN ~ 1/e.
Luego, InP~ (1 —1/e)InN =0.632InN.

En particular, para el segundo factor primo P» de N, tipicamente tendriamos log P, ~ 0.23log N.

Para terminar, vamos a hablar un poco del teorema de Erdos-Kac. El teorema del limite central
dice que si una poblacién (continua o discreta) tiene media  y varianza finita ¢2, la media
muestral X tendrd una distribuciéon que se aproxima a la normal.

Teorema 7.10 (Limite Central)

Si tenemos Xj,X»,..., X, variables aleatorias independientes, idénticamente distribuidas, con

media p y varianza 02, entonces, si n es suficientemente grande, la probabilidad de que

Sp=X1+Xo+ ..+ X, esté entre nu +ao\/ny nu+ poy/n es

_ 42
S

1 /ﬁ
— e
vV 27 Ju

{Hmgn W Y

Si lanzamos una moneda limpia unas 10000 veces, uno esperaria que aproximadamente
5000 veces salga “cara”. Si denotamos con X; =1 el evento “en el lanzamiento i sale
cara”, como la probabilidad que asumimos para el evento “sale cara” es 1/2, entonces
nu =n-05=>5000 y o= +n-025=>5. Luego, para calcular la probabilidad de que
el nimero de caras esté entre 4850 y 5150, debemos calcular los limites « y pB. Por
razones de ajuste del caso discreto al caso continuo, se usa un factor de correccién de 1/2.
Resolviendo, 5000 + (a)+/50 = 4850 — 0.5 = a« = —3.01 5000 + («)+/50 = 5150 + 0.5 =
B=3.01

301 _p,

1
—_— e dt = 0.997388
V271 /—3.01
\ Y,

Asi, la probabilidad de que el ntimero de caras esté entre 4850 y 5150 es de 0.997388

Si w(n) denota la cantidad de factores primos de n, esta funcién se puede denotar como una
suma de funciones p,(n), estadisticamente independientes, definidas por

[ 1 si pn
p”(”)_{o si pin
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Esto sugiere que la distribucion de los valores de w(n) puede ser dada por la ley normal (con
media Inln#n y desviacién estandar vInlnn).

Mark Kac y Paul Erdods probaron que la densidad del conjunto de enteros n para el cual
el nimero de divisores primos w(n) estd comprendido entre Inlnn + avInlnn y Inlnn +

BVInlnn, es
‘B B
—1 / e tz/zdt
V2 Ja

es decir, el namero de divisores primos esté distribuido de acuerdo a la ley normal.

Teorema 7.11

Denotamos con N(x,a,b) la cantidad de enteros n en {3,4,...,x} para los cuales

e w(n) —Inlnn

- vinlnn

Entonces, conforme x — oo,

EJERCICIOS

7.1  Muestre que 7x°> — 12x + 9 < x® conforme x — 0. Ayuda: Use la derivada.
72 Sif,g:IN — RT, muestre que Max{f(n),g(n)} =O(f(n) + g(n)).

7.3  Muestre que 2" = O(2") pero 22" # O(2")

74 Muestre que f € O(g) no implica necesariamente que g € O(f)

75 Si f(n)>1y lg[g(n)] >1 entonces muestre que si f € O(g) = 1g[f] € O(Ig[g])
Ayuda: Use la hipétesis para concluir que 1g f(n) <lgc+1gg(n) < (Igc+1)1lg g(n).

7.6 Usando la figura 7.1, muestre que H, =log(n) + O(1).

7.7 Muestre que ) t(d)u(n/d) =1
dln
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Parte Il

INTRODUCCCION A LA TEORA
ALGORITMICA DE NUMEROS.




ALGORITMOS PARA EL
MCD

“...tal parece que ni siquiera un procedi-
miento tan venerable como el algoritmo de
Euclides puede soportar el progreso”
Donald Knuth ([18], pag 340).

El calculo del maximo comun divisor (mcd) de dos enteros grandes (y también de dos poli-
nomios) es omnipresente en el cdlculo con racionales, criptografia de clave publica y algebra
computacional. De hecho los cdlculos algebraicos usuales gastan mds de la mitad del tiempo
de ejecucién en el célculo del maximo comun divisor de enteros frecuentemente muy grandes
([16]). Como los célculos son muy demandantes, se requiere algoritmos muy eficientes para el
célculo del mcd.

Antes de la década de los 70’s, el célculo se hacia con el algoritmo de Euclides cldsico o con la
versiéon mejorada de Lehmer® (1938). El algoritmo de Euclides (ademés de su gran valor tedrico)
es sencillo de enunciar e implementar y es muy eficiente, pero hay algoritmos igual de sencillos
y maés rapidos. Si los niimeros vienen codificados en binario, tedricamente habria una mejora del
60% ([22]) en la eficiencia. Estos algoritmos se usan desde hace unos cuarenta afios atras. El mas
popular es el algoritmo “binario” para el calculo del mcd (algunos autores le llaman “algoritmo
binario de Euclides). Este algoritmo fue descubierto por el fisico Israeli J. Stein en 1961. D. Knuth
hace la observacién de que este algoritmo podria tener un pedigri muy distinguido pues parece
ser que ya era conocido en la antigua China (un siglo d.C.). Este tiltimo algoritmo solo usa restas,
prueba de paridad y divisiones por dos (mucho menos costosas que las divisiones que requiere
el algoritmo de Euclides). Desde el punto de vista del computador la divisién por dos (y también
la multiplicacién por 2) se hace en representacién binaria, asi que solo se requiere un desplaza-
miento de bits. Por ejemplo, 344 = (101011000),, 344/2 = (10101100), y 2 - 344 = (101011000),.
Refiriéndose al algoritmo binario Donald Knuth decia en 1980, “...parece que ni siquiera un pro-
cedimiento tan venerable como el algoritmo de Euclides puede soportar el progreso” ([18], pag
340).

Al igual que hay un algoritmo extendido de Euclides también hay una versién extendida del
algoritmo binario més eficiente y también hay una version para polinomios (Z[x| es tanto un

®Esta variante del algoritmo de Euclides se aplica para calcular el med(a,b) si a y b son nimeros muy grandes. La idea
es aplicar el algoritmo de Euclides usando, en los primeros pasos, ||a/10%| y |[b/10¢|| en vez de a y b. Una descripcion
completa se puede ver en [18], pags 345-348.
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dominio Euclidiano como un “dominio de Stein”). De nuevo aqui, mientras que el algoritmo de
Euclides requiere, en general, divisién por polinomios de grado mayor o igual a uno, el algo-
ritmo binario solo requiere dividir por x. Sin embargo, el cdlculo del maximo comtn divisor de
dos polinomios con coeficientes enteros no se hace con ninguno de estos algoritmos, mas bien se
usan algoritmos modulares (Mathematica) o el llamado “algoritmo heuristico para polinomios”
(Maple).

El algoritmo de Euclides es muy adecuado para el tratamiento tedrico que se hace en los libros
de algebra y teoria de ntiimeros. Ademads es muy eficiente para el célculo. El algoritmo binario
y sus variantes (algunas mds eficientes que el algoritmo original), aparece de manera natural en
el contexto de la teoria algoritmica de ntimeros porque aqui si importa ganar en eficiencia. En
todo caso, no estaria del todo mal si en los libros de teoria de niimeros, ademads de incluir notas
histéricas, apareciera un epilogo contando por donde va la novela en nuestros dias.

En este trabajo se muestran cuatro algoritmos: El algoritmo cldsico de Euclides, el algoritmo
de Euclides con “menor resto”, el algoritmo binario y el algoritmo LSBGCD (left-shift binary
algorithm) que vendria a ser como una versién binaria del algoritmo de Euclides. Como las im-
plementaciones son sencillas, se implementan en la hoja electrénica de OpenOffice.org, usando
el lenguaje OOoBasic.

8 . 1 Parte entera.

La funcién parte entera superior de un ntimero x, denotada ceil (x), devuelve el menor entero
mayor o igual a x, es decir,

[x]=Min{n € Z | n > x}.

Por ejemplo, Ceil(2.25)=3, Ceil(2)=2 y Ceil(-2.25)=-2. La funcién parte entera inferior, de-
notada Floor (x), devuelve el més grande entero menor o igual a x, es decir,

x| =Méx{n € Z | n < x}.
Por ejemplo, Floor (2.8)=2, Floor (-2)=-2 y Floor (-2.3)=-3.
Notemos que [[x]] = ||x]|| siy sélo si x es entero, en otro caso [[x] = ||x] + 1.

El entero “mds cercano” a x >0 es || x+1/2|| ([17],p4g 70,ejercicio 5). En la seccién 8.4 usaremos
la férmula (para x > 0),

[Lx]] si pfrac(x) <1/2
lx+1/2] = (8.1)
x| +1 si pfrac(x)>1/2

donde la parte fraccionaria, denotada “pfrac”, de un nmero real x > 0 se define con la ecuacién

x = ||x]| + pfrac(x).
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Por ejemplo, 2.71 =2+ 0.71 = pfrac(x) = 0.71. En la figura (8.1) se muestra la férmula desde el
punto de vista geométrico.

pfrac(x) <1/2 / \‘1 pfrac(x) > 1/2

; X
X x+1/2 i xt1)2
[ ]| x| +1 |[x]] |[x]] +1
Figura 8.1

Aspectos computacionales. En OOoBasic tenemos la division entera a\b (con barra invertida)
y la funcién Int.

Int(x) =|x|| e Int(x)+1=x]

la/b]] si a/b>0
a\b=
Ma/b]] si a/b<0
Por ejemplo, -7\2= -3y 3\2=1.

8.2 Divisién con menor resto.

El teorema de la division’ establece quesi a,b € Z con b # 0, existen q,r € Z tnicos tales que

a=b-q+r con 0<r<|b|

A g se le llama cociente y r se le llama resto y, por supuesto, ¥ =a — bg

Esta manera de enunciar este teorema es muy apropiada para fines teéricos. Que el resto sea
positivo es adecuado, como vimos, para mostrar unicidad.

Sin embargo el resto no tiene porque ser positivo, por ejemplo si a =144 y b = 89,

144 89-1+55, resto r,=55<b=289

144 = 89.-2—-34, resto r1=34<b=289

Cuando calculamos por ejemplo el médximo comun divisor de dos ntimeros usando el algoritmo
de Euclides, el niimero de pasos se reduce si tomamos el resto méds pequefio en cada paso. Esto
no afecta el algoritmo.

7Extrafiamente a veces a este teorema se le llama “algoritmo de la divisién”. En el contexto computacional, el algoritmo
de a division se refiere a los pasos para dividir u por v en el caso de que u y v estén representados en base b. En este
caso, el algoritmo calcula |[u/v]|.
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sgn(b)=1 si b>0,
Veamos los célculos. Recordemos que
sgn(b)=—1 si b<0.

Sean a,b € Z con b # 0. Sea g € Z definido como
{ qg=|la/b] si b>0,

g=|la/bl+1 si b<0, y a/b¢Z

entonces la divisién con resto se puede hacer de dos maneras,

(8.2)

{a.)azbq—f—rz con 0<r,<|b|

b.) a=0b(g+sgn(b)) —r1 con 0<ry <|b|

Ademés, si >0, b>0y r=min{ry,7,}, entonces r=|a—b-|a/b+1/2]]

¢Cémo llegamos a este resultado? Vamos a ver c6mo.

Cdlculo de gy r; Sean a,b € Z con b # 0. Usando el principio del buen orden se puede
establecer que existe g € Z tal que bq es el multiplo de b mds cercano a a por la izquierda (ver
figura 8.2). Por tanto,

bg<a<bg+b si b>0 y bg<a<b(g—1) si b<O.

P b>0 o < |b| >
-‘ Ry 11 B A .
bq a bq+b bq a bg+ |b|
Figura 8.2

Entonces, podemos expresar a en términos de bg con resto positivo o en términos de bg + |b| =
b(q+ sng(b)) con resto negativo (esta férmula funciona para b positivo o negativo).

Recordemos que g = [|a/b]] si b >0y q={a/b] si b <0. Para usar un mismo g, usamos el
hecho de que si a/b ¢ Z, entonces [[a/b]| = |la/b]|+1 (si a/b € Z el resto seria cero). Por tanto,

g=|la/b] si b>0
{ (8.3)

g=|la/bl+1 si b<0

Entonces tenemos (sin importar el signo de a y b),
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a)a=bqg+r con 0<r,<|b]

b.) a=b(q+sgn(b)) —r; con 0<ry <|b

N

a) Sia=144 y b =89,

144 89-1+4+55, conresto rp =55<b==89

144 = 89.2—-34, conresto r1=34<b=289

b.) Sia=144 y b= —89, entonces q = [|144/(—89)||+1=—-2+1=—-1y g+sgn(b) =
—2. Entonces,

144 —89-—1+455, conresto r, =55< |b| =89

144 = —89-—-2-34, conresto r; =34 < |b| =89

. J

Calculo del menor resto. En la seccién 8.4 vamos a necesitar el teorema de la divisién pero
con el menor resto. Para simplificar los calculos, queremos calcular el menor resto usando una
formula directa. Como se observa en la figura 8.3, uno de los restos es menor que |b|/2. Si
r=Min{ry,r,} entonces, existe g’ € Z tal que

a=bg £r con 0<r<|b|/2.

|b|

~< " g p >
bq ‘I7 ‘I
|b/2
Figura 8.3

Para los calculos que vamos a hacer aqui solo necesitamos tratar el caso en que a >0y b > 0.
Para comparar los restos a —b - ||a/b]] y b- (la/b]| +1) —a usamos el hecho de que a/b =
lla/b]] + pfrac(a/b).
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@ El menor resto es a — b - |a/b]| si pfrac(a/b) < 1/2. En efecto,

a—>b-|a/b] < b-(la/b|]+1)—a
2a < 2b-|a/b]+b
2a/b < 2||la/blj+1, como a/b=|a/b| + pfrac(a/b),
pfrac(a/b) < 1/2.

@ De manera analoga, a —b - [|a/b|| > b (|la/b]| +1) — a si pfrac(a/b) >1/2.

Asi,

a—>b-|a/b] si pfrac(a/b) <1/2,
el menor resto esr = {
la—0b-(|la/b]| +1)| si pfrac(a/b)>1/2.

Como habiamos establecido antes (ecuacién 8.2),

lla/b] si pfrac(a/b) <1/2,
la/b+1/2] :{

la/b]]+1 si pfrac(a/b) >1/2,
entonces,

el menor restoesr =|a—b-|a/b+1/2]]|.

Aspectos computacionales. En OOoBasic de Libreoffice “el resto” se calcula con la funcién
binaria Mod. Se implementa como a Mod b=a —b- (a\b) y tenemos

a=b-a\b+a Mod b
Por ejemplo, si a = —144 y b= —89 entonces a\b=1y a Mod b= —55.

Si a Mod b< 0 y queremos el resto rp positivo, la figura 8.3 nos sugiere r, = a Mod b+ ||, en
este caso,

a="b-(a\b—sgn(b)) +a Mod b+Ibl

El menor resto se calcula como r=|a—0b-|a/b+1/2]]| =Abs(a-b*Int (a/b-1/2)).
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8.3 Algoritmo de Euclides II.

El algoritmo de Euclides encuentra el maximo comun divisor de dos enteros. Este algoritmo usa
divisiones y restas y estd basado principalmente en las identidades

med (a,b) = med (b,a — bg), med (r,0) =7,

de tal manera quesi a=bg+r; yb=riq1 +1rp con 0<r, <r; <b,

med (a,b) = med (b,r1) = med (r1,72),

es decir, conforme aplicamos esta relacién, cambiamos el calculo del med de dos ntimeros a y b
por el med de dos niimeros mds pequerios. El proceso es finito y se detiene cuando encontramos
un resto nulo®.

Formalmente: Sean a y b ntimeros naturales, b # 0. Aplicando el algoritmo de la divisién se
obtiene una sucesion finita 1,7y, ...,r, definida por

a = bgi+n, 0<r<r
b = rg+r, 0<r<n
o= rqstrs, 0<r<r
n—2 = Tty_1qn+Tn, 0<r, <rp_1
"n-1 = Tufnt1+0
rp = med (a,b) pues med (a,b) = med (b,r1) = med (rq,12) = ... = med(r,,0) =r1y.

2

Vamos a aplicar el algoritmo de Euclides para calcular mecd (89,144). Aqui estamos apli-
cando el algoritmo sobre dos ntimeros consecutivos de Fibonacci. Este tipo de pares son
los que le demandan mayor esfuerzo al algoritmo de Euclides ([13],pdgs 68-69) pues
siempre g = 1.

8La versi6n original de Euclides no es esta, en ese tiempo no habia nocién del cero ni se consideraba a la unidad como un
divisor. Para los griegos antiguos dos enteros positivos eran o ambos iguales a la unidad o eran primos relativos o tenfan
un méximo comun divisor. La versién original ([18],pag 336) seria (sin usar lenguaje geométrico): Sean a,b mayores que
la unidad. Si b divide a a, el mcd es b, si el resto de dividir a por b es la unidad, los niimeros son primos relativos, en
otro caso reemplace el par de valores (a,b) por (r,b).
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144
89
59
34
21
13

N W U1

1455 = mcd(89,144)

-1+34
-1+21
-1+13
-14-8

-14+5
-1+3
142
141
-2+0

med (89,144) = 1.

mcd (89,55)
mcd (55,34)
med (34,21)
mcd (21,13)
(13,8)
(85)
(5,3)
(3,2)
1)
(1,0) =

7

8.3.1 Algoritmo e implementacion.

La implementacién de este algoritmo se hace solo con fines ilustrativos. El algoritmo funciona
bien si usamos ¥ =a Mod b. Pero, para seguir el algoritmo al pie de la letra, vamos a usar restos

positivos. Se necesitan tres variables: ¢ para el nuevo dividendo, d para el nuevo divisor y r
para el resto (positivo). La funcién que calcula g4 la llamamos cquo, es decir, g=cquo (a,b) .

funcién que calcula el resto positivo la llamamos crem, r=crem(a,b) .

La

Algoritmo 8.1: Mdaximo comun divisor: Algoritmo de Euclides

Datos: a, b€ Z, b # 0.

Salida: mcd (a,b)
1 if a =0 then

2 L return mcd (4,b) =

3 c=lal,d=b|;
4 while d #0 do
5 | r=crem(c,d);
6 c=d;

7 d=r;

8 return mcd (a,b) =

|cl;

0]
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Ejemplo 8.3

Veamos como funciona el algoritmo, calculamos mcd (89,144),

©

d
144 89 -1+

@ d crem(c,d)

55 -1+ 34

crem(c,d)

N

N

crem(c,d)

d
3414 21

c d crem(c,d)

21 -1+ 13

N

BN

d
1-2+0

N
|

med (89,144) = 1.

= i ‘2 . . L . ‘s
Implementacion en LibreOffice. La funcién crem necesita la funcién cquo.

[Descargar]

A_| 8 | c [ o |

1 |Algoritmo de Euclides con restos positivos
2 |Maximo comun divisor.

3

4 144 89 144 | = 89* 1+55

5 89 |=55*1+34

6 55 |= 34* 1+21

7 34 |[=21* 1+13

Function cquo(a,b) As Long
Dim g As Long
If b=0 then
msgbox "Error, b=0"
Exit Function
End If
g = Int(a/b)
If b<O0 Then g = gtl
End If
cquo = g
End Function
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Function crem(a,b) As Long
crem = a-b*cquo(a,b) “rem resto positivo
End Function

Function mcdEuclides(a,b) As Long
Dim c As Long, d As Long, r As Long
If a=0 Then

c = abs(b)
Else
c=a : d=b
While d<> 0
r= crem(c,d)
c=d
d=r
Wend
End If

mcdEuclides = abs(c)
End Function

8.4 Algoritmo de Euclides con menor resto.

En la versién “clasica” del algoritmo de Euclides, el resto r; estd entre 0 y r;_1. Podemos hacer
una pequefia variacién para que cada nuevos resto r; esté entre 0 y #;_1/2 con lo que, en gen-
eral, podria haber una reduccién en el ndmero de divisiones. Kronecker establecié en 1901 que
el ndmero de divisiones en el algoritmo “con menor resto” es menor o igual que el nimero de
divisiones en el algoritmo clédsico de Euclides.

Como med (a,b) = med (]a|,|b|) vamos a suponer que a >0 y b > 0. Recordemos que

a=b-|a/b]|+r. 0<rn<b

a=b-(la/b]]+1)—r;. 0<r; <b

Para mejorar un poco el desemperio del algoritmo de Euclides, escogemos en cada paso el menor
resto, es decir, ¥ = Min{ry,72} = Min{|a — b - [a/b]||, |a —b- (la/b]] + 1)|}. De esta manera
r<b/2.

El algoritmo de Euclides sigue siendo vélido pues si tomamos el menor resto r en cada paso,
med (a,b) = med (b,7) y de nuevo obtenemos una sucesién decreciente de restos, el daltimo resto
no nulo |r,| es el med de a y b. Por supuesto,

r=Min{r;,rn}=a—"b-|a/b+1/2].
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Vamos a aplicar el algoritmo de Euclides, usando el menor resto, para calcular
med (89,144). Como mcd (a,b) = mcd (Jal,|b|), en cada paso usamos dividendo y
divisor positivo.

144 = 89.2-34 = mcd(89,144) = mcd(89,34)
89 = 34.3-13 — mcd(34,13)
34 = 13-3-5 = mcd(13,5)
13 = 5.3+2 = mcd(5,2)
5 = 2:2+41 = mecd(2,1)
2 = 1-240 = mecd(1,0) =
med (89,144) = 1.
. J

8.4.1 Implementacion.

La implementacién es la misma que la del algoritmo de Euclides cldsico. Solo vamos a cambiar la
funcién crem(a, b) por la nueva funcién srem(a,b)=a —b-||a/b+ 1/2]. El valor absoluto no es
necesario porque lo que interesa en el algoritmo es que los restos disminuyan (en valor absoluto).

/mmmmm=== LibreOffice Basic

Function mcdMenorResto(a,b) As Long
Dim c As Long, d As Long, r As Long
If a=0 Then

c=5>
Else
c=a
d=b
While d<> 0
= ¢c-d*Int(c/d+1/2) “rem g= Int (c/d+1/2)
c =d
d=r
Wend
End If

mcdMenorResto = Abs (c)
End Function

Por ejemplo, si imprimimos cada paso de la implementacién con a = —144 y b = —89, se obtiene

162
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-144 = -89*2  + 34 mcd (-144,-89)= mcd (89, 34)
-89 = 34*-3 + 13 = mcd (34,13)
34 = 13*3 -5 = mcd (13,5)
13 = =b%=3 =2 = mcd (5,2)

-5 = -2*3 +1 = med(2,1)
=2 = 1%#=2 4+ 0 = mcd(1,0)=1

8.5 Algoritmo binario.

El algoritmo binario opera con la misma idea, cambiar mcd (a,b) por el med de dos nimeros
eventualmente méas pequefios, solo que esta vez solo restamos y dividimos por 2. El algoritmo
opera con las siguientes teoremas,

Regla 1. Si a,b son pares, med (4,b) = 2med (;,g)

Regla2.Si a es pary b impar, med (4,b) = med (;,b)

Regla 3. Si a,b son impares, mcd (a,b) = med ( |2 ; b',b) = mcd ( | ; b|,a>

|a —b]

La regla 3 se aplica como mcd (a,b) = mecd <Z,Min{a,b}> . La prueba de estas reglas estdn

al final de esta seccion.

El algoritmo procede asi: Supongamos que a,b € Z, a>0,b> 0. Si a y b son pares, aplicamos
la regla 1, digamos s veces, hasta que alguno de los dos sea impar. Al final hay que multiplicar
por 2° como compensacién por haber usado la regla 1, s veces. Si todavia a o b es par, apli-
camos la regla 2 hasta que ambos queden impares. Siendo los dos impares, aplicamos la regla 3

|a —b|
2

y luego alternamos las reglas 2 y 3 conforme el cociente sea par o impar.
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Ejemplo 8.5 ™

Vamos a aplicar el algoritmo de binario para calcular mcd(89,144) y mcd (8,48).
Recordemos que aqui la ganancia no esta en la disminucién del ntimero de pasos (de
hecho podrian ser mas pasos que los que utiliza el algoritmo de Euclides) sino en operar
dividiendo por 2.

med (89,44) = mecd(22,89), por Regla2
= mcd(11,89), por Regla?2
= mcd(39,11), por Regla3
= mcd(14,11), porRegla3
= mcd(7, 11) por Regla 2

por Regla 3

|
2
(oW
A/-\AA/IG/-\/-\/-\/-\/-\
\_/

= mcd 1,7), por Regla 2
= mcd(3,1), por Regla 2
= mcd(1,1), por Regla 3
= mcd(0,1), por Regla 3
=1
med (8,48) = 2-mcd(4,24), porReglal
= 4-mcd(2,12), por Reglal
= 8-mcd(1,6) por Regla 1
= 8- -mcd(1,3), por Regla 2
= 8-mcd(1,1), por Regla 3
= 8 -mcd(0,1), por Regla 3
8

Por supuesto, en célculo manual terminamos cuando obtenemos mcd(0,d) =d o
med (1,d) = 1.

\ J

El algoritmo funciona pues la aplicacion de las reglas va produciendo una sucesién de pares
tal que si (a,b’) y (a”,b") son dos pares consecutivos, entonces 0 < a’t’ < a”’b"”. Este un pro-
ceso finito que nos lleva hasta el par med (0,d). Para ver esto, observemos que la regla 1y la
regla 2 siempre llevan a la regla 3. Al aplicar esta regla al nuevo par (a,b), si a =b nos queda

% < b/2<b,

med (0,min{a,b}) y terminamos; sino, supongamos que 0 < a < b, entonces

b—a
es decir, en esta regla 3 cambiamos a4 y b por ' =a y V' = — < b, por tanto el nuevo

par (a’,b') cumple a'b’ < ab. El algoritmo termina cuando obtenemos el par (0,d) y entonces
med (a,b) =25 - med (0,d) =2° - d.
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8.5.1 Algoritmo e Implementacion.

En la primera parte del algoritmo,si 2 y b # 0 son pares, se dividen ambos por dos hasta que
uno de los dos sea impar.

Luego, mientras a # 0, si uno es par y el otro impar, aplicamos la regla dos hasta ambos sean
impares. Una vez que los dos son impares, aplicamos la regla tres. Las reglas dos y tres se apli-
can mientras a = Abs(a — b) /2 no se anule.

Aqui suponemos que a4,b € Z, a>0,b > 0. La divisién por 2, denotada quo(a,2) en el algo-
ritmo, se hace con la division entera usual a\2.

Algoritmo 8.2: Algoritmo binario para el med
Datos: a, b€ Z, a>0,b>0
Salida: mcd (a,b)
1¢=1;
2 while rem(a,2) =0 And rem(b,2) =0 do
3 a=quo(a,2),b=quo(b,2);

4 g =2g //removiendo potencias de 2

5 while 2 #0 do // Ahora, a o b es impar
6
7 | if rem(a,2) =0 then

8 ‘ a=quo(a,2)

9 | elseif rem(b,2) =0 then
10 ‘ b=quo(b,2)

11 else; // ambos impares
12

13 t=quo(la—b|,2);

14 ifa>bthen; // reemplazamos max{a,b} con quo(|la—Db|,2)
15

16 ‘ a=t

17 else

18 L b=t

19

20 return g - b;

\
—J Implementacion en LibreOffice. La implementacion es directa. Usamos a\b para la division
por dos y ‘a Mod 2=0" como prueba de paridad.

[Descargar]
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A_| 8 | ¢ | o |

1 |Algoritmo binario
2 |[Maximo Comun Divisor
B = b mcd e
4 89 44 1
6 mecd( 89, 22)
7 mcd( 89, 11)

Function mcdBinario(u,v) As Long

Dim t As Long, ¢ As Long, a As Long, b As Long
g=1

a=Abs (u) : b=Abs(v)

While a Mod 2=0 And b Mod 2 = 0

a=a\2
b=b\2
g=2*g
Wend
While a <> 0
If a Mod 2 = 0 Then
a=a\2
ElseIf b Mod 2 =0 Then
b=b\2

Else t=Abs(a-b)/2
If a >= b Then

a=t
Else b=t
End If
End If
Wend

mcdBinario=g*b
End Function

Prueba de las reglas. La prueba de las reglas es como sigue.

b
Prueba de laregla 1. Sean d = med (a,b) y d' = med %'5 . Por el teorema de Bezout, d es la
minima combinacién lineal positivade a y b. Si d =ax + by >0, como a y b son pares, d es par

d
5= gx + 5 >4’ por ser d’' es la minima combinacién
lineal positiva de a/2 y b/2. Por tanto d > 2d’. De manera anéloga se prueba que 2d’ > d, con

lo cual se concluye d = 2d'.

y podemos dividir a ambos lados por 2,

Prueba de la regla 2. Sean d = mcd (a,b) y d' = mcd (;,b). Como d|b y b es impar, d es

impar. Si a =kd, como a es par y d impar, tenemos que k es par, entonces g =5 d, por tanto
d|(a/2) y d|b, es decir, d <d'. Ahora como d'|(a/2), a/2 =k'd’, es decir a =2k'd’, por tanto
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d'|a, entonces d'|lay d'|b, asi d' <d. . d=4d'.

|a —b|

Prueba de la regla 3. Sean d = med (a,b) y d' = mcd( ,b). Como d|a y d|b entonces

d|la — b|. Como a es impar, d es impar pero |a —b| es par (a4 y b son impares), luego si

|a — b| =kd, k debe ser par, asi que podemos dividir por dos a ambos lados, 2 — bl Ed

2
Por tanto d|(|a — b|/2) y d|b, entonces d < d’. De manera similar, si b=k'd" y |a —b| =2k"d’,
sustituyendo b en la tltima ecuacién obtenemos que d’|a. Por tanto d’ <d y entonces d =d’.

8.6 Algoritmo LSBGCD (left-shift binary algorithm)

Este algoritmo debe su nombre al hecho de que se hace multiplicacién por 2. En representacién
binaria el efecto de multiplicar por dos es un desplazamiento (en una posicién), de la repre-
sentacion binaria original, hacia la izquierda.

En este algoritmo se encuentra s € IN tal que F=a—25b . m=b2t g
25-h<a<b-(2°"!) y, como en el algoritmo de Eu- [ 20 1
clides con menor resto, se toma r como el menor 2“'I'b a b~I2“‘
resto entre a —2° - by b-25t!1 —q. = 2. b >

De esta manera tenemos en el primer paso a =D - 2 +r = med (a,b) = med (b,r); donde s’
es s 0 s+ 1 dependiendo que cual resto sea el menor.

Ejemplo 8.6 ~\

Sea a = 55367 y b =28731. En cada paso tomamos el menor resto r =min{a —2°-b, b-
28+1 _ {1}.
55367 = 28731-2! —2095 = mcd(55367,28731) = mcd (28731,2095)
28731 = 2095-2* — 4789 = mcd (2095,4789)
4789 = 2095-2! +599 = mcd (2095,599)
2095 = 599-22—301 = mcd(599,301)
599 = 301-2!-3 = mcd (301,3)
301 = 3-27-83 = mcd(3,83)
83 = 3.2°-13 = mcd(3,13)
13 = 3:-22+1 = mcd(3,1)
3 = 1-2141 = mcd(1,1)
1 = 12940 = mcd(1,0) =
. y,

Como se observa, la sucesiéon de restos no es una sucesion estrictamente decreciente, pero cada
resto r; estd en un intervalo [0,d;] y el nuevo resto r;,1 estd en en un intervalo [0,d;1] C [0,d;],
es decir, cada nuevo r;;; estd en un intervalo cada vez mds pequefio.

Esto es asi puessi a>b, a=b-24+r = 0<r; <b-2°1.5i r; > 0. En el siguiente paso
tendriamos dos casos posibles,
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a) sib>ry entoncesb=r1-22 41 = 0<rp <r1-2%2 <b-2°1.5i rp >0, la tltima desigual-
dad se cumple pues si 11 -2°2 > b -2 entonces b=r1-22+1, > b2 + 1, (=<«).

b.) si vy >b entonces r1 =b 2241, = 0<rp, <b-22<b-2%.85i rp, >0, la dltima de-
sigualdad se cumple pues si b-2%2 > b -2 entonces r; =b-2°2 +ry > b-2°1 + 1y, por tanto
a=0b-2 471 >b-2+b-2% 41y >b-25! en contradiccién con la escogencia de s (ver
figura 8.6).

Si llamamos a los nuevos dividendos dy = b, dy, d3, etc., entonces en el n—ésimo resto tendriamos

0<r,<dy,-2°"<d,_1-2°n"1<..<b-2%

Es decir, cada nuevo resto r; estd en un intervalo [0, d; - 2%] cada vez mas pequefio. Como el
ndmero de intervalos es finito, la sucesién de restos es finita y por tanto en algtin momento
"n41 = 0.

Este algoritmo no es tan rdpido como el algoritmo binario, pero su versién extendida si es mas
eficiente que la versién extendida de Euclides y la versién extendida del algoritmo binario.

8.6.1 Algoritmo e Implementacion.

El algoritmo es como sigue,

Algoritmo 8.3: Algoritmo LSBGCD

Datos: a,be Z* ya>b
Salida: mcd (a,b)
while b # 0 do
Calcule s tal que b - 25 < a < 25+1p;
t=Min{a —b-2%b-251 — g},
a=Db, b=t
if a < b then
L Intercambiar(a, b)

N Ul R W N =

7 return a

Implementacion en LibreOffice. Necesitamos una funcién Min (a,b) . Aunque podemos usar
la funcién Min de Calc (via createUnoService ("com.sun.star.sheet.FunctionAccess")), aqui
no vamos a usar esta posibilidad, més bien usamos una funcién sencilla.

Function Min (a,b) As Long ~'—————— LibreOffice Basic
Dim m As Long

m=a

If a>b Then m=b

End If

Min= m

End Function
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Function LSBMCD (u,v) As Long

Dim a As Long, b As Long, t As Long, aux As Long
Dim s As Integer

a=Abs(u) : b=Abs(v) rem debe ser a>b

While b<>0
s=0
While b*2"s <=a
s=s+1
Wend

s = s-1 : t=Min(a-b*2"s,b*2"(s+l)-a) : a=Db : b =+t
If a<b Then aux=a : a=b : b=aux
End If

Wend

LSBMCD = a

End Function

8.7 Algoritmo Extendido de Euclides.

Como ya habiamos visto, el maximo comun divisor mecd (a,b) se puede expresar como una
combinacién lineal de a y b.

Teorema 8.2 (Identidad de Bézout)

Si a,b son dos enteros no ambos cero, existen s,,t, € Z (no Unicos) tales que s,a + t,;b =
mcd (a,b) donde s, y t, se definen recursivamente como

§j = Sj_2—4gj-18j-1, para j=2,3,..,n
sop = 1, s1 =0
t]' = tj—2_qj—1tj—1, para j:2,3,...,1’l
tp = 1, t1 =0

donde g_1 es el cociente en el k—ésimo paso en el algoritmo de Euclides. En particular ry =
Tk—2 = Tk=1qk-1 Y Tk = Sk + b

Como se ve, la implemntacién a partir del teorema es directa.

8.8  Inversos multiplicativos en Z,,

Si mcd (a,m) =1 entonces a tiene inverso x = a1, es decir, ax =1 (mod m). Este inverso es

tnico médulo m. Entonces, determinar el inverso de 2 médulo m es equivalente a resolver la
congruencia ax =1 (mod m). Si med (a,m) =1, existen s,t € Z tal que sa+ tm =1, con lo que
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tenemos la solucién x = s. En la préctica tomamos a~! = rem(s, m).

Algoritmo 8.4: Inverso Multiplicativo mod .
Datos: a € Z,,, m > 1
Salida: 2! si med (a,m) = 1.
Calcular s,t tal que sa + tm = med (a,m);
if med (a,m) > 1 then

| a~! no existe
else

L return rem(s, m)

g Rk W N =

Java: Para calcular el inverso multiplicativo (si existe) se puede usar el método modInverse ()
de la clase BigInteger. Por ejemplo, el codigo que sigue calcula e imprime en consola el inverso
de 5 médulo 7

BigInteger b = new BigInteger ("5");
System.out.println(b.modInverse (new BigInteger ("7")));
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NUMEROS PRIMOS Y
FACTORIZACION.

9.1 Introducccién

En estos capitulos vamos a usar LibreOffice Basic para célculos pequefios y Java para célculos
un poco mas grandes.

Java. Suponemos que tiene Java instalado en su sistema. En Java, cada algoritmo serd un método
en la clase Teoria_Numeros.class. Las corridas las hacemos en la consola (terminal). Los algo-
ritmos son implementados como métodos ptblicos y estaticos en esta clase.

Recordemos que los métodos publicos y estaticos los podemos llamar en la clase y desde otras
clases (que estén en el mismo folder) sin tener que construir un objeto “Teoria_Numeros”.
Todos los programa se pueden descargar aqui

Esta clase importa la clase “BigInteger”. También vamos a implementar y usar una clase
BigRational. La plantilla de esta clase seria algo como,

import java.math.BigInteger;

import java.util.x;

public class Teoria_Numeros

{
static final BigInteger ZERO=new BigInteger("0");
static final BigInteger ONE=new BigInteger ("1");
static final BigInteger TWO=new BigInteger ("2");
static final BigInteger THREE=new BigInteger("3");
static final BigInteger FOUR=new BigInteger ("4");

public static void main(String[] args)

{
BigInteger a new BigInteger ("34423453453535424");
BigInteger b = new BigInteger ("-13444354332434344");
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BigInteger p,q;
BigInteger ls[] = new BigInteger[3];

System.out.println("\n\n"+ a);

System.out.println ("\n\n");
}//fin main
}//fin de la clase

Compilar y correr un prorama Java. Para hacer las cosas super sencillas, abrimos un editor
de textos (Bloc de Notas en Windows o Gedit en Ubuntu, por ejemplo) y pegamos el cédigo
y salvamos el archivo como Teoria_Numeros.java. Digamos que guardamos este archivo en la
carpeta ‘tn/java’. En Linux harfamos las cosas asi:

@ Abrimos una terminal y vamos a la carpeta que tiene el archivo Teoria_Numeros.java, en
mi caso, estd en el ‘Escritorio’. Usamos el comando cd para ir a ese directorio,

walter-2@walter2-desktop:~$cd /home/walter-2/Escritorio/tn/java [Enter]
@ Compilamos con javac nombre.java
walter-2@walter2-desktop:~/Escritorio/tn/java$ javac Teoria_Numeros.java [Enter]

@ “Corremos el programa” con ‘java nombre’ (sin extensién). En nuestro caso imprime el
‘nimero grande’ a definido en el cédigo.

walter-2@walter2-desktop:~/Escritorio/tn/javas$ java Teoria_Numeros [Enter]

¥ - 0 walter-2@walter2-desktop: ~/Escritorio/tn/java

walter-2@walter2-desktop:~$ cd /home/walter-2/Escritorio/tn/java
walter-2@walter2-desktop:~/Escritorio/tn/java$ javac Teoria_Numeros.java
walter-2@walter2-desktop:~/Escritorio/tn/java$ java Teoria_Numeros

34423453453535424

walter-2@walter2-desktop:~/Escritorio/tn/javas |J

Figura 9.1. Compilando y corriendo la la clase Teoria_Numeros. java
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9.2 Criba de Eratdstenes.

Para efectos de factorizacién es necesario tener una lista con los “primeros primos” porque ‘casi
todos los ntimeros’ tiene factores primos pequefios. Esto lo hacemos con la criba de Eratdstenes.
Ya habiamos implementado este algoritmo en la seccién (2.3). Solo vamos a proceder a la imple-
mentacién en Java.

Implementacion en Java. Vamos a agregar un método a nuestra clase Teoria_Numeros. El
método recibe el nimero natural # > 2 y devuelve un vector con los nimeros primos < n. Para
colar los niimeros compuestos usamos un arreglo

boolean [] esPrimo = new boolean][ (n-3)/2].

Al final llenamos un vector con los primos que quedan.

import java.math.BigInteger;

import java.util.x;

public class Teoria_Numeros

{ static final BigInteger ZERO=new BigInteger ("0");
static final BigInteger ONE=new BigInteger("1");

static final BigInteger TWO=new BigInteger("2");
static final BigInteger THREE=new BigInteger("3");

Y S M\’ gteelog=—=———————mme e //

public static Vector Primos(int n)

{ Vector salida = new Vector(1l);
int k = 1;
int max = (n-3)/2;
boolean]|] esPrimo = new boolean[max+l];

for(int i = 0; i <= max; it+)

0
esPrimo[i]=true;

for(int 1 = 0; (2*143) <= n/(2*i+3); i++)
{
k = i+1;
if (esPrimo[i])
{
while( 2*k+1<= n/(2*i+3) )
{
esPrimo[ ((2*k+1)*(2*14+3)-3)/2]=£false;
k++;
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salida.addElement (new Integer(2));
for(int i = 0; i <=max; it++)
{ if (esPrimo[i])
salida.addElement (new Integer (2*i+3));
}
salida.trimToSize();
return salida;
}//Fin M\’todo Primos

public static void main(String[] args)

{
System.out.println ("\n\n");

int n = 20;
Vector primos;
primos = Primos(n);
//Cantidad de primos <= n
System.out.println("Primos <="+ n+": "+primos.size()+"\n");
//Imprimir vector (lista de primos)
for(int p = 1; p < primos.size(); pt+)
{
Integer num = (Integer)primos.elementAt (p);
System.out.println (""+(int)num.intValue());

System.out.println ("\n\n");
}//fin main
}//fin de la clase

Una corrida con n = 20 nos da la salida en terminal que sigue,

walter-2@walter2-desktop:~/Escritorio/tn/java$ javac Teoria_Numeros.java
Note: Teoria_Numeros2.java uses unchecked or unsafe operations.

Note: Recompile with -Xlint:unchecked for details.
walter-2@walter2-desktop:~/Escritorio/tn/java$ java Teoria_Numeros

Primos <=20: 8

3

5

7

11

13

17

19
walter-2@walter2-desktop:~/Escritorio/tn/javas
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Uso de la memoria. En teoria, los arreglos pueden tener tamafio maximo Integer.MAX INT =
231 — 1 =2147483647 (pensemos también en la posibilidad de un arreglo multidimensional!).
Pero en la préctica, el maximo tamafio del array depende del hardware de la computadora.
El sistema le asigna una cantidad de memoria a cada aplicacién; para valores grandes de n
puede pasar que se nos agote la memoria (veremos el mensaje “OutOfMemory Error”). Podemos
asignar una cantidad de memoria apropiada para el programa “cribaEratostenes.java” desde la
linea de comandos, si n es muy grande. Por ejemplo, para calcular los primos menores que
n = 100000000, se puede usar la instruccién

walter-2@walter2-desktop:~/Escritorio/tn/java$ java -Xmx1000m -Xms1000m Teoria_Numeros

Esta instruccién asigna al programa una memoria inicial (Xmx) de 1000 MB y una memoria
maxi-ma (Xms) de 1000 MB (siempre y cuando existan tales recursos de memoria en nuestro
sistema).

En todo caso hay que tener en cuenta los siguientes datos

n Primos < n

10 4

100 25

1 000 168

10 000 1229

100 000 9592

1 000 000 78 498

10 000 000 664 579

100 000 000 5761 455

1 000 000 000 50 847 534

10 000 000 000 455052 511
100 000 000 000 4118 054 813
1 000 000 000 000 37607912 018

10 000 000 000 000 346 065 536 839

9.3  Primos entre m y n.

Para encontrar todos los primos entre m y n (con 3 < m < n) procedemos como si estuvieramos
colando primos en la lista {2,3,...,n}, solo que esta vez, eliminamos los multiplos que estan entre
m y n: Eliminamos los multiplos de los primos p para los cuales p?> < n (o también p < \/n),
que estan entre m y n.

Muiltiplos de p entre m y n. Para los primos p inferiores a /n, buscamos el primer multiplo de p
entre m y n.

Sim—1=pg+r,0<r<p = pg+1)>m
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Asi, los multiplos de p mayores o iguales a m son

p(g+1), p(g+2), p(g+3), ... con q=quo(m—1,p)

Ejemplo 9.1 N

Para encontrar los primos entre m =10 y n = 30, debemos eliminar los multiplos de los
primos < v/30 & 5. Es decir, los multiplos de los primos p =2,3,5.

Como 10—1=2-4+1, el 2 elimina los nimeros 2(4 + k) =8 + 2k, k > 1; es decir
{10,12,...,30}

Como 10 —1=3-3+0, el 3 elimina los nameros 3(3 + k) =9 + 3k, k > 1; es decir
{12,15,18,21,24,27,30}

Como 10— 1=5-1+4, el 5 elimina los nimeros 5(1 + k) =5+ 5k, k > 1; es decir
{10,15,20,25.}

Finalmente nos quedan los primos 11,13,17,19,23,29.

9.3.0.1 Algoritmo e implementacion Como antes, solo consideramos los impares entre m y
n. Recordemos quesi x € R ysi n <x <n+1 con n € Z, entonces la parte entera de x es n.
Se escribe [x] = n.

Sean n,m nameros naturales tales que 3 <m < n. Sea A el conjunto de nlimeros impares entre
my n.

El primer impar de A es 2- [[%1_3]] +3
El dltimo impar de A es 2- [%52] +3

El conjunto de impares entre m y n es A = {2-i—|—3 D= [[%H]],,[[”T%]]}

Si ponemos min = quo(m + 1 —3,2) y max = quo(n — 3,2), los impares entre m y n son los
elementos del conjunto {2-i+ 3 : i = min,...,max}

Como antes, usamos un arreglo booleano esPrimo (i) con i = min,..., max. esPrimo (i) repre-
senta al numero 2 -1+ 3.
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Ejemplo 9.2 ~

Si m=11y 20, [(m+1-3)/2] =4 y [(n—3)/2] = 8. Luego, elprimer impar es
2-443 =11 yel dltimo impares 2-8 +3 =19.

\ J

Para aplicar el colado necesitamos los primos < y/n. Esta lista de primos la obtenemos con la
funcién Eratostenes (isqrt (n)) . Aqui hacemos uso del método BIsqrt (n)donde n es BigInteger
(Ver Apéndice ??). Para cada prlmo p, en la lista,

a) sim< piz, tachamos los multiplos impares de p, como antes,

L esPrimo|[((2k + 1)p, — 3) /2] =False;

if m
k= (p —1)/2;
while (2k+1)p, <n do
k= k+1

Note que si k= (p, —1)/2 entonces (2k+1)p, = p?

b.) si pl_z < m, tachamos desde el primer multiplo impar de p, que supere m :

Los multiplos de p, que superan m son p,(q+ k) con q = quo(m —1,p). De esta lista solo
nos interesan los multiplos impares. Esto requiere un pequefio andlisis aritmético.

Como p, es impar, p,(q+ k) es impar solo si g+ k es impar. Poniendo g, = rem(g,2)
entonces (2k+1—qy + q) esimpar si k =gy, g2 +1,.... En efecto,

2k+1+ g si g espar. Aqui k=¢g2=0,1,...

2kt 1=a2 + q:{ 2k + q si g esimpar. Aqui k=g,=12,..

Luego, los multiplos impares de p, que superan m son los elementos del conjunto

{2k+1—g2 +q)-p, : ga=rem(q,2) y k=4q,,9, +1,...}

La manera de tachar los multiplos impares de p, es
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if pl.z < m then
q=(m—=1)/p; g2 =rem(q,2); k=q2; mp= (2k+1—q244q)-p;;
while mp <n do
esPrimo[(mp — 3) /2] =False;
k=k+1;
mp = (2k+1—q2+4q) - p,

S U R W N =

Algoritmo 9.1: Colado de primos entre m y n.

Datos: n,m € IN con m < n.

Salida: Primos entre m y n
Primo() = una lista de primos < /n;
min = (m+1—23)/2; max= (n—3)/2;
esPrimoli], i = min, ..., max ;
for j = min,..,max do

L esPrimol[j| =True;

gl e W N =

6 np = cantidad de primos en la lista Primos;
7 Suponemos Primo(0) = 2;

s fori=1,2,..,np do

9 if m< p’,z then

10 k=(p,—1)/2;

11 while (2k+1)p, <n do

12 esPrimo|[((2k + 1)p, — 3) /2] =False;
13 L k=k+1;

14 if piz < m then

15 g=(m—1)/p;

16 g2 =rem(q,2);

17 k=qo;

18 mp=(2k+1—qa+q)-p,;

19 while mp <n do

20 esPrimo[(mp — 3) /2] =False;
21 k=k+1;

2 mp=2k+1—q2+4)-p,

23 Imprimir ;
2 for j =min,..,max do
25 | if esPrimolj] =True then
L L Imprima 2 - (j + min) + 3

Ahora podemos armar el algoritmo completo.

Implementacion en Java. Vamos a agregar el método Primos (m, n) anuestra clase “Teoria_Numeros”.
El método recibe dos naturales 0 < m < n y devuelve un vector con los nimeros primos entre
my n.
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Como antes, usamos un arreglo booleano esPrimo (i) con i =0,...,max — min + 1 donde min =
(m+1-3)/2y max=(n—23)/2.

Si p es primo y p < /n, entonces si s- p es un multiplo impar de p entre m y n, debemos
poner esPrimo ((s*p-3)/2-min)=false

Notemos que, esPrimo (i) representa al impar 2 - (i + min) + 3.

public class Teoria_ Numeros

{

public static Vector Primos(int m, int n)

{

Vector salida = new Vector(l);

int k,mip,p,q,92;

int min = (m+1-3)/2;

int max = (n-3)/2;

int total = max-min+1;

int sqgrtn = BIsqrt (new BigInteger (""+n)).intValue();
boolean]|] esPrimo = new boolean[max+l];

Vector primos;

primos = Primos (sqrtn);

if(0<=m && m < 3)
return Primos(n);
for(int i = 0; i1 < total; i++)
esPrimo[i]=true;
//primos (0)=2, inicia en primos (1)=3
for(int i = 1; i< primos.size() ; i++)
{ p =((Integer)primos.elementAt (i)).intValue();
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if (p*p<m)
{ g=(m-1)/p;
q2=q%s2;
k=q2;
mip=(2*k+1-g2+q) *p;
while (mip<=n)
{
esPrimo[ (mip-3)/2-min]=false;
k= k+1;
mip=(2*k+1-q2+q) *p;

}
//Imprimir
for(int i = 0; 1 < total; i++)
if (esPrimo[i])
salida.addElement (new Integer (2* (i+min)+3));

salida.trimToSize () ;

return salida;

}// Primos n,m

public static BigInteger BIsqrt (BigInteger n)

{ BigInteger DOS = new BigInteger("2");
BigInteger xkml = n.divide (DOS) ;
BigInteger xk = n;

if (n.compareTo (BigInteger.ONE)< 0)
return xkml=n;

while (xkml.compareTo (xk) <0)

{
xk=xkml;
xkml=xkml.add (n.divide (xkml)) ;
xkml=xkml.divide (DOS) ;

}

return xkml;

}//BIsqgrt

public static void main(String[] args)

{
System.out.println("\n\n");

[ )====—==——=—=—===—=—===—=====================================
//primos entre m,n
int m = 20;
int n = 50;

Vector primosmn;
primosmn = Primos (m,n);
for(int j = 0; j < primosmn.size(); J++)
{ Integer num = (Integer)primosmn.elementAt (J);
System.out.println(""+ (int)num.intValue());

System.out.println ("\n\n");
}//fin main
}//fin de la clase
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La corrida, usando n =20 y m = 50, entrega el siguiente resultado,

walter-2@walter2-desktop:~/Escritorio/tn/java$ javac Teoria_Numeros.java
walter-2@walter2-desktop:~/Escritorio/tn/java$ java Teoria_Numeros

23

29

31

37

41

43

47

walter-2@walter2-desktop:~/Escritorio/tn/javas

9.4  Factorizacién por ensayo y error.

El método mads sencillo de factorizacién (y muy ttil) es el método de factorizacién por ensayo y
error (FEE). Este método va probando con los posibles divisores de n hasta encontrar un factor
de este ndmero.

En vez de probar con todos los posibles divisores de n (es decir, en vez de usar fuerza bruta)
podemos hacer algunos refinamientos para lograr un algoritmo mds eficiente en el sentido de

reducir las pruebas a un conjunto de ntimeros mds pequefio, en el que se encuentren los divisores
pequefios de n.

9.4.1 Probando con una progresion aritmética.

Como estamos buscando factores pequeiios de 1, podemos usar el teorema,

Si n € Z* admite la factorizaciéon n = ab, con a,b € Z* entonces a <\/n o b<./n.

Del teorema anterior se puede deducir que

e Si n no tiene factores d con 1 <d < \/n, entonces n es primo.

e Al menos uno de los factores de n es menor que /1 (no necesariamente todos). Por ejem-
plo 14 =2 -7 solo tiene un factor menor que V14 ~ 3.74166).

De acuerdo al teorema fundamental de la aritmética, cualquier niimero natural > 1 factoriza, de
manera Unica (excepto por el orden) como producto de primos. Esto nos dice que la estrategia
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Optima de factorizacién seria probar con los primos menores que /1. El problema es que si n
es muy grande , el calculo de los primos de prueba duraria siglos (sin considerar los problemas
de almacenar estos nimeros).

Recientemente (2005) se factorizé un ntimero de 200 cifras’ (RSA-200). Se tard6 cerca de 18 meses
en completar la factorizacién con un esfuerzo computacional equivalente a 53 afios de trabajo de
un CPU 2.2 GHz Opteron.

9.4.2 Algoritmo.

Identificar si un nimero es primo es generalmente facil, pero factorizar un ntimero (grande)
arbitrario no es sencillo. El método de factorizacién de un niimero N probando con divisores
primos (“trial division”) consiste en probar dividir N con primos pequefios. Para esto se debe
previamente almacenar una tabla suficientemente grande de ntimeros primos o generar la tabla
cada vez. Como ya vimos en la criba de Eratéstenes, esta manera de proceder trae consigo prob-
lemas de memoria. En realidad es mds ventajoso proceder de otra manera.

@ Para hacer la pruebas de divisibilidad usamos los enteros 2, 3 y la sucesion 6k +1, k =
1,2,...

Esta eleccién cubre todos los primos e incluye divisiones por algunos niimeros compuestos
(25,35,...) pero la implementacién es sencilla y el programa suficientemente rapido (para
ndmeros no muy grandes) que vale la pena permitirse estas divisiones inttiles.

@ En general, debemos decidir un limite G en la bisqueda de divisores. Si se divide tinica-
mente por divisores primos < G, se harian 7(G) ~ G/InG divisiones. Si se divide por 2,

G/3
G/Ing ~ 2/ InG

son divisiones tutiles. Si G = 10°, tendriamos ~ 22% divisiones utiles. En este caso, un
ciclo probando divisiones por primos tinicamente es ~ 1/0.22 = 4.6 veces més lento'!.

3y 6k + 1 se harfan aproximadamente G/3 divisiones!® de las cuales

Cuando se juzga la rapidez de un programa se toma en cuenta el tiempo de corrida en el
peor caso o se toma en cuenta el tiempo promedio de corrida (costo de corrida del programa
si se aplica a muchos ntimeros). Como ya sabemos (por el Teorema de Mertens) hay un
porcentaje muy pequefio de ntimeros impares sin divisores < G, asi que en promedio,
nuestra implementacién terminard bastante antes de alcanzar el limite G (el “peor caso”
no es muy frecuente) por lo que tendremos un programa con un comportamiento deseable.

Detalles de la implementacion.

9Se trata del caso mas complicado, un ntimero que factoriza como producto de dos primos (casi) del mismo tamario.
0Pyes los ntimeros naturales (< G) son de la forma 6k +m con m € {0,1,...,5} y solo estamos considerando m = 1,5,
es decir una tercera parte.

11 Atin si se almacena previamente una tabla de primos en forma compacta, esto consume tiempo [9]
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e Para la implementacién necesitamos saber cémo generar los enteros de la forma 6k £ 1.
Alternando el —1 y el 1 obtenemos la sucesién

5,7,11,13,17, 19, ...

que iniciando en 5, se obtiene alternando los sumandos 2 y 4. Formalmente, si m = 6k — 1
y si s = 6k + 1 entonces, podemos poner la sucesién como

7, 11, 13,...,mk, Skr M1, Sk+17++

Ahora, notemos que s; = my +2 y que My = 5¢ +4 = my + 6. La sucesion es

7,11, 13, ...,my, my +2, my, + 6, My + 2, My + 6,...

En el programa debemos probar si el nimero es divisible por 2, por 3 y ejecutamos el ciclo

p=5

While p <G Do{
Probar divisibilidad por p
Probar divisibilidad por p + 2

p=p+6}

e En cada paso debemos verificar si el divisor de prueba p alcanzé el limite Min {G,v/N}.
Si se quiere evitar el calculo de la raiz, se puede usar el hecho de que si p > /N entonces
p>N/p.

Algoritmo 9.2: Factorizaciéon por Ensayo y Error.

Datos: Ne N, G<+VN
Salida: Un factor p < G de N si hubiera.

1 p=35;

2 if N es divisible por 2 0 3 then
3 ‘ Imprimir factor;

4 else

5 while p <G do

6 if N es divisible por p o p + 2 then
7 Imprimir factor;

8 break;

9 end

10 p=p+6

11 end

12 end

Implementacién en Java. El programa que sigue es una clase independiente. Si se quiere, se
pueden tomar los métodos y agregarlo a la clase Teoria_Numeros. java
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Creamos una clase que busca factores primos de un ntimero N hasta un limite G. En el pro-
grama, G= Min {V/N,G}.

Usamos un método reducir (N, p) que verifica si p es factor, si es asi, continua dividiendo por
p hasta que el residuo no sea cero. Retorna la parte de N que no ha sido factorizada.

El método Factzar_Ensayo_Error (N, G) llama al método reducir (N,p) paracada p=2,3,7,11,13,....
hasta que se alcanza el limite G.

import java.util.Vector;
import java.math.BigInteger;
public class Ensayo_Error

{ private Vector salida = new Vector(1);
static BigInteger Ge = new BigInteger ("10000000");//10"7
BigInteger UNO = new BigInteger ("1");
BigInteger DOS = new BigInteger ("2");
BigInteger TRES = new BigInteger("3");
BigInteger SEIS = new BigInteger("4");
BigInteger NE;
int pos = 1; //posici\’on del exponente del factor

public Ensayo_Error(){} //Hay que crear el objeto

public BigInteger reducir (BigInteger Ne, BigInteger p)
{ int exp = 0, posAct = pos;
BigInteger residuo;
residuo = Ne.mod(p);
if (residuo.compareTo (BigInteger.ZERO)==0)
{ salida.addElement (p); //p es objeto BigInteger
salida.addElement (BigInteger.ONE); //exponente
pos = pos+2; //posici\’on del siguiente exponente (si hubiera)
}
while (residuo.compareTo (BigInteger.ZERO)==0)
{Ne = Ne.divide(p); // Ne = Ne/p
residuo = Ne.mod(p);
exp=exptl;
salida.set (posAct, new BiglInteger(""+exp)); //p es objeto BigInteger
}
return Ne;

Y/ /
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public Vector Factzar_Ensayo_Error (BigInteger Ne, BigInteger 1imG)

{

}

BigInteger p = new BigInteger ("5");
Nf = Ne;
Nf = reducir (Nf, DOS);

Nf reducir (Nf, TRES);

while (p.compareTo (1imG) <=0)

{
Nf= reducir (Nf, p); //dividir por p
Nf= reducir (Nf, p.add(D0S)); //dividir por p+2
p = p.add(SEIS); //p=p+6

if (Nf.compareTo (BigInteger.ONE)>0)

{
salida.addElement (Nf); //p es objeto BigInteger
salida.addElement (BigInteger.ONE); //exponente

}

return salida;

public static void main(String[] args)

{

BigInteger 1imG;

BigInteger Nduro = new BigInteger("2388005888439481");
BigInteger N = new BigInteger ("27633027771706698949");
Ensayo_Error 0bj = new Ensayo_Error () ;

Vector factores;

factores = Obj.Factzar_Ensayo_Error(N); //factoriza

//Imprimir vector de factores primos

System.out.println ("\n\n");

System.out.println ("N = "+N+"\n\n");

System.out.println("Hay " +factores.size()/2+" factores primos <= " + Get+"\n\n");
System.out.println ("N = "+0bj.print (factores)+"\n\n");
System.out.println("\n\n");

Al ejecutar este programa en terminal con N = 367367653565289976655797, la salida es

walter-2@walter2-desktop:~/Escritorio/tn/java$ javac Ensayo_Error.java

walter-2@walter2-desktop:~/Escritorio/tn/java$ java Ensayo_Error

N = 27633027771706698949
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Hay 3 factores primos <= 10000000
N = 3772 * 367173 * 408011"1

walter-2@walter2-desktop:~/Escritorio/tn/javas

Implementacion en LibreOffice. Se puede hacer una implemetacion el LibreOffice, pero por
supuesto, como no disponemos de una clase ‘BigInteger’, solo se pueden factorizar niimeros no

mas alla de diez digitos.

[Descargar]

1_|Factorizacion por Ensayo y Error

2 )

3 Factorice N Factorizacion

4 | 35545452 2-2-3-73-40577
5

6

A e T ———

REM * ok ok ok ok BASIC * ok Kk K
Option Explicit
Sub Main
Dim N, G, k
Dim factores As String
Dim factorizacion() As Long
N = Celda("A4").Value
G = Celda("B4").Value
G Sqr (N)
If N < 0 Then

MsgBox ("Debe introducir un n\’umero natural")

Else
factorizacion() = FactorizacionEE (N, G)
If UBound(factorizacion) = 0 Then

Celda("C4").setString("")

Celda ("A6") .setString ("Este n\’umero es primo")
Else
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For k = 0 To UBound(factorizacion)
If k = 0 Then
factores = Trim(str(factorizacion(k)))
Else
factores = factores +"."+Trim(Str (factorizacion(k)))
End If
Next

Celda("A6").setString (" ")
Celda("C4") .setString(factores)
End If
End If
End Sub
Function FactorizacionEE (N, g)
Dim salir As Boolean
Dim factor As Long
Dim factores() As Long
Dim p As Long, i As Long
Dim j As Long, prueba
Dim exp As Long, k

i=0

j =0

ReDim factores (i)
p=>5

Do

If N Mod 2 = 0 Then
factor = 2
N=N/2
ElseIf N Mod 3 = 0 Then
factor = 3
N=N/3
Else
While salir = False
If N Mod p = 0 Then

factor = p
N=N/p
salir = True
Else
p=p+2
End If
If salir = False And N Mod p = 0 Then
factor = p
N=N/p
salir = True
Else
p=p+14
End If

If salir = False And p > g Then
salir = True
factor = 0
End If
Wend
End If
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If factor = 0 Then
ReDim Preserve factores (i)
factores (i) = N
i =44+ 1
Exit Do
Else
Ifi-1<0 Then
ReDim Preserve factores(i)
factores (i) = factor
i=41+4+1
Else

ReDim Preserve factores (i)
factores (i) = factor
i=1+4+1
End If
p=>5
salir = False
End If
Loop Until N = 1
FactorizacionEE = factores
End Function

9.5 Método de factorizacion “rho” de Pollard.

En el método de factorizacién por ensayo y error, en su versién mds cruda, probamos con todos
los ntimeros entre 2 y +/N para hallar un factor de N. Si no lo hallamos, N es primo. Con el
método de factorizacion “rho” de Pollard podriamos encontrar factores méas rapido de tal mane-
ra que los factores pequefios que van quedando se pueden factorizar con el método de ensayo y
error.

En el método “rho” de Pollard, en vez de hacer estos ~ v/ N pasos (en el peor caso), vamos a
escoger una lista aleatoria de ntimeros, mas pequefia que v N, y probar con ellos.

A menudo se construyen sucesiones seudo-aleatorias xg,x1,x7,... usando una iteracién de la forma
Xi+1 = f(x;) (modN), con xyp = random(0,N — 1). Entonces {xg,x1,...} C Zy. Por lo tanto los
x;’s se empiezan a repetir en algiin momento.

La idea es esta: Supongamos que ya calculamos la sucesién xg,x1,x7,... y que es “suficientemente
aleatoria”. Si p es un factor primo de N y si

xj = xj(modp)
% xj(modN)
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entonces, como x; — Xx;j = kp, resulta que MCD(x; — xj, N ) es un factor no trivial de N.

Claro, no conocemos p, pero conocemos los x;’s, asi que podemos revelar la existencia de p con
el calculo del MCD: En la practica se requiere comparar, de manera eficiente, los x; con los x;
hasta revelar la presencia del factor p via el calculo del MCD(x; — xj,N).

X xj (modp)
= mcd (x; — x;,N) es factor no trivial de N

X _i‘ x]- (modN)

Si xg,x1,X2,... es “suficientemente aleatoria”, hay una probabilidad muy alta de que encontremos
pronto una “repeticién” del tipo x; = x;j (mod p) antes de que esta repeticién ocurra (mod N).

Antes de entrar en los detalles del algoritmo y su eficiencia, veamos un ejemplo.

N

Sea N = 1387. Para crear una sucesion “seudoaleatoria” usamos f(x) =x* —1y x; =2.

Luego,
xXg = 2
Xiy1 = x*—1(modN)
es decir,
{XO,xl,JQ,...} = {2,3,8,63,1194,

1186,177,814,996,310,396,84,120,529,1053,595, 339,
1186,177,814,996,310,396,84,120,529,1053,595,339, ...}

Luego, “por inspeccién” logramos ver que 1186 # 8 (mod N) y luego usamos el detector
de factores: mcd (1186 — 8,N) = 19. Y efectivamente, 19 es un factor de 1387. En este
caso detectamos directamente un factor primo de N.

\ v,

Por supuesto, no se trata de comparar todos los x;’s con los x;’s para j <i. El método de facto-
rizacién “rho” de Pollard, en la variante de R. Brent, usa un algoritmo para detectar rdpidamente
un ciclo en una sucesién ([28]) y hacer solo unas cuantas comparaciones. Es decir, queremos de-
tectar rdpidamente x; = x;(mod p) usando la sucesién x;;; = f(x;) (mod N) (que alcanza un
ciclo un poco més tarde) y el test med (x; — x;, N).
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Tipicamente necesitamos unas O(,/p) operaciones. El argumento es heuristico. Basicamente lo
que se muestra es que, como en el problema del cumpleafios, dos ntiimeros x; y x;, tomados de
manera aleatoria, son congruentes médulo p con probabilidad mayor que 1/2, después de que
hayan sido seleccionados unos 1.177,/p ntimeros.

Aunque la sucesién x; 1 = f(x;) (mod N) cae en un ciclo en unas O(v/N) operaciones, es muy
probable que detectemos x; = x;(modp) en unos O(,/p) pasos. Si p~ /N entonces encon-
trarfamos un factor de N en unos O(N'/4) pasos. Esto nos dice que el algoritmo “rho” de
Pollard factoriza N? con el mismo esfuerzo computacional con el que el método de ensayo y
error factoriza N.

9.5.1 Algoritmo e implementacion.

La algoritmo original de R. Brent compara x, con x;, donde 2kl k=1 < j < 2k+1 1. Los
detalles de como esta manera de proceder detectan rdpidamente un ciclo en una sucesién no se
ven aqui pero pueden encontrarse en [28] y [25].

Ejemplo 9.4 ~

Sean N = 3968039, f(x)=x?—1y xo=2. Luego,

med (x1 — x3,N) = 1
mcd (X3 *Xé,N) =

mcd (X3 —X7,N) = 1
mcd (x63 — x96,N) 1
mcd (X63 — Xo7, N) = 1
med (x63 — x93, N) = 1
med (x63 — X99,N) = 1
med (x3 — x100,N) = 1
med (xg3 — x101, N) = 1
med (xg3 — x102,N) = 1
mcd (x63 — X103, N) = 1987

N = 1987 - 1997.
. Y,

El algoritmo que vamos a describir aqui es otra variante del algoritmo de Brent ([29]) que es més
sencillo de implementar.

Después de hacer la implemetacién vamos a ver un refinameinto muy sencillo.
Se calcula MCD(x; — x]-,N) parai=0,1,3,7,15,.. y j=i+1,..,2i+ 1 hasta que, 0 x; = x; (modN)

(en este caso se debe escoger una f diferente o un x( diferente) o que un factor no trivial de N
sea encontrado.
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Observe que si i =2k — 1 entonces j =2i +1 =21 — 1, es decir el tltimo j sera el ‘nuevo’ i.
Por tanto, en el algoritmo actualizamos x; al final del For, haciendo la asignacion x; = xp;1 = x;.

Algoritmo 9.3: Método rho de Pollard (variante de R. Brent)

Datos: N € N, £, xp
Salida: Un factor p de N o mensaje de falla.

1 salir=false;

2 k=0, xp =Random(2,N — 1);

3 Xi=X0;,

4 while salir=False do

5 i=2k_1;

6 for j=i+1,i+2,..,2i+1 do
7 xj = f(xo) (mod N);

8 if x; = x; then

9 salir=True;

10 Imprimir “El método fall6. Reintentar cambiando f o xp”;
11 Exit For;

12 g =mcd (x; — x;,N);

13 if 1 <g <N then

14 salir=True;

15 Imprimir N=N/g-g;
16 Exit For;

17 | X = x]-;

18 X = JC]';

19 k++;

Implementacion en Java. La implementacion sigue paso a paso el algoritmo.De nuevo aqui
hacemos un programa independiente. Naturalmente, se puede incluir como un conjunto de
métodos en Teoria_Numeros. java

La corrida de prueba se hace con un ntimero relativamente grande, claro no de varios cientos de
digitos... para eso se necesita otros métodos.
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import java.math.BigInteger;
public class rhoPollard

{

rhoPollard() {}

public BigInteger f(BigInteger x)
{
return x.multiply(x).add(BigInteger.ONE); //x"2+1

public wvoid FactorPollard(BigInteger N)

{
int i, k;
BigInteger xi,xj;
BigInteger g = BigInteger.ONE;
BigInteger x0 = new BigInteger (""+2);;
boolean salir = false;

k = 0;
xi= x0;
xj= x0;
while(salir==false)
{ i=(int) (Math.pow(2,k)-1);
for(int j=itl; j<=2*i+l; j++)
{
xj=f (x0) .mod (N) ;
if (xi.compareTo(xj)==0)//si son iguales
{salir=true;
System.out.print ("Fallo"+"\n\n");
break;
}
g= N.gcd(xi.subtract(xj));
if (g.compareTo (BigInteger.ONE)==1 && g.compareTo (N)==-1)//1<g<N
{salir=true;

System.out.print ("Factor = "+g+"\n\n");
break;
}
x0=x7;
}
xi=x7j;
k++;
}
System.out.print (N+" = "+g+" . "+N.divide(g)+"\n\n");

public static void main(String[] args)
{
System.out.print ("\n\n");
rhoPollard obj = new rhoPollard();
BigInteger N = new BigInteger ("10001449242860005111762859");
obj.FactorPollard(N);
System.out.print ("\n\n");
}
Y/
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El resultado de la corrida es,
walter-2@walter2-desktop:~/Escritorio/tn/java$ Jjavac rhoPollard. java
walter-2@walter2-desktop:~/Escritorio/tn/java$ java rhoPollard
Factor = 7368787

10001449242860005111762859 = 7368787 . 1357272132151466057

walter-2@walter2-desktop:~/Escritorio/tn/javas

Refinamiento. En general, hay muchos casos en los que MCD(x; — x;,N) = 1. En vez de calcu-
lar todos estos MCD(z1,N), MCD(z3,N), ..., calculamos unos pocos MCD(Qy, N), donde Qy =
H}‘:l zj (mod N). Brent sugiere escoger k entre InN y N4 pero lejos de cualquiera de los dos
extremos ([28]). Riesel ([9]) sugiere tomar k como un multiplo de 100.

Ejemplo 9.5 ~\

Sean N = 3968039, f(x)=x?—1y xy=2. Luego, tomando k = 30

30
Q30 = [ [zj (modN) =3105033,  mcd(Qa,N) = 1
j=1
60
Qeo = [ ]2 (modN) =782878,  mcd (Qeo,N) = 1967
j=31
L J

EJERCICIOS

9.1 Implementar una variante con el producto Qy = H;f:l zj (mod N).

9.6 Pruebas de Primalidad.

Para decidir si un ntimero n pequefio es primo, podemos usar el método de ensayo y error para
verificar que no tiene divisores primos inferiores a /7.

Para un ntmero un poco mds grande, la estrategia usual es primero verificar si tiene divisores
primos pequenios, sino se usa el test para seudoprimos fuertes de Miller-Rabin con unas pocas
bases p; (con p; primo) y usualmente se combina con el test de Lucas. Esta manera de proceder
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decide de manera correcta si un ntimero es primo o no, hasta cierta cota 10M. Es decir, la com-
binacién de algoritmos decide de manera correcta si n < 10M Sino, decide de manera correcta
solamente con una alta probabilidad y cabe la (remota) posibilidad de declarar un niimero com-
puesto como primo.

Aqui solo vamos a tratar rapidamente la prueba de Miller-Rabin.

9.7  Prueba de primalidad de Miller-Rabin.

Iniciamos con test de primalidad de Fermat, por razones histéricas. Esta prueba se basa el el
teorema,

Teorema 9.2 (Fermat)

Sea p primo. Si MCD(a,p) =1 entonces a?~! = 1(modp).

Este teorema nos dice que si n es primo y a es un entero tal que 1 <a <n —1, entonces
a"! = 1(modn).

Por tanto, 1 es compuesto si encontramos 1 <a <n —1 tal que "~ ! #1(modn).

Definicién 9.1

Sea n compuesto. Un entero 1 <a <n —1 para el que a"~! = 1(modn), se llama “testigo de
Fermat” para n.

Un testigo de Fermat para n serfa un testigo de no-primalidad. De manera similar, un ntimero

1<a<n—1 parael que a" ! = 1(modn), apoya la posibilidad de que # sea primo,

Definicién 9.2
n—-1 —

Sea n un entero compuesto y sea a un entero paraelcual 1<a<n-—-1ya = 1(modn).
Entonces se dice que 7 es un seudoprimo respecto a la base a. Al entero a se le llama un
“embaucador de Fermat” para n.

Por ejemplo, 1 =645 =3-5-43 es un seudoprimo en base 2 pues 2"~ = 1(modn).
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Es curioso que los seudoprimos en base 2 sean muy escasos. Por ejemplo, hay 882206716 pri-
mos inferiores a 2 x 10'” y solo hay 19685 seudoprimos en base 2 inferiores a 2 x 10'. Esto
nos dice que la base 2 parece ser muy poco “embaucadora” en el sentido de que si tomamos un
ntimero grande n de manera aleatoria y si verificamos que 2”1 = 1(modn), entonces es muy
probable que n sea primo. También los seudoprimos en base 3 son muy escasos y es altamente
improbable que si tomamos un ntimero grande 7 de manera aleatoria, este sea compuesto y que
a la vez sea simultdneamente seudoprimo en base 2 y base 3.

Es decir, si un nimero 7 pasa los dos test 2"~! = 1(mod#n) y 3"~! = 1(modn); es muy pro-
bable que sea primo.

Sin embargo, hay enteros n compuestos para los cuales a"~! = 1(modn) para todo a que
cumpla MCD(a,n) = 1. A estos enteros se les llama nameros de Carmichael.

Por ejemplo, n =561 =3 -11:17 es nimero de Carmichael. Aunque este conjunto de ndmeros
es infinito, son mas bien raros (poco densos). En los primeros 100000000 ndmeros naturales hay
2051 seudoprimos en base 2 y solo 252 ntiimeros de Carmichael.

Nuestra situacién es esta: Es poco probable que un ntimero compuesto pase varios test de “pri-
malidad” a"~! = 1(modn) excepto los nimeros de Carmichael, que son compuestos y pasan
todos estos test.

Hay otro test, llamado “test fuerte de seudo-primalidad en base a” en el cual los nimeros de
Carmichael no pasan. Ademads, si tomamos k nimeros de manera aleatoria aj,4ay,...,ax y si n
pasa este test en cada una de las bases 4;, podemos decir que la probabilidad de que nos equi-
voquemos al declarar 1 como primo es menor que 1/4%. Por ejemplo, si k =200 la probabilidad
de que nos equivoquemos es < 107120

Sea n un primo impar y sea n —1=2°r con r impar. Sea a un entero tal que MCD(a,n) = 1.
Entonces, 0 4" = 1(modn) o a¥" = —1(modn) paraalgin j, 0<j <s—1.

Con base en el teorema anterior, tenemos

Definicién 9.3

Sea n impar y compuesto y sea n — 1 =2°r con r impar. Sea 1 <a<n—1.

a) Si a" #1(modn) y si a?" = — 1(modn) para 0 <j<s—1, entonces a es llamado un
testigo fuerte (de no-primalidad) de n.

b.) Sia" = 1(modn) y si a?" = —1(modn) para 0 <j<s—1, entonces n se dice un seudo-

primo fuerte en la base a. Al entero a se le llama “embaucador fuerte”.

Asi, un seudoprimo fuerte n en base a es un nimero que actiia como un primo en el sentido
del teorema 9.3.
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Teorema 9.4 (Rabin)

. 1
Si n es un entero compuesto, a lo sumo 1 de todos los numeros a4, 1 <a <n — 1, son embau-

cadores fuertes de n.

Supongamos que tenemos un nimero compuesto n. Tomamos k ntmeros {ay,ay,...,ax} de ma-
nera aleatoria y aplicamos el test fuerte de seudo-primalidad a # con cada uno de de estas bases
a;. Entonces, hay menos que un chance en cuatro de que a; no sea testigo de no-primalidad de
n, y menos que un chance en cuatro de que a; no sea testigo de no-primalidad de n, etc. Si
n es primo, pasa el test para cualquier a < n. Si cada g4; falla en probar que n es compuesto,

entonces la probabilidad de equivocarnos al decir que 7 es primo es inferior a I

9.7.1 Algoritmo e implementacion.

Algoritmo 9.4: Miller-Rabin
Datos: n > 3 y un parametro de seguridad ¢ > 1.
Salida: “n es primo” o “n es compuesto”.

1 Calcule r y s tal que n — 1 = 2%, r impar;

2 fori=1,2,..,t do

3 a =Random(2,n —2);

4 y =a’ (mod n);

5 ify#1yy#n—1 then

6

7

8

9

j=1
while j<s—-1yy#n—1do
y=y* (mod n);

if y =1 then
10 L return “Compuesto”;
1 j=j+1;
12 if y #n —1 then
13 L return “Compuesto”;

14 return “Primo”;

Todo primo impar n — 1 se puede expresar como n — 1 =2/r, con r impar.

El algoritmo 9.4 verifica si en cada base a se satisface la definicién 9.3. En la linea 9, si y =1,
entonces 72" =1 (mod n). Puesto que este es el caso cuando a? ' # + 1 (mod n) entonces n es
compuesto. Esto es asf pues si x? = y?(mod n) pero si x # £y (mod n), entonces MCD(x — y,7)

es un factor no trivial de n. En la linea 12, si y # n — 1, entonces a es un testigo fuerte de #.

Si el algoritmo 9.4 declara compuesto a n entonces n es definitivamente compuesto, por el
teorema 9.3. Si n es primo, es declarado primo. Si 1 es compuesto, la probabilidad de que el
algoritmo lo declare primo es inferior a 1/4f.
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El algoritmo 9.4 requiere, para n — 1 = 2/r con r impar, #(2+ j)Inn pasos. t es el nimero de
bases.

Una estrategia que se usa a veces es fijar las bases. Se toman como base algunos de los primeros
primos en vez de tomarlas de manera aleatoria. El resultado importante aqui es este: Si p1, pa, ..., Pt
son los primeros ¢ primos y si ¢y es el mas pequefio entero compuesto el cual es seudoprimo
para todas las bases py,p2, ..., pt, entonces el algoritmo de Miller-Rabin, con las bases p1, p2, ..., pt,

siempre responde de manera correcta si n < ;. Para 1 <t <8 tenemos

Wy

2047

1373653
25326001
3215031751
2152302898747
3474749660383
341550071728321
341550071728321

X g O UGl W N =

Implementacién en Java. En la clase Biglnteger de Java ya viene implementado el método
this.modPow (BigInteger r, BigInteger N) para calcular y = a"(mod N). Para calcular r y s
solo se divide N — 1 por dos hasta que el residuo sea diferente de cero.

En esta implementacién usamos los primeros ocho primos como bases. Asi el algoritmo responde
de manera totalmente correcta si 19 < N < 341550071728321. En todo caso, también podemos

usar el método this.isProbablePrime (int c) que responde correctamente con una probabili-

dad que excede 1 — %

import java.math.BigInteger;
import java.util.x;
public class Miller_Rabin
{ public Miller_Rabin() {}
public boolean esPrimoMR (BigInteger N)
{ //n>3 e impar. Respuesta 100% segura si N <341 550 071 728 321

BigInteger N1 = N.subtract (BigInteger.ONE); //N-1
BigInteger DOS = new BigInteger("2");

int[] primo = {2,3,5,7,11,13,17,19};

int S = 0;

boolean esPrimo = true;

BigInteger a,r,y;
int 5
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while (N1.remainder (DOS) .compareTo (BigInteger.ZERO)==0) //n—1

{ N1=N1l.divide (DOS) ;
s=st1;
}
r = NI;
N1 = N.subtract (BigInteger.ONE);
for(int i=0; i<=7; i++)
{ a = new BigInteger (""+primo[i]);
y

a.modPow (r, N);

if( y.compareTo (BigInteger.ONE) !=0 && y.compareTo (N1) !=0)

{ j=1;

while(j<= s-1 && y.compareTo(N1)!=0 )

{ y = y.modPow (DOS, N);

if (y.compareTo (BigInteger.ONE)==0) esPrimo=false;
it
}
if (y.compareTo(N1)!=0) esPrimo = false;
}
}
return esPrimo;
}
public static void main(String[] args)
{
System.out.println("\n\n");
BigInteger N = new BigInteger ("10011572903");
Miller_Rabin obj = new Miller_ Rabin();
System.out.println (N+" es primo = "+obj.esPrimoMR (N)+"\n\n");

System.out.println("\n\n");

2"s

r

El resultado de compilar y correr este programa es,

walter-2@walter2-desktop:~/Escritorio/tn/java$ javac Miller_Rabin.java
walter-2@walter2-desktop:~/Escritorio/tn/java$ java Miller_Rabin

10011572903 es primo = true

walter-2@walter2-desktop:~/Escritorio/tn/javas

EJERCICIOS

9.2 Esta implementacién falla para n =2,3,5,7,11,13,17,19. ;Porqué?
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9.3 Mejore la implementacién anterior.

9.8 Algoritmo Chino del Resto.

El problema cldsico conocido como problema chino del resto puede ser establecido como sigue:

Dados los médulos mg,my,...,my € Z y los residuos correspondientes u; € Z;,, con i=0,2...,k;
encontrar un entero u tal que

u=u; (modm;), 0<i<k. 9.1)

Las condiciones bajo las cuales se puede garantizar la existencia de una solucién tinica para este
problema se establecen en el siguiente teorema,

Teorema 9.5 (Chino del Resto)

Sean mg,my,...,my € Z primos relativos dos a dos, i.e. med (m;, mj) =1 si i#j, y consideremos
los k residuos u; € Z;,;,0 <i < k. Para cada entero fijo a existe un tnico entero u € Z que
satisface las condiciones

k
a<u<a+m con m= [ [m;
i=0

Ejemplo 9.6 N

u = 49 (mod) 99
Consideremos ¢ u# = —21 (mod)97
u = =30 (mod)95

Aqui m =912285. Si a =0 tenemos u = 639985.

J
La unicidad es “médulo m,” es decir, el problema chino del resto tiene infinitas soluciones en Z
k
pero tiene solucién tnica en Z;;, con m = Hml-.
i=0

Para ver la idea de la prueba, vamos a introducir una notacién que nos va a servir mas adelante.

Consideremos el Homomorfismo modular ¢y, : Z[x] — Z[x] (m > 2), definido por

Pm(x) =x
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¢m(a) = rem(a,m) para todo a € Z.

De acuerdo a la definicion, ¢,;(A(x)) solo cambia los coeficientes a; por los nuevos coeficientes
a; mod m. Por ejemplo, @5(3x® — x* +6x3 + x2 — 3x) = 3x® + 4x* + 13 + x? + 2x.

Si u € Zy, entonces (@, (1), Py (1), ...¢m, (1)) es uno de los m =TT, m, distintos n+ 1— tuples
posibles en Z,,, X Zy, X ... X Zp,,. Si calculamos (@, (1), @, (1), ...¢m, (1)) paracada u € Zy,
en algt’m momento encontrariamos un u € Z,, tal que

(@ (1), @y (1), -, (1)) = (ui0, 11, . 1)
Asf, la unicidad de u debe entenderse en el sentido de que u es tinico en Z,, no en Z, es decir

u es inico moédulo m.

La idea de la prueba del teorema chino del resto nos dice cémo encontrar u. Lamentablemente
no es préctico buscar # de esta manera pues m puede ser muy grande.

9.8.1 Algoritmo e implementacion.

El algoritmo usual para resolver este tipo de problemas se llama “algoritmo de Garner” (por
H.L. Garner). La idea central del método de Garner es, a la manera del polinomio interpolante
de Newton, representar u como una combinacién lineal de “base mixta”,

n—1
u=uvg+ vy (my) + vy (momy) + ... + vy (H ﬂ’li> 9.2)
i=0
con vy € ka, k=0,1,..,n.
. . T m—1 m—1
Si m es impar, la representacién simétrica de Z,;, es Z,;, = {_T'"" -1,0,1,..., T}

La representaciéon de u como una combinacién lineal de “base mixta” tiene sentido si cada vy €
Z 3 tiene el mismo tipo de representacion, es decir siempre (para cada k) Z,,, = {0,1,...,m — 1}

m

o siempre Zy, = {v: —m/2 <v<m/2}.

Se puede probar que u siempre se puede representar en la forma (9.2) y, escogida un repre-
sentacion igual para todos los Z,,, los coeficientes v; son tnicos.

Ejemplo 9.7

Sean mo =99, m; =97, y my=95. Si u = 639985,

Encontrar u es lo mismo que encontrar vy, vy, ..., Uy.

Para i =0, de la representacién (9.2) se deduce u = vy (mod myg). Asi que u = up (mod myg) tiene
solucién u = wuy,.

Para k > 1, si se han obtenido los coeficientes vy, v1,...,vx_1, entonces de (9.2),
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uzvo—l—vl(mo)—i-...—i-vk(

k—

1
1—% mi> (mod my)

1=

satisface el caso i = k del sistema de congruencias u = u; (mod mi), 0<i<mn, sisetoma v, de
tal manera que

vo + v1(mg) + ... + v (

k-1

[Tmi

i=0

) = uy (mod my)

Esta ecuacion la podemos resolver para un tnico vy € Zy,, (k> 1),

El inverso se puede tomar pues ]

vy = (uk—

k-1
i

vo + v1(mg) + ... + Vg4 <H

—o My

k=2

i=0

i) e

y my son primos relativos.

Algoritmo 9.5: Problema Chino del Resto en Z. Algoritmo de Garner

g e W N =

10
11
12
13
14
15

16

17
18
19
20
21
22

23

Datos: (ug,u1,...un), (Mo, my,...,my) con m; € Z positivos y primos relativos dos a dos y

Ml S Zmi.

Salida: u € Z;;, con m =[], m; tal que u =u; (mod m;), i=0,1,...,n.

Calculo de inversos;

for k=1ton do
producto = ¢y, (mp);
for i=1tok—1 do

L producto = ¢y, (producto - m;);

Y = (producto) ! (méd my) ;

Calculo de los vg;
Ug = Up;
j=0;
for k=1ton do

temp =v_q;

j=k—-2;

while j >0 do

L temp = @y, (temp - m; +v;);
j=i—1

| Uk = @my ((ug — temp)x);

Pasar u a base 10;

U="70n,

j=n—-1;

while j >0 do

L u=u-mj+vj;
j=i—1

return u;
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En este algoritmo, la solucién u entra “representada” en términos de los n + 1 residuos ug, uy, ..., uy

respecto a los n 4+ 1 moédulos myg,my,...,m,. Luego se pasa a una representacion vy, v, ..., 0y re-

specto a la base mixta 1, mo,...,]_[?;ol m; y, como paso final, se reconstruye u en base 10.

Para obtener u en el paso final, se usa una multiplicacién anidada

u=uvg+mg(v1 +my(va+ ... + my_2(v,_1+myu_1(vy))...))

En este tltimo paso, cada iteracién actualiza u como u =u - m;+vj con j=n—-1n-2,.,0.

Aqui no es necesario poner u = ¢, (u - m; + v;) pues estas sumas estdn en el rango correcto,
es decir u - mj+ v; € Zy no importa la representacién que se haya usado. En efecto, como

m
log| < 7k entonces, de acuerdo a (9.2), |u| < ([T ym;) /2 = m/2. Si usamos la representaciéon

{0,...,m — 1} de Z,, obtenemos de manera similar, u <m — 1.

Implementacién en Java.

import java.math.BiglInteger;
class PCR
{ PCR() {}
public BigInteger reprSimetrica (BigInteger m, BigInteger p)
{ BigInteger salida;
BigInteger DOS = new BigInteger("2");
salida = m.mod(p);
//representaci\’on sim\’etrica de Z_p =]-p/2,...-1,0,1,...,p/2]
//si salida > p/2 -> salida= - p = -p/2 +i.

if (salida.compareTo (p.divide (DOS))==1)
salida = salida.add(p.negate());
return salida;
}
//Algoritmo Chino del Resto
public static BigInteger Z_ACR(BigInteger Uis[], BigInteger Ms]|[])
{ //Requiere Ms[i]>2.
int n = Ms.length-1; //Ms[0],...,Ms[n]
BigInteger u = BigInteger.ZERO;
BigInteger producto = BigInteger.ONE;
BigInteger temp;

BigInteger gamma[] = new BigInteger[n+l]; //gamma[l],...,gamma|[n]
BigInteger v[] = new BigInteger[n+l];
//para k=1,2,...,n, gamma k = (Prod mi_{i=0}~{k-1})7*{-1} Mod m k.

for (int k=1; k<=n; k++)
{ producto = Ms[0].mod (Ms[k]);
for(int i=1; i<= k-1; i++)
producto = (producto.multiply (Ms[i])) .mod(Ms[k]);
gamma[k] = producto.modInverse (Ms[k]);
}
int j;
v[0]=Uis[0];
for (int k=1; k<=n; k++)


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

EJERCICIOS (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/). 204

{ temp = v[k-1];
J=k-2;
while (j>=0)
{temp = ((temp.multiply (Ms[]j])).add(v[j])) .mod(Ms[k]);

3=3-1;

}

v[k]= (Uis[k].subtract (temp)) .multiply (gamma[k]) .mod (Ms[k]);
}
u = v[n];
j =n-1;

while (j >= 0)
{u = (u.multiply(Ms[j])) .add(v[3j]);
j =31
}
return u;
}
public static void main (String[] args)
{
System.out .print ("\n\n") ;
PCR obj = new PCR();

BigInteger uis[]={new BigInteger("49"),new BigInteger ("-21"),
new BigInteger ("-30")};

BigInteger mis[]={new BigInteger("99"),new BigInteger ("97"),
new BigInteger ("95")};

System.out.println(""+obj.Z_ ACR(uis, mis));
System.out .print ("\n\n") ;
}

}

El programa esta preparado para resolver

u = 49 (mod) 99
Consideremos { u = —21(mod)97
u = —30(mod)95

Aqui m =912285. S5i a =0 tenemos u = 639985. Este resultado se obtuvo después de compilar
y correr el programa,

walter-2@walter2-desktop:~/Escritorio/tn/java$ javac PCR.java
walter-2@walter2-desktop:~/Escritorio/tn/java$ Jjava PCR

639985

walter-2@walter2-desktop:~/Escritorio/tn/javas$
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Ultima version actualizada y comprimido con los ejemplos de este libro:

https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/Libros/
http://www.matematicainteractivacr.com/

Esta version: Marzo, 2014.
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Solucién de los Ejercicios

Soluciones del Capitulo 2

2.1 6]2-3 pero 612y 613

22 sidla Ad|(a+1) = d|(a+1—a) Luego, d|]l = d==+1.

23 Sikdln = n=kkd = djn (=<«)

24 Como dlay d|b = d|(a—bg) = d|r

25 Comoa—r=bg y 0<r<|b|, bg debe ser uno de los numeros {a, a —1, ..,a — |b| + 1}

2.6 dlayd|(ab+2) = d|ab A d|(ab+2) = d|2 = d =1, Vd =2, pero como a es impar,

d=1.

2.7 |A3UB5UC7‘ = |A3| + |B5| + |C7| — |A3ﬁB5| — |B5ﬂC7| — |C7ﬂA3‘ + ‘AgﬂB5ﬂC7| =1629.
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29 Sia=6, b=3; 3=mcd(6,3) # mcd (6,6) # mcd (6,6 —4 - 3).

2.10 Sean d = mcd (ab,m), dy = mcd (a,m), do = mcd (b,m). Por Bezout,
axy+my; =d;

{ = abx+my =didy = d’dldz
bxy +my, =dp

2.11 Sean d = mcd (ab,m), d; = mcd (a,m), dy = med (b, m).

Por Bezout, ax + by =1, luego axm + bym = m. Como d; es multiplo de a y d, es multiplo de
m, se sigue axm = kidydp. De manera analoga, bym = kpdqds.

Asi, dydy|m A dydy|ab y entonces dyd,|d. Usando el ejercicio anterior se concluye que didy =d.

ax + by
as+ct =
xct + sby) + be(yt) =1, es decir, med (a,bc) = 1.

2.13 Por Bezout, existen x,y,s,t € Z tal que { 1 , Multiplicando obtenemos a(axs +

2.15 Por Bezout ax + by =d = kix +kyy =1, por (2.1, 4) mced (k1,ky) =1
216 ra+sb=d = rkyd +skpd =d = rky +sky =1 = mcd(r,s) =1 por (2.1, 4).

2.17 Sea d = mcd (a,b), a y b son multiplos de d, entonces am + bn =h = kidm + kpdn =
h = d|h.

2.18 “==": es el ejercicio anterior.

“4<=":Sea d = mcd (a,b) y sea h = kd. Usando el algoritmo extendido de Euclides podemos
calcular x1,y7 € Z tal que ax; +by; =d = axik + by1k = kd = h. Luego, la solucién de la
ecuacién diofdntica es x = x1k y y = yik.

2.19 Por el algoritmo extendido de Euclides, 1 =365 —699 + 1876 - 136 luego 24 =365 —16776 +
1876 - 3264

2.20 Sea \/k? —kp =d € N. Luego k> — kp — d*> =0 de donde

+/p?>+4-1-d2
k=" ”2 (%)

k es entero, asi que /p? + 4d? debe ser cuadrado perfecto, sea p* + 4d> = a?, entonces
p=(a—2d)(a+2d)
comop es primo, solo tenemos las dos posibilidades siguientes,

1. p=(a—2d)y p=(a+2d)
2. pP=a+2dya—2d=1 pues a+2d >a—2d.

En el primer caso d =0 (y a = p). Entonces k=00 k=p

En el segundo caso, resolvemos el sistema y obtenemos d = (p> —1)/2 (y a = (p> +1)/2). Como
a,d son naturales, este caso se cumple si p es impar, es decir p # 2. Sustituyendo d en (x) y
resolviendo queda k= (p+1)/2y k=—(p—1)/2.

Note que si p =2 solo puede suceder el primer caso y queda k=0 o k=2.

2.21 Para n =2 es cierto, por el lema de Euclides.
Si es cierto para n =k y p;|(q192 - s9x) - Gk+1, por el lema de Euclides, p;|(4192 - sqx) O pilgkr1-
Aplicando la hipétesis de induccion en el primer caso p;|q; para algin j € {1,2,..,k}, sino

PilGis1-
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. ean a=[[;p¥, m=T]; Pi n=T1.7> la descomposicién prima de estos ntimeros. Lue 0,
2.26 Sean a = []; p| i o7

como mn y a son iguales, su descomposicién prima es la misma excepto por el orden de los
factores, i.e.

IT; qf e =TLp™

s k-a; _ kay _ k _
s i. - Luego, m=[Lip," =x"yn=

. k‘lxl‘.
Entonces para cada j, qf/ =7 !y para cadas, 1 =p
k
[Ta Pdad = yk-

2.29 Hay un k € Z tal que p — 3 = 4k, entonces p —7 = 4(k — 1), por tanto 4|p — 7. Usando
la misma idea, comprobamos que 3|p —7. Como mcd(3,4) =1, mem(3,4) = 12 y entonces
12)p—7.

2.31 Si py,p2,ps son primos, med (p1p2, paps, p1,p3) =1y med(pipj, pjpx) # 1. También, si
a=2-3-5,b=5-7-11yc=11-2, med(a,b,c) =1

med (a,b) =5

med (a,c) =2

mcd (b,c) =11

2.32 Sea d = med (a,a+1). Como dla A d|(a+1) = d|1. Luego, d =1.
Otra manera:d = med (a —1,a) = d<a— (a—1) =1 pues d es la minima combinacion lineal
positivade a y a — 1.

2.33 m = med (a,b) = mem (a,b) = mla A m|b A alm A blm = a=1b (por ser ambos
positivos).
2.34 Sea d = mcd (mg, g), entonces d|g = d < g. Pero ¢|g A g|gm, entonces g =d.

Wb _
b

b.

2.35 mcd (a,b) = med (a,ka) = a segun el ejercicio anterior. mem (a,b) =

236=": glxy gly = gls.

“e=": gls = s=kg=(k—1)g+g. Asi,six=(k—1)gy y=g entonces s=x+y y med (x,y) =
med ((k—1)g,8) =g, por ser g positivo.

2.37 Si g +5= ad + be € Z, entonces bd|(ad + bc). Como ad + bc = bd se tiene que b|(ad + bc)

y d|(ad + bc). Luego, blad A d|bc. Finalmente, como med (a,b) = med (¢,d) =1 se concluye que
bld A d|b, es decir |a| = |b|.

2.38 Sea d =mcd (a, b) y m=mcd (a, b, ax + by). Como d|a A d|b = d|(ax + by) y por tanto
d|m.

Luego, como m|a A m|b = m]|d.

.. d =m, por ser ambos positivos.

239 d=mecd(a,a+2) = dla Nd|(a+2) = d2 = d=1Vvd=2.

9.1 Muestre que si n = pq, con p,q factores no trivialesde ny p|(y —x) y nt(y — x), entonces
1< med(y—x,n) <n.

2.40 Usar la factorizacion prima de N y deducir que sus factores no son los p/s.
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2.41 Sea d,, = mcd (ma,mb) y d = med (a,b). Por Bezout, existen x,y,s,t € Z tal que
d, = amx + bmy = m(ax + by) = m(kd) pues d|(ax + by). Luego, md|d,,.

d=as+ bt = md = (ma)s + (mb)t = d, |md.

md|d, A d,|\md = |d,|=|md| = d, =|m|d, por ser d,, y d positivos.

2.42 d|(2(a+2b) — (2a+1b)), i.e. d|3b.
d|(2(2a+b) — (a+2b)), i.e. d|3a
Luego d|mcd (34,3b) = d|3mcd (a,b) == d|3 por ejercicio(2.41). Luego, d =1 o d = 3.

2.43 Asuma que A es entero. Sea 2* la mdas grande potencia de 2 que es <, i.e. 2* <n pero
2%.2>n.

Bi

Considere todas las médximas potencias p; ", de los primos impares p;, que no exceden n, es decir,

p? " <n pero pf "1 > 1. Sea P es producto de todas estas potencias, P = I1r"
i

Consideremos el producto

1 1 1 2¢—1p  pa—-lp 20¢—1p 20—1p
a—1 - - - a—1
2 P<1+2+3—|—...+n)—2 P+ 5 + 3 + ..+ o + ...+ "

a—1
Analizamos ahora cada fraccion

. Si k tiene factorizacién prima k = ZJqui ,
i

2¢-1p
S
2-1p | 2ITig;
=
2¢-1p
20(
Por definicién de P, los g; aparecen en P pero con una potencia igual o mayor, es decir, para
a—1
cada i hay un j tal que g; = p; y J; < B;. Luego, como § <a — 1, entonces pysy entero.
2°TTiq;

Pero, por otra parte, el caso 2 1P/2* = P/2=m+1/2 con m entero, por ser P impar. Resum-
iendo,

1 1 1
2¢71lpg = ¢ lp(14 -4 -4 4=
2 3 n

thflp ztxflp zlelp ztxflp
- +ot _—

= 2¢71p
T3 3 2 n

Q+P/2 =Q +1/2, con Q,Q enteros.

Pero si A es entero,2* ! PA es entero, mientras que Q' +1/2 no (=<).
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2.47.a La verificacién es directa:

T2 —2T,; = (22" +1)2-2022" " +1)
_ 22"71_2 +2 ) 22”71 + 1 . 2 ) 221171 . 2
= 221

2.47.b La féormula anterior es una féormula recursiva:
22 —1=T,-2=T2 | - 2T, 1 =T, 1(Ty-1—2), ie.
Ty —2=T,—1(Ty—1 —2). Luego,

T, —2 = Tnfl(Tnfl - 2)
= Tn—l(Tn72(T1172 - 2))
= Ty 1Ty2Ty3(Ty3—2)

= Ty 1Ty 2Ty—3-sTo(To —2)
= Tn_lTnsznfg . ST(), pues TO —2=3-2=1

247.c Ty ="Ty—1-5T,-sTp+2. Si med(Ty, T;y) =d entonces d|T,, = d|(Ty—1 5Ty -sTo+2)
y como d|Ty, d|2. Asi que d =1 o d =2. Pero por definicién, T,, y T, son impares.
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