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Capitulo

1.1 Parabolas

1.1.1 Determine las caracteristicas (vértices, foco, lado recto, directriz) de las parabolas cuyas
ecuaciones son:

a.) 2x2—12x+14—14y =0
b.) y2+6y—-2x+5=0
c.) 3x% + 6x + 6y = =27

1.1.2 Determine la ecuacién canénica de la parabola con foco (1, —1) y cuya directriz x = =3

1.1.3 Determine la ecuacién canénica de la circunferencia con centro en el vértice de la pardbola
del punto a.) y radio5

1.1.4 Determine en cada caso la ecuacién canénica de la pardbola que satisface las condiciones
dadas. Haga el dibujo correspondiente.

a.) Focoen (3, —1) . Ecuacion de la directriz: y = 1
b.) Vértice en (—4,3) . Focoen (—4,1) .
c.) Vértice en (0, —6) . Contiene el punto (6, —3) . Eje paralelo al eje y.

d.) Eje paralelo al eje x. Vérticeen (1, 3) y contiene al punto (-1, -1).

1.1.5 Una nave espacial en el espacio exterior es avistada desde la Tierra moviéndose en una
ruta parabélica, cuyo foco es nuestro planeta. Cuando la recta que va de la Tierra a la nave espacial
forma un dngulo de 90° con el eje de simetria de la pardbola, la nave se encuentra a 40 millones de
millas. ;Qué tan cerca pasaréa de la Tierra la nave espacial?.

1.1.6 Los cables del tramo de un puente suspendido tienen la forma de una pardbola. Si las
torres tienen una separacion de 800 metros y los cables estdn atados a ellas a una altura de 400
metros con respecto al piso del puente, determine la longitud de un puntal del puente que esta
ubicado a 100 metros de una de las torres. Suponga que el cable toca el piso en el punto medio del
puente como se muestra en la figura (1).]]
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1.1.7 Determine la ecuacién del lugar geométrico de los puntos Q del plano XY tales que equi-
distan del punto (2, 3) y de la recta de ecuacién x = 4.

1.1.8 Determine la ecuacién de la parabola con focoen (2, 0) y vértice en (0,0) .
1.1.9 Determine la ecuacién de la parabola con focoen (1, 2) y vérticeen (3, 2) .

1.1.10 Determine la ecuacién de la pardbola con vértice en (0, —6) y que contiene el punto
(6, =3) Yy su eje es paralelo al eje de las ordenadas.

1.2 Elipses

1.2.1 Determine, en cada caso, la ecuacién canénica de la elipse que satisface las condiciones
dadas. Haga el dibujo correspondiente.

a.) Focosen (-2,3) y (4,3) . Longitud del eje mayor: 10
b.) Centroen (5, 1) . Un vértice estd en (5, 4) . Extremo del eje menor (3, 1) .

c.) Los ejes de la elipse estdn en los ejes coordenados. Los puntos (4, 3) y (—1,4) pertenecen a
la elipse.

1.2.2 Determine las coordenadas del centro, los focos, vértices y extremos del eje menor,
para cada una de las elipses, cuyas ecuaciones se dan a continuacion:

a.) x> +4y>—18x+8y+4=0
b.) 25y% + 16x? + 50y — 64x — 311 = 0
c.) 9x% + 25y —36x — 189 = 0

1.2.3 Determine la ecuacién canénica de la circunferencia de radio 5 y con centro en el vértice
de la parédbola elipse de ecuacién 9x? + 4y? — 18x + 8y +4 = 0

©Revista Digital Matematica, Educacion e Internet.  https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/material_didactico/no_revisado


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/material_didactico/no_revisado
https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/material_didactico/no_revisado/ 

1.3. HIPERBOLAS (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/material_didactico/no_revisado/). 6

1.2.4 Determine la ecuacién de la elipse cuyos focos estin en (0, —=5) y (0,5) . Ademas el eje
mayor tiene una longitud de 14 unidades lineales.

1.2.5 Determine la ecuacién de la elipse que tiene un foco en (2, 0), centro en (0, 0). Ademas el
eje menor tiene una longitud de 3 unidades lineales.

1.2.6 Sea P = (x, y) un punto de una elipse. Determine la ecuacién para la cual la suma de las
distancias de P al punto (2,2) y de P al punto (10, 2), es 10. Realice el dibujo de la elipse.

1.3 Hipérbolas

1.3.1 Sean P = (x, y), A = (=3,0) , B = (-3,3).Determine la ecuacién de la hipérbola que
contiene los puntos P, para los cuales |d(P, A) —d(P, B)| =2

1.3.2 Determine, en cada caso, la ecuaciéon canénica de la hipérbola que satisface las condiciones
dadas. Haga el dibujo correspondiente.

a.) Asintotas con ecuaciéony = 3x,y = —3x y vértices (4, 0) y (—4,0).
b.) Vérticesen (-3,1) y (5,1) . Contiene el punto (-5,3) .
c.) Vérticesen (2, -5) y (2,7).Focosen (2, -6) y (2,8)

1.3.3 Determine las coordenadas de los vértices, focos y las ecuaciones de las asintotas de las
hipérbolas cuyas ecuaciones son:

a.) x?—4y?-16y-52=0
b.) 3x> -2y +6x -8y —17=0
c.) y? -2y —16x> —32x = 31

1.3.4 Determine la ecuacién de la hipérbola cuyos focos estan en (0, =5) y (0,5) , ademas sus
vértices estan localizados en (0, -2) y (0,2) .

1.3.5 Determine la ecuacién de la hipérbola cuyo centro estd en (0,0) , un vértice en (3, 0) y
uno de sus focos en (5, 0) .
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1.4 Ecuacion general de segundo grado

1.4.1 Para cada una de las siguientes ecuaciones de segundo grado, determine si la ecuacién
corresponde a la ecuacién de una cénica propia y, en caso afirmativo, determine la ecuacién cané-
nica de la cénica, indique todas sus caracteristicas y haga la representacion gréfica.

a.) 18y —16x +4x? -9y +43 =0
b.) 9x? +36x —4y> —24y -36=0
c) 2x2+2y2+10x—6y—1=0
d) y*+4x+6y+1=0

e) y>+4x> -6y —16x—11=0
£) 9x2 —y2 +54x + 10y +55 =0
g.) 36x% +9y? +48x — 36y +43 =0
h.) 4x —-y>-2y-33=0

i) x> +4x+8y—12=0

i) 3x2—2y>+6x—-8y—-17=0
k) 9% —4y? - 16y = 52

L) x> -8x+4y+y>=5

1.5 Lugares geométricos

1.5.1 Hallar la ecuacién del lugar geométrico de los puntos P(x, y) del plano, que equidistan
de los puntos A(3, =5) y B(-6,2)

1.5.2 Hallar el lugar geométrico de los puntos P(x, y) del plano, tales que su distancia al punto
Q(2,4) sea igual a 3. De qué curva se trata?
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1.5.3 ;Cual es el lugar geométrico cuya suma de distancias a los puntos A(0,1) y B(0, —1)es
4?. Hallar su ecuacion.

1.5.4 ;Cual es el lugar geométrico de los puntos P(x, y) del plano cuyo cociente de distancias a
ar,A) _
d(P,B)

los puntos A(6,0) y B(-2,0)es 3 (esto es

1.5.5 (*) Hallar la ecuacién del lugar geométrico de los puntos P(x, y) del plano, que equidistan
de los puntos A(3, =5) y B(-6,2)

1.5.6 (*) Hallarla ecuacion del lugar geométrico de los puntos P(x, y), del plano tales que su dis-
tancia al punto A(1, 0) es el triple de su distancia a la recta x = 2. Identifique la figura que se obtiene.
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Capitulo

2.1 Curvas en el espacio

2.1.1 Grafique cada una de las siguientes curvas en el espacio tridimensional.

a)y=4-(x-1)>enelplanoz =2

b.) (z—2)> =4(x —2) enel planoy =2
c) y?=4+2>-2zenel planox =2
d) x*—x=4-22-2zenelplanoy =4
e)z—x=1-x?enelplanoy = -1

f) x> =yenelplanoz =0

g.) z=3xenelplanoy =0

h) (z=1)?>+y?=4enelplanox =0
i) 2—z=y? -4y +4enelplanox =0

2.2 Planos, Cilindros y Superficies Cuadricas

2.2.1 Para cada una de las ecuaciones que se dan a continuacién, represente la correspondiente
superficie en un sistema de coordenadas rectangular tridimensional.

a) x+2y-3z=1

b.) x? —2x = y?
c)2x+y—-z=0

d) x—-2y=4
e)2x—-2y+z=0

f.) X;+@+zz:1
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2.2. PLANOS, CILINDROS Y SUPERFICIES CUADRICAS (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/material_didactico/no_revisado/).
g) x*-2y+z-1=—y?

=1

X2 (y-22
h) Z+ 9 —Z

i.) 2x? — 2y = 6x
j) x—2=y

k) zZ2+y?=4

1) 22-z=5-y
m.) 4z-x>-y2=0
n) 2z+x>+y>=16
i) 3x+2z=12

(x=3 (y-2? _
1 T 9 T

X2 (y-172
)Z— 9 =1

q) ¥*+(z-2%=2-y

0.)

-1

XZ

r.) Z+(y—2)2=4—z

2 .2 2
s.) XZ+%+%:1

t) z-2x+y=0
w) 22 +4y2-x=0
v) z-y?+(x-1)2=2

(x=2*

w.) (z—2)*+ y> =4

—_1)\2 _22
(X41)+(y4)_22:1

X.)

2.2.2 Considere la superficie cuddrica S de ecuacion
4—y=x>+(z-1)7

Célcule y dibuje las trazas que se obtienen con los planosy = 0,y = 3,z = 1,x = 0 e indique que
tipo de curva es, en cada caso y realice la grafica S
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2.2.3 Considere la superficie cuadrica S de ecuacién
(y-12-x2-4(z+172 =1

a.) Calcule y dibuje las trazas que se obtienen con los planos x =0,z = -1,y = 5,y = =3 indique
que tipo de curva es en cada caso.

b.) Realice la gréfica de S

2.3 Sdlidos Simples

2.3.1 En cada uno de los casos siguientes, dibuje cada sélido Q limitado por las superficies
cuyas ecuaciones se dan a continuacion.

x? = —(z-3) z=3
2) ] ;jiza b) Eiiffz
Q esté en el primer octante. Q esté en el primer octante.
2
y=x — 2
z=1-x

o) Fu= d){y+z=1
2 _ 6 Q esté en el primer octante.
x2+2z=4 Yy =4-z

e)J x¥>+y>=4 ) x—y=2
Q esté en el primer octante. z=0,x=0,y=0
2x+3z=6 x2+22=1
(y-22=2x-2 x-y=0

8) | y=2,y=4 h). x+y=2
x=0,z=0 x=0,z=0
(x-12+@y-12=1 z=9-x%?

—x2 = _ —

i | ?HZ_]O R 1‘5j‘1‘4_2>)5x+2z—0
z=0,x=0 x=0,y=0,z=0
x+y+z=4 z=6-y
(x-22+@y-272=1 y-3=(x-1)?

l<)<y:2,x:2 l)<x:0,y:0,z:0
x=0,y=0,z=0 x =1
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x? =16 — 422
dx-4y+z=4
x=y=2z=0
y=3

y=x’
n)y y+z=4

m)

Q esté en el primer octante.

z=4—x2
) z = 3x
P y=4

x=0,y=0

n) 3

(y-27=(x-2)

xX+z=6
y=1lyy=4
x=0yz=0.
§+%:1
dx-4y+z=4
y=3

Q esta en el primer octante.
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Capitulo

Introduccion.

a.) “Una funcién de clase C'” es una funcién diferenciable (una funcién con derivadas parciales conti-
nuas).

b.) “Una funcién de clase C*” es una funcién cuyas derivadas parciales de segundo orden, son continuas.

0z
c.) En esta lista de ejercicios se usa indistintamente 3u O A
d.) Sifesdeclase C2, entonces

0
&(fu(u/ V) = fu wUx + fuy - Vx

e.) Recordemos quesi fy, y fyu son continuas en un conjunto abierto D, entonces fy,,, = fy, en D.

3.1 Dominios

3.1.1 Paracada una de las siguientes funciones determine su dominio y si es posible represéntelo
graficamente en el plano XY :

a) f(x, y) = V4= (x =172 -2

x? — 3x
b.) f(x, y) = x—y+4d
c.) f(x, y) =y —x

X2 +y?
d.) f(x, y) = 2 _yiid

e) f(x, y) = vV(x-4)2+y2 -1
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3.2. DERIVADAS PARCIALES (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/material_didactico/no_revisado/). 14

£) (*) f(x, y) = \/x — yfl-XZy 2 (Sugerencia: El subradical debe ser > 0, esto lo puede desglo-

zar en casos: —y —. Y no debe olvidar que el denominador no se debe anular.)

3.2 Derivadas Parciales

of
y o con P(1,1).

P

3.2.1 Considere la funcién f(x, y) = 4 — x*> — y2. Determine I
P

3.2.2 Considere la funcién f(x, y) =4+ (x —1)> +y?> y P(1,0)

@ 6

a.) Determine f(P)

of
b.) Determine, si es posible, I

Lo
p oy

P
dominio de f?

® 3.2.3 Considere la funcién f(x, y) = yx? —y%2 y P(-1,1)
a.) Determine f(P)

of
y —_—

of
b.) Determine, si es posible, —
p oy

ox

P
dominio de f?

® 3.2.4 Considere la funcién f(x, y) = (x —1)2 —y%, y P(1,0).
a.) Determine f(P)
of

y —_—
p oy

b.) Determine, si es posible, E

0x P

de ?

® 3.2.5 Determine en cada caso las derivadas indicadas.

of of of
— si f(x, y, z) = e*Y* + xseny

W)Y
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b.) zx Y zy si z=1+arctan(x* +y?)

of

of of
ox

y
p=(z1 Y

si f(x, y) =tan (E) -3xIn(2 - y)
P=(%,1) Y

3.2.6 Siw =x%y +y°z + z%x, verifique la identidad

ow ow 0w

ow  ow 2
ax+ay+az (x+y+2)

0 0
3.27 Seaz= \/xy + arctan (%) Demuestre que zy£ + zxa—i =Xy

Xz + y2 u au
satisface la ecuacion x— +y—
xX+y 0x ay

3.2.8 Demuestre que u =

2 2 2
3.2.9 Determine 0 Z, 07z Y 0%z en cada caso.
ox?" 9y? 7 oxdy

a.) z:sen(x+y)
xX—y

b.) z = e*In(xy) + cos(2 + Vx)

3.2.10 Verifique que cada una de las funciones que se dan a continuacién, satisfacen la ecuacién

%v v 0™

oyt 7Y

a.) v=x2+y?-22°
b.) v =e™2Y cos(2x)

c.) v = e3> cos(5z)

3.2.11 Determine:

a3

a.) W i = X3 - veX
0x20v v

b) 2 i z=In(E + 12

D) 55 sl z=In(x" +y?)

0x0y
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a3W . a, b,c
c.) oxdy0z si w=x%"z¢ con a,b, c constantes reales.
-1 ow ow
3.212 Seaw=+x+y-ztalquex = Vt+e“, y= o +t ,z=ut—3. Calcule w Y
of of
3.2.13 Sea f(x, y) = xY con x > 0. Calcule 3 Y %y

3.2.14 La resistencia total R producida por tres conductores con resistencia Ri,R;, Yy R3
conectadas en un circuito en paralelo estd dada por la férmula:

1 1 1 1

R R Ry R

OoR
Calcule 6_R1

2
3.2.15 La concentraciéon molecular C(x, t) estd dada por C(x, t) = t2eTr. Verifique que esta
funcién satisface la siguiente ecuacién, llamada “Ecuacién de Difusién”.
k 9°C _aC
4 9x2 ot

0
3.2.16 Seaw = /x2 +y2 + 22, donde x = cos(st); y = sen(st); z = s*t. Calcule a_v:
3.2.17 Sean f y g declase C? y z = xf (%) +g (%) Verifique que
2 0%z 0%z
2 2
— +2 +
T 7Y 0x0y k oy? 0
3.2.18 Siw = f(x z), la expresion V3f = ﬁ + a_2f + ﬁ recibe el nombre de “Laplaciano
o -y 2 p X2 oy 0922 p

de f Demuestre que si 7(x, y, z) = Vx? + y2 + z?, entonces se cumple que:

a.) V3(r) = %

1
b.) V2 (;) =0
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1
c.) V¥(Inr) = =
’]"2

3.2.19 Sea f declase C? yz = f(u, v), con u = x?y?, v = 5x + 1. Verifique que

ox Yoy x
2 2
b.) 0°z _ 0°z
oxdy  0yox
, : R o
3.2.21 Seany = f(x),y = g(t) dos funciones tales que f satisface la ecuacién F-M fx) =0y g
X
d2
satisface la ecuacion d_tg +Kk®A\%g(t) =0,con k y A constantes. Sea u(x, t) = f(x) - g(t), demuestre
. ., au 2 azu
que u satisface la ecuacion: — = k*—
ot 0x2
3.2.22 Sea f declase C?.Seaz = f(u, v) tal que u = x +y, v = x?y2. Calcule & 9%z
a s m A vERe R ATy vEEy a2 ¥ axay

3.2.23 Sea f declase C?.Seaz = f(x, y), donde x(r, «) = rcos &, y(r, &) = rsen . Demuestre
que
622+ 822_ azz+1 azz
ox dy/ \or 2 | 0

0
3.2.24 Siw =x%y +z?;donde x = pcos xsen ¢, y = psen asen ¢, z = p cos ¢. Determine aw

- o
sip=2 a=m ¢ >
2 . . . .. 0z 0z
3.2.25 Sea z = f(x“y) con f diferenciable. Demostrar que z satisface la ecuacién x& = Zy@

3.2.26 Sea f(x, y) = x*y?arcsen (%)

a.) Determine p de tal forma que f(Ax, Ay) = AP - f(x, y) donde A es una constante real
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of of
b.) Verifique que x— +y— = pf(x, y)
ox oy

3.2.27 Seay = f(x + at) + g(x — at), tal que f y g son funciones de clase CZ. Verifique que y
_ 0%y 2 0%y
satisface la ecuacion 2 - Y

3.2.28 Seaz = f(u, v), con f de clase C? yu= 2 +y2, v =xy. Verifique que:

a2
a.) a—; =2fu(u, v) + 4x2fuu(u, V) + dxyfyy(u, v) + y2fw(u, V)
02z ’ 2
2 m = fy(u, v) + dxyfuu(u, v) +2(x° + y°)fuv(u, v) + xyfiyu(u, v)
0%z 2 ’
c.) @ =2fu(u, v) + 4y~ fuu(u, v) + dxyfuy(u, v) + x“fi(u, v)
o%w
2.2 lase C2 yw=y-f|%, Z|. Calcul
3.2.29 Sea f declase C- yw=y f(y, x) Cacueazax

3.2.30 Sila ecuacion x?yz + xy?z + xyz? = 1 define a z como funcién implicita de x,y, es decir,

_ . dy 0y
z = z(x, y); calcule ™ y 3y

3.2.31 Sea f de clase C2. Sila ecuacién e*sen(z) = f(eY cos(z)) define a z como funcién
implicita de x, y, verifique que

0 0 1
—a—i cos?(z) + £ sen’(z) = 5 sen(2z)

3.2.32 Sea g de clase C? y supongamos que la ecuacién g (%, X2 + yz) = 0 define a z como

funcién de x, y; verifique que
(2 — 142
NN )
ox oy Xy

3.2.33 Sea fy g declase C? yz = x*f(x + ¢(y)), calcule %, g—;

2

0
3.2.34 Sea f declase C? yz = f(x +y, x*y?), calcule a—i
X


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/material_didactico/no_revisado/ 

3.2. DERIVADAS PARCIALES (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/material_didactico/no_revisado/). 19

3.2.35 Sea F declase C! y F(u, v) = —u—v,dondeu y v vienen definidas por u? =x —y,vz =
x +y. Verifique que

6F_—(u+v)
a.) x  2uv

ﬁ_v—u

ay T 2uv

3.2.36 Sea f de clase C!.Sila ecuacién g =f (%) define a z como funcién implicita de x,y,
demuestre que

0z 0z

— +y— =
Xax ”ay z

2

3.2.37 Sean f y g declase C? yz = f(x2+y, x) + g(3x? — yx); calcule %oy

3.2.38 Sila ecuacion z* + x2z + y? = 0 define a z como funcién implicita de x, y; verifique que
Y P Y que q

0’z B 43y — 32x2%y
oxdy (423 +x2)3

0 0
3.2.39 Sea F de clase C'. Mostrar que F(xy, z —2x) = 0 satisface la ecuacién: XoZ _yoZ

dad)
0x yay x

3.2.40 Supongamos que F(x, y, z) = 0 define de manera implicita a x como funcién de y, z,
también a y como funcién de x,z y también a z como funcién de x,y. Demuestre que

1
3.2.41 Sean f, g funciones de clase C?> yw = 1J[f(ax +y) + g(ax —y)] con a constante. De-

muestre que:

'c)zw_ 2

e
ox2 y?
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Pu  ®u Pu 2
3.2.42 Seau = \/m Demuestre que w guw ou_-=2
0x2  dyz 0z2 u

3.2.43 (*) Seanu y v funciones dex,ydeclase C!.Siu?-v=3x+y y u-2v? =x-2y,
verifique que:

a) @_ 2u-—3
ox 1-8uv
ou 1-12v
b')a_l—&w
C)a_v_—4u—1
7 dy  1-8uv
ou —-2-4v
d) — =
)ay 1-8uv

3.2.44 (*) Sedice que una funcién f es homogénea de grado n si satisface la ecuacién f(tx, ty) =
t™f(x, y). Verifique que si f de clase C? y también es homogénea de grado n, entonces:

of | of

) Xz= +y>— =nf(x,

a.) x— Y3y nf(x, y)
o%f o%f 2

b.) x? 2
0x

o-f
> +2xy 3xay +y ﬁ =nn - 1)f(x, y)

¢) o (i(t, 1) = Iy, y)

3.3 Rectas normales, rectas tangentes, plano tangente.

3.3.1 Determine la ecuacién del plano tangente y de la recta normal para cada una de las
superficies cuyas ecuaciones se dan a continuacién y en los puntos P dados.

a) z=2x>—4y?, P=(2,1,4)

b.) z=4x2+y2—-xy, P=(3,4, -7)
) X+yd+22=6-xyz, P=(1,2,1)
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d) 4+Vx2+y2+z22=x+y+z, P=(2,36)

e)z=9-x*-y% P=(1,2,4)

21

3.3.2 Considere la superficie S de ecuacién e*¥ + xz = yz°.

(a.) Calcule la derivada direccional Dyz(1,0) con u = (-2,2).

(b.) Calcule una ecuacién del plano tangentea S en P =(-1,0,1)
3.3.3 Considere la funcién f(x, y) =9 -y> - (x-2)> y, P(2,0)

a.) Determine la ecuacion de la recta tangente 1; en P en la direccién del eje X.
b.) Determine la ecuacién de la recta tangente 1, en P en la direccién del eje Y.

c.) Determine la ecuacién del plano 7t que contiene a las rectas l; y 1,.

3.3.4 Sea S una superficie de ecuacién z =In(x* +y2) +x(y +3) y Q =(1,0,3) € S.

a.) Determine una ecuacién de la recta tangente en la direccién del eje X, es decir, en la direccién
de u=(1,0).

b.) Determine una ecuacién de la recta tangente en la direccién u = (-1, 3).

c.) Determine una ecuacién cartesiana del plano tangentea S en Q

3.3.5 Determine la ecuacion de la recta tangente a la curva C, en el punto P dado, sabiendo que
C se obtiene al intersecar la superficie S con el plano 7 indicado, en cada uno de los siguientes casos,

a) S:xX®+y*+xyz—-6=0, m: y=2, P=(1,21)
b.) S:36x2 —9y?+4z>-36=0, m: z=-3, P=(1,2, -3)

3.4 Gradiente y Derivada direccional

3.4.1 Para cada una de las superficies que siguen, determine:

a.) Larazon de cambio de z en el punto P dado y en la direccién U o en la direccién « indicada.
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b.) El valor de la méxima y de la minima razén de cambio de z en el punto P.

c.) La direccién de esa maxima o minima razén de cambio

31
. 2 -

Jz=x*+2xy, P=31 =2, =
i) z=x2+2xy, P=(G1), T (2, 2)

ii.) z= %log(xz +y?), P=(2,1),u=(21)

iii.) x>y? +xz=10+2y> P=(2,1), «= TE[

iv) z—y*=-4 P=(-1,2), « =0

V.) z:x3y—x2—3y P:(1/3), x :g

3.4.2 Considere la superficie S definida por la ecuacién 3x*y? — 6yz = z?Inx, también esta
ecuacion define a z como funcién de x,y.Sea P = (1, -2, —1) € S.

a.) Calcule el valor de %, 9z en P.
ox Jy

b.) Determine la derivada direccional de z en P, en la direccién del vector i, donde i = (2, -2) .

3.4.3 Determine la derivada direccional de z en el punto Q = (2,1, z9) con zg # 0, en la direccién
del vector U que va desde el punto A = (2,3) hasta B = (1,2), donde z es una funcién en las variables
x, Y, definida en forma implicita por la ecuacién z? + zx — (y — 1)> +yx =2.

3.4.4 Hallar los vectores unitarios U para los cuales la derivada direccional de z = x> + 3y + 1
se anula en el punto P = (1,1) siguiendo la direccion de .

3.4.5 Sea S una superficie de ecuacién 3z% + 2x + 3y = 24, con z > 0. Determine D.,z(P) donde
P = (3,2); ademaés U es cualquier vector perpendicular a Vz(P) .

3.4.6 Sea f una funcién definida por f(x,y) = x3 + 2x% — xy — x + 2y + 8y. Determine el punto o
los puntos P, de tal manera que la derivada direccional de f en P sea igual a 9/5 en la direccién del

vector U = (4,3) y la derivada direccional de f en el punto P es igual a 4 en la direccién del vector
v=(0,5).

3.4.7 Considere la superficie S de ecuacién 3x> —y> +z-12=0y P = (-2, —1,1) un punto de
S.Sean A y B dos puntos tales que A = (1,3) y B =(—4,5) . Determine:

a.) La derivada direccional de z en (-2, —1) en la direccién del vector que va desde A hasta B.
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b.) Los vectores unitarios U = (a, b) tales que la derivada direccional de z en (-2, -1) y
siguiendo la direccién de U, sea igual a 2.

c.) Los vectores unitarios i = (a, b) tales que la derivada direccional de z en (-2, -1) y
siguiendo la direccion de U, sea méxima.

3.4.8 Suponga que sobre una cierta region del espacio, el potencial eléctrico V estd dado por
V(x,y,z) = 5x* = 3y + xyz

a.) Determine la razén de cambio del potencial eléctrico en el punto P = (3,4,5) ; siguiendo la
direccién del vector cuyo punto iniciales A = (1,3,0) y el punto finalesB =(2,1,1).

b.) ¢En qué direccién se da la maxima razén de cambio a partir de P? y ;Cuadl es la magnitud de
esta mayor razén de cambio?

2
X
3.4.9 Laecuacion —2 — yz — e*9¥* = 0 define a z como funcién implicita de x,y. Considere el

punto P = (1,2,0) de la superficie definida por la ecuacién anterior.

a.) Calcule la derivada direccional de zen (1, 2) y en la direccién de un vector normal a la
superficie de ecuacion x? + 2y? = 4 en el punto Q = (2,0) de esta superficie.

b.) Determine la direccién en que la derivada direccional de z en (1, 2) es maxima, determine
este valor méaximo.

c.) Verifique que el punto P pertenece también a la superficie de ecuacién 32z — 8x? —y2 +12 = 0.
(Tienen ambas superficies el mismo plano tangente? Justifique.

3.4.10 En cierta montafia, la altura z sobre el nivel del mar en la que se encuentra un alpinista,

viene dada por z = 2000—2x?—4y? (en metros). Un alpinista se encuentra en un punto de referencia
A, donde A =(-20,5, 1100). Sean P = (1,2) y Q = (1,-1) dos puntos en el plano xy.

a.) Determine la razén de cambio de z (derivada direccional) si el alpinista se mueve desde el
punto A, siguiendo la trayectoria del vector que va del punto P al punto Q.

b.) Qué direccion debe seguir el alpinista para que la razén de cambio sea maxima y de cudnto
es esta razon?

2

3.4.11 Demostrar que la derivada direccional de la funcién cuya ecuacioén es z = y_’ calculada
X

en cualquier punto de la elipse 2x? + y? = C? a lo largo de la normal de la misma, es igual a cero.

3.4.12 Considere la ecuaciéon z = 1+ zy +y la cual describe a z en forma implicita como funcién

dex,y.Sea P=(0,2) y ¢ = %[,
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a.) Calcule la derivada direccional de z en el punto P y en la direccién del d&ngulo ¢.

b.) Calcule el méximo valor de la derivada direccional de z, a partir de P.

3.4.13 Sea S la superficie de ecuacién e*****Y =z — 1.

a.) Calculela derivada direccional de z, cuando x = —1,y = 0, en la direccién de un vector normal
alacurvax®+2xy+y?=x+3enelpunto Q = (1,1).

b.) ¢En qué direccién es minima la derivada direccional y cudl es su valor?

3.4.14 Considere la funcién f(x, y) =6 - (y-2)>-x> y, P(1,1)
a.) Determine la ecuacién de la recta tangente 1; en P en la direccion del eje X.

b.) Determine la ecuacién de la recta tangente 1, en P en la direccién del eje Y.

3.4.15 (*) Sea z = f(x, y) una funcién definida en R? con derivadas parciales continuas. Sea
3 —_
B = (x0,yo) un punto en R? tal que D,,f(B) = = Y D,f(B) =1,dondeu =(3,4) y v=(512).
Determine V£(B) .
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Capitulo

4.1 Maximo y minimos locales. Multiplicadores de Lagrange.

4.1.1 Para cada una de las funciones que se dan a continuacién determine, si hubiera, los puntos
donde f alcanza mé&ximos locales, minimo locales y los puntos de silla.

a.) f(x, y)=x>+y3-3x—-12y +20

b.) f(x, y) = x> +3xy? — 15x — 12y

c.) f(x, y) = x* +y* — 2x% + dxy — 22
8 x

d.) f(x, y) = ;+g+y

e.) f(x, y) = XYV (x2 - 2y?)

£) f(x, y) = 9xy -x> -y*

) z=x +é+—
&) z=xy+ - v

h.) f(x, y) = 4x3 — 2x%y + y?
i.) f(x, y) = x*y*(a —x —y) con a constante

i) f(x, y) =x*=5y2—6x—10y + 15
4.1.2 Verifique que el polinomio P(x,y) = x> + (xy — 1)? no tiene ni méximos ni minimos.

4.1.3 Para cada una de las funciones y las condiciones que se dan a continuacién, use el método
de multiplicadores de Lagrange para determinar los puntos criticos.

a.) f(x, y) = xy con la condicién x +y = 10

b.) f(x, y, z) = x*> +y? + z? con la condicién x +y +z = 1

c.) f(x, y) = V6 —x2 —y2 con la condicion x +y —2 =0

4.1.4 Hallar los extremos locales de f(x, y) = 16 — x* — y? bajo la condicién x? — y? — 4y = 8

©Revista Digital Matematica, Educacion e Internet.  https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/material_didactico/no_revisado


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/material_didactico/no_revisado

4.1. MAXIMO Y MINIMOS LOCALES. MULTIPLICADORES DE LAGRANGE. (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/material_didactico/no_revisado/). 26

4.1.5 Determine el punto del plano de ecuacién x + 2y — z = 4 que estd mas cerca del punto
1,1, 2).

4.1.6 Determine los extremos locales de la funcién f(x, y) = 6 —4x — 3y con la condicién de que
(x,y) pertenezcan a la curva de ecuacién x> + y? = 1

4.1.7 Encontrar tres nlimeros positivos cuyasumasea P y cuyo producto sea el mayor posible.
4.1.8 Determinar la distancia minima del origen al plano de ecuacién 3x + 4y + 2z = 6.

4.1.9 Encontrar la distancia minima entre el plano de ecuacién x + 3y —2z = 8 y el punto
(-1,3,2).

4.1.10 Hallar tres nameros positivos tales que su suma sea la menor posible y su producto sea
igual a 27.

4.1.11 Labase de una caja rectangular cuesta tres veces més por metro cuadrado que el material
de las paredes y la tapa. Determinar las dimensiones de la caja de volumen dado V que sea mas
barata.

4.1.12 Un tanque sin tapa, de forma de caja rectangular, debe tener un volumen de 8000 cm?,
Los costos anuales de calefaccién se calculan de la siguiente manera: $ 2 por cm? para el fondo
y dos caras laterales (opuestas) y $ 4 por cm? para las restantes dos caras laterales. Hallar las
dimensiones del tanque que minimizan el costo.

4.1.13 Un tanque sin tapa, de forma de caja rectangular, debe tener un volumen de 8000 cm?.
Los costos anuales de calefaccion se calculan de la siguiente manera: $ 2 por cm? para el fondo y dos
caras laterales opuestas y $ 4 por cm? para las restantes dos caras laterales. Hallar las dimensiones
del tanque que minimizan el costo.

4.1.14 Se dispone de 500tm? de ldmina metélica para construir un depésito cerrado formado
por un cilindro circular recto coronado por un cono. Si se requiere que el radio de la base mida 5m,
hallar las dimensiones que dan el depdsito de mayor volumen.

4.1.15 La temperatura en cada punto de la esfera x> + y2 + z2 = 1 estd dada por T(x, y, z) =
x — 2y + 2z Hallar el punto de la esfera que estd mas frio y el punto que estd més caliente.
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4.1.16 Se desea construir un recipiente en forma de cono circular recto de 2 pies de radio, coro-
nado por un cilindro circular recto. El volumen del recipiente tiene que ser de 1007t pies ctibicos.
Determine las alturas H del cilindro y h del cono de manera que el drea superficial del recipiente
sea minima.

4.1.17 Elmaterial para construir la base de una caja abierta (sin tapa) cuesta 1.5 méas que elcosto
del material para construir los lados. Para una cantidad K fija de dinero, Hallar las dimensiones
de la caja de volumen maximo que puede construirse.

4.1.18 Un dep6sito en forma de cilindro recto esta coronado por una tapa en forma de cono.
El radio del depésito es de 3 metros y su 4rea total es de 81mm?. Calcule la altura del cilindro recto
y la del cono de manera que el volumen del depdsito sea maximo.

4.1.19 Considere una caja rectangular en el primer octante, limitada por los planos coordenados
y que tiene uno de sus vértices en el plano x + 2y + z = 6 (ver figura). Determine las dimensiones
de esta caja de tal manera que su volumen sea maximo.

4.1.20 Un disco circular tiene la forma de la regién limitada por la circunferencia x> + y? = 1 Si
la temperatura en cualquier punto (x, y) del disco viene dada por T(x, y) = 2x? +y% —y, encuentre
los puntos mas calientes y los més frios en el disco.

8abc
3V3

4.1.21 (*) Demostrar que es el volumen maximo de los paralelepipedos rectangulares

X2 2

que pueden inscribirse en el elipsoide =2 + %2 + % =1
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4.1.22 (*) Hallar los tridngulos en que es maximo el producto de los senos de los dngulos
internos. Sugerencia: 2sen x cosy = sen(x+y)+sen(x—y) y 2cosxseny = sen(x+y)—sen(x—y)

4.1.23 (*) Determine la distancia méas corta desde el origen hasta el plano de ecuacién Ax +
By+Cz+D=0.

4.1.24 (*) Demuestre que X+§—+Z

maximo de la funcién w = xyz con la condicién x+y+z = S con S una constante. Luego evalte f...

> y/xyz, conx > 0,y > 0,z > 0. Sugerencia: Busque el

4.1.25 (*) Demuestre que el paralelepipedo rectangular de mayor volumen que se puede ins-

. L oxE oyt 2
cribir en el elipsoide 5 + 16 + %= 1 es64V3 (ul)

4.1.26 (*) Considere el problema de minimi- YA
zar la distancia de la curva (x —1)3 —y2 = 0 al
origen. La curva se representa en la figura a la de-
recha. De acuerdo a la figura de la derecha, el mi-
nimo se alcanza en (1,0). Verfique que usando el
método de Multiplicadores de Lagrange, no se lo-
gra obtener este punto. (Larazones que Vg(1,0) =0
y este método requiere que Vg(1,0) # 0). Obser-
ve que las derivadas parciales no se indefinen en
este punto (1,0).)

4.1.27 (*) Sea T(x, y, z) = 100 + x* + y*> + z? la temperatura en cada punto de la esfera
x? +y? + z? = 50. Determine la temperatura maxima en la curva formada por la interseccién de la
esfera x? +y2 + 22 =50 y el planox —z = 0.

4.1.28 (*) Un pentdgono esta formado por un
rectdngulo coronado de un tridngulo isésceles co-
mo se muestra en la figura. Si el perimetro del
pentdgono tiene un valor P, hallar los valores de
X,y y « para que el area del pentagono sea maxi-
ma.

2x
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4.1.29 (*) Hallar los valores extremos locales de f(x, y, z) = x? + y% + 2% si (x, Y, z) es un punto
en la interseccién de los planos x +y+z=1y 2x -y -3z = 4.

4.1.30 (*) Calcular los méximos y minimos locales de f(x, y) = xy sujetos a que (x,y) perte-
nezcan a la elipse 4x? + y? = 4. Para la clasificacion, usar un grafico.
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Capitulo

5.1 Integral doble.

5.1.1 Determine los limites que debe tener la integral doble ff f(x, y)dA en cada una de las
R
siguientes regiones:

a.) R esla region limitada inferiormente por la parabola 4x*> = 9y y superiormente por la
circunferencia x> + y2 = 25

b.) R eslaregion limitada por la parabola x = y? ylarectax +y =2

5.1.2 Calcule:

a.) fj(xz + yz)dA, donde R es la regién limitada por x = -2, x =3,y =x+2,y = -2
R

b) [[ = dA,dondeR:{(x, W0<x<t x<y 51}
R 1—y2 2 2

e T
c.) £j cos(x)sen(y)dA, donde R = [O, 5] X [0, E]
d.) jf(x —y)dA, donde R es la region del primer cuadrante limitada por las rectas con ecuacién
R
x+y—-3=0,y=3, y lascurvas de ecuacién y? = 4x,x?> = 4y
1 pl—y
5.1.3 Considere la integral I, donde: I = J J f(x, y)dxdy
0 J-y1-y2

a.) Dibuje la region de integracion.

b.) Con respecto a la integral dada, invierta el orden de integracion.

1 px 2 p2-x
5.1.4 Dibuje y sombree la regién R cuya area estd dada por: J f dydx + J J dydx
0 Jo 1.Jo

a.) Plantee la(s) integrales dobles necesarias para calcular el drea de R, usando el orden de
integracion dxdy.
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b.) Calcule el &rea de la regioén R.

NIU1

9 -3+
dydx+J J dydx.

1 3+l

1 2
5.1.5 Elérea de unaregion R del plano XY esta dada por: Ag = J J
3J-

5+l
a.) Dibuje la region R.

b.) Plantee las integrales dobles correspondientes al drea de la region R, inviertiendo el orden de
integracion respecto a las integrales dadas.

c.) Calcule el 4rea de la region R.

1 ovx 4 VX
5.1.6 Eléarea de una region R del plano XY estad dada por: Ag = J J dydx + J J dydx
0 J—x3 1 Jx-2

a.) Dibuje la regién R.

b.) Plantee las integrales dobles correspondientes al area de la region R, inviertiendo el orden de
integracion respecto a las integrales dadas.

c.) Calcule el 4rea de la region R.

1 py+l 5 pVb—y
5.1.7 El &rea de una region R del plano XY est4d dada por A = J J dxdy + J J dxdy
-1Jo 1 .Jo

a.) Dibuje la region R.

b.) Plantee las integrales dobles correspondientes al drea de la region R, invirtiendo el orden de
integracion respecto a las integrales dadas.

5.1.8 El area de una region R del plano XY estd dada por

1 p—vgil 3 pvgil
AR = J J dxdy +J J dxdy
0 J-y-1 1J-2
a.) Dibuje la region R.

b.) Plantee las integrales dobles correspondientes al 4rea de la regién R, invirtiendo el orden de
integracion respecto a las integrales dadas.

c.) Calcule el drea de R.
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® 5.1.9 Elérea de una region R del plano XY esta dada por
2(y+2)- 2 (0
AR = J J dxdy +J ‘[ dxdy
-V2(y+2)-2 0 J2y-4

b.) Plantee las integrales dobles correspondientes al 4rea de la region R, invirtiendo el orden de
integracion respecto a las integrales dadas

a.) Dibuje la region R.

® 5.1.10 Considere la integral I, donde I = fj(x +y)dA, y Reslaregion limitada por las curvas
R
de ecuacién y? = 2x,x +y =4,x +y = 12.
a.) Dibuje la regién R.

b.) Plantee I en dos formas, en primer caso usando el orden de integracién dxdy, en el segundo
caso usando el orden dydx.

c.) Calcule L.

® 5.1.11 Considere la regién R a la derecha. Esta
region estd limitada por las curvasy = 0; y = 2;

y =2-(x+2)?yy = (x - 3). Plantear la integral . y=(z=3)
jj f(x,y) dA en el orden “dxdy” y en el orden K
”Ely dx” y=2-(z+2)?

=Y

5.1.12 Considere la region R (figura a la
derecha). Esta region estd limitada por las
curvasy = x+4y=x-2y=2-(x+27>y
(x —2)2/4 + (y — 4)?/16 = 1. Plantear la integral
ff f(x,y) dA en el orden “dxdy” y en el orden

R
‘" dy dxll

5.2 Cambio de Variable. Coordenadas Polares.
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V1-x2

® 5.2.1 Usando coordenadas polares, calcule la siguiente integral: I J ————dydx

1
Vi -x2—y?

5.2.2 Para cada una de las siguientes integrales, dibuje la regién de integracién y calcule la
integral correspondiente utilizando coordenadas polares:

ra JVaz—xz

Vx2Z +y2dydx

r2a J\/Zax—xz

a.)

JO JO

b.) (x* + y?)dydx

JO 0

® 5.2.3 Considere la integral J J dxdy
2y+\/_

a.) Dibuje la region de integracion.

b.) Plantee la integral anterior utilizando coordenadas polares.

® 5.2.4 Plantear la o las integrales necesarias

para calcular jj

la region limltada por los circulos x> + y?
(x-22+y? =4 ylasrectas x+y =4,y =
como se muestra en la figura.

dA. Laregion R es

4,
0,

5.2.5 Plantear la o las integrales necesarias
para calcular el 4rea de la regiéon R limitada por
las circunferencias x> +y? =1y (x—1)2+y? = 1.
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y=
5.2.6 Utilizando coordenadas polares, plan-
tear la o las integrales que permiten calcular s
el 4drea de la region R (region sombreada) (F—2 =
mostrada en la figura. ; S B3
(@ —1P+y?=1

® 5.2.7 Calcular el area de las regiones sombreadas.

r=2+/sen2f

r =2+ 2sen(38)

d)

34
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Y

al

w

4y 420 = /a2 + 2

b ]

r = sent + cost
e

® 5.2.8 (*) Verifique, usando coordenadas pola-
res, que el area de la regién R (regién sombreada

mostrada en la figura) es g ~3

® 5.2.9 (*) Calcular el drea de la regién R limi-
tada por el lazo de la curva r =1/2+cos9, tal y
como se muestra en la figura

® 5.2.10 Calcular el 4rea de cada una de las siguientes regiones.
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2

(x+2P2+(y—22=8 p

2

(x+2P2+(y—22=8 p

r=2sen(ft)+2 r=2sen(t)+2

a) b)

5.2.11 Hallar el centro de masa'de la region limitada por las curvasy = x> y y = v/xsila
densidad en cada punto (x,y) de la regién estd dada por p(x, y) = 3x

5.2.12 Demuestre que el volumen de un cilindro circular recto de altura h
y de radio R en la base es TR*h

5.2.13 En cada uno de los siguientes casos hallar el centro de masa, donde p(x, y) representa la
funcién densidad en el punto (x, y) .

a.) Laregion limitada pory =x? y y?>=x, p(x, y) = ky, kesuna constante.
b.) Laregi6n limitada pory=x> y y=x+2, p(x, y) =k, kesuna constante.
c.) Laregion limitada por la cardioide r = 2(1 + cos0), p(x, y) =k, kesuna constante.

d.) La regién limitada por una rama cerrada de la curva r = 2cos(20), p(x, y) =k, k esuna
constante.

5.3 Volumen

5.3.1 Calcule el volumen de los siguientes s6lidos (debe hacer la representacién gréfica de la
proyeccién que va a utilizar).

1Una regién R, con funcién de densidad p(x,y), tiena masa M = jf p(x,y) dA. El centro de masa de la regién es punto R con
R

My My B B
coordenadas (V' V) donde My, = fRf xp(x,y) dA y My = £fyp(x,y) dA
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a.) b.)
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® 5.3.2 Expresar (no calcular) la integral doble ff f(x, y)dA como una integral iterada en coor-
R

denadas polares con:

a.) R={(x, y)/x* +y* < 2x}
b.) R={(x, y/0<y<l-x,0<x<1}
c) R={(x, y)/x*<y<1, -1<x<1}

d.) R={(x, y)/x*+y?> < d? a#0}

5.4 Integrales Triples

® 5.4.1 Calcular fff ity i—vz 1P en el recinto limitado por los planos coordenados y el plano
B

x+y+z=1

® 5.4.2 Calcular ffj x?dV en el recinto limitado por los planos coordenadas y la esfera de radio
B

a y centro en el origen, primer octante.

5.4.3 Plantee las integrales triples que se requieren para calcular el volumen de cada uno de los
s6lidos que se representan en las siguiente figuras

b.)
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2 3

® 5.4.4 Demuestre que el volumen limitado por la esfera x? +y2 + 22 = a?, a constante, es §7ta

® 5.4.5 (*) Demuestre que el volumen de un cono circular recto de altura h y de radio Renla
niR%h

base es

® 5.4.6 (*) Calcule jjf Vx2 4+ y2 + z2dV haciendo uso de coordenadas esféricas, donde D es la
D

region (semiesfera) que se representa en el siguiente dibujo:

dxdyd
® 5.4.7 Verifique que ffj e > = 4nln (E) si D es la region limitada por las esferas
b (Z+y>+2%)> b
C+y?+22=a% x2+y?+22 = b2 dondea>b > 0.
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Capitulo

6.1 Parametrizacion de una curva

6.1.1 Determine una parametrizacién para cada una de las siguientes curvas.

b.)
YA
(x—12+y*=1
&
&)
(y—12+x*=1
X X
c.) d.)
YA
(x—1)2+y*=1
A
i |
C
P )
: T T
&(3,-1) 4 2 X
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6.2 Integral de Superficie. Integral de Flujo

® 6.2.1 Encuentre el drea de la superficie 3x — 2y + 6z = 12, que esta limitada por los planos
x=y =0, 3x +12y = 12.
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® 6.2.2 Calcule ff(xz —2y+2)dS donde Sesla
s

superficie sobreada en la figura a la derecha.

® 6.2.3 Calcule la integral de superficie jj ydS

donde S es la parte sombreada en la figui’a ala
derecha.

z+x2
6.2.4 Calcule ————dS donde S es la su-
® Isj V1 + 4x2

perficie que se muestra en la figura a la derecha,
utilizando la proyeccién sobre el plano XY
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® 6.2.5 La superficie S es el trozo del cilin-

dro z — x? = 0 que est4 limitado por los planos
y=0, y=xyz=4, enel primer octante. La
Superficie S se muestra en la figura a la derecha.
Calcule el 4rea de S.

® 6.2.6 Considere el campo de fuerzas
F(x,y,z) = (0, x +y, z). Calcule la integral
de superficie JI F-NdS, donde S es el trozo de
S
cilindro de ecuacién z = 1 — (x — 2)? que est4
limitado por los planosy =0,y=3,z=1yz=2
tal y como se muestra en la figura a la derecha.

6.2.7 Calcule el 4rea de S utilizando integra-
les de linea, donde S es la parte sombreada en la
figura a la derecha.

Z|

43
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6.2.8 Calcule el area de S utilizando integrales
de superficie, donde S es la parte sombreada en
la figura a la derecha.

® 6.2.9 Calcule la integral de superficie jj(x +

S
z)dS donde S es la parte sombreada en la figura
a la derecha.

® 6.2.10 Calcule la integral de superficie ff(xz +
S

y? + z) dS donde S es la superficie de ecuacién
z =9 — x* — y?, limitada por el planoz = 0 tal y
como se muestra en la figura a la derecha.

z=4—x?

x2=4-—z
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6.2.11 Sea Q el sélido que se muestra en la
figura a la derecha y sea S la frontera de Q,

es decir, S = 0Q. Calcule IJF - NdS donde
S

F(x,y, z) = (x® + senz, x?y + cos z, tan(x? + y?))

® 6.2.12 Calcule la integral de superficie ff F-N dS donde F(x, y, z) = 2x%i —y%z j + 4xz? k y
S

ademas se cumple que S es el conjunto de superficies de ecuaciones y?>+z2 =9, x =2, y =0, yz =0,
en el primer octante.

® 6.2.13 Calcule la integral de superficie ff F-
§

N dS donde F(x, y, z) = —y?i +x ) + k y Ses
la parte sombreada en la figura a la derecha.

6.2.14 Calcule el 4rea de la superficie cilindri-
ca S que limita al sélido Q de la figura que se
muestra a a la derecha.
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® 6.2.15 Calcule el area de la superficie S tal y
como se muestra en la figura a la derecha.

® 6.2.16 Calcule el area de la superficie S tal y
como se muestra en la figura a la derecha.

® 6.2.17 SeaF(x, y, z) =xi+y j +(z—-1) k.
Considere el sélido Q limitado por las superfi-
cies (z—1)*+x2+y%2 =9 yelplano z—1 = 0. Sea
S =09Q, es decir, S es la frontera del s6lido Q.
Calcular j F-N dS donde N es un vector normal

S
exterior al s6lido Q.



https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/material_didactico/no_revisado/ 

6.2. INTEGRAL DE SUPERFICIE. INTEGRAL DE FLUJO (https:/tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/material_didactico/no_revisado/). 47

1042 = 10—;1:2—3,'2

(F) 6.218 Calcule [{ F-NdS, donde F(x, y, z) =
S

xi+yj +zk, S eslafrontera del slido Q que
se muestra en la figura a la derecha y N es un
vector normal exterior a Q.

6.2.19 SeaF(x, y, z) = (22 +2) k, S es superficie frontera del s6lido Q que esté limitado por
las superficies x =0, y=0,y=1, z=0, z=1, x =1, en el primer octante, y N es un vector
normal exterior a Q.

a.) Calcule ff F - N dS sin usar el Teorema de la Divergencia.
S

b.) Calcule ff F - N dS usando el teorema de la Divergencia.
S

® 6.2.20 Sea Q el sélido que se muestra a la

derecha y sea F(x, y, z) = (2% + 2) k, y sea
S =0Q, esdecir, S eslafronterade Q y N es
un vector normal exterior a Q.

a.) Calcule ff F-N dS sin usar el Teorema de la
S

Divergencia

b.) Calcule jj F- N dS usando el Teorema de la
S

Divergencia.
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6.2.21 SeaF(x, y, z) =3yi —xz j +yz k, S
es la frontera del s6lido Q, el cual se muestra a
la derecha, y N es un vector normal exteriora Q.

a.) calcule ff F- N dS sin usar el Teorema de la
S

Divergencia.

b.) calcule jj F- N dS usando el teorema de la
S

Divergencia.

b —16-142

6.2.22 SeaF(x, y, z) = (22 +2) k, Ses
la frontera del sélido Q, el cual se muestra a
la derecha, y N es un vector normal exteriora Q.

a.) Calcule fj F-N dS sin usar el Teorema de la
S

Divergencia.

b.) Calcule jj F- N dS usando el teorema de la
S

Divergencia.

6.3 Integral de Linea de una funcidén escalar

48

® 6.3.1 Calcular la longitud delacurva C: y = VX3, x € [0,44]

® 6.3.2 Calcular la longitud dela curva C: x = %(y —-1)32, y e [1, 4].
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6.3.3 Calcular lalongitud delacurva C: y?=(2x-1)3, x € [1/2, 4] (Ayuda: La curva tiene
dos ramas).

6.3.4 Calcular la longitud de la curva C: y =log(secx), x € [0, m/4]

x3

6.3.5 Calcular lalongitud delacurva C: y= 3 + 21_x' x € [1, 2]

6.3.6 Calcular J xy?ds donde C es la mitad superior de la circunferencia de ecuacién
C
2 +y2=16

r

6.3.7 Calcular | xds donde C eselarco de pardbola C: y=x? con x € [-1,1].
Jc
[ xy+z
6.3.8 Calcular G ds donde C es el segmento de recta que va de (0,0,0) a (1,1,0).
o C -
12 _ a2
6.3.9 Plantear la integral que nos da la longitud de la elipse (x 41) + Y 93) =1
6.3.10 Calcule la integral de linea 24\
B=(222)
i /
X+y+z
—_— <)
chz+yz+z2 s A {\I’”
donde C es el segmento de recta que va desde //f_eé’
A = (1,1,1) hasta el punto B = (2,2,2), tal y X‘/

como se muestra en la figura a la derecha

6.3.11 Calcule la integral de linea
2
J XA g
C V33-8z

donde C es la curva que se muestra en la figura a
la derecha
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® 6.3.12 Calcule la integral de linea

J x+y+z—2ds
C

donde C = C1 + C; + C3 + C4 es la curva que se
muestra en la figura a la derecha

6.4 Integral de Linea de un campo vectorial

® 6.4.1 CalcularJ F-dr,F(x,y) =xi—-yj, Ca:
C
(x—3)>+y> =1donde C = C; UC,.

=Y

o3 -1)

G

® 6.4.2 Calculef x dy—y dxdonde C = CLUC,
C G

(y—12+x*=1
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6.4.3 Calcule la integral ‘[ F - dr donde
C

C=CluUCyucCs

y ademas

F(X, y) = (29 + V9 + X3)i + (5X + earctang) j

Cryt=4

G

o -

6.4.4 Sea F un campo de fuerzas tal que F(x, y, z) = (2xy +z°)i +x? § + 3xz? k.

a.) Demostrar que F es un campo de fuerzas conservativo.

b.) Hallar una funcién potencial de F.

c.) Determinar el trabajo realizado para desplazar un cuerpo en este campo desde la posicién

(1, =2,1) hasta (3, 1, 4) .

6.4.5 Calcular f{i (x+y) dx+ (3x+arctany) dy
C

donde C, es la curva que se muestra en la figura
a la derecha.
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6.4.6 Calcule J (4y + arcsenx)dx + (3x +
C

In(y? - 3)) dy donde C es el camino representa-
do en la figura a la derecha.

6.4.7 Calcule J x?z dx — yx? dy + 3xz dz, sa-

C
biendo que C es el camino que se representa en

la figura a la derecha.

6.4.8 Calcule J x?z dx—yx? dy+3xz dzdonde
C
C=ClUCyuUcCs
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2,2)
6.4.9 Calcule J (x?eX +y?) dx + (y%eY +x?) dy
C -
donde C es el camino que se representa en la fi- ‘
gura a la derecha:
9. 7)
S
SN A
6.4.10 Calcule J (2x +y) dx + xy dy donde C Y g
C 3y
es el camino que se representa en la figura a la |
derecha.
_.1 Fe '2 ”

6.4.11 SeaF(x, y, z) = 3x> +senz +yz)i +xz J + (xcosz + xy) k.

a.) Demostrar que F es un campo de fuerzas conservativo.
b.) Determine el trabajo realizado para desplazar un objeto en este campo desde el punto (0, 0, 0)
hasta el punto (0,2,4) .

6.4.12 Considere el campo

F(x, y, z) = 4xe%i + cos(y) § + (2x%e?) k o

a.) Verifique que F es conservativo

Curva ©

H
I
H
i
H
1

i

b.) Encuentre una funcién potencial para el 1
campo vectorial F. !

i

i

1

]

i

£

c.) Calcule [ F- dr con C la curva que se

C
muestra a la derecha.
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6.4.13 Dado el campo vectorial F(x, y, z) = 4xe? 1+ cos(y) J +2x%e* k .

a.) Verifique que es conservativo
b.) Encuentre una funcién potencial para el campo vectorial F.

c.) Calcule el trabajo realizado por el campo de fuerzas F para mover una particula desde el
punto P = (1,0, 0) hasta el punto Q = (3, 7t/2,0) .

d.) Evalue la integral de linea J F - dr, donde T" es la curva cuyas ecuaciones paramétricas son:

r
x(t) = cos(t), y(t) = sen(t), z(t) = 3,donde 0 < t < 27

6.4.14 Sea F(x,y)=(x+y) 1—(x*+1y?) . La
curva C es la frontera del trapecio limitado por
lascurvas y =0, x=1, x =3 y y = x como se
muestra en la figura.

a.) Calcular la integral J F-dr usando el
C
teorema de Green.

b.) Calcular la integral J F - dr sin utilizar el

teorema de Green.

vk g3
6.4.15 Considere el campo vectorial

Fix,y)=x 1+ (x+y2) j.

Calcular | F- drdonde C = C; + C; tal y como

C
se muestra en la figura a la derecha.
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6.4.16 Considere el campo vectorial

F(x,y,z) =y i+x2’j

. Calcule la integral de linea J F- drdonde Ces

C
la curva que se muestra en la figura a la derecha

=
A

6.4.17 Use el Teorema de Green para calcular
el area de la regién sombreada usando una inte- 1
gral de linea

6.4.18 Calcule F - dr donde C es el camino

C
que se representa en la figura a la derecha y
ademés F es el campo de fuerzas:

F(x, y, z2) = x21 +4xy® § +xy° k
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® 6.4.19 Usando el Teorema de Stokes calcule la

integral ‘[ F-dr donde
C

F(x,y, z) =xyi+yz ) +xz k

y C es el camino indicado en la figura a la derecha.

® 6.4.20 SeaF(x,y,z) =xyi+zj+y k y Ces
la curva que se muestra en la figura a la derecha.

r

a.) Calcule @ F - dr,sin utilizar el teorema de

Jc
Stokes

r

b.) Calcule ¢ F - dr, utilizando el teorema de

Stokes

® 6.4.21 Considere

Fx, y,2) = (y—x)i+(x-2)j +(x-y) k

y S es la parte sombreada en la figura a la derecha
y C la curva frontera de S.

a.) Calule J F-drsin usar el Teorema de Stokes.

C

b.) Calule J F-dr usando el Teorema de Stokes.
C

2+32=6

® 6.4.22 SeaF(x, y, z) = (y—x)i +(x —z)  + (x —y) k . Use el Teorema de Stokes para evaluar

la integral | F - dr, siendo C la curva frontera de la porcién del frontera de la porcién del plano

C
de ecuacién x + 2y + z = 2 en el primer octante. Nota: Considere el plano orientado con un vector

normal superior (Exterior).
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6.4.23 SeaF(x, y, z) = —y?i +x § +2° k ,S
es la parte sombreada en la figura a la derecha y
C la curva frontera de S.

a.) Calule ‘[ F-dr sin usar el Teorema de Stokes.
C

b.) Calule J F-dr usando el Teorema de Stokes.
C

6.4.24 Considere el campo de fuerzas

F(x, y, z) = 2%y cos(xy) i +z2x(1+cos(xy)) J +2sen(xy) k.

Calcule J F-drsi C es el camino que se indica
C
en la figura a la derecha.

6.4.25 SeaF(x, y, z) = —y2i+x ) +22 k
un campo vectorial y Q el sélido de la figura a la

derecha.
| Q » s=00
a.) Use el Teorema de Stokes para calcular la in- Y

tegral delinea | F-dr,dondeT esla frontera

r
de la superficie sombreada S; de la figura a
la derecha.

b.) Use el Teorema de la Divergencia para

evaluar la integral de superficie jj F-NdS
S

donde N es una normal unitaria exterior a
Q y S esla frontera del sélido Q.
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® 6.4.26 Plantee las integrales necesarias para

A

calcularJ F-drsi F(x, y, z) =3yi—-xz j+yz® k

C
y C es el camino indicado en la figura a la derecha.

® 6.4.27 Sea F(x,y,z) = —y2 i+z j+x k.
Considere la superficie S = S |J Sz, tal y como
se muestra en la figura a la derecha, y la curva
C = C1 +Cy+ C3 + C4 que es el borde de la
superficie S.

a.) Calcular J F- dr usando la definicién de

C
integral de linea.

b.) Calcular la integral de superficie | F- dr

usando el Teorema de Stokes

® 6.4.28 Sea F(x,y,z) = -y i+z )+ (x+2) k.
Use el teorema de Stokes para calcular | F- dr

donde C esla curva de la figura a la derecha.
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6.4.29 Use el teorema de Stokes para calcular

F-dr donde F(x,y,z) = x2 1+xy j+22 k

C
y C es la frontera de la porcién del paraboloide
y = 4 — x*> — 22 que se encuentra en el primer
octante, como se muestra en la figura a la derecha.

6.4.30 Sea F(x,y,z) = 2yz 1 —4x J - 322 k,
y sea C la curva que se obtiene al intersecar la
superficie z = 4 — x*> con el planoy +z = 6,
tal y como se muestra en la figura a la derecha.

Calcular J F-dr.
C

Figura 6.1: Curva C.

6.4.31 (**) Area de un poligono simple.
Use la férmula del drea como una integral de linea para verificar que el drea de un poligono simple
de n vértices {(XOI UO), ceer (Xn—l/ Un—l)} €s

-1
A “Z (X1 + 1) (Yk+1 ~ Yi)

2
k=0

Asumimos que (xo,Yo) = (Xn, Yn)
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b.) (x+4)*=-2(y-3)
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. .
40 * trayectoria

AY
AY
\

\
\
ful H
Y

)
1
7
J

La trayectoria de la nave representa la parabola, se desea averiguar la distancia de la tierra (foco) a la nave
cuando se encuentre en el punto mas cercano, en este caso representado por V (vértice).

Note que el lado recto mide 80 millas, entonces:

4p = 80
_ 80
P 7
p = 20

Por lo tanto, lo mds cerca que pasa de la tierra es: 20 millas.
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4.1.12 | imageSigoback §idfis dimensiones son x, y para la base y z para la altura, el problema consiste en

minimizar C(x,y,z) = 2xy + 2 - 2xz + 4 - 2yz sujeto a la restriccién V = xyz = 8000 (entonces x, y, z > 0).
Aqui suponemos que las caras de $4cm? eran las de lados y y z.

Si lo resolvemos por Lagrange,

L(x,y,z, M) = 2xy + 4xz + 8yz — A(xyz — 8000)

Resolvemos Y

— x=40,y=20,z=10 (yA=2/5)

o O OO

4.1.13 | imagesigoback $idfis dimensiones son x, y para la base y z para la altura, el problema consiste en

minimizar C(x,y,z) = 2xy + 2 - 2xz + 4 - 2yz sujeto a la restricciéon V = xyz = 8000 (entonces x, y, z > 0).
Aqui suponemos que las caras de $4cm? eran las de lados y y z.

Si lo resolvemos por Lagrange,

L(x,y,z,A) = 2xy + 4xz + 8yz — A(xyz — 8000)

—

X

—

Yy
z

La

Resolvemos

—

— x=40,y=20,z=10 (yA=2/5)
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7.5 Solucion de los ejercicios

5.1. Integral doble.

5.1.1 @@nback. pdf
5.1.2 @@oback .pdf
5.1.3 @Oback. pdf
5.1.4 @@oback. pdf
5.1.5 %@oback .pdf
5.1.6 @Oback. pdf
5.1.7 @oback. pdf
5.1.8 @ﬂb“k&ﬁf dos regiones, la primera estd entre y =0y y =1 yentrelascurvas x=-y-1y

x ==Yy +1, es decir y = x*> — 1. La segunda regién estd entre y =1 y y = 3 y entre las curvas x = -2 y

y=x>-1.

-20

-15

-x-1

1-dydx

5/6
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correcto en la elipse.
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5.2. Cambio de Variable
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imag%s #goback ®dfdado, debe escoger la rama correcta en cada parabola.
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5.2.6 %@nback. pdf
5.2.7 %@oback. pdf

5.2.8 |imag back.léte que la curva celeste tiene ecuacién r = sent + cost con t € [-7/4, 3m/4]. La

regiéon sombreada requiere diferentes intervalos para cada curva. Mejor es calcular el area del circulo con
circunferencia celeste y restar el drea de la region que va de la circunferencia azul a la circunferencia celeste,
esa regon si estd entre 0 y 71/2 para ambas curvas.

T
2

B

r = sent+ cost r = sent+ cost

\
Il

3Tﬂ sin(t)+cos(t) Z psin(t)+cos(t) T 1
AR = I 1Tdrdt—j I 1rdrdt= = - =
-z Jo 0 J1 2 2
5.2.9 |imag back.pdf
5.2.10 | imag back.p#h el caso b) se puede obtener primero el érea de la region del cardioide en

[-7t/2, /2] y restar el area de la region entre el eje Y y la circunferencia. Luego puede utlizar este calculo
para responder la pregunta a.)

5.2.11 E@back. pdf
5.2.12 E@back. pdf
5.2.13 E@Oback. pdf



https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/material_didactico/no_revisado/ 

7.5. SOLUCION DE LOS EJERCICIOS (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/material_didactico/no_revisado/).

5.3. Volumen

5.3.1 imag%s/goback-sdmcién:

c.) Proyectando sobre YZ.

Ciz=4-x* Ny+x=3 = C:z=4-(y-3)%

ZA
C:z=4-(y-3)?
5 |
2.
C
1.
Ry R,
Y
1 1 2 =
-1t
3 p3-Vi—z . 2 pd-(y-3)y z
Vo = [[ i -Dayas [ [ 6-y-Drasay
0 J0O 3 1 J0 3
3 2 4 2
11
= J (3—\/4—2)(\/4— —E)dz+J BRI L
. 3 .6 3 6
_ B
-4
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5.4. Integrales Triples
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6.3. Integral de Linea de una funcién escalar
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Como se cumplen las condiciones para aplicar el teorema de Green en el plano, excepto la orientacién de la
curva, entonces

2 03
JF'dT = —J‘ J‘ 1 - 0dxdy = -8.
C -2 J3y2/4
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1
d) Cq: ma(t)=(t,1,00t € [0,1] = F- dT:I —12dt = -1
Cy 0

J F-dr=1/3+1/2-1
C

2, HrotF-Nds - HrotF-NdS + ﬂth-NdS.
S S S»

rot = (-1,-1,2y)

Para S; un vector normal es N1 = (1,—1,0) (acorde con la orientacién de C).
HrotF-Nl ds = jjo ds = 0
S1 S1

Para S; un vector normal es Ny = (0,—1,-1) (acorde con la orientacién de C).

1 p1
[[ rotF-Naas = J J 1-2ydydx = -1/2+1/3.
SZ 0 X

Finalmente, H rotF-NdS = 0+-1/2+1/3.
S

6.4.28 @oback APfique el teorema de Stokes con las superficies de la figura a la derecha.
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. - 128
6.4.29 1m39%5/ goback {Pdlf- dr = 5 Note que el vector normal adecuado, es N = (-2x, -1, =2z)/|[(-2x, -1, -2z)||.
c
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Capitulo

8.1 Examenes 2015

8.2 Primer parcial-1-2015

InstituTo TECNOLOGICO DE Costa Rica TIEMPO MAXIMO: 2 HORAS 30 MINUTOS
EscueLA DE MATEMATICA PUNTAJE TOTAL: 31
CALcULO SUPERIOR I SEMESTRE 2015
SaBaDO 28 DE MARZO 2015 3:30 P. M.

Primer Examen Parcial- I semestre, 2015

Instrucciones: Esta es una prueba de desarrollo, por lo que deben aparecer todos los pasos que lo llevaron
a su respuesta. Trabaje en forma clara y ordenada. No son procedentes reclamos sobre exdmenes resueltos
con lapiz (parcial o totalmente), o que presenten alguna alteracién. No se permite el uso de hojas sueltas,
calculadoras programables ni teléfonos celulares.

1. Considere la seccién cénica de ecuacién x> — 4x + 12y = 20.

(a.) [3 puntos]. Realice el dibujo de la seccién cénica anterior dando las caracteristicas mas importan-
tes de la misma.

(b.) [3 puntos]. Determine la ecuacién candnica de la elipse cuyo eje menor mide 10 y uno de sus
vértices y uno de sus focos coinciden con el vértice y foco de la cénica anterior.

4x* 3(y-2)? N 472

2. Considere la superficie S de ecuacién: 5 =1.

4 25
(a.) [3 puntos]. Dibuje por aparte las trazasx =0,y =2y y = 0.
(b.) [3 puntos]. Dibuje la superficie S.

2

2
3. Considere las superficies Sy : +1JZ:1,32: x+z2=4,83: x=2,84:y=0y Ss: z=0.

N

(a.) [2 puntos] Dibuje por separado y en el primer octante, las superficies Sy y Sz

(b.) [3 puntos]. Dibuje en el primer octante el s6lido limitado por las superficies de S1, S2, S3,S4y S5
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4. [5 puntos]. Sea g derivable y f una funcién con derivadas parciales de segundo orden continuas.

07z
D . L
etermine %0y siz = f(xsen(y), g(x))

5. [5 puntos]. Sea z definido implicitamente por medio de la relaciéon z = x - f (E) con f una funcién con
z

derivada continua. Verifique que se satisface la ecuacién dada por:

2
ox Yoy

6. [4 puntos]. Sea z = LZ + 2y? — y. Determine la derivada direccional de z en el punto A = (1,2) en
direccion del vector AB para B = (3,7).

8.3 Solucion resumida: | parcial, 1-2015

1. Considere la seccién cénica de ecuacién x? — 4x + 12y = 20.

(a.) [3 puntos]. Realice el dibujo de la secciéon PR
cénica anterior dando las caracteristicas més Y=
importantes de la misma. ) v

Solucién: Ec. Canénica: (x — 2)* = -12(y - 2); //\
F=(2,-1); p=-3. 2 x
*F

(b.) [3 puntos]. Determine la ecuacién candnica de la elipse cuyo eje menor mide 10 y uno de sus
vértices y uno de sus focos coinciden con el vértice y foco de la cénica anterior.
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Solucién:

Solucién: La elipse tiene un vértice

Vi =(2,2) yun foco F; = (2,-1). Como
su eje menor mide 10, entonces b = 5.
Entonces o
a-c = 3 2
-
Cz _ 02 _ 95 il (2,—11/3)
17
a = 3 .
C f— § s_
-3
.. Centro = (2, —11/3), ar
5 5 ; 4 2 [¥] é 4 & B
-2 +11
.. Ec. Canénica =27, W /3) =1

25 (17/3)2

4x? 3@y -2)? N 4_7.2

2. Considere la superficie S de ecuacion: o 1 5 = 1.

(a.) [3 puntos]. Dibuje por aparte las trazasx =0,y =2y y = 0.

1) Traza x = 0 corresponde a la curva = Ul 2° _ 1, x=0
- p 25/4 43 T
x? 2
2) Traza y =2 corresponde a la curva 974 + 2574 =1;,y=2
x> Z2
3) Traza y = 0 corresponde a la curva ) + 2% = 1,y=0.

(b.) [3 puntos]. Dibuje la superficie S.
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2
3. Considere las superficies Sy : X—6
z

4,S3: x=2,8:y=0y Ss:

—_

2
+y— =1,8: x+z=
o)

(a.) [2 puntos] Dibuje por separado y en el primer
octante, las superficies Sy y Sz

(b.) [3 puntos]. Dibuje en el primer octante el sélido
limitado por las superficies de S1, S2, S3,S4y Ss

4. [5 puntos]. Sea g derivable y f una funcién con derivadas parciales de segundo orden continuas.
aZ
Determine ax;y siz = f(xsen(y), g(x))

Solucién: Primero hacemos un cambio de variable: z = f(U, V) con U = xsen(y) V = g(x).
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0%z 0 (of(U,V)
ooy &( au 'Xcosy)
0z of of
— = — Uy, +="V, 2 2
dy ou Y ov Y y = (%-Ux+ai)/—afu-vx)xcosy+cosyaa—il
of of
= u XSyt gyl 02f 2f of
= (m-senqu avau-g(x))xcosy + cosy 3U

5. [5 puntos]. Sea z definido implicitamente por medio de la relacién z = x - f (g) con f una funcién con
derivada continua. Verifique que se satisface la ecuacién dada por:

Xaz+ 0z
ox yay —F

Solucién: Sea F(x,y,z) = z—x-f(

de variable,

n e

) . Como debemos aplicar la regla de la cadena, hacemos un cambio

F(x,y,z) =z—-x-f(U) con U= g
0z _ K S1f(U) = xf(W)-0 _ f(U) o Z2(U)

I = - / -2 :
ox F, 1—x-f(U)- _;J 14 xyf’ (U) 2% + xyf’(U)

z )
oz Fy o zxf(U)
oy . 2Z2+xyf(U)
Sustituimos:
22
—_—
z - [ xzf(U) +xyf’ (L)
2 ’ .2 . 4
. z=f(U) ry- zxf'(U) :xzf(U)+y zxf(U): =L
z2 + xyf (U) z2 + xyf’(U) z2 + xyf’(U) Z2 + xyf(U)

6. [4 puntos]. Sea z = _xi +2y? — y. Determine la derivada direccional de z en el punto A = (1,2) en
direccién del vector AB para B = (3,7).
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AB (2,5
IIAB| V29

Solucién: Sea i = Vz = (2x, 4y — 1).

Daz(1,2) = 2,7)- 22 = 32

V29 V29

8.4 Primer parcial extraordinario—1-2015

Instrruto TECcNoLOGICcO DE Costa Rica TIEMPO MAXIMO: 2:30 HORAS
EscueLA DE MATEMATICA PUNTAJE TOTAL: 30
CALcuLO SUPERIOR I sEMESTRE 2015
SABADO 13 DE ABRIL 2015 9:AM

Primer Examen Parcial
Extraordinario

Instrucciones: Esta es una prueba de desarrollo, por lo que deben aparecer todos los pasos que lo llevaron
a su respuesta. Trabaje en forma clara y ordenada. No son procedentes reclamos sobre eximenes resueltos
con lapiz (parcial o totalmente), o que presenten alguna alteracién. No se permite el uso de hojas sueltas,
calculadoras programables ni teléfonos celulares.

1. 4> —-8x—-y?>-6y—-9=0

2. Considere la seccién cénica C que tiene asintotas oblicuas cuyas ecuacionessony = 2x-3yy+2x =5
y uno de los focos es (2,4)

(a.) [3 puntos] Determine la euacién canénica de la cénica C

(b.) [3 puntos] Realice el dibujo de la seccién cénica C, dando las caracteristicas mds importantes de
la misma.

3. [4 puntos] Determine y dibuje el dominio maximo de la funcién f de ecuacién:
V6y +9x —y2 — 18
7 .

fx,y) =
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2
R

4. Considere la superficie S de ecuacion: (z — 4)* — 9x* — 4

(a.) [3 puntos] Dibuje las trazas y =0, z=0y x =0
(b.) [2 puntos] Dibuje la superficie S

5. Considere el s6lido Q limitado por las superficies S1: z =4y -y2, Sp:y=2x, S3:y=2, Sg:x=0
y S5:z2=0.

(a.) [2 puntos] Dibuje por separado las supericies S; y S».

(b.) [3 puntos] Dibuje el s6lido Q

x? +y?
6. [4 tos] S =
[4 puntos] Sea u -~

. Verifique que se satisface la ecuacién dada por:

B
0x yay_

7. [5 puntos] Sea g una funcién con segunda derivada continua y f una funcién con derivadas parciales

. > .0z 0z 0’z
de segundo orden continuas y sea z = f* (3x + 2y,2y) + g(x — y). Determine I + —

8. Considere una funcién z definida implicitamente en términos de x y y por medio de la relacién:
Xy +2%xy +y = 4.

(a.) [2 puntos] Determine la maxima derivada direccional de z en el punto A(1,1) cuando z = —V2

(b.) [3 puntos] Determine si existe una direccioén en la que la derivada direccional de z en A (cuando
z = —V2) sea igual a 4.

Soluciéon resumida: No esta editada.
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8.5 Segundo parcial-1-2015

Instrruto TECNOLOGICO DE Costa Rica TIEMPO MAXIMO: 2 HORAS 30 MINUTOS
EscueLA DE MATEMATICA PUNTAJE TOTAL: 32 PUNTOS
CALcuLO SUPERIOR II SEMESTRE 2015
Mayo 2015 12:30 . M.

IT Examen Parcial Ordinario

Instrucciones: Esta es una prueba de desarrollo, por lo que debe presentar todos los pasos necesarios
que le permitieron obtener cada una de las respuestas. Trabaje en forma clara, ordenada. No se acogeran
reclamos en exdmenes resueltos con ldpiz 0 que presenten algtn tipo de alteracién. Solo se permite el uso
de calculadora que realice operaciones elementales 0 calculadora cientifica no programable. No se permite
el uso de celular durante el desarrollo de la prueba, manténgalo apagado 0 en silencio.

1. Considere la funcién g de criterio g(x, y) = (x* +y?) - e~ 0y,

(a.) [2 puntos]. Verifique que el punto (0,0) es un punto critico de g.

(b.) [2 puntos]. Justifique que cualquier punto (x, y) sobre la curva de ecuacién x* + y? = 1, también
es punto critico de g.

2. [4 puntos] Considere el problema de optimizacién de maximizar la funcién P(x, y) = x?y, sujeto a la
restriccion x? + 8y? = 24, el cual posee en total seis puntos criticos. Determine dichos puntos criticos e
indique cudl o cudles maximizan la funcién P.

-3
3. Considere el sélido E delimitado por las superficies de ecuacién S1:z =3x,S,:y =2,53:z = ?(x -3)
,S4:y2=2(x-1),S5:y=0 y S¢ : z = 0, que se muestra en la figura 8.1.

(a.) [4 puntos] Dibuje las proyecciones del
s6lido E en los planos XYyYZ.

(b.) [3 puntos] Plantee mediante una o varias
integrales multiples el volumen del sélido
E, empleando la proyeccién en el plano
YZ. Debe determinar explicitamente los
limites de integracién.

(c.) [2 puntos] Determine una ecuacién del B T 4z Y

3 ~ =
plano tangente a la superficie S4 en el v
Figura 8.1: Sélido E.

punto P(g, 1,1).
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4. Sea f una funcién integrable en R? y considere la integral doble planteada sobre una regién R ¢ R?:

I= £f f(x, y)dA = Jol f;/j_? f(x, y)dxdy.

(a.) [2 puntos]. Dibuje la region de integracion R asociada a la integral anterior.

(b.) [2 puntos]. Plantee la integral I en términos de integrales iteradas en el orden dydx.

5. [5 puntos] Plantee ff xdA como suma de inte-

D
grales iteradas en coordenadas polares, donde

D es la regién del plano limitada por la parabo-
la 4x*> — 9y = 0, la recta 3y + 4x = 0 y el circulo
x? + y% = 25 (ver Figura 8.5). Debe determinar
explicitamente los limites de integracion.

O =

Figura 8.2: Region D del ejercicio 5.

6. [5 puntos] La figura 8.6 muestra el s6lido W de-
limitado en el primer octante por las superficies
de ecuacién
y+z =23, x2+22 = 1yx2+z2 =a?,conl < & < 3.
Calcule el volumen de W en términos de (y. Para
ello utilice la proyeccién en el plano XZy coor-
denadas cilindricas.

Figura 8.3: Sélido W.

8.6 Solucion resumida: Il parcial, 1-2015

1. Considere la funcién g de criterio g(x, y) = (x> +y?) - e~ 03y,

(a.) [2 puntos]. Verifique que el punto (0,0) es un punto critico de g.
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(b.) [2 puntos]. Justifique que cualquier punto (x, y) sobre la curva de ecuacién x? + y? = 1, también
es punto critico de g.

Solucién:
g = 2x e ) (1-x2—1?)
~——
(%) (+)
gy = 2y eI (1-x7 -y

~—— ————
() (+%)

Un punto P es punto critico de g si Vg(P) = 0.
a.) Vg(0,0) = 0 pues los factores (+) se anulansi x =0 y y = 0.

b.) Vg = (0,0) si x? + y? = 1 porque entonces los factores (++) se anulan.

2. [4 puntos] Considere el problema de optimizacién de maximizar la funcién P(x, y) = x?y, sujeto a la
restriccién x2 + 8y? = 24, el cual posee en total seis puntos criticos. Determine dichos puntos criticos e
indique cudl o cuédles maximizan la funcién P.

Solucién: La funcién objetivo es P(x, y) = x?y y la restriccion es x> + 8y? = 24.

Ly 2xy-2Ay=0 = L x=00,I: y=0

L,y A) =Xy —A?+8y2-24) = { Ly = x*-16yA=0

Ly = x*+8y>-24=0

I: Six = 0 sustituimosen (E3) = y = +V3. Dos puntos criticos: (0, +V3)

2 = 16y? sustituimos en (E3) = y = +1. Cuatro puntos criticos: (%4,

II:SiA = x sustituimos en (E2) = x

Comparando: P(0,+V3) =0, P(—4,-1) = P(4,-1) = 16, P(-4,1) = P(4,1) = 16

P es maximo en (—4,1), (4,1).
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3. Considere el s6lido E delimitado por las super-
ficies de ecuaciéon Sy :z = 3x, Sp:y =2, S3:

-3
ZZT(X_?))' Si:y?=2(x-1), S5:y=0y Q
Se : z =0, que se muestra en la figura 8.1 S e

/ . . e—
3 \‘ ,l i
________________ i

Figura 8.4: Solido E.

(a.) [4 puntos] Dibuje las proyecciones del sélido E en los planos XY y YZ.

.. 3 5 3 yz
Solucioén: C : z:—i(x—?)) Ny =2x-1) = Z:_E 7_2

2
A C:z:—g) Y
) 2\ 2

(b.) [3 puntos] Plantee mediante una o varias integrales multiples el volumen del sélido E, emplean-
do la proyeccién en el plano YZ. Debe determinar explicitamente los limites de integra- cién.
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Solucién:

V:II ( )1J—+1—Edzdy+JJ | —z+3-= dzdy
0 Jo 2 3 0 I3 (%2 3 3

(c.) [2 puntos] Determine una ecuacién del plano tangente a la superficie S4 en el punto P (%, 1, 1).
Solucién: S: G(x,y,z) =y?>-2x+1 = VG(2,2y,0) = VG(p)=(-2,2,0)

R/ Ec. cartesiana plano tangente: —2x + 2y = -1

4. Sea f una funcién integrable en R y considere la integral doble planteada sobre una regién R C R:

I= £f f(x, y)dA = Ll J_l:;_? f(x, y)dxdy.

(a.) [2 puntos]. Dibuje la regién de integracién R asociada a la integral anterior.

(b.) [2 puntos]. Plantee la integral I en términos de integrales iteradas en el orden dydx.

Solucién:

0 V1-x2 1 pl—-x
I = J J f(x,y) dydx +J J f(x,y) dydx
-1Jo 0 Jo
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. [5 puntos] Plantee fjdi como suma de
D

integrales iteradas en coordenadas polares,
donde D es la regién del plano limitada por
la paradbola 4x* — 9y = 0, la recta 3y + 4x = 0
y el circulo x> + y?> = 25 (ver figura 8.5).
Debe determinar explicitamente los limites de
integracion.

Solucién:

9sen 6

0, )
4 cos% O
= J f TCos 0
0 Jo

0, p5
J j rcos® rdrdb
0, Jo

rdrd® +

6, =1 — arctan(4/3) A t; = arctan(4/3)
P, et .,g._._.........------- :
: L
2 | N
: oo
ff . ' 9sinty
/ | 4cos?t
/ 5 = ’
f 5 : \
| E i \
: i |
1 ! i 1 =
-3 3

. [5 puntos] La figura 8.6 muestra el sélido W de-
limitado en el primer octante por las superficies
de ecuaciony +z=3,x>+22 =1y x? +2? = o,
conl < a < 3. Calcule el volumen de W en
términos de (y. Para ello utilice la proyeccién

en el plano XZ y coordenadas cilindricas.

Solucién:

Vo T drdf

[

ud
2

X
j J (3—=rsinO)r drdo
0 J1

=  5(4-40®-97+90n)

8.6. SOLUCION RESUMIDA: Il PARCIAL, I-2015 (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/material_didactico/no_revisado/).

iggiw e

Figura 8.5: Region D del ejercicio 5.

x =rcosé
z=rsend

Figura 8.6

D =

110
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8.7 Segundo parcial extraordinario—1-2015

InstituTo TECNOLOGICO DE Costa Rica TIEMPO MAXIMO: 2 HORAS 30 MINUTOS
EscurLa pE MATEMATICA PUNTAJE TOTAL:

CALCULO SUPERIOR IT SEMESTRE 2015
Mayo 2015 12:30 P. M.

II Examen Parcial Extraordinario

Instrucciones: Esta es una prueba de desarrollo. Por tanto, incluya el procedimiento que utiliz6 para llegar a
sus respuestas. Las preguntas resueltas con 1dpiz o que presenten secciones pintadas con témpera (corrector)
no podran apelarse. Utilice un cuaderno de examen u hojas debidamente grapadas. No utilizar teléfono, ni
calculadora programable.

1. [3 puntos] Considere la superficie S de ecuacién x* + y? + (z — 2)? = 4. Determine una ecuacién del
plano tangente a S en el punto P(0, 2,2).

2. [5 puntos] Considere la funcién f(x, y) = 3xy — x*y + y? + 2y. Determine y clasifique todos los
puntos criticos de f.

3. [5 puntos] Una empresa gasta semanalmente x miles de délares en mano de obra y y miles de
délares en equipo. Ademaés se sabe que el nivel de producciéon semanal de la empresa viene dado por
P(x, y) = 60x%y% (unidades). Determine cémo deben distribuirse 120 mil ddlares entre la mano de
obra y equipo para obtener la mayor produccién posible y de cuanto es esa produccién. Utilice
multiplicadores de Lagrange.

r=2+2sen( )

4. [6 puntos] Utilice integrales dobles en coorde-
nadas polares para plantear el drea de la region
sombreada K, la cual se muestra en la Figura 1.

(_r+2}?+ (_'_.‘«2}:: 8

Figura 8.7: Region K
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5. Considere el drea Ag de la regién R del plano dada por:

0 p2+V-2(y-2) 2 p2+-2(y-2)
AR = J J dxdy + J J dxdy
-6dJ—y 0 J2-4-2(y-2)

(a.) [4 puntos]. Dibuje la regién R.
(b.) [2 puntos]. Plantee el drea de R utilizando el orden de integracién dydx.

(c.) [2 puntos]. Calcule el drea de la region R.

6. [5 puntos] Plantee las integrales muiltiples ne-
cesarias para calcular el volumen del sélido E
limitado por las superficies Sy : x = 4 — yz, Sy
2x+y+z=2,53:y+z2=2,54:2=0y S5:y=0
que se muestra en la Figura 2. Debe dibujar la
proyeccioén que utiliza para dicho planteamien-
to, y determinar explicitamente los limites de
integracion. 4 X =4-)?

Figura 8.8: Solido E

Solucion resumida: No esta editada.

8.8 Tercel parcial-1-2015

InstiTuTO TECNOLSGICO DE Costa Rica TIEMPO MAXIMO: 2 HORAS 30 MINUTOS
EscueLA DE MATEMATICA PUNTAJE TOTAL:
CALcuLO SUPERIOR I sEMESTRE 2015

Tercer Examen Parcial

Instrucciones: Esta es una prueba de desarrollo, por lo que deben aparecer todos los pasos que lo llevaron
a su respuesta. Trabaje en forma clara y ordenada. No son procedentes reclamos sobre exdmenes resueltos
con lapiz (parcial o totalmente), o que presenten alguna alteracién. No se permite el uso de hojas sueltas,
calculadoras programables ni teléfonos celulares. En el cilculo de integrales, debe indicar la region de integracion.
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1. [5 puntos] Calcule la integral J x*>+y?ds donde C esla

C
curva que se muestra en la figura 8.14

2. [5 puntos] Calcule la integral J F- dr donde F =
C
(xy?%, yx> —xy) y C esla curva orientada que se muestra

en la figura 8.15

3. [5 puntos] Calcule la integral ff X —y + 2zdS. La
s

superficie S : y = x se muestra en la figura 8.16. La
superficie S esta limitada los planos z =1, y =1 yel
elipsoide x> + y% + 222 = 18.

113

Ci(x-22+y*=4

Figura 8.9

Figura 8.10
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4. [5puntos] Seaelsélido Q limitado por las superficies z = 4
y el cono x?+y? = (z—1)?, tal y como se muestra en la figura

8.17. Calcule la integral jf F-NdS donde F = (xy?, 1, z)
S

y N es un vector normal unitario, exterior al sélido Q, y la
superficie S es la frontera de Q, es decir, S = 0Q.

Figura 8.11: Sélido Q.

C:C1+C2+C3+C4

5. [5 puntos] Calcule la integral J F - dr donde F =

C
(zx, zy, x) yademds C = C; + C2 + C3 + C4 es la curva
que se muestra en la figura 8.18

Figura 8.12

6. [5 puntos] Considere el campo F = (y, x,z).

a.) [1 puntos] Verifique que el campo F es conservativo

b.) [3 puntos] Calcule la integral J F. dr donde C es

C
la curva orientada que se muestra en la figura 8.19.

Figura 8.13

8.9 Solucion resumida: lll parcial, 1I-2015
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Z
2
1. [5 puntos] Calcule la integral | x*>+y®ds donde C esla 4 ¥
C
curva que se muestra en la figura 8.14 A
Ci(x-22+y*=4
Figura 8.14
Solucién: Parametrizaciéon: C : r(t) = (2 +2cost, 2sent, 0) = (x(t),y(t),z(t)), t € [0,mx].
1(t) = (-2sent, 2cost,0).
2, .2 [ 2 21 (14
[ @evas = | ePeywdvoa
C Jc
7T
= [(2 +2cost)? + (2sen t)?]V4 dt
Jo
T
= 16(cost+1) dt = 167
LY O
YA
" (—2P+y7 =4
2. [5 puntos] Calcule la integral J F- dr donde F =
C
(xy%, yx> —=xy) y C eslacurva orientada que se muestra l Ryy C
en la figura 8.15
1 %
Figura 8.15

Solucién: Podemos aplicar el teorema de Green en el plano. La curva es cerrada simple y esta orientada
contr-reloj. F = (P, Q) = (xy?, yx*> — xy)
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” [2xy —y — 2xy]| dA
Ry

4 pV4-(x-2)2
J J -y dy dx
1 Jo

4 y2 4—(x~2)?

dy dx
4
- - L (4-(x—27?) dx = —9/2

[F-dr
C

0

3. [5 puntos] Calcule la integral ff (x —y + 22)dS. La

S
superficie S : Yy = x se muestra en la figura 8.16. La
superficie S esta limitada los planos z =1, y =1 y el

elipsoide x? +y2 + 222 = 18.

Figura 8.16

Solucién: S : x =y, entonces dS = \/1 +(xy)? + (x2)? dA = V2 dA

If(x—y+22)d$
S

n\/é 9—'92

- V3 J
Ji
o (o

= V2 J 2z dzdy
Ji N
~V8 —

= 2 1 2 v dy
~V8

= V2| ©9-y*-1ady
1

Vo
J J ’ (x —y +22)V2 dzdy
1 N

(y—y+2z)dzdy (pues S: x =y)

\/‘(ﬂ—§)~10491
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4. [5puntos] Seaelsélido Q limitado por las superficies z = 4
y el cono x?>+y? = (z—1)?, tal y como se muestra en la figura :

8.17. Calcule la integral jf F-NdS donde F = (xy?, 1, z) |

S
y N es un vector normal unitario, exterior al sélido Q, y la ’

superficie S es la frontera de Q, es decir, S = 0Q.

Figura 8.17: Sélido Q.

Solucién: Podemos aplicar el Teorema de la Divergencia. DivF = y2 + 0+ 1,

H F-NdS = JH’(yZ +1)dV
S Q
= J (y*>+1)dz| rdrde
JOo JO 1+yx2+y?2
= Jo ) (y +1)Z|1+W rdrd6
27T 3
= (y?+1) (3—\/)@ +y2) rdrdo
Jo Jo
27T

r3
= (r’sen?0 +1) (3 —1) rdrdo

Jo Jo
27T 2
9 243sen-0 4237
= -+ —— | d0 = — =~ 66.4447
Jo (2 20 ) 20

5. [5 puntos] Calcule la integral J F - dr donde F =

C
(zx, zy, x) y ademds C = C; + C, + C3 + C4 es la curva
que se muestra en la figura 8.18

2+yr=9

y=x*+1

Figura 8.18

117
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Solucion: C es una curva cerrada simple, suave a trozos. Podemos usar el Teorema de Stokes (T. Green
en el espacio). Tenemos dos opciones, proyectar sobre el plano XY o sobre el plano YZ.

Proyectando sobre el plano XY. En este caso, S: z=4 - x2 y N =(-zy, —zy,1) = (2x,0,1).

JF-dr
C

JJ RotF - N dS
S

- If(_y' x—=1,0)-(2x, 0,1) dA
Ry

2 ex?41 62
_J J‘ _ny dy dx = — =~ 20.6667
0 JO 3

1
Proyectando sobre el plano YZ.Enestecaso, S: x=V4—zy N = (1, —x, —Xx;) = (1,0, —) .
y Y o 2Wi-z
J F- dr
C

f RotF - N dS
S

1
—RfX{(—y, x—1, 0)'(1'0'2\/472) dA (%)

4 p5—z
62
—J J -y dydz = — = 20.6667
0 Jo 3

Nota. La integral (+) no es impropia pues al hacer el producto punto, el integrando es una funcién
acotada. Las discontinuidades en un integrando acotado no afectan la integral sin constituyen un
conjunto de medida cero.

6. [5 puntos] Considere el campo F = (y, x,2).

a.) [1 puntos] Verifique que el campo F es conservativo

Solucién: Como RotF = (0,0,0), El campo F es conser-
vativo sobre regiones simplemente conexas.

b.) [3 puntos] Calcule la integral f F- dr donde C es

la curva orientada que se muestra en la figura 8.19.

Figura 8.19
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Solucion: Como el campo es conservativo, podemos calcular la integral usando “independencia del
camino” o una funcién potencial.

Usando otra curva C’: Podemos usar la curva C’ que une A con B. En este caso, —-C" : 1(t) =
(t,5,0), t € [0,2].

S
j F-dr = - F-dr
C JC’
r2
= —| @ x 2)-(1,0,0) dt
JO
r2
= —| 5dt = -10
JO

Usando una funcién potencial: V¢ = F = (x,y, z), entonces

.
¢ = ydx = yx+K
[ 2
= d = K
M R [ Fodr = $(B) - 0(A) = 6(0,5,0) - $(2,5,0) = -
c
r Z2
$ = |zdz = 5+K3

8.10 Tercel parcial extraordinario—1-2015

Instrruto TECNOLOGICO DE Costa Rica TIEMPO MAXIMO: 2 HORAS 30 MINUTOS
EscueLa DE MATEMATICA PUNTAJE TOTAL:32
CALCULO SUPERIOR I SEMESTRE 2015

Tercer Examen Parcial — Extraordinario

Instrucciones: Esta es una prueba de desarrollo, por lo que deben aparecer todos los pasos que lo llevaron
a su respuesta. Trabaje en forma clara y ordenada. No son procedentes reclamos sobre exdmenes resueltos
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con lapiz (parcial o totalmente), o que presenten alguna alteracién. No se permite el uso de hojas sueltas,
calculadoras programables ni teléfonos celulares. En el cilculo de integrales, debe dibujar e indicar la region de
integracion.

1. Considere la integral I = J‘ (4xy — 2%)dx + 2x*dy — 3xz>dz, donde C es una trayectoria orientada que

C
va desde el punto A = (2,2,3) al punto B = (2,-3,0).

a) [2 pts.] Verifique que el valor de I no depende de la trayectoria C seleccionada.
b) [3 pts.] Calcule I utilizando cualquier trayectoria orientada de A hacia B.

c) [3 pts.] Calcule I utilizando una funcién potencial.

2. [4 pts.] Considere el campo vectorial F(x,y) = (—y,x) y sea
C la curva cerrada y positivamente orientada de ecuaciéon
T =2(1+sen®), con O € [0,27], que se muestra en la figura

adjunta. Calcule 3€ F-dr.
C

3. [4 pts.] Calcule el drea de la superficie S : x +y = 4,
limitada por los planos x = 0, z = 0y z = 4, y la superficie
z =4 —x?, tal y como se muestra en la figura adjunta.

4. [5 pts.] Calcule ff F-ndS, con n el vector normal unitario

§
orientado como se muestra en la figura adjunta y F el campo
vectorial definido por:

F(x,y,2) =2yt + x%2% + (z - 1)°k
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£
5. [5 pts.] Calcule
E

ff(zz +%,2y +xz,eX +1y°) - ndS, 3

S .,
si S es la frontera del sélido simple E limitado por Sy : y = %2,
Sr:4z+3y =12, S3:y =4y S4:z=6,que se muestra en la ‘{(__,...f«-’
figura adjunta, y n es el vector normal unitario exterior a E. B

6. [6 pts.] Utilice Stokes para calcular J F-dr, siF(x,y,z) =
C
(22, —xy,x?) y C es la frontera de la regién plana de ecuacién

2z — 3x = 2, limitada por el paraboloide z = x* + y? y los
planos z = 4y y = 0, tal y como se muestra en la figura
adjunta.

8.11 Solucion resumida: lll parcial extraordinario, 1-2015.

1. Considere la integral I = J (4xy — 2%)dx + 2x*dy — 3xz>dz, donde C es una trayectoria orientada que

C
va desde el punto A = (2,2,3) al punto B = (2,-3,0).
a) [2 pts.] Verifique que el valor de I no depende de la trayectoria C seleccionada.

Solucioén: Verifique que F es conservativo.

b) [3 pts.] Calcule I utilizando cualquier trayectoria orientada de A hacia B.

Solucién: C’: r(t) = A+t(B—A) con t € [0,1], es decir, r(t) = (2,2 — 5t,3 — 3t).

1
I= J (4xy — 2%)dx + 2x2dy — 3xz%dz = J [18(3 — 3t)> —40]dt = 14
C 0
c) [3 pts.] Calcule I utilizando una funcién potencial.

Solucién: Una funcién potencial es ¢(x,y,z) = 2x*>y—xz>+K = [=¢(2,-3,0)— $(2,2,3) =
14
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2.

[4 pts.]| Considere el campo vectorial F(x,y) = (—y, x) y sea
C la curva cerrada y positivamente orientada de ecuacién
r=2(1+sen®), con O € [0,27], que se muestra en la figura

adjunta. Calcule 3@ F-dr.
C

Solucién: Como C es cerrada simple, podemos utilizar el
Teorema de Green:

2(1+sen 0)
jEFdr: ”1—(1) J J 2rdrdo =
0 0

qu
127

. [4 pts.] Calcule el area de la superficie S : x+y =

limitada por los planos x = 0, z = 0y z = 4, y la superficie
z =4 —x?, tal y como se muestra en la figura adjunta.

Solucion: Proyectando sobre XZ :

4
[ 32
A= H 1+y2+y2dA = J V2dxdz = ?

Vi—z

. [5 pts.] Calcule f F-ndS, con n el vector normal unitario

S
orientado como se muestra en la figura adjunta y F el campo
vectorial definido por: F(x,y,z) = 2yi+x22% + (z — 1)*k

Solucién:

6

f FndS = !U(Zy, x2%, (z=1)7)(=1, %y, xz) dS = EJ( -
S S

)

[5 pts.] Calcule ff(zz +x,2y + xz, e~ + y3) -ndS,siSesla
S

frontera del s6lido E limitado por Sy : 4z+3y =12, S3:y =4,

S4:1z=6yS1:y= x2, tal y como se muestra en la figura
adjunta, y n es el vector normal unitario exterior a E.

Solucién: Como S es la frontera de un sélido simple, pode-
mos aplicar el Teorema de la Divergencia. DivF =1+2+0

H(zz+x,2y+xz,ex+y3)-nd5 = J J J 3dzdydx =
“S x2 J3-3/4y

2y+e-1)

768
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6. [6 pts.] Utilice Stokes para calcular J F - dr, si
C
F(x,y,z) = (z%,—xy,x?) y C es la frontera de la region

plana de ecuacién 2z — 3x = 2, limitada por el paraboloide
z=x?+y?ylosplanos z =4y y = 0, tal y como se muestra
en la figura adjunta.

Solucién: La curva es cerrada simple, podemos aplicar el
Teorema de Stokes: RotF = (0, 2z — 2x, —y)

4 EIRETE ™
J 3 ydydz %

JC F-dr = J.J‘(O, 22-2x, —y)-(1, =xy, —xz) dA = J

Ryz 1 J0

8.12 Examen de Reposicion-1-2015

InstituTo TECNOLOGICO DE Costa Rica TIEMPO MAXIMO: 2 HORAS 30 MINUTOS
EscueLA DE MATEMATICA PUNTAJE TOTAL: 36 PUNTOS
CALcuLO SUPERIOR IT SEMESTRE 2015

Examen de reposicion

Instrucciones: Esta es una prueba de desarrollo, por lo que debe presentar todos los pasos necesarios
que le permitieron obtener cada una de las respuestas. Trabaje en forma clara, ordenada. No se acogeran
reclamos en examenes resueltos con lapiz o que presenten algtn tipo de alteracién. Solo se permite el uso de
calculadora no programable. No se permite el uso de celular durante el desarrollo de la prueba, manténgalo
apagado o en silencio.

1. [ 4 puntos] Determine la ecuacién candnica de la hipérbola H, la cual contiene el punto (4,5) y cuyos
2 .2
=1

vértices coinciden con los focos de la elipse TR

2. Sea f una funcién con derivadas de segundo orden continuas. La ecuacién xz + f(x?,y?) = 0 define
a z como funcén implicita de x y y.

0z 0z
a) a[ 4 puntos] Calcule I y @
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2

b) b [ 4 puntos] Calcule g_z
y?

3. [5 puntos] Sea z = yxe™* + y2. Calcule y clasifique los puntos criticos de z.

8—2%/2 8-z2/2
4. [5 puntos] Considere la integral I = I I xy dydz + J J xy dydz. Dibuje la regién de
0 Ja- 4
integracion y plantear la integral I usando el orden de mtegraaorTZdZ dy.

Z i
—2(z—8)
5. [5 puntos] Considere el s6lido Q tal y como se A z\i
muestra en la figura 8.24. Calcule el volumen del
s6lido Q (debe dibujar la regién de integracion
con todo detalle).
et

e x+y =4

Figura 8.20

6. Sea F(x,y,z) = (xy, z—y, 0) y C=C1+C2+C3
donde C;, C;, y C3 se muestran en la figura
8.25.

a) a [1 puntos] Verifique que el campo F es
conservativo

b) b [3 puntos] Calcule J F-dr
C 4 x+y=4

Figura 8.21
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Z 4\ z=2—-x
2
7. [5 puntos] Calcular ff F-NdSsiS: z=
s
2 — x, tal y como se muestra en la figura 8.26, .
y F(x,y,2) = (x> +y2, 1, z) (Debe dibujar la -
region de integracion con todo detalle). -_— _ﬁz
-l :
?+y2=1
Figura 8.22

8.13 Solucion resumida: Examen de reposicion, | semestre, 2015

1. [ 4 puntos] Determine la ecuacién canénica de
la hipérbola H, la cual contiene el punto (4,5) y

cuyos vértices coinciden con los focos de la elipse
27 2

Xy
o
16 25 |
XZ yz |'|l ‘ |
Solucién: Los focos de la elipse T + 5 = 1 son | ! '
(0, £3), pues c2=25-16 = c=3. | I
Los vértices de Hson (0, +3), entonces H tiene cen-
troen (0,0) y a = 3. La ecuacion canénica de H es v E
2 2 - ,
% - % =1, sustituyendo (4,5) en esta ecuacién ob- Tag e ®
2 2
ys X
t = - —=1.
enemos 5 5

2. Sea f una funcién con derivadas de segundo orden continuas. La ecuacién xz + f(x?, y?) = 0 define
a z como funcén implicita de x y y.

0z 0z
a) a[ 4 puntos] Calcule I y @
b) b [ 4 puntos] Calcule &
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Solucién: Debemos hacer un cambio de variable para poder aplicar la regla de la cadena: F(x,y,z) =

xz + f(w,v) con u=x*y v=y

% - _z+fu 2x

ox X

% _ _fv'2y

oy pe

0z 0 |2y-f 1

@ = _@[%] = _;' [2f, + fuv2y - 2y]

3. [5 puntos] Sea z = yxe™* +y2. Calcule y clasifique los puntos criticos de z.

Solucién:

Zx ye *(1-x) =0 = {2

a.) Puntos criticos:

zy xe X +2y = 0 (E2)

Sustituyendo y = 0 en (E2) obtenemos el punto critico (0,0).

Sustituyendo x =1 en (E2) obtenemos el punto critico (1, —1/2e).

b.) Clasificacién: H(x,y) = [ye ™(x —2)][2] - [e™*(x — D)]?

Punto P H(P) fxx(P) Clasificacién
(0,0) -1 (0,0,0) es punto de silla

(1,-1/2¢) 1 1/2 (1, —%, —% + %2) es minimo local

0 (8-y?/2 4 (8-y?/2
4. [5 puntos] Considere la integral I = ‘[ I 2y dzdy + J J 2y dzdy. Dibuje la regién de
-4 J8+2y 0 J8-2y
integracion y plantear la integral I usando el orden de integraciéon dy dz.


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/material_didactico/no_revisado/ 

8.13. SOLUCION RESUMIDA: EXAMEN DE REPOSICION, | SEMESTRE, 2015 (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/material_didactico/no_revisado/). 127

Solucién:

z/2-4 Vie-2z
J J 2ydydz+J J 2y dydz
Vi6-2z 4-z/2

z=8+2y !

Figura 8.23

5. [5 puntos] Considere el s6lido Q tal y como se
muestra en la figura 8.24. Calcule el volumen del
solido Q (debe dibujar la region de integracion

con todo detalle).
Solucioén:
r-3
Vo = [ (8 —y?/2 — 0) dydx
JO JO
r3 314-x
Y
= 8y — = dx
JO 6 0
r3 4 — 3
= (8(4—x)—ﬂ) dx
Jo 6 Figura 8.24
_ gl @0t 395
- 2 24 |, 8
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6. Sea F(x,y,z) = y+z x-y, x+z)y C =

C1+ C2+ C3 donde Cq, Cp, y C3 se muestran 7
en la figura 8.25.
a.) [1 puntos] Verifique que el campo F es
conservativo
b.) [3 puntos] Calcule J F-dr
C
Solucion:

a.) RotF =(0,0,0), entonces F es conservativo
sobre regiones simplemente conexas.

b.) Usando una funcién potencial:

2 x+y=4
o(x,y,2) = xy+xz—972+%+K 5 4
Figura 8.25
- J F-dr = ¢(2,2,0) - $(4,0,0) =2
C
Usando otra trayectoria C’:
-C":r(t) = (t,4—1t,0), con t € [2,4]
4
[ F-dr = —J 4-t+0, t—-4+t, t+0)-(1,-1,0)dt
\ 2
4
= —J (8-3t)dt = 2
2
Zﬂs gz =2 =%
2

7. [5 puntos] Calcular ff F-NdSsiS: z=2-x,
S

tal y como se muestra en la figura 8.26, y
F(x,y,z) = (x* +y?, 1, z) (Debe dibujar la
region de integracién con todo detalle).

Figura 8.26
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Solucién: Como S: z=2—-x = N;=(1,0,1).

J:J‘F'Nds = ‘H)(X2+y2,l,z)-(l,0,1) dA
S

RXU

= J.Ji(xz +y2+2)dA

Ry
rtT[/Z 1
= J(r2+2—rcose)rdrd9
Jo 0
rTt/2 4 3 1
= 1+r2—1cose do
Jo 4 3 0
(72 (5 1 51 1
= - — = 0] d0 = — — = ~ 1.63016
J (4 3 <® ) 8 3
8.14 Examenes 2016
8.15 | parcial, I-2016
InstiTUTO TECNOLOGICO DE Costa Rica Tiempo: 2:30 horas
EscuiLA DE MATEMATICA Valor: 30 puntos

MA-2104 CALCULO SUPERIOR

I EXAMEN PARCIAL

Instrucciones: Esta es una prueba de desarrollo, por lo que deben aparecer todos los pasos que lo llevaron
a su respuesta. Trabaje en forma clara y ordenada. No son procedentes reclamos sobre exdmenes resueltos
con lapiz (parcial o totalmente), o que presenten alguna alteracién que haga dudar de su legitimdad. No
se permite el intercambio de instrumentos ni el uso de dispositivos con memoria de texto ni conectividad a
Internet, y tampoco el uso de hojas sueltas.

1. Considere la pardbola P cuya grafica se muestra en la figura 1. Determine la ecuacién canénica de la
elipse E cuyo centro es el foco de P y contiene los puntos (0,0) y (9,-3). (5 puntos)
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YA

=Y

Figura 8.27: Parabola P y elipse E

2. Realice la gréfica e indique las caracteristicas principales de la seccién cénica de ecuacién C : 4x%+y? =
2y + 3. (5 puntos)

3. Considere el s6lido Q limitado por las superficies S : x?+1=y, Sp:z=5 S3:y+z=10 y
Sg:z=0.

a.) Dibuje la superficie S; . (3 puntos)

4. Determine el dominio méximo D de la funcion f, la cual estd definida mediante el criterio:

f(x,y) =log(x —y) —Vy —-x*>+1,

ademas realice la representacion grafica de D. (4 puntos)

5. Sea z definida mediante z = xf(y) + yg(x),con f y g funciones dos veces derivables.

Verifique la identidad: (5 puntos)

N 0%z _y 0z 0z
Y 0xdy 0x dy

6. Considere la ecuacién g(3x -y, y?>z) = x> —z en la cual se define la funcién z en forma implicita,con

0 0
g una funcién con derivada continua. Determine a—i y £ (4 puntos)
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8.16 Solucion resumida I parcial, I-2016

InstITUTO TECNOLOGICO DE COosta Rica Tiempo: 2:30 horas
EscueLa DE MATEMATICA Valor: 30 puntos
MA-2104 CALCULO SUPERIOR

SOLUCION RESUMIDA DEL I EXAMEN PARCIAL

Instrucciones: Esta es una prueba de desarrollo, por lo que deben aparecer todos los pasos que lo llevaron
a su respuesta. Trabaje en forma clara y ordenada. No son procedentes reclamos sobre exdmenes resueltos
con lapiz (parcial o totalmente), o que presenten alguna alteracion que haga dudar de su legitimdad. No
se permite el intercambio de instrumentos ni el uso de dispositivos con memoria de texto ni conectividad a
Internet, y tampoco el uso de hojas sueltas.

1. Considere la pardbola P cuya grafica se muestra en la figura 1. Determine la ecuacién canénica de la
elipse E cuyo centro es el foco de Py contiene los puntos (0,0) y (9,-3). (5 puntos)

YA

Figura 8.28: Parabola P y elipse E

Solucién

Segtin la figura 1, la parabola P tiene ecuacién (x —4)? = 4p(y + 3). Ademéas como (0,0) es un

punto de la pardbola P, al sustituir obtenemos que p = 3 Entonces el foco de la pardbola es
F=(4,-5/3).

Ahora, la ecuacién canénica de la elipse E, con centroen F, es

(x=4P  (y+5/3P _

1
n? m?2
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Como la elipse E contiene a los puntos (0,0) y (9,—32), sustituimos estos puntos en la ecuacién
de la elipse E,

—4)2 2
O8O3/ _
2 2 625
) = n =25 y m® = 8_1
O-42 , (-5/3+5/37 _ .
n2 * m2 -

(=47 (y+5/3° _

=1
625
25 -

La ecuacién candnica de la elipse E es
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2. (5 puntos) Realice la gréfica e indique las caracteristicas principales de la seccién cénica de ecuacion

C:4x>+y?=2y+3

Solucion

Completando cuadrados en y (en x no es necesario) obtene-

mos la ecuacién candnica de esta cénica (una elipse), v 4
—1)2

¢ F N(0,14++3)
Como c>=4-1 = c=13.
F=(0, 1+V3)
V= (0, 1+ 2) le
Interseccién eje X : x =~ +0.86

e 1 -
X
®F #0,1-3)
—1
Figura 8.29: Elipse

3. Considere el s6lido Q limitado por las superficies S;:x*+1=y, Sy:z=5,

54 :z=0.
a.) Dibuje la superficie S; .

Solucién

S3:y+z=10 vy

(3 puntos)
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Figura 8.30: Elipse

b.) Dibuje el sélido Q . (4 puntos)

Solucion

10

53‘.Z=5

Sprytz=10

4. Determine el dominio maximo D de la funcién f, la cual estd definida mediante el criterio:

f(x,y) =log(x —y) —Vy —x? +1,

ademas realice la representacion grafica de D. (4 puntos)

Solucién

Df:{(x,y) € R? talque x—y >0y y—x2+120}

La representacion grafica seria la interseccién de dos regiones. La primera region es la region
que estd por debajo de larecta y = x (sinincluirla), es decir, Ry = {(X,y) € R? talque y < x}.
La segunda regi6n es la regién que que estd por encima de la pardbola y = x*> — 1 (incluida), es
decir, Ry = {(x,y) € R? talque y > x> - 1}.
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5. Sea z definida mediante z = xf(y) + yg(x),con f y g funciones dos veces derivables.

Verifique la identidad: (5 puntos)
02 - x% 0z +z=0
Y 0x0dy ox oy -
Solucion
0z , 0z , 0%z , ,
* 5 = TW+ygK) oy - X (y) +9(x) ooy ! (Y)+9'(x)

Verificacion de la identidad:

xy(f'(y) + g'(x)) = x(f(y) +yg'(x)) —y(xf'(y) + g(x)) + z

xyf'(y) + xyg'(x) — xf(y) —xyg'(x) —yxf'(y) —yg(x) + z

—xf(y)—ygx)+z = 0 v pues z=xf(y)+yg(x)

6. Considere la ecuacién g(3x -y, y?>z) = x> —z en la cual se define la funcién z en forma implicita,con
0z 0z
g una funcién con derivada continua. Determine 3 Y o (4 puntos)
X
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Solucién
a.) Hacemos un cambio de variable para poder usar la regla de la cadena. Sea

F(XIU,Z)=9(u/V)—XZ+z:O con u=3x—-y y v:yzz,

b.) Ahora derivamos parcialmente usando la férmula de derivacion implicita,

oF 0g ou 0g 9v 0g 0g
— = — . = — ] = o8 =— -2
2 _  x _ _dudx "oavax 0 _ _ou T *
0x oF 0g ou  0g Ov og g 5
oz oudz Tz ou Oty V!
oF dg g
P — -1+ =2
0z _ _ Oy _ _ _Ou ov yz
oy oF 0g g
bl - i 1
0z ou 0+ v Y "
8.17 Primer parcial extraordinario—1-2016
InstiTuTO TECNOLOGICO DE Costa Rica Tiempo: 2:30 horas
EscuiLA DE MATEMATICA Valor: 30 puntos

MA-2104 CALCULO SUPERIOR

I EXAMEN PARCIAL EXTRAORDINARIO

Instrucciones: Esta es una prueba de desarrollo, por lo que deben aparecer todos los pasos que lo llevaron
a su respuesta. Trabaje en forma clara y ordenada. No son procedentes reclamos sobre eximenes resueltos
con lapiz (parcial o totalmente), o que presenten alguna alteracién que haga dudar de su legitimdad. No
se permite el intercambio de instrumentos ni el uso de dispositivos con memoria de texto ni conectividad a
Internet, y tampoco el uso de hojas sueltas.

1. Considere la parabola de ecuacién P :y? —2ay = ax con a € R*, en la cual la distancia entre su
directriz y su foco es de 6 unidades. Exprese la ecuaciéon de P en forma canénica, determine el valor
de a eindique las coordenadas del foco, vértice y ecuacién de la directriz. (5 puntos)

2. Realice la gréfica e indique las caracteristicas principales de la seccién cénica de ecuacién C : 16x* =
y? + 36. (5 puntos)

©Revista Digital Matematica, Educacion e Internet.  https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/material_didactico/no_revisado


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/material_didactico/no_revisado
https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/material_didactico/no_revisado/ 

8.18. SOLUCION RESUMIDA | PARCIAL EXTRAORDINARIO, I-2016 (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/material_didactico/no_revisado/). 137

e e . x=2?
3. Dibuje el s6lido Q limitado por las superficies Sq : — T 1,
Spix+y+z=6,S3:x=0y S4:z2=0. (5 puntos)

4. Considere el paraboloide eliptico R el cual satisface simultdneamente las siguientes condiciones:

a.) latraza con el plano z =0 es un circulo de radio 2 y centro en (0, 3,0),

b.) la traza con el plano y = 3 es la pardbola de ecuacién x* =4 — z.

Dibuje ambas trazas en un mismo sistema coordenado e indique la ecuacién de R.

(5 puntos)
: > . 3 ., O O
5. Considere la funcién f definida por f(x,y) = xsen(xy)+xy’+In(2x—3y) y el operador V*f = 32 + 302
X Yy
Determine el valor de V2f en el punto (x,y) = (1, -1). (5 puntos)
0z 0 22
6. Determine —Z, = y 22 a partir de la ecuacién
ox” oy ° 0y
X Hxyl+22 =xz+z
en la cual se define a z en forma implicita como funciénde x y y. (5 puntos)
8.18 Solucion resumida | parcial extraordinario, 1-2016
InstiTuTO TECNOLOGICO DE Costa Rica Tiempo: 2:30 horas
EscuiLA DE MATEMATICA Valor: 30 puntos

MA-2104 CALCULO SUPERIOR

SOLUCION BREVE DEL | EXAMEN PARCIAL EXTRAORDINARIO

Instrucciones: Esta es una prueba de desarrollo, por lo que deben aparecer todos los pasos que lo llevaron
a su respuesta. Trabaje en forma clara y ordenada. No son procedentes reclamos sobre eximenes resueltos
con lapiz (parcial o totalmente), o que presenten alguna alteracién que haga dudar de su legitimdad. No
se permite el intercambio de instrumentos ni el uso de dispositivos con memoria de texto ni conectividad a
Internet, y tampoco el uso de hojas sueltas.

1. Considere la parabola de ecuacién P :y? —2ay = ax con a € R*, en la cual la distancia entre su
directriz y su foco es de 6 unidades. Exprese la ecuaciéon de P en forma candnica, determine el valor
de a eindique las coordenadas del foco, vértice y ecuacién de la directriz. (5 puntos)
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Solucién
Completando cuadrados,
y?-2ay=ax = (y-a)’=a(x+a), a>0.
Es una pardbola que “abre” a la derecha.
Como “la distancia entre su directriz y su foco es de 6
unidades” entonces p = 3, y como 4p = a entonces

a = 12. La ecuacion candnica es

(y—12)% = 12(x + 12)

Y

¥

2. Realice la grafica e indique las caracteristicas principales de la seccién cénica de ecuacion C : 16x? =

y? + 36.
Solucién
16x2=y2+36 = 16x*=y>+36
= 16x> -y?> =36
16x>  y?
—_— _— = 1
36 36
X2 y?
— _— =
9/4 36

(5 puntos)
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X2 2

La ecuacién canodnica es o/~ ;"—6 = 1. Es una hipérbola con eje focal paraelo al eje X.

Caracteristicas.
Centro (0,0)
a® = 9/4 = a=3/2
b = 36 = b=6
2 = 9/4+36 = c =+/153/4
Vértices (0+3/2,0)
Focos 0+ \/m, 0)

6
Asintotas y=0= m(x -0) = y=+4x

Int X iy=0 —=> — =1 — x=+3/2
n siy 944 X /
IntY six=0= 3—6:—1 — no hay

_9)2 2
(X42) +1f—6:1,82:x+y+z:6,83:x:0y
S4:z=0. (5 puntos)

3. Dibuje el sélido Q limitado por las superficies S; :

Solucién

Un punto de interseccién, en el plano XY, entre la recta (del plano Sp) x +y = 6 y la elipse
(x=27 v _
7] + 6 1 es (2,4,0).
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4. Considere el paraboloide eliptico R el cual satisface simultdneamente las siguientes condiciones:

a.) latraza con el plano z =0 es un circulo de radio 2 y centro en (0, 3,0),

b.) la traza con el plano y = 3 es la pardbola de ecuacién x> =4 — z.

Dibuje ambas trazas en un mismo sistema coordenado e indique la ecuacién de R.
(5 puntos)

Solucién

El paraboloide eliptico R tiene ecuacién x? + (y — 3)> = —(z — 4).


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/material_didactico/no_revisado/ 

8.18. SOLUCION RESUMIDA | PARCIAL EXTRAORDINARIO, I-2016 (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/material_didactico/no_revisado/). 141

g

*=—(z-4).y=3

Y
2+(y—-8)2=4;2=0
. - L 3 5, 0  0°f
5. Considere la funcién f definida por f(x,y) = xsen(xy)+xy’+In(2x—3y) y el operador V-f = 32 + 3
X Y
Determine el valor de Vf en el punto (x,y) = (1, -1). (5 puntos)
Solucién
0z
* - & 3y + sin(xy) + xy cos(xy) + y>

0

. £ = x? cos(xy) + 3xy? — ﬁ
o%f

© S5= 2 sin(xy) — o 39)2 + 2y cos(xy)
o*f 5o 9

. e = —xsin(xy) + 6xy ~ G5
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Evaluamos,
163 .
o V2f x=ly=—1= "5 ~ 2sin(—1) — 2 cos(—1)
0z 0 02
6. Determine —Z, oz y oz a partir de la ecuaciéon
ox” o0y 7 0y2

X Hxyl+22 =xz+z

en la cual se definea z en forma implicita como funcién de x y y.

Solucién

Sea F(x,y,z) = x> +xy’ +22 —xz—z

0z FX_—Zx—y2+z

x F, —-x+2z-1

% F‘J _ 2xy
ay Fz T —x+2z-1

8.19 Segundo parcial-2-2016

142

(5 puntos)

InsTiTuTO TECNOLOGICO DE COosta Rica
EscueLA DE MATEMATICA
MA-2104 CALCULO SUPERIOR

II ExAMEN PARCIAL

Tiempo: 2:30 horas
Valor: 33 puntos

Instrucciones: Esta es una prueba de desarrollo, por lo que deben aparecer todos los pasos que lo llevaron
a su respuesta, esto incluye los dibujos necesarios. Trabaje en forma clara y ordenada. No son procedentes
reclamos sobre eximenes resueltos con lapiz (parcial o totalmente), o que presenten alguna alteracién que
haga dudar de su legitimdad. No se permite el intercambio de instrumentos ni el uso de dispositivos con

memoria de texto ni conectividad a Internet, y tampoco el uso de hojas sueltas.

1. [5 puntos] Determine y clasifique los puntos criticos de f(x,y) = x* + 2x?y — x> + 3y>.
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2. [5 puntos] La temperatura T en cualquier punto de una regién del espacio es T(x,y,z) = 400xyz>.
Determine, usando multiplicadores de Lagrange, la temperatura maxima sobre la esfera x?>+y?+z% = 1

4 p2-1Vi—z
3. Considere la integral I = ff f(y,z)dA = J J f(y,z) dy dz.
R, 0 Jo

a.) [3 puntos] Dibuje la region de integraciéon R

b.) [3 puntos] Plantee I = fj f(y,z) dA enel orden "dz dy"

Ry:
Y
r=23+3cosf /
4. [5 puntos] La region R es la regién sombreada en la yd
figura que esta a la derecha. Use coordenadas polares R
para calcular el area de la region R.
>
J X

Zh

5. Considere el s6lido Q limitado por los cilindros
Sq: 22+y2 =1y Sy: x= 1—y2, en el primer
octante; tal y como se muestra en la figura a la derecha.

a.) [3 puntos] Dibuje la proyeccion del sélido Q en
el plano XZ y también en el plano YZ.

b.) [4 puntos] Calcule la integral fjf y2+2z24dv
Q
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6. Considere el s6lido Q limitado por las superficies
S1:z-3=-3(x-1)?, Sy: 4—z=%x*+y>, S3: y=0
y S4: x =0, tal y como se muestra en la figura a la
derecha.

a.) [2 puntos] Dibuje las proyeccién del sélido Q
en el plano XZ

b.) [3 puntos] Plantee el volumen del sélido Q (in-
dicando los limites de integracion)

8.20 Solucion resumida I parcial, 2-2016

InsTiTUTO TECNOLOGICO DE Costa Rica Tiempo: 2:30 horas
EscueLa DE MATEMATICA Valor: 33 puntos

MA-2104 CALCULO SUPERIOR

SoLuciON BREVE DEL II ExaMEN PARCIAL

1. [5 puntos] Determine y clasifique los puntos criticos de f(x,y) = x* + 2x?y — x? + 3y>.

Solucioén:

fx=a3+4xy—-2x = 0 (E1)

Puntos estacionarios. { f, = 212 + 6y = 0 (E2)

Factorizamos (E1): x(@x> +4y-2)=0 = x=0o01y= % —x2.
Sustituyendo x = 0 en (E2) obtenemos el punto critico (0,0)

1
Sustituyendo y = % —x? en (E2) obtenemos los puntos criticos (i?, _Z)

Clasificaciéon. H(x,y) = (12x? + 4y — 2)(6) — 16x>
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Puntos P H(P) | fxx(P) Clasificacion

(0,0) -12 (0,0,0) es un punto de silla
(%, —}1) 24 6 (?, —}1,—%) es minimo local
(—%, —%) 24 6 (—?, _}I/_%) es es minimo local

2. [5 puntos] La temperatura T en cualquier punto de una regién del espacio es T(x,y,z) = 400xyz>.
Determine la temperatura maxima sobre la esfera x> +y? + 22 = 1

Solucién:
L(x,y,zA) = 400xyz? — A(x> +y2 + 22 — 1).

L, = 400yz>-2A = 0 (E1)

L, = 400xz2-2\y = 0 (E2)

L, = 800xyz—2Az = 0 (E3)

L = X®+y?>+22-1 = 0 (E4)
La temperatura T puede tomar valores positivos y como estamos determinando la temperatura

maxima, podemos asumir que T(x,y,z) > 0 por lo que x, y y z los podemos asumir no nulos y
X y y deben tener el mismo signo.

Despejando A en (E1), (E2) y (E3) e igualando, obtenemos

400yz? B 400xz? _ 800xyz

2x 2y 2z
por tanto: x = y y z? = 2y?. Sustituyendo en (E4) obtenemos x = y = +1/2 y por tanto la
.y 111
temperatura maximaes T = 400 - 53 5° 50.

4 p2-1Vi—z
3. Considere la integral I = ff f(y,z)dA = J J f(y,z) dy dz.
R, 0 Jo

a.) [3 puntos] Dibuje la region de integraciéon R

b.) [3 puntos] Plantee I = ff f(y,z) dA enel orden "dz dy"
Ryz
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Solucion:

1
Como y =2 - %\/4 -z = (y-22-= _Z(Z —4). Esta es la ecuacién de una parabola con

vértice en (2,4) que “abre hacia abajo”.

Z A
4
1 p4
I = J J f(y,z) dz dy
0 Jo
2 o4 Ryz
+ J J f(y,z) dz dy
1 Ja-4(y-2)
(y —2P=—3(2—4)
1 2 Y
A Y
r=3+3cosf /
X2 +yr=4
4. [5 puntos] La regién R es la region sombreada en la yd
figura que esta a la derecha. Use coordenadas polares R
para calcular el area de la region R.
>
X
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Solucién:

A
pe—— %r_?ﬁ—?)cose
Tangentes al polo: 3+3cos0 =0 = 0=m.
=y
Interseccion entre las curvas:
1
r=2 () r=3+3cosB = cosez—g
= 0 =arccos(—1/3) > >X

Sea 01 = arccos(—1/3)

01 p2
J J 1-rdrdo
0 0

7 3+3cos O
+ J J 1-rdrdo
01 JO

™9 9 cos?(0
2arccos (-3) + J —+9cos(6)+&()d9
o 2 2

AR

q 7T
2arccos (-3) + 18 (%t + smz(e) + 1 sin(ZB)) ~ 4.35207

01

5. Considere el s6lido Q limitado por los cilindros
Sq: 22+y2 =1y Sy: x= 1—y2, en el primer
octante; tal y como se muestra en la figura a la derecha.

a.) [3 puntos] Dibuje la proyeccion del sélido Q en
el plano XZ y también en el plano YZ.

b.) [4 puntos] Calcule la integral fjf y2+2z24dv
Q
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Solucién:

a) Para determinar la ecuacién de la curva de
proyecciéon C,sobre el plano XZ, sustituimos
y? = 1-x enlaecuaciéon z2+y? = 1 y obtenemos
C:Z2+1-x=1.

b) Proyectamos sobre YZ. Usando coordenadas
cilindricas, Z 4\

y=r1cos0, z=rsen0y y>+z2=1>% L

prt/2 pl [ p1-y?
Vo = J y2+2z2dx| rdrdo
Jo Jo \Jo

r7t/2 pl v
= I (1 - 12 cos? 0)r? dr do
0o Jo

B ””/zl_cosz(e)de
) 3 5

7T
= — = 0.366519
60

6. Considere el s6lido Q limitado por las superficies
Si:z-3=-3x-1)? Sp: 4—z=x*+y?%, S3: y=0
y S4: x =0, tal y como se muestra en la figura a la
derecha.

a.) [2 puntos] Dibuje la proyeccién del sélido Q en
el plano XZ

b.) [3 puntos] Plantee el volumen del sélido Q (in-
dicando los limites de integracién)
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Solucién:

Proyectando sobre XZ, el volumen es

1 pd4—x2
VQ:J J V4 —z —x2dzdx

0 J3-3(x-1)2

Observe que la proyeccién sobre XY estd ~ z—3=-3(x— 1)?
entre los ejes y la hipérbola l

> |
3 |
1 :4("‘5) - o \
/ 2 <

en el primer cuadrante.

8.21 Segundo parcial extraordinario—1-2016

InsTiTUTO TECNOLOGICO DE Costa Rica Tiempo: 2:30 horas
EscueLA DE MATEMATICA Valor: 30 puntos
MA-2104 CALCULO SUPERIOR

II EXAMEN PARCIAL EXTRAORDINARIO

Instrucciones: Esta es una prueba de desarrollo, por lo que deben aparecer todos los pasos que lo llevaron
a su respuesta, esto incluye los dibujos necesarios. Trabaje en forma clara y ordenada. No son procedentes
reclamos sobre eximenes resueltos con lapiz (parcial o totalmente), o que presenten alguna alteracién que
haga dudar de su legitimdad. No se permite el intercambio de instrumentos ni el uso de dispositivos con
memoria de texto ni conectividad a Internet, y tampoco el uso de hojas sueltas.

1. [5 puntos] Determine y clasifique los puntos criticos de f(x,y) = xy(—x —y + 1).

2. [5 puntos] Considere la superficie S de ecuaciéon x*> +y>+z =40 con x >0, y >0y z > 0. La
densidad en cada punto de S es p(x,y,z) = e*Y%. Determine, usando multiplicadores de Lagrange,
el punto (x,y,z) de la superficie S en el que la densidad p es maxima
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9/2
3. Considere la integral I = fj f(x,y)dA = J J
R 0 (y-2)

a.) [3 puntos] Dibuje la region de integraciéon R

b.) [3 puntos] Plantee I = fj f(x,y) dA enel orden
R

4. [4 puntos] La regioén R es la region sombreada en la
figura que estd a la derecha. Use coordenadas polares
para calcular el area de la region R.

5. [4 puntos] Considere el s6lido Q, compuesto de
un paralelepipedo y un trozo de cilindro con base
circular. Este sélido esta limitado por los planos
z=y+1, z=y, y=0, y=2, x=1, x=-1,
z = 25, yeldilindro (y —1/2)> +x* = 1/4; tal y
como se muestra en la figura a la derecha. Dibuje una
proyecion del sélido Q y plantee (con sus respectivos
limites de integracion), usando integrales dobles, su
volumen.

4+y?/9

f(x,y) dx dy.

de dX”

Y
x2+y* =36 A

150

r=4+44cosf

[

"
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6. Considere el solid Q limitado por la esfera de
ecuacién x? +y? +z% =16 yel cono y? = x* + 2% taly
como se muestra en la figura a la derecha.

a.) [2 puntos] Dibuje la regién de integracién en el
plano XZ.

b.) [4 puntos] Calcule, usando coordenadas cilindri-

cas, la integral fff 2yVx2 +z2adVv
Q

8.22 Solucion resumida Il parcial extraordinario, 2-2016

InstiTuTo TECNOLOGICO DE Costa Rica Tiempo: 2:30 horas
EscuiLA DE MATEMATICA Valor: 30 puntos
MA-2104 CALCULO SUPERIOR

SOLUCION BREVE DEL II EXAMEN PARCIAL EXTRAORDINARIO

1. [5 puntos] Determine y clasifique los puntos criticos de f(x,y) = xy(—x —y + 1).

Solucién:

fx =y(1-2x-y) 0 (E1) = y=0 o y=1-2x

Puntos estacionarios.

fy = x —x2 = 2xy 0 (E2)

De (E1), si y =0, sustituyendo en (E2) obtenemos x =0 y x = 1.
De (E1), si y = 1 — 2x, sustituyendo en (E2) obtenemos x =0y x =1/3.

Tenemos cuatro puntos estacionarios (0,0), (1,0), (0,1) y (1/3, 1/3).

Clasificacién. H(x,y) = 4xy — (1 — 2x — 2y)?
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] Puntos P \ H(P) \ fxx(P) \ Clasificacién ‘
(0,0) -1 - (0,0,0) es un punto de silla
(1,0) -1 - (1,0,0) es un punto de silla
(0,1) -1 - (0,1,0) es un punto de silla

(1/3,1/3) | 1/3 -2/3 | (1/3,1/3,1/27) es un maximo local

2. [5 puntos] Considere la superficie S de ecuacién x*> +y>+z =40 con x >0, y >0y z > 0. La
densidad en cada punto de S es p(x,y,z) = e*Y%. Determine, usando multiplicadores de Lagrange,
el punto (x,y,z) de la superficie S en el que la densidad p es maxima

Solucioén:
L, =yzeX¥z -3xx2 = 0 (E1)
Ly =xzeX¥2-3Ay? = 0 (E2)
Lix,y,zA) = eV - Ax* +y3 +z2-40) = L, = xyeXyz — A = 0 (E3)
Ia=x3+y3+2-40 = 0 (E4)

Como x>0, y >0y z >0, podemos despejar A en (E1), (E2) y (E3) y cancelar e*¥* > 0,

yz _ x2

3x2  3y2
Cancelando y despejando obtenemos x* = y® y z = 3y3. Sustituyendo en (E4) obtenemos
x=y=2yz=24 (y A=4e").

9/2 r4+y2/9
3. Considere la integral I = ff f(x,y)dA = J I f(x,y) dx dy.
R 0 (y-2)

a.) [3 puntos] Dibuje la region de integracién R

b.) [3 puntos] Plantee I = jf f(x,y) dA enel orden "dy dx"
R
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Solucién:

AY
9
2
4 p2+4/x
= J J f(x,y) dy dx
0 Jo—vx
2 4
25/4 p2+yx
+ f(x,y) dy dx
J; J:%V><—4
4 % ~
2 2 YA
x4y =36 . r=4+4cos@
4. [4 puntos] La region R es la region sombreada en la \ /
figura que estd a la derecha. Use coordenadas polares
para calcular el drea de la regién R. R
6 "
Solucién:
Tangentes al polo: 4+4cos® =0 = 0=m.
Interseccién entre las curvas:
1 e
r=6 () T=4+4cos® = cosO== YA &
e T 2 r=6 6 r=4+4cosf
> = —
3 \
7t/3 6 R,
AR = J J 1-rdrdo
o Jo Ry
. pd+dcos© 0= z s 0=0
< J J 1-rdrdo
7t/3 JO

67 + 871 — 93 ~ 28.3938 ul?
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5. [4 puntos] Considere el s6lido Q, compuesto de
un paralelepipedo y un trozo de cilindro con base
circular. Este sélido esta limitado por los planos
z=y+1, z=y, y=0, y=2, x=1, x=-1,
z = 25, yeldilindro (y —1/2)?> +x? = 1/4; tal y
como se muestra en la figura a la derecha. Dibuje una
proyecion del sélido Q y plantee (con sus respectivos
limites de integracién), usando integrales dobles, su
volumen.

Solucioén:

La proyeccién del cilindro es el circulo (x — 0.5)? + y? < (0.5)?. La ecuacién en polares de este
circuloes r =sen® con 0 € [0, 7t]. El paralelepipedo esta ente los planos z=y y z=y + 1.

1 2
J Jy+1—ydydx
-1Jo

7T psen O
+J J 25-(y+1)dydx
0 JO

r=senf, 0¢€ [0, r|

<
©
[

(x =L)2+ Y= 1/4

Il
=
+
I
S

6. Considere el solid Q limitado por la esfera de
ecuacion x? +y? +2z2 =16 yelcono y?> =x2+ 2% taly
como se muestra en la figura a la derecha.

a.) [2 puntos] Dibuje la region de integracién en el
plano XZ.

b.) [4 puntos] Calcule, usando coordenadas cilindri-

cas, la integral ffj 2yVx2 +z22dV
Q
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Solucién:

—
Il

/2 V8 [ pVx2+22
J J J 2yVxZ +z2dy| rdrdo
o Jo \Jo

/2 4 V16-—x2—2z2
+J J j 2yVx2 +z2dy| rdrdd
0 v8 \Jo

/2 pV8
J J r*drde
0 0

/2 p4
+ J J (16 — v*)r? dr de
0 V8

8.23 Tercel parcial-1-2016

InstituTo TECNOLOGICO DE Costa Rica Tiempo: 2:20 horas
EscueLa DE MATEMATICA Valor: 28 puntos
MA-2104 CALCULO SUPERIOR

[II ExaMEN PARrcIAL

Instrucciones: Esta es una prueba de desarrollo, por lo que deben aparecer todos los pasos que lo llevaron
a su respuesta, esto incluye los dibujos necesarios. Trabaje en forma clara y ordenada. No son procedentes
reclamos sobre exdmenes resueltos con lapiz (parcial o totalmente), o que presenten alguna alteraciéon que
haga dudar de su legitimdad. No se permite el intercambio de instrumentos ni el uso de dispositivos con
memoria de texto ni conectividad a Internet, y tampoco el uso de hojas sueltas.
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1. Sea F(x,y,z) = 2xy 1 + x?J + z k un campo de fuerzas y sea
C = C; UCz la curva que se muestra en la figura a la derecha.
La curva C; va desde A; = (4,0,16) hasta A, = (0,4,0)
y es la interseccién de las superficies S1 : z = 16 —y? y
So:x+y =4y C;y esel segmento de recta que va de A;
hasta Az =(4,4,0).

a.) [5 puntos] Calcule la integral dada por I = f F-dr

utilizando una parametrizacion de las curvas involu-
cradas.

b.) [3 puntos] Asumiendo que el campo vectorial F es con-
servativo determine, mediante la funcién potencial, la

integral dada por I = J F-dr.
C

2. Sea S la superficie de ecuacién x* + y? + z* = 64 dibujada en
el primer octante y cortada por el plano y = 2, tal como se
ve en la figura a la derecha.

a.) [4 puntos] Determine el area de la superficie S.
(Sugerencia: Considere la proyeccion en el plano XZ).

b.) [5 puntos] Sea C = C; U C, U C3 como se indica
en la figura a la derecha y F(x,y,z) = (xy?, y?, 2).
Determine utilizando el teorema de Stokes, la integral

dadaporI:J‘ F-dr
C

3. Sea F(x,uy,z) = 3y i+z k y sea S la frontera del sélido
Q limitado por las superficies: S; : 4y?> = -9(x — 4),
Spix+2z=4, S3:2=0, S4:x=0, S5:y=0.

a.) [6 puntos] Determine la integral de superficie dada
por I = ﬂ (F-N)dS
S1US,
b.) [5 puntos] Utilizando el teorema de la divergencia de-

termine I = IJ(F -N)dS donde N es el vector unitario

S
exterior a Q.

S

X

©Revista Digital Matematica, Educacion e Internet.  https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/material_didactico/no_revisado


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/material_didactico/no_revisado
https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/material_didactico/no_revisado/ 

8.24. SOLUCION RESUMIDA Iil PARCIAL, 1-2016 (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/material_didactico/no_revisado/). 157

8.24 Solucion resumida lll parcial, I-2016

InstITUTO TECNOLOGICO DE COosta Rica Tiempo: 2:20 horas
EscueLa DE MATEMATICA Valor: 28 puntos
MA-2104 CALCULO SUPERIOR

SoLuciON BREVE DEL III ExaAMEN PARCIAL

Instrucciones: Esta es una prueba de desarrollo, por lo que deben aparecer todos los pasos que lo llevaron
a su respuesta, esto incluye los dibujos necesarios. Trabaje en forma clara y ordenada. No son procedentes
reclamos sobre exdmenes resueltos con lapiz (parcial o totalmente), o que presenten alguna alteraciéon que
haga dudar de su legitimdad. No se permite el intercambio de instrumentos ni el uso de dispositivos con
memoria de texto ni conectividad a Internet, y tampoco el uso de hojas sueltas.

1. Sea F(x,y,z) = 2xyi+x*j+z k un campo de fuerzas y sea
C = C; UCz la curva que se muestra en la figura a la derecha.
La curva C; va desde A1 = (4,0,16) hasta A, = (0,4,0)
y es la interseccion de las superficies S; : z = 16 —y? y
S2:x+y =4y C; esel segmento de recta que va de A;
hasta Az = (4,4,0).

a.) [5 puntos] Calcule la integral dada por I = J F-dr utilizando una parametrizacion de las curvas

C
involucradas.
Solucion:
Cr:m() = @G-t t 16—, te[04] y () = (-t 1, -2t
Cilcin® = 4,40, te04y vt =100

4 4
J (8t —2t%,t> — 8t + 16,16 — t?) - (-1,1, —2t) dt + J (8t,1%,0) - (1,0,0) dt
0 0

IF~dr
C

4

4
J 2t3+3t2—48t+16dt+J 8tdt = —64
0 0
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Nota: Si usa la parametrizacion: —~C; : 11(t) = (t, 4—t, 16 — (4 —t)?), t € [0,4], entonces la
integral queda

4

4
—J 2t3—27t2+72tdt+J 8t dt = —64
0 0

b.) [3 puntos] Asumiendo que el campo vectorial F es conservativo determine, mediante la funcién

potencial, la integral dada por I = J F-dr.
C

Solucién:

Como el campo es conservativo, existe ¢ tal que V¢ = F.
dx=2xy = o= |2xydx = x*y+K;

i 2
by=x* = o= |x¥dy = ¥y+kx = ¢(xy,2) = x2y+%+K

22/2+K3

<
N
Il
N
<
Il
N
o
N
Il

J F-dr = $(4,4,0) — $(4,0,16) = 64—128 = —64
C

2. Sea S la superficie de ecuacién x> + y? + z» = 64 dibujada en
el primer octante y cortada por el plano y = 2, tal como se
ve en la figura a la derecha.



https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/material_didactico/no_revisado/ 

8.24. SOLUCION RESUMIDA Iil PARCIAL, 1-2016 (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/material_didactico/no_revisado/).

159

a.) [4 puntos] Determine el drea de la superficie S. (Sugerencia: Considere la proyeccion en el plano

XZ).

Solucion:

La manera f4cil: Si una esfera tiene radio R y un casquete de esfera tiene altura h,
entonces el drea del casquete es A = 2mRh. En nuestro caso tenemos un cuarto de casquete:

2m-8-6

As = 1

=247

Ahora vamos a calcular con la férmula del drea de una superficie. La manera facil es

proyectar sobre el plano XZ.

Como y = 2, la proyeccién sobre el plano XZ es el cuarto de

circulo X% + 22 < 60.

S: G(x,y,z2)=x2+y>+2*2-64=0.

As

fds
S

DXZ

G2 +G2 +G2
IJ

o (= [T

DXZ

r7C/2
Jo JO V64 — 1?2

r7t/2

JO

r7t/2

48d0 = 24m

QAO

b.) [5puntos] Sea C = C; UC,UC3 como se indica enla figuraaladerechay F(x,y,z) =

Determine utilizando el teorema de Stokes, la integral dada por I =

ij \/4x2 +;L;J§ + 472 dA

64
= a2

(hacemos la sustituciéon u = 64 — r

Ve X
= du = -2rdr)

2

dr do

V60
-8V64 — 12 . do

(xy% V2, 2).

F.
C

dr
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Solucién:

Proyectamos sobre el plano XZ. Como S: G(x,y,z) = x2 + yz + 22 — 64 = 0 entonces sirve

X 7
Nl = (_UX/ 1/ -y +Z) = (gr 1/ _) .

Yy
‘[F'dr
C

H rotF - NdS
S

[/ ©,0,-2xy) - (51 3) dA

Dy

{[ -2z aa

Dyz

7t/2 V60
J J —21%cos 0 sen 0 v dr do
0 0

= = =900
2
3. Sea F(x,y,z) = 3y 1+ z k y sea S la frontera del sélido S»

Q limitado por las superficies: S; : 4y?> = -9(x — 4), 51
Sopix+2z=4,S3:2=0, S4:x=0, S5:y=0.

3 y

4
X

a.) [6 puntos] Determine la integral de superficie dada por I = jf (F-N)dS
S1US,

Solucioén:

Proyectamos S sobre el plano XZ y S, sobre el plano XY
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—9(x —4)

Y >

X

4

Figura 8.31: Proyeccién de S; Figura 8.32: Proyeccién de S,

9
S1:4y%+9(x —4) = 0 entonces N = (=yyx,1,—y,) = (@, 1,0)

1
Sy :x+2z—-4 =0 entonces N1 = (-z4,-2zy,1) = (5,0,1)

jj(F -N)dS

S

ﬂ(F ‘N)dS  + H(F - N)dS
S, Sz

H(3y,0,z)-(82,1,0) dA + fj(By,O,z)-(%,O,l) dA
Dz Y Dy

0 Jo 2 2

Solucién proyectando sobre YZ.

AZ 2= %yZ
S1:4y% +9(x — 4) = 0 entonces 51 9
Nl = (1/ _XUI_XZ) = (1/ 8?9/0) e
1.0 D2
C
So i x+2z—4 =0 entonces 0s D,

JJ‘ gdzdx + JIJ 2 dxdy = —
0 JO

Y=

Nl = (1/ —Xy, _XZ) = (1/ 0/ 2) %90 05 10 15 20 25

161
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H(F -N)dS
S

ﬂ(F-N)ds + ﬂ(F-N)ds
Sq S

Il
—
—

~~

W

e
o
I\
N

-(1, 8y 0) A + [[(y02)-(1,02) dA

?/
Dy Dy:
= J I 3ydzdy + J J 3y+2z dzdy = —
0 Jo 0 J2y2/9 5

b.) [5 puntos] Utilizando el teorema de la divergencia determine I = jf(F -N)dS donde N es el
S

vector unitario exterior a Q.

Solucién:

ﬂ(F-N)ds - jf divF dV
S Q

3 p4-4y2/9 p(4-x)/2
J J J ldzdxdy = 8
0 Jo 0 5

proyectando sobre XZ

jj(F -N)dS

S

jj divF dV
Q

4 p(d—x)/2 pAC9(x—4)/4 48
J J J ldydzdx = —
0 Jo 0

8.25 Tercel parcial extraordinario—1-2016

InsTiTUTO TECNOLOGICO DE Costa Rica Tiempo: 2 horas
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EscueLa DE MATEMATICA

MA-2104 CALCULO SUPERIOR

Valor: 32 puntos

[II ExAMEN PARCIAL (EXTRAORDINARIO)

Instrucciones: Esta es una prueba de desarrollo, por lo que deben aparecer todos los pasos que lo llevaron
a su respuesta, esto incluye los dibujos necesarios. Trabaje en forma clara y ordenada. No son procedentes
reclamos sobre eximenes resueltos con lapiz (parcial o totalmente), o que presenten alguna alteracién que
haga dudar de su legitimdad. No se permite el intercambio de instrumentos ni el uso de dispositivos con
memoria de texto ni conectividad a Internet, y tampoco el uso de hojas sueltas.

1. Considere la curva C que es la unién de dos segementos de recta
y el trazo de circulo que une los puntos B y O. Las partes de la
curva C se muestran en la figura a la derecha y los puntos son:
A(2,0), B(1,1), y O(0,0):

a.) [5 ptos] Calcule la integral dada por I (I+x)ds
C

b.) [5 ptos] Calcule J F - dr para la curva C y F el campo
C

vectorial dado por F(x,y) = (xy?) 1+ (yx®> —xy)j

2. Sea F el campo vectorial dado por F(x, y, z) = (x+y) i+(x—y) j+z k

a.)
b.)

d.)

[1 pto] Verifique que F es un campo vectorial conservativo

[4 ptos] Determine una parametrizacién de la curva C entre
Ay B mostrada en la figura a la derecha, y con ello determi-
ne el trabajo que realiza el campo vectorial F para desplazar
una paricula desde el punto A hasta el punto B a lo largo
de la curva C. (No cambie la trayectoria. Debe estrictamente
parametrizarla)

[4 ptos] Sabiendo que el campo vectorial es conservativo,
determine el trabajo que realiza el campo vectorial F para
desplazar una particula desde el punto A(0, 0, 4) hasta el punto
R(2,2,0) utilizando una funcién potencial.

[4 ptos] La superifice S tiene ecuacién y +z = 4 y esta
limitada por el cilindro z = 4 — x?, tal y como se muestra en
la figura a la derecha. Calcule el drea de S

| B
/x—i—yzZ
IA
- >—| L
o 1 3 X
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3. Considere el s6lido Q limitado por S;:z—-1=+/9-x2-y? yel
plano Sy : z =1, tal y como se muestra a la derecha.

a.) [4 ptos] Célcule la integral de superficie I = J (F-N)dS
s Q=5US% 7z

donde F es el campo vectorial dado por F(x,y,z) =x1+yj+
(z—1) k. N es el vector normal exterior a la superficie Sj.

b.) [4 ptos] Utilice el teorema de la divergencia para calcular

US(F - N)dS

donde S = S1J Sy, es decir, S es la fronetra del sélido

c.) [1 pto] Justifique sin ningun célculo, ;por qué

JJ rotF - NdS = JJ rotF - NdS ?
31 S2

8.26 Examen de Reposicion-1-2016

InstiTuTO TECNOLOGICO DE COosta Rica Tiempo: 2:30 horas
EscueLa DE MATEMATICA Valor: 30 puntos
MA-2104 CALCULO SUPERIOR

EXAMEN DE REPOSICION

Instrucciones: Esta es una prueba de desarrollo, por lo que deben aparecer todos los pasos que lo llevaron
a su respuesta, esto incluye los dibujos necesarios. Trabaje en forma clara y ordenada. No son procedentes
reclamos sobre exdmenes resueltos con lapiz (parcial o totalmente), o que presenten alguna alteracién que
haga dudar de su legitimdad. No se permite el intercambio de instrumentos ni el uso de dispositivos con
memoria de texto ni conectividad a Internet, y tampoco el uso de hojas sueltas.

1. Considere la cénica C dada por la expresién C : x? — 4y — 2x — 16y — 19 = 0, determine la forma
canodnica de la conica C, realice su grafica e indique todas sus caracteristicas. [5 puntos]

2. Considere las superficies dadas por
S1 :4:x2+22,32:x—y +2=1,S3:y=4,S4:x=0,S5:y=0,S6:2z=0.

a) Dibuje, por separado, las superficies S1 y Sy en un sistema de coordenadas rectangulares en tres
dimensiones. [4 puntos]
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b) Realice el dibujo del sélido limitado por las superficies S1, Sz, S3, S4, S5y S¢ en el primer octante.
[3 puntos]

3. Considere la expresion z + x? = f(x +vy,2%) — 3xyz, donde z se define de forma implicita en término de

2
las variables x y y, ademds f es una funcién con segundas derivadas continuas, determine 3 az .
y ox
[5 puntos]
4. Determine y clasifique los puntos criticos de la funcién f(x,y) = x* + x?y + y*. [4 puntos]

5. Considere el s6lido Q limitado por las superficies
N :z=4—x2,52:y—x=3,53:z+y =4,S4:2=3,
S5:x=0,S:y =0,S7: z=0, en el primer octante, tal
como se muestra en la figura. Plantee la o las integrales que 9
. 1 $
permiten calcular el volumen del sélido Q. NG
[4 puntos] 7

(
6. Sea C = C1UC; la curva que se muestra en la figura, definida
sobre el sélido con superficies Sy : X2 +22 = 16,5, : x+y = 4, N
S3:% +22=1,8S4:x=0,55:y =0, Ss: z = 0. Se define el "
campo vectorial F(x,y, z) = (-y, 22, %). il 2 =1
| s
Determine J F-dr [5 puntos] ya 7,1-__.AC_2 L__ /
C /7 — - > y
ER%!
X
z
z=4— y2 1 A
7. Sea S la superficie dada por la expresiéon S : z = 4 — y?, / /
definida entre las superficiesz = 3,y = x,x =4,y = 0 tal 1 7
como se muestra en la figura. Considere el campo vectorial r =4 S 1 _y=z
F(x,y,2) = (-z,%x,y — x).
Determine ff F-ndS [4 puntos] L —3
S
T A
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8.27 Examenes 2017

8.28 Primer parcial-1-2017

InstITUTO TECNOLOGICO DE COosta Rica Tiempo:2:30 horas
EscueLA DE MATEMATICA Valor: 31 puntos
MA-2104 CALCULO SUPERIOR I semestre 2017

I EXAMEN PARCIAL

Instrucciones: Esta es una prueba de desarrollo, por lo que deben aparecer todos los pasos que lo llevaron
a su respuesta. Trabaje en forma clara y ordenada. No son procedentes reclamos sobre exdmenes resueltos
con lapiz (parcial o totalmente), o que presenten alguna alteracién que haga dudar de su legitimdad. No
se permite el intercambio de instrumentos ni el uso de dispositivos con memoria de texto ni conectividad a
Internet, y tampoco el uso de hojas sueltas.

1. Determine la ecuacién canénica de la elipse cuyos vértices son V1(3,2) y V2(3, —8)). Ademads, la distancia
entre uno de sus focos y V> es de 2 unidades lineales.

(3 puntos)

2. Considere la superficie S de ecuacién:

W-2" -1 (=37 _

4 9 16 1

Represente, en un sistema de coordenadas rectangulares a S y en la figura dibuje las trazas que se
obtienen al intersecar S con cada uno de los planos de ecuaciéon: y =2,x =1,z = 3. (5 puntos)

3. Considere las superficies:
Si:(y-12=-8(z-2); Sz:x=4; Ss:y=0;
Sp:2y+2z=2§; S4:x=0; S¢:2=0

a.) Represente las superficies Sq y Sy en diferentes sistemas de coordenadas rectangulares.
(3 puntos)

b.) Represente, en el primer octante, el sélido limitado por las superficies: S1, Sz, S3, S4, S5 ¥ Se.
(3 puntos)
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In(y + 2x)
4. Sea f(X,y) = m

funcion f. (5 puntos)

. Determine y represente en un sistema de coordenadas el dominio de la

5. Considere

z:x-f(%, e3x+3x)+h(x2y2)

Donde f es una funcién con derivadas parciales de segundo orden continuas y h una funcién con

derivadas de segundo orden continuas, calcule:

0’z
0x0y

(5 puntos)

6. Sea P (xo, Yo, z0) un punto en la superficie S, de ecuaciéon z = (x — 1)*> — (y — 3)? + 1. Si se sabe que el
plano tangente a S en el punto P, viene dado por:

2(x =x0) +3(y—yo) —(z—20) =0

Determine el o los valores de xg, Yo y zo. (3 puntos)

7. Sea P(-2,—1,1) un punto en la superficie S, de ecuacién 3x? + zy? — 22 = 12.
Sean A y B dos puntos tales que A(1, =3) y B(-1, —2). Determine la derivada direccional de zen (-2, 1)
en la direccién de vector que va desde A hasta B. (4 puntos)

8.29 Solucion del Primer parcial-1-2017

InstituTo TECNOLOGICO DE Costa Rica Tiempo:2:30 horas
EscueLA DE MATEMATICA Valor: 31 puntos
MA-2104 CALCULO SUPERIOR I semestre 2017

I EXAMEN PARCIAL

Instrucciones: Esta es una prueba de desarrollo, por lo que deben aparecer todos los pasos que lo llevaron
a su respuesta. Trabaje en forma clara y ordenada. No son procedentes reclamos sobre exdmenes resueltos
con lapiz (parcial o totalmente), o que presenten alguna alteracion que haga dudar de su legitimdad. No
se permite el intercambio de instrumentos ni el uso de dispositivos con memoria de texto ni conectividad a
Internet, y tampoco el uso de hojas sueltas.
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1. Determine la ecuacién canénica de la elipse cuyos vértices son V1(3,2) y Va(3, —8)). Ademas, la distancia
entre uno de sus focos y V> es de 2 unidades lineales.

(3 puntos)

Solucién

Datos de la Elipse

PM(V4, V,) = C (3,-3)

V] (3, 2) A V2 (3/ _8) = { d(vlz\/Z) =10 = 2a = a=>5

at+c=2 c=-3 X

d(F7,V2)=2ul = \Y = \Y
a—c=2 c=3 Vv
a?=b%+c?

a=
¢

5
3 = b=425-9=4

La ecuacion candnica de la elipse seria

(x=37 , (y+3)° _

16 25 !

2. Considere la superficie S de ecuacioén:

W-2°, -1 (z-37 _

4 9 16 1

Represente, en un sistema de coordenadas rectangulares a S y en la figura dibuje las trazas que se
obtienen al intersecar S con cada uno de los planos de ecuaciéon: y =2,x =1,z = 3. (5 puntos)

Solucién


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/material_didactico/no_revisado/ 

8.29. SOLUCION DEL PRIMER PARCIAL-1-2017 (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/material_didactico/no_revisado/). 169

3. Considere las superficies:

Sl:(y_1)2=_8(z_2); S3:X=4; S5:y=0,'
S2:2y+z=8; Si:x=0;, Sg:z=0

a.) Represente las superficies S1 y S, en diferentes sistemas de coordenadas rectangulares. (3
puntos)

b.) Represente, en el primer octante, el s6lido limitado por las superficies: S1,S,S3, S4,S5y S6. (3
puntos)

Solucién
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S1:(y—-1P%=-8(z-2)

(0.0, 1.9)

Sp:2y+z=28

0,1, 2)

Superficie

(4,0,1.9)

(0,334, 1.32)

(4.4, 0
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4. Sea
f(xy) In(y + 2x)
xX,y)= ——————
NN
Determine y represente en un sistema de coordenadas el dominio de la funcién f. (5 puntos)
Solucién
D¢ = {(x,y) eER?/4x> #4y+4 Ay > —2x}
9 Ii *~ !
ko s1Y :I
ok
.\‘1 :
U (-2.41,4.83) 5 N
% !
v |
'Y 4 |
\ % i
1 b J
l‘ n“\ 3 ",
1 \‘ i
= \ \ /
- '
Loy i
L /
) b '
v b /i
Ay L)
\ a i
-3 -2 -1 2] T T
k: W
v | X
214 - (0.41,-083)
-

5. Considere
z:x-f(%, e3x+3x)+h(x2y2)

Donde f es una funcién con derivadas parciales de segundo orden continuas y h una funcién con
derivadas de segundo orden continuas, calcule:

9%z
0xdy

(5 puntos)

Solucién

Seau=%,v= e3* + 3x y w = x?y2. Entonces z = x - f (u,v) + h (w)
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oz of oh
dy ~ oyt ay
_ .0t oh

dy dy

ou dy Ov 0dy oy

B of 1 of , 5
= x (a ;+5 0)+h(w) 2x"y

of )
R h’ . 2
u (w) - 2x7y

Ahora
el
Pz 0 (ﬁ)
xdy 0x
0 ’
_ 3 (& + 1 (w) - 2x%y)
ox
%f du %f v ow
— - . _— . h// . 2 2 h/ . 4
o2 ox Tavou ax T Wgr Xy HRIW) Ay
aZf -y aZf 3 ” 2 2 ’
= ﬁ?+ von (3e”* +3) + h” (w) - 2xy~ - 2x°y + h' (W) - 4xy
aZ _ aZ
= —f-—y+ ! - (3™ +3) + h” (W) - 4x°y® + I/ (w) - 4xy

ouz x2  ovou

6. Sea P (xo, Yo, zo) un punto en la superficie S, de ecuaciéon z = (x — 1)*> — (y — 3)* + 1. Si se sabe que el
plano tangente a S en el punto P, viene dado por:

2(x=%x0)+3(y—yo)—(z—29) =0

Determine el o los valores de xg, Yo y zo. (3 puntos)

Solucién

Sea F(x,y,z) = (x—l)z—(y—3)2+1—z:0

Entoces, el vector normal a la superficie S en el punto P es: n|(X0,IJ ) = & (2,3,-1);xeR
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n|(X0,yo) 06(2,3, —1)

(Fxr Fyr Fo)l o) (20, 30, —)

2(x=1),-2(y=3), =Dlxy0) (2, 30, —x)

2(xo—-1),-2(yo—-3),-1) (2, 30, —x)

2(xp—1) =2«x _
-2(yo-3)=8x = a=1 {X‘):%
-1=—-« Yo =3
Evaluando x y y en la superficie, se obtiene z: z = _Tl P2 %, _Tl)

7. Sea P(-2,-1,1) un punto en la superficie S, de ecuacién 3x2 +zy2 - 22 =12.
Sean A y B dos puntos tales que A(1, =3) y B(—1, —2). Determine la derivada direccional de zen (-2, 1)

en la direccion de vector que va desde A hasta B.

Solucién

SeaF(x,y,z)=3x>+zy°>—-22-12=0

Entonces
F
V= on) =
6% —2zy
Va2 (_yz 27 y?2-2z
Ademas
—)
u = AB=(-2,1)
1 1
uw = —(-2,1)=—(-2,1)
[lull V5
Por dltimo
DuZ|(72/71) = VZl(_z/_l) Ut = (—12, —2) . (

©Revista Digital Matematica, Educacion e Internet.

(4 puntos)

My _ (L 6x 3 -2zy
o\ y2-22" y2-22

= (-12,-2)

(_2/_1)

ﬁi)zé_i
V&' V5] V5 B
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8.30 Segundo parcial-1-2017

InstituTo TECNOLOGICO DE Costa Rica TIEMPO MAXIMO: 2 HORAS, 30 MINUTOS
EscueLA DE MATEMATICA PUNTAJE MAXIMO: 31 PUNTOS
MA-2104 CALCULO SUPERIOR I sEMESTRE 2017

IT Examen parcial
Sédbado 13 de mayo del 2017

Instrucciones: Esta es una prueba de desarrollo, por lo que debe presentar todos los pasos necesarios que le
permitieron obtener cada una de las respuestas. Trabaje en forma clara y ordenada. No se acogerdn reclamos
en exdmenes resueltos con lapiz o que presenten algtn tipo de alteracion. Solo se permite el uso de la
calculadora cientifica no programable. No se permite el uso de celular durante el desarrollo de la prueba,
manténgalo apagado o en silencio.

1. [4 puntos] Determine y clasifique los puntos criticos de la funcién f de criterio

f(x,y) = x> = 3x% + 3y —°

2. [5 puntos] Suponga que T(x,y,z) = 100xy?z es la temperatura en grados en cualquier punto (x,y, z)
de la superficie de ecuacion x2+1y2+22=4,conx,y,z > 0 (es decir, la parte de la esfera del primer
octante). Use multiplicadores de Lagrange para determinar el punto en el que la temperatura es
maéxima. Calcule ademds la temperatura maxima.

3. [5 puntos] Sea f una funci6n integrable en R? y considere:

1 py+l
I= J J f(x,y)dxdy
0 J1-4/1-(y-1)

Dibuje la regién de integracién y plantee a I pero en el orden de integracién dydx.

4. Considere el s6lido E limitado en el primer octante por las superficies de ecuacién S; : 4 — x = 22,

S2:y=2x-6, y S3:y =3, que se muestra en la Figura 1.

a) [3 puntos] Dibuje las proyecciones del s6-
lido E en los planos XZ y YZ. Debe indicar
explicitamente las ecuaciones de las cur-
vas que limitan cada proyeccién.

b) [4 puntos] Calcule el volumen del s6lido
E (use la proyecciéon en XZ).



5. [5 puntos] Considere las curvas de ecuacién x> + (y —1)> = 1y r = 1 + sen(0), para 0 € [0,27], y la
region sombreada R que se muestra en la Figura 2. Calcule ff xdA.
R

r =1+ sen(d)

=V

N

6. [5 puntos] Considere la Figura 3 que muestra el s6lido W limitado por las superficies:
Slzy2+22:4, Sopix+z=4, Sz3:z=xy S4:2=0

Calcule fff 1-dV, empleando para ello un cambio de variable a coordenadas cilindricas.
w
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8.31 Solucién del Segundo parcial-1-2017

Solucion breve: No esta editada.

8.32 Segundo parcial — Extraordinario —1-2017

InstiTuTo TECNOLOGICO DE Costa Rica Tiempo:2:30 horas
EscueLa DE MATEMATICA Valor: 32 puntos
MA-2104 CALCULO SUPERIOR I semestre 2017

I EXAMEN PARCIAL (EXTRAORDINARIO)

Instrucciones: Esta es una prueba de desarrollo, por lo que deben aparecer todos los pasos que lo llevaron
a su respuesta. Trabaje en forma clara y ordenada. No son procedentes reclamos sobre exdmenes resueltos
con lapiz (parcial o totalmente), o que presenten alguna alteracién que haga dudar de su legitimdad. No
se permite el intercambio de instrumentos ni el uso de dispositivos con memoria de texto ni conectividad a
Internet, y tampoco el uso de hojas sueltas.

1. [ 5 Puntos] Determina los puntos criticos de la funcién f(x,y) = 2y> + 6yx? — 3x> — 150y. Ademds,
clasifiquelos como maximos, minimos o puntos de silla

2. [ 5 Puntos] Determine el valor minimo y maximo de F(x,y, z) = x> + y? + z?, sujeto a que el punto
(x,y,z) pertenezca a la esfera (x — 2)? + (y — 2)* + (z - 3> = Z.
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3 p2- %y
3. [ 5Puntos] Determine la regién R asociada a la integral doble J J g(x,y) dxdy y, luego, exprese
-3 1:12_9

dicha integral inviertiendo el orden de integracién

4. [ 5 Puntos] Haciendo el cambio a coordenadas polares, plantee la integral ffydA, donde R es la
R

region representada en la siguiente figura:

r=2+2cosf

5. [ 5 Puntos] Utilice coordenadas cilindricas para calculaar el volumen del s6lido Q representado en la
siguiente figura:

6. [ 7 Puntos] Considere el sélido E, limitado por las siguientes superficies:

S1:(y—22=2(x-1), S2:2x+3z=6, S3:2x+y=4, Sg:y=4, S5:2=0,



a.) [ 3 Puntos] Dibuje las proyecciones de E sobre los planos XY, XZ.
b.) [ 4 Puntos] Usando la proyeccién XY, calcule fff ydVv
E

8.33 Solucion del Segundo parcial — Extarodinario —1-2017

Solucion breve: No esta editada.

8.34 Tercel parcial-1-2017

InstrTuTO TECNOLOGICO DE Costa Rica Tiempo: 2:30 horas
EscueLa DE MATEMATICA Valor: 30 puntos
MA-2104 CALCULO SUPERIOR

I SEMESTRE, 2017

[II ExaMEN PArcIAL

Instrucciones: Esta es una prueba de desarrollo, por lo que deben aparecer todos los pasos que lo llevaron
a su respuesta. Trabaje en forma clara y ordenada. No son procedentes reclamos sobre exdmenes resueltos
con lapiz (parcial o totalmente), o que presenten alguna alteracién que haga dudar de su legitimidad. No
se permite el intercambio de instrumentos, el uso de dispositivos con memoria de texto ni conectividad a
Internet ni tampoco el uso de hojas sueltas.
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1. Sea F(x,y,z) = (x +y,0,—z) un campo vectorial
y sea Q el sélido limitado por las superficies
S1:y = x24+1,S : x+z2=2,8:2z=1,
Si:x=0,S5:y=0,S¢:2z=0
tal como se muestra en la figura.

a) [5puntos] Calcule J 1-ds dondela curva

C
C = Cy U C; desde el punto A hasta el
punto B que se resalta en la figura.

b) [5 puntos] Utilice el Teorema de Stokes
para calcular | F-drdonde

C
C=CiUCyUC3UC4eslacurva que se
muestra en la figura.

c) [5 puntos] Determine jj x dS donde S es
S

la superficie S; del s6lido que se resalta en
la figura.

2 2
2. [5 puntos] Sea Q el s6lido definido por las superficies S1 : z=1-y?, Sy : % + % =1,S3:x-y=2,
S4:x=0,S5:y=0,S¢:2=0.SeaF(x,y,z) = —xi+zj+y kun campo vectorial, determine J F-dr,
C

donde C = C; U C; es la curva que se muestra en la figura.



3. [5 puntos] Utilice el Teorema de Green para calcular J y2 dx +xy dy,donde C = C; UCr,UC3U Cy

C
¥
4

2
es la curva que se muestra en la figura en donde C;: — + % =1y G:x*+y*=1.

Cy

4. [5puntos] Sea F(x,y,z) = (% + cosy) i+ (% —-x seny) j‘—ZZ@ y C una curva que va del punto (1,1, 2)

al punto (1, 3,2). Verifique que F es un campo vectorial conservativo y calcule | F-dr.
C

8.35 Solucion del Tercel parcial-1-2017

InstiTuTO TECNOLOGICO DE Costa Rica Tiempo: 2:30 horas



EscueLA DE MATEMATICA
MA-2104 CALCULO SUPERIOR
I SEMESTRE, 2017

SoLuciON sucINTA DEL III ExAMEN PARCIAL

Valor: 30 puntos

Instrucciones: Esta es una prueba de desarrollo, por lo que deben aparecer todos los pasos que lo llevaron
a su respuesta. Trabaje en forma clara y ordenada. No son procedentes reclamos sobre exdmenes resueltos
con lapiz (parcial o totalmente), o que presenten alguna alteracion que haga dudar de su legitimidad. No
se permite el intercambio de instrumentos, el uso de dispositivos con memoria de texto ni conectividad a
Internet ni tampoco el uso de hojas sueltas.

1. Sea F(x,y,z) = (x +y,0,—z) un campo vectorial

y sea Q el sélido limitado por las superficies

NI

y =x24+1,S : x+z=2,S3: 2z =1,

Si:x=0,S5:y=0,S¢:2z=0
tal como se muestra en la figura.

a)

[5 puntos] Calcule J‘ 1-ds dondela curva

C
C = Cy1 U C; desde el punto A hasta el
punto B que se resalta en la figura.

Solucion:

Cl :Tl(t) = (t/ tz + 1/ 1)/ te [0/ 1]/
(1) = (1,2t,0)

Cr:m(t) = (t,t2+1,2-1), t €[1,2],
m(t) = (1,2t,-1)

[5 puntos] Utilice el Teorema de Stokes
para calcular | F-drdonde

C
C=CiUCUC3UC4eslacurva que se
muestra en la figura.

X

1 2
j I (Ol]dt + J I, (0]l dt
0 1

1 2
J V1 +4t2dt + J V2 + 4t2dt
0 1

4,80




Solucién:

jRotF-Nds
S

@}
ﬂ
o
3
Il

La curva C es borde de la superficie S : x +z = 2,

como se ve en la figura. Vamos a proyectar la superfi-
cie S sobre el plano XY. El vector normal adecuado,
para que la curva gire contra-reloj alrededor de él, es

f (0,0,~1) - (=1,0,-1) dA

F= _(_ZX/ _Z/y/ 1) = (_1/ 0/ _1) o
2 px2+l

ROtF = (0, O, —1) = J 1 dde = —
1 J0

c) [5 puntos] Determine fj x dS donde S es
S

la superficie S; del s6lido que se resalta en
la figura.

Solucion:

La superficie S; tiene ecuacién S;:y = x2 +1.

a.) Si proyectamos la superficie sobre XZ, entonces S; :y =x2 +1,



ffx\/yi +y2 +1dA

RXZ

fgfxds

1 p2-z
I x V4x2 +1 dxdz =~ 2,802

0 JO

b.) Si proyectamos la superficie sobre YZ, entonces S1:x = vy -1,

ffde = jfx\/x% +x2+1dA
S

Ry:

1 p(z—2)%+1 1
Vy-1, / +1 dydz
Jo L 4y -1) b

1 p(z=2)2+1
I J Wy - 3/4 dydz ~ 2,802
0 J1

2 2
2. [5 puntos] Sea Q el s6lido definido por las superficies S; : z=1-1y2, S, : Yy, % =1,S3:x-y=2,
S4:x=0,S5:y=0,S¢:2=0.SeaF(x,y,z) = —xi+zj+y k un campo vectorial, determine J F-dr,
C

donde C = C; U C; es la curva que se muestra en la figura.




Solucién:

Q2+t t1-1%)

B=(2,0,1)

2+1¢10)
A=(4,2,0)

a.) Primera manera: Observe que el campo es conservativo: Rot F = (0,0, 0). Entonces podemos usar
una funcién potencial u otro camino C’

r Xz
Ox=—x = ¢= —XdX:—7+K]
r Xz
e Funcionpotencial: { ¢y =2 = ¢=|[zdy=2zy+K; = ¢(x,y,2) = —?+yZ+K
b=y = ¢=|ydz=zy+K;

J F-dr=6¢(2,0,1) - 420 = 6
C

e Otro camino C’ desde A = (4,2,0) hasta B = (2,0, 1), con segmentos paralelos a los ejes.

—C () = (4, 40),t € [0,2]
~C, ()= (40,0t € [2,4]
C, o m)=(2,01),t € [01]

2 4 1 4
J F-dr= —J (—4,0,1)-(0,1,0) dt—J (—t,0,0)-(1,0,0) dt+J (-2,t,0)-(0,0,1) dt:J tdt = 6
C 0 2 0 2



b.) Segunda manera: Paramerizando C y usando la definicién.

-C; : () =Q+tt,1-1?),t € [0,1] (con y=1)
-C, : r(t)=2+t,t0),t € [1,2] (con y=t)

1 2
I F-drz—f (=2 -t,1-12,1)-(1,1,-2t) dt—I (-2-1,0,1)-(1,1,0) dt = 6
C 0 1

3. [5 puntos] Utilice el Teorema de Green para calcular J yz dx +xydy,donde C = C;UCr UC3UCy

C
2

pe
4

2
es la curva que se muestra en la figura en donde C;: — + % =1y G:x*+y*=1.

Solucién: Usamos la sugerencia de usar coordenadas rectangulares. Notar que la orientacion de la
curva es a favor de reloj.

y
3 \ y=3V1-x%/4
Cs A
2
4+ R, C
A
1 Ry
P
= G
y=vl-x , X
1 ¢ 2




J y? dx+ xy dy —ijX—PydA
C ~—— e ny

P Q
1 p3V1-x2/4 2 3y/1-x2/4 17
- -y dydx — J J -y dydx = —
JO J\ll—xz 1 Jo 3

1 1
4. [5puntos]Sea F(x,y,z) = [ = + cosy| 1+ = — xseny| j—22R y C una curva que va del punto (1,1,2)
P Y X Y " y q p

al punto (1, 3,2). Verifique que F es un campo vectorial conservativo y calcule | F-dr.
C

Solucién: El campo es conservativo: Rot F = (0,0, 0). Entonces podemos usar una funcién potencial u
otro camino C’

1 (
bx = — +cosy = ¢ = ;+cosy dx =In|x| + xcosy + Ky
X J
1 (
e Funcion potencial: { ¢ = g —-xseny = ¢ = 13 —xseny dy = In |y| + xcosy + K,
J
.
b, =-2z = ¢=|-2zdz= 22+ Kz
J

d(x,y,z) = 2> +In|x| + In|y| + xcosy + K
Y

J F-dr=¢(1,3,2) - d(1,1,2) ~ 043
C

e Otro camino C’ desde A = (1,1,2) hasta B = (1, 3,2). Podriamos tomar el segmento de recta que
inicia en A y finaliza en B.

A=(1,1,2) ,

f\>_\c)\.3: (1,3,2)

1

et

C':r(t)=(1,t2),t € [1,3]

3 3
1
J F-dr:J (P,Q,R)-(0,1,0) dt = J ¥—1~sent dt ~ -0,43

C 1 1
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8.36 Examenes 2018

8.37 Tercer Parcial — 1-2018

InstiTUTO TECNOLOGICO DE Costa Rica Tiempo:2:20 horas
EscueLa DE MATEMATICA Valor: 32 puntos
MA-2104 CALCULO SUPERIOR I semestre 2018

III EXAMEN PARCIAL

Instrucciones: Esta es una prueba de desarrollo, por lo que deben aparecer todos los pasos que lo llevaron
a su respuesta. Trabaje en forma clara y ordenada. No son procedentes reclamos sobre exdmenes resueltos
con lapiz (parcial o totalmente), o que presenten alguna alteracién que haga dudar de su legitimdad. No
se permite el intercambio de instrumentos ni el uso de dispositivos con memoria de texto ni conectividad a
Internet, y tampoco el uso de hojas sueltas.

Z‘l

C:y+72=1

images/

1. [4 Puntos] Calcule J (yx + z)ds si C esla curva de ecuaciéon
c

y? + 2% =1 tal y como se muestra en la figura a la derecha

images/

2. [5 Puntos]Calcule J F-dr si C es la unién de las curvas
C
C1, C2, C3 y C4, como se muestra en la figura de la derecha,

y

2
_ A X 2\ 4
F(x,y) =xIn(y+1) 1 + (2(y+1) + X ) )
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images/

3. Sila curva C es la unién de las curvas Ci, C; y Cs, como se

muestra en la figura de la derecha, y

F(x,y,z) = (e*sen(y) —yz) 1 + (e*cos(y) —xz) j + (z—xy) k

a.) [2 puntos] Muestre que F es conservativo

b.) [4 puntos] Calcule j F - dr usando una funcién potencial

C

c.) [2 puntos] Calcule J F - dr usando otro camino C’
C
Continiia atrds ...

images/

4. [5 puntos] Calcule jf F-NdS si S es la frontera del sélido E
S

limitado por el cono z =2 —/x? +y? ylosplanos z=1y z =0,
como se muestra en la figura de la derecha, N es el vector unitario

exterior al sélido E y

F(x,y,z) = (0, 0, 2Z2+x+ yz)

images/

5. a.) [5 puntos] Considere la superficie S de ecuacién
z = 4 — x* limitada por el plano y = 3 —x, enel I
octante (como se muestra en la figura a la derecha).
Calcule el &rea de la superficie S

b.) [5 puntos] Calcule J F - dr usando el Teorema de

C
Stokes, sabiendo que F es el campo vectorial definido
por A
F(x,y,2) =x1+yzj+y*k,

y C = C1 + C2 + C3 es la curva cerrada y orientada,
que se muestra a la derecha.

X

ZA

G3

C

G
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8.38 Solucion del Tercer Parcial — 1-2018

InstrTuTo TECNOLSGICO DE Costa Rica Tiempo:x:xx horas
EscueLa DE MATEMATICA Valor: xx puntos
MA-2104 CALCULO SUPERIOR I semestre 2018

IIT EXAMEN PARCIAL

Instrucciones: Esta es una prueba de desarrollo, por lo que deben aparecer todos los pasos que lo llevaron
a su respuesta. Trabaje en forma clara y ordenada. No son procedentes reclamos sobre eximenes resueltos
con lapiz (parcial o totalmente), o que presenten alguna alteracién que haga dudar de su legitimdad. No
se permite el intercambio de instrumentos ni el uso de dispositivos con memoria de texto ni conectividad a
Internet, y tampoco el uso de hojas sueltas.

Z‘\
‘ C:y+72=1
images/
1. [4 Puntos] Calcule J (yx +z)ds si C esla curva de ecuaciéon v
C -
y? + 22 =1 tal y como se muestra en la figura a la derecha N
X

Solucion: Tres maneras

y=t, z=1t, Yy =cost, z=sent,

C: rt)=(0,t,V1-12), t € [0,1] C:r(t)=(0,V1-1t3t), t € [0,1] C: r(t) =(0,cost,sent),

(1) = —t PN -t t e [0,7'[/2]
T(t) = 1— 2 T =10 \/1_tz'1 7(t) = (0,—sent,cost)

—
Il

7T/2
J sent \/T dt

0
1

J\/——tz 1+ ¢ sdt | 1 th\/zdt I
[efn |

1 (No es impropia!) Se debe calcular como impropia!




images/

2. [5 Puntos]Calcule J F - dr si C es la unién de las curvas
C
C1, C2, C3 vy C4, como se muestra en la figura de la derecha,

y

2
_ A X 2\ 4
F(x,y)=xIn(y+1) 1 + (2(y+1)+x ))

Solucion: Usando el teorema de Green,

JF-dr
C

H(ﬁzﬁ) aA

2 pV4-x
J J 2x dy dx
0 J(

x—1)2

2
- J 2x (\/4 X (x— 1)2) dx ~ 5.17387

0

images/ ZA
3. Sila curva C es la unién de las curvas C;, C; y C3, como se

muestra en la figura de la derecha, y G

F(x,y,z) = (e*sen(y) —yz) 1 + (e*cos(y) —xz) j + (z—xy) k

a.) [2 puntos] Muestre que F es conservativo G

b.) [4 puntos] Calcule J F - dr usando una funcién potencial «
C
G
c.) [2 puntos] Calcule J F - dr usando otro camino C’
C X

Solucién:



a.) F es conservativo:

Py = eXcos(y)—z = Qx
P, = -y = Ry
Qz = —X = Ry

b.) Calcule J F - dr usando una funcién potencial:
C

by =evsen(y)—yz = dxy,2) = [(e¥sen(y) - yz) dx = e* sen(y) - xyz + Ki(y, 2

J

by =eXcos(y)—xz = P(x,y,z)= p(e" cos(y) — xz) dy = e*sen(y) — xyz + Kz (x, 2)

J

ZZ

¢, =z—-xy = o(xy,2) = p(z—xy)dz= >

J

xyz + Kz(x,y)

2
d(x,y,2) = e¥sen(y) — xyz + % LK

J F-dr=d(0,0,2) — $(0,0,0) = 2
C

c.) Calcule J F - dr usando otro camino C’:
C

Usando el segmento de recta que va de A =(0,0,0) hasta B = (0,0,2) tenemos,

images/ C’ : r(t) = (0,0,t), t € J F-dr
C

J F(r(t)) - (t) dt
[0,2] ¢

2
(t) =(0,0,1) JO (0,1,t)-(0,0,1)dt =2

images/
4. [5 puntos] Calcule ff F-NdS si S es la frontera del sélido E
S
limitado por el cono z =2 —+/x2+y? ylosplanos z=1y z=0,

como se muestra en la figura de la derecha, N es el vector unitario
exterior al sélido E y

F(x,y,z) = (0, 0, 22 +x%+ yz)




5.

Solucioén:
images/

ijF-Nds

ﬂ DivFdV
jj r— Vx2+y?

2zdz dA + H Jl 2zdz dA

= % + 7~ 5.75959

images/

a.) [5 puntos] Considere la superficie S de ecuacién
z = 4 — x? limitada por el plano y = 3 — x, enel I
octante (como se muestra en la figura a la derecha).
Calcule el 4rea de la superficie S

b.) [5 puntos] Calcule J F - dr usando el Teorema de

C
Stokes, sabiendo que F es el campo vectorial definido
por A
Fix,y,2) =x1+yzj+y*k,

y C = C1 + Cy + C3 es la curva cerrada y orientada,
que se muestra a la derecha.

Solucién:

H( —4x2 +y2 + %% +y? +4) dA + Hl dA

271 27t
J J( —4r + 12+ 4) rdrdo +J J 1rdrdo

X\

-

A

G




images/

a.) Proyectamos sobre XY. Como S :

dS = V1 +4x2 +0%2dA

[J1-as = [[{1+2+2an
S Ry
2 p3-x
= J V1 +4x2 + 02 dy dx

0 JO

2
= J (3 =x%x)V1 + 4x2 dx ~ 8.18262
0

images/

b.) Proyectamos sobre XZ. La curva C es el borde del plano

S1:y=3-x

RotF = (y,0,0). Para que la orientacién de C sea contrare- 7 — 4 — x2
loj respectoa Ny, escogemos N1 = (yx, —-1,y2) = (-1,-1,0)

LF- dr = yRotF-Nds

_ ﬂ(y,o, 0)-(-1,-1,0)dA

RXZ

2 p4-x2
= J ‘[ (x —3)dzdx
0 Jo

2
= J‘(X—3)(4—X2) dx = -12
0

8.39 Examenes 2019

z = 4 — x% entonces

1=4-x2

S :
3 ¥
y=3—x
VA
A
4
Ci #Cz
sz S 1
- T
G3
y=3—Xx
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I EXAMEN PARCIAL

Instrucciones: Esta es una prueba de desarrollo, por lo que deben aparecer todos los pasos que lo llevaron
a su respuesta, esto incluye los dibujos necesarios. Trabaje en forma clara y ordenada. No son procedentes
reclamos sobre exdmenes resueltos con lapiz (parcial o totalmente), o que presenten alguna alteracién que
haga dudar de su legitimdad. No se permite el intercambio de instrumentos ni el uso de dispositivos con
memoria de texto ni conectividad a Internet, y tampoco el uso de hojas sueltas.

1. [5 puntos] Determine la ecuacion candnica y realice la representacion grafica de la hipérbola H si se
sabe que la distancia entre sus focos es 8 unidades, sus asintotas tienen ecuacion x +y =2yy—-x =2

y (v12,0) es un punto de la esta cénica.

2. [5 puntos] Determine la ecuacién canénica de la cénica de ecuacion 3x*> —6x +y? +4y -2 =0e
indique sus principales carcteristicas.

3. Considere el s6lido Q limitado por las superficies Sy : 4(x —2) = Y2, St y+z=4, S3: 2x+y =38,
S4:2=0,S5: y=0y Se¢: x=0.

a.) [3 puntos] Dibuje, por separado, las superficies S1, So y S3
b.) [3 puntos] Dibuje el s6lido Q

4. [5 puntos] Considere la superficie S : (z —2)? — (x — 1)> — y? = 1. Dibuje la superficie S usando las
trazas que se obtienen al intersecar la superficie S con cada uno de los planos de ecuacién z =0, z =4,
yx=1

5. [5 puntos] Sea f una funcién con primeras derivadas parciales continuas y sea g una funcién deriva-

0z 0z
) 2
ble. Si z = f(x*, g(xy~)), calcule 7 oy

6. [3 puntos] Sea f(x,y) = cos(x +2y) + sen(x — Ky). Determine una constante K € R tal que se cumpla

la identidad
% e o%f

EYER

8.41 Solucion del Primer Parcial — 1-2019

InsTiTuTO TECNOLOGICO DE COosta Rica Tiempo: x:xx horas
EscueLa DE MATEMATICA Valor: xx puntos
MA-2104 CALCULO SUPERIOR Marzo bb, 2019

SoLuciON BREVE DEL I EXAMEN PARCIAL

©Revista Digital Matematica, Educacion e Internet.  https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/material_didactico/no_revisado


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/material_didactico/no_revisado

Instrucciones: Esta es una prueba de desarrollo, por lo que deben aparecer todos los pasos que lo llevaron
a su respuesta, esto incluye los dibujos necesarios. Trabaje en forma clara y ordenada. No son procedentes
reclamos sobre exdmenes resueltos con lapiz (parcial o totalmente), o que presenten alguna alteracién que
haga dudar de su legitimdad. No se permite el intercambio de instrumentos ni el uso de dispositivos con
memoria de texto ni conectividad a Internet, y tampoco el uso de hojas sueltas.

1. [5 puntos] Determine la ecuacién candnica y realice la representacion grafica de la hipérbola H si se
sabe que la distancia entre sus focos es 8 unidades, sus asintotas tienen ecuacion x +y =2yy—-x =2

y (V12,0) es un punto de la esta cénica.

Solucién:

a.) 2—x=2+4+x = centro (0,2)

x> (y-2)7?
S e
b2

b.) Por la posicién del punto (V12,0): Ecuacién canénica —
a

— a=>b

=Ny

c.) Pendiente de la asintotay =2+ xes 1 =

d)2c=8 = a®>+b’>=16 = 2a’=16 = a’=8

2 ) 2
Ecuacién canodnica % - % =1

2. [5 puntos] Determine la ecuaciéon canénica de la cénica de ecuacién 3x%> —6x +y> +4y -2 =0e
indique sus principales caracteristicas.

. _12 22
Solucién: 3x> —6x+y?>+4y—-2=0 = 3(x -1+ [y +2°>-9=0 = (X3) +(yg ) ~0

a.) Centro (1,-2)
b.) b2=3,ad2=9 = c=V6



c.) Focos (1, -2 + V6)

3. Considere el sélido Q limitado por las superficies S1 : 4(x —2)=y?, Sa: y+z=4, S3: 2x+y =8,
S4:2=0,S5: y=0y Se¢: x=0.

a.) [3 puntos] Dibuje, por separado, las superficies S1, So y S3
b.) [3 puntos] Dibuje el s6lido Q

Solucién:

4. [5 puntos] Considere la superficie S : (z —2)?> — (x — 1)> — y? = 1. Dibuje la superficie S usando las
trazas que se obtienen al intersecar la superficie S con cada uno de los planos de ecuacién z = 0, z = 4,

y x=1
Solucion:




5. [5 puntos] Sea f una funcién con primeras derivadas parciales continuas y sea g una funcién deriva-

0z 0z
L (r2 2
ble. Si z = f(x*, g(xy~)), calcule 7 oy’

2

Solucién: z = f(u,w) donde u = %2, v =xy?y w = g(v)

oz _ of of »
a')a_x_ﬁ 2x+—W gw)-y
dz of of
b) == —-0+—-g'(w)-2
) oy~ ou 7 g'(w) - 2xy

6. [3 puntos] Sea f(x,y) = cos(x +2y) + sen(x — Ky). Determine una constante K € R tal que se cumpla

la identidad
Pl _ a0
oy? ox2
Solucioén:
02f )
= = —K=%sen(x — Ky) — 4 cos(x + 2y)
oy
— K=2
2 o*f 2 2
K*— = —K“sen(x — Ky) — K= cos(x + 2y)
0x2
8.42 Tercer Parcial — 1-2019
InstITuTo TECNOLOGICO DE COstA Rica Tiempo: 1:40 horas
EscueLA DE MATEMATICA Valor: 29 puntos
MA-1303: MAaTEMATICA BASICA PARA ADMINISTRACION I SEMESTRE - 2019

III EXAMEN PARCIAL

Instrucciones: Esta es una prueba de desarrollo, por lo tanto, debe presentar todos los pasos necesarios
que le permitieron obtener cada una de las respuestas. Indique el nimero (y la letra, si la hay) de cada
ejercicio que resuelva. Trabaje en forma clara, ordenada y utilice boligrafo para resolver el examen. No son
procedentes las apelaciones que se realicen sobre exdmenes resueltos con lapiz o que presenten algtn tipo
de alteracion. No se permite el intercambio de instrumentos ni el uso de dispositivos con memoria de texto
ni conectividad a Internet
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1. [5 puntos] En la figura adjunta se muestra el
solido limitado por las superficies

Si:z+x+y=4, Si:y =0,
Sy:x2+y? =4, S5:z2=0,
S3ZX=O,

donde C esta compuesta por las curvas C; (que
va del punto A al punto B) y C; (que va del
punto B al punto C).

Calcule J (x+y+z)ds.
C

2. Enla figura adjunta se muestra la curva C defi-
nida por la pardbola x = y> — 1 y el eje y.

a) [4 puntos] Calcule I xy dx + x dy sin

usar el Teorema de Green.

b) [4 puntos] Calcule J xy dx + x dy utili-

C
zando el Teorema de Green.

3. Considere el campo vectorial F(x,y, z) = (ye*¥,xe*Y + 2yz,y2 — 1)

Gy

a) [2 punto] Verifique que F es un campo vectorial conservativo.

b) [3 puntos] Determine | F-dr donde C es una curva que va desde el punto (0,0, 1) hasta el

c
punto (1,0,2), para esto utilice la funcién potencial de F.

4. [5 puntos] En la figura adjunta se muestra el
solido definido por las superficies

S1:z=4-%2, S4:x=0,
Syix+y=4, Ss:y =0,
Sz:dx —4y+z=4, S¢:z=0.

Calcule jj(z +x% —y) dS.
Sy




5. [5 puntos] En la figura adjunta se muestra el
solido definido por las superficies

Slzz:yz, Ss:y=0,
Sriz=x-2, Ss5:z=4.
S3:x=0,

Calcule f F-n dS, donde
S1

F(X/U/Z) = 176)_ @"' XQ

con 1 externo unitario al sélido.

6. [5 puntos] Enla figura adjunta se muestra
el s6lido limitado por las superficies

51:y2+22:9, Si:y =0,
Spix+y=3, S5:z=0.
S3:X:0,

Sea S = S1US,US3US4USs (S estd formado
por todas las caras del s6lido).

Calcule ff F-n dS,
S

donde F(x,y, z) = (%, 4%, xy), con 7 el vec-
tor normal externo unitario al sélido en
cada una de sus caras.

8.43 Solucion del Tercer Parcial — 1-2019

InstiTuTO TECNOLOGICO DE COosta Rica Tiempo: 2:30 horas
EscueLA DE MATEMATICA Valor: 33 puntos
CALCULO SUPERIOR I SEMESTRE - 2019

IIT ExamMeN PArciAL — SoLuciON BReVE

Instrucciones: Esta es una prueba de desarrollo, por lo tanto, debe presentar todos los pasos necesarios
que le permitieron obtener cada una de las respuestas. Indique el ntimero (y la letra, si la hay) de cada
ejercicio que resuelva. Trabaje en forma clara, ordenada y utilice boligrafo para resolver el examen. No son
procedentes las apelaciones que se realicen sobre exdmenes resueltos con lapiz o que presenten algtn tipo
de alteracion. No se permite el intercambio de instrumentos ni el uso de dispositivos con memoria de texto
ni conectividad a Internet

©Revista Digital Matematica, Educacion e Internet.  https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/material_didactico/no_revisado


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/material_didactico/no_revisado

1. [5 puntos] En la figura adjunta se muestra el sélido limitado por las
superficies

S1:z+x+y =4, Si:y=0,
Sy:x2+y? =4, S5:2=0,
S3:x=0,

donde C estd compuesta por las curvas C; (que va del punto A al punto

B) y C2 (que va del punto B al punto C). Calcule J (x +y +2z)ds.
C

Solucioén:
Ci: 1ri(t) = (2cost, 2sent, 4 —2cost—2sent), t € [0,7/2]
CZ: T.Z(t) = (0/ 2/ t)/ te [O/ 2]

(x+y+z)ds+ | (x+y+z)ds

J (x+y+z)ds
C Cy Ca

/2 2
J (2cost+2sent+4—2cost—2sent) \/8—85en(t)cos(t) dt+J (2+t)\/T dt
0 0

14.5822 + 6 = 20.58

&

2. Enla figura adjunta se muestra la curva C definida por la parabola x =
y? —lyelejey. 1

Ch

a) [4 puntos] Calcule J xy dx + x dy sin usar el Teorema de Green.
C

b) [4 puntos] Calcule J xy dx + x dy utilizando el Teorema de
C

Green.

t?-1,t), t € [-1,1]
0,t), t € [-1,1]

—Cy: Tl(t)
Solucién: F(x,y) = (xy, x) y Co: o(t)



nydx+xdy = J F'dr+J F-dr
C C1 Ca

1 1
—J -t t2-1)-(2t,1)dt + J (0,0)-(0,1) dt
-1 -1

g
15

a.)

0
chy dx+xdy = Jj(l—x)dA

R
1 p0

J J (1 -x)dxdy
-1 y2_1

28

15

b.)

3. Considere el campo vectorial F(x,y, z) = (ye*V,xeXY + 2yz,y? — 1)
a) [2 punto] Verifique que F es un campo vectorial conservativo.

b) [3 puntos] Determine | F-dr donde C es una curva que va desde el punto (0,0, 1) hasta el

C
punto (1,0, 2), para esto utilice la funcién potencial de F.

Solucién:

a.) RotF =(2y -2y, 0-0, xye™Y + e*¥ — (xye™Y + e*¥)) = (0,0,0)
b.) Una funcién potencial es ¢(x,y,z) = €Y +y?z —z + K.

[ Far= o - o) -1

4. [5puntos] En la figura adjunta se muestra el s6lido definido
por las superficies

S1:z=4-%2, S4:x=0,
Syix+y=4, Ss:y =0,
Sz:dx —4y+z=4, S¢:z=0.

Calcule jj(z +x%—y) dS.
So




Solucion: Proyectando sobre XZ. Sy :y =4 —x .

2 pd—x?
J J (z+x% - (4-x)) V2dz dx
0 Jo

_68V2
15

ff(z +x2—y) dS
S>

~ —-6.4111

5. [5 puntos] En la figura adjunta se muestra el sélido definido por las
superficies

Si:z=1y? Si:y=0,
Sr:iz=x-2, Ss5:z=4.
S3:x=0,

Calcule ff F-n dS, donde
S1

F(X/U/ Z) = 17®_ @+ X@

con 1 externo unitario al sélido.

Solucién: Dos maneras, proyectando sobre XY y sobre XZ

Primera manera: Proyectando sobre XY

Solucion:
.\‘
j F-ndS = H (y,—y%%) - (0,2y,-1) dA A
S1 ny
2 py2+2 2
= J J (—x —2y°) dxdy
0 Jo 1
= —@ ~ —49.8667 1




Segunda manera: Proyectando sobre XZ

Solucion:

fj (y, -z,%x) - (0, 1,—2%/2) dA

HF-n ds
Sy

D'X,Z
3
4 pz+2
= j J (—L—Z) dx dz
0 Jo 24z 2
74
= —1—58z—49.8667 ! T=x—2

6. [5 puntos] En la figura adjunta se muestra el sélido E limitado por las
superficies

Slzyz+zz=9, Sg:y =0,
Sy ix+y=3, S5:z=0.
S3:x=0,

Sea S = S1USyU S3US4U S5 (S esta formado por todas las caras del
s6lido). Calcule ff F-n ds,
S

donde F(x,y, z) = (z%,y?,xy), con 7 el vector normal externo unitario al

sOlido en cada una de sus caras. €z




Solucién: Usamos el teorema de la divergencia, proyectando sobre YZ.

DivF=0+2y +0

foF-n ds

JJ

Dy:
/2 3
L
/2 3
L

o

oJ

fEﬂ 2y AV

r3—y

2y dx] dA

3—rcost
J 2rcost dx] rdrdo
0

|

[ (6rcos(t) —2(r cos(t))z)] dr de

= 54- 81?7( ~ 22.1914

8.44 Primer Parcial — 11-2019

y+2=9

INnsTITUTO TECNOLOGICO DE COosta Rica

EscueLa DE MATEMATICA

MA-2104: CALCULO SUPERIOR - | PARCIAL

Tiempo: 2:20 horas
Valor: 29 puntos
IT SEMESTRE - 2019

1. [ 6 Puntos] Asocie cada una de las figuras con la respectiva ecuacién de la superficie que representa.
Escriba en su cuaderno de examen el niimero de la figura y la letra de la ecuacién con la que va asociada.

Para cada figura solo hay una posible ecuacién en el lado derecho.
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L AC) g teTT
B. ( )§+99—2+(Z_45)2_1

: ¢ Sgh e
D.( ) 22+(y_25)2_1
E. ( )é—(”;4)2+%2_1
R
H. ( )é (9—93)2_%2
O S
K. ( )g_(y—g‘l)z %2—1

El examen sigue atrds...

2. [ 5 Puntos] Determine la ecuacién canénica de la hipérbola H, la cual contiene el punto (0,4) y cuyos
vértices tienen coordenadas (2,2), (2, -2). Indique ademas las ecuaciones de sus asintotas, las coorde-
nadas del centro y los focos y realice su representacion grafica.

3. [ 4 Puntos] Determine la ecuacién canénica de la conica de ecuacién x? +2y? — 4y — 2x = —2. Ademas
indique el nombre de la cénica y realice su representacion grafica indicando las coordenadas de los



focos, centro y vértices.

4. Considere las Superficies Si:x—-1=vy% Sy:y+z=2, S3:x=0, S4:y=0, y S5:z2=0.

a) [ 2 Puntos] Dibuje por separado la superficie S1 y la superficie S,

b) [ 3 Puntos] Dibuje el s6lido limitado por las superficies S1, Sz, S3, Ssy Ss

5. Sean F una funcién diferenciable y f una funcién derivable. La ecuacion F[f(xy), f(yz)] = 0 definea z
como una funcién implicita de x y y

0z
a) [ 2 Puntos] Calcule e
b) [ 2 Puntos] Calcule g—z

6. [ 2 Puntos] Suponga que h es una funcién con segundas derivadas parciales continuas y la funcién g

1
se define como g(x,y) = < h(rx + V2, x% +y?). Calcule %9

ox
, cos(7x —y) _
7. [ 3 Puntos] Si f(x,y) = — determine una constante K de tal manera que se cumpla la
identidad X
o-f K of
=7 f(x, > 2
dyox Cov)+ 35y

8.45 Solucion del primer Parcial — 11-2019

InsTiTUuTO TECNOLOGICO DE COosta Rica Tiempo: 2:20 horas
EscueLA DE MATEMATICA Valor: 29 puntos
MA-2104: CALCULO SUPERIOR IT SEMESTRE - 2019

I PARCIAL — SOLUCION BREVE

Instrucciones: Esta es una prueba de desarrollo, por lo tanto, debe presentar todos los pasos necesarios
que le permitieron obtener cada una de las respuestas. Indique el nimero (y la letra, si la hay) de cada
ejercicio que resuelva. Trabaje en forma clara, ordenada y utilice boligrafo para resolver el examen. No son
procedentes las apelaciones que se realicen sobre exdmenes resueltos con lapiz o que presenten algtn tipo
de alteracion. No se permite el intercambio de instrumentos ni el uso de dispositivos con memoria de texto
ni conectividad a Internet.
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1. [ 6 Puntos] Asocie cada una de las figuras con la respectiva ecuacién de la superficie que representa.
Escriba en su cuaderno de examen el ntimero de la figura y la letra de la ecuacién con la que va aso-
ciada. Para cada figura solo hay una posible ecuacién en el lado derecho.

Solucion:
La
X (y-37_7
1. [H.] ]_6+ 9 —Z 2 i i
(x=3)7" vy _z
AC) g *95-=7
2 .2 2
(z-5)
B. ( )x_+y_+_:1
16 9 4
(x=52 y> 22 _E2 2 2
2. C. +Z+2 =1 =57 vy 2 _
[ ] 16 9 4 C. (2) T +9+4_1
ey
X D. (5) —XZ—ZZ+Q=1
2 2 2
E. (3) %—(y 94) +XZ=1
ZZ (y_4)2 X2 Z2 (X—5)2 y2 _
3. [E.]E—T'FZ:]. F. ( )E_T_Z_l
(x-5?% v _z
R I T3
X2 (9—3)2_22
H. (1) E+ 9 =7
2 2 .2
(y-5° «x
L( ) 282 X
Y 2 16 9 4
4, [G.] (=5 + L =2 2 .2
4 9 16 5. () X_+y_=z—5
' 4 9 16
X2 (y_4)2 22_
K.( )E— 9 +Z—1
2 2 .2
L( )L +2-X o
9 4 1
(y-5)°
5. [D.] x> -2+ 22— =1

2. [ 5 Puntos] Determine la ecuacién canénica de la hipérbola H, la cual contiene el punto (0,4) y cuyos
vértices tienen coordenadas (2,2), (2,-2). Indique ademas las ecuaciones de sus asintotas, las coorde-
nadas del centro y los focos y realice su representacion grafica.



Solucion: De acuerdo a la posicién de los vértices el centro es (2,0),

2 _22
a =2 ylaecuacion es g—z—(xbz) =1.

Ahora, para obtener b sustituimos el punto (0,4) en la ecuacién:

42 (0-2)7 »_ 4 oyt (x-2)
2_2_T:1:>b:§' ..Ec.Canomca:z—Z— 13 =1

2
V4/3

4 [ 4
b.) Como ¢ = 4+§ — los focos son (2, 0+ 4+§)

c.) Solo hay interseccién coneleje Y: y = +4

(x —2) = +V3(x = 2)

a.) Asintotas: y=0=+

3. [ 4 Puntos] Determine la ecuacién canénica de la cénica de ecuaciéon x? + 2y? — 4y — 2x = —2. Ademas
indique el nombre de la cénica y realice su representacioén grafica indicando las coordenadas de los
focos, centro y vértices.

Solucién: Completando cuadrados obtenemos una elipse de ecuacién

(y-172 _
1/2

1
Como ¢ =4/1— 5 entonces los focos son (1 +4/1/2, 1) .

El resto de detalles estdn en la representacion grafica.

(x—1)* + 1

4. Considere las Superficies Si:x—-1=vy% Sy:y+z=2, S3:x=0, S4:y=0, y S5:z2=0.

a) [ 2 Puntos] Dibuje por separado la superficie Sq y la superficie S,

b) [ 3 Puntos] Dibuje el s6lido limitado por las superficies S1, Sz, S3, Say Ss

Solucién:



5. Sean F una funcién diferenciable y f una funcién derivable. La ecuacién F[f(xy), f(yz)] = 0 definea z
. . 0z 0z
como una funcién implicita de x y y. Calcule — y —
0ox 7 dy
Solucién: 1ro: Cambio de variable:

F(u,v) =0 con u=f(xy)yv="f(yz)

a) [ 2 Puntos]

oF oF
9z F  gu Wty ™
ox  F. dF - oF

ou -~ v~

Como u=f(A) con A=xy y v=f(B) con B =yz, entonces

oF oF
— - f"(A)-y+—-f(B)-0
g T g
ox oF oF
— f(A)-0+— - F(B)-
= P(A) 0+ 5 () y
oF oF
F — f(A)-x+—-f(B)-z
oz Ky au ov
b) [2Puntos]a—— T =T :
Y z — f(A)-0+— - F(B) -y
ou ov

6. [ 2 Puntos] Suponga que h es una funcién con segundas derivadas parciales continuas y la funcién g

se define como g(x,y) = % “h(mx + V2, x2 +y?). Calcule 2—3

1
Solucién: 1ro Cambio de variable: g(x,y) = < h(u, v). con u = 7x + V2 yv=x2+y3

g 1 1 (3h _ oh
a—x——;'h(u, V)+;(E7T+EZX)



7. [ 3 Puntos] Si f(x,y) =

©Revista Digital Matematica, Educacion e Internet.

cos(7x —y)
X

identidad 22 K o
f f

—7.f oL 20

dyox (e y) + x 0y

Solucién:

2) of _ —7x sen(7x —y) — cos(7x — y) y of _ sen(7x —y)

ox X2 3y ~
) *f _ 7cos(7x —y) _sen(7x —y)
7 ooyox X X2
¢) 7 fooy)+ K. A L ox=y) K sen(x—y)
X ay X X x

7cos(7x—y) sen(7x-y) _ 7. cos(7x —y) N K sen(7x —y)

X X2 X X X

8.46 Primer Parcial Extraordinario — 11-2019

, determine una constante K de tal manera que se cumpla la

— K=-1

InstiTuTO TECNOLOGICO DE Costa Rica
EscueLa pE MATEMATICA

MA-2104: CALCULO SUPERIOR

I PArRcIAL — EXTRAORDINARIO

Tiempo: 2:20 horas
Valor: 30 puntos

IT SEMESTRE - 2019

Instrucciones: Esta es una prueba de desarrollo, por lo tanto, debe presentar todos los pasos necesarios
que le permitieron obtener cada una de las respuestas. Indique el ntimero (y la letra, sila hay) de cada
ejercicio que resuelva. Trabaje en forma clara, ordenada y utilice boligrafo para resolver el examen. No
son procedentes las apelaciones que se realicen sobre exdmenes resueltos con lapiz o que presenten
algtn tipo de alteraciéon. No se permite el intercambio de instrumentos ni el uso de dispositivos con

memoria de texto ni conectividad a Internet.

a) [ 5Puntos] Determine la ecuacién candnica y realice la representacion grafica de la hipérbola cuyo
eje mayor es paralelo al eje X, el centro es (h, 2), el eje menor mide 6 unidades, la distancia de un
foco al vértice es de 1 unidad y el punto (3, 5) pertenece a la elipse buscada.

b) [ 4 Puntos] Determine la ecuacién canénica de la cénica de ecuacién 9x? — 54x —y? + 4y + 68 = 0.
Indique sus caracteristicas mas importantes y realice su representacién grafica.
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c) Considere Q un sélido limitado en el primer octante por las superficies siguientes:

S1:25(zz—3)=-3y? Sp: 2y=3x—6,S3: x=4,S,: x=0,S5: y=0 y Se:2=0

1) [ 2 Puntos] Dibuje por separado las superficies S; y S»

2) [ 3 Puntos] Dibuje el sélido Q

2
d) [ 4 Puntos] Sea C(x,t) = Vte ™ Determine una constante K € R de tal manera que se cumpla
la identidad

2C  aC
W +4ta =Kx C(X,t)

e) [4Puntos] Seaz = g(y)f(x+y, x) donde g es una funcién dos veces derivable y f es una funcién
2

0yox

con derivadas parciales de orden dos continuas. Calcule

f) Laecuacién x> +y* + z = 27 define a z como una funcién implicita de x y y.

0 0
a.) [ 2 Puntos] Calcular el valor de x - i +y- é evaluado en el punto (1,1,0)

2

b.) [ 2 Puntos] Calcule o=
x2

g) [ 4 Puntos] Asocie cada una de las figuras con la respectiva ecuacién de la superficie que repre-
senta. Escriba en su cuaderno de examen el ntimero de la figura y la letra de la ecuacién con la
que va asociada. Para cada figura solo hay una posible ecuacién en el lado derecho.

El examen sigue atrds...



2 =3P 2
A, — —=1
6 9
(X _ 5)2 yz 22
B. ==—
o 16 3
2. C X_z Z_z (y -5 0
16 4 2
2
z
D. x=y>+ —
X =Yt C
x2 22 (y _ 5)2
E. ——-— 1
4 4 3
F. (x -3+ (y-3)%=2?
3. 22 (y—-4)2 X2
. — = —=1
G 4 9 4
poXs_v_Z
-16 4 16
2 2 L2
z¢2 (y-3) «x
I —— =1
1779 T3
4.
No hay solucién editada para este parcial extraordinario.
8.47 Segundo Parcial — 11-2019
Instrruto TECNOLGGICO DE Costa Rica Tiempo: 2:20 horas
EscueLa DE MATEMATICA Valor: 32 puntos
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MA-2104: CALCULO SUPERIOR

II PARCIAL

IT SEMESTRE - 2019

Instrucciones: Esta es una prueba de desarrollo, por lo tanto, debe presentar todos los pasos necesarios
que le permitieron obtener cada una de las respuestas. Indique el nimero (y la letra, si la hay) de cada
ejercicio que resuelva. Trabaje en forma clara, ordenada y utilice boligrafo para resolver el examen. No son
procedentes las apelaciones que se realicen sobre exdmenes resueltos con lapiz o que presenten algtn tipo
de alteracion. No se permite el intercambio de instrumentos ni el uso de dispositivos con memoria de texto

ni conectividad a Internet.

1. Considere la superficie S de ecuacién x>z + x?y? + sen(yz) + 3 = 0 y sea P (-1,0,3) un punto en S.

a)
b)
)

c

3 Puntos] Determine la ecuacién del plano tangente a la superficie S en el punto P

1 Puntos] Determine la ecuacién vectorial de la recta normal a la superficie S en el punto P

[
[
[ 2 Puntos] La ecuacion de la superficie S define a z como funcién implicita de x e y. Calcule la
derivada direccional de z en el punto P en la direccién del vector u = (1,1)

2. [ 5Puntos] Considere la funcién f definida mediante f(x,y) = xye**2Y. Determine los puntos criticos

de f y realice su clasificacion si es posible.

3. [ 5Puntos] Para la construccién de una caja con tapa con un volumen de 16m? se tienen que emplear
tres tipos de materiales. El costo del material para el fondo y la tapa es de $9 por metro cuadrado, el
costo para el material del frente y la parte trasera es de $ 8 por metro cuadrado, y el costo del material
para las otras dos caras es de $ 6 por metro cuadrado. Utilizando Multiplicadores de Lagrange, calcule

las dimensiones de la caja de modo que el costo de los materiales sea minimo.

1 p3-x?
4. Considere una regién R de drea Ag = J J dydx
0 J2x

a) [ 2Puntos] Dibuje la regiéon R

b) [ 3 Puntos] Plantee la o las integrales que permiten calcular Ar en el orden de integracién dxdy.

¢) [ 1Puntos] Calcule Ag

5. [ 5 Puntos] Dibuje la proyeccién en el plano XZ vy,
usando esta proyeccion, calcule el volumen del sélido
Q limitado por las superficies

S1: y+z=6

Syt z=4-%2

Sz3: 4y—-z—-4x=0

S z=0, Ss5:y=4y Se: x=0

4-}! —_ Z —

4x =0 \I\

=6



Continta en la siguiente pagina ...

|--.-I? mz + y2 = y‘/§ ’ '."‘..‘-.

6. [ 5 Puntos] Calcule el drea de la regién R com-
prendida entre el exterior del cardioide de ecua-
cion r = 1 + cos(0) y el circulo de ecuacién
x2 +y? = yV3 (regién sombreada en que se
muestra en la figura 2).

et e

8.48 Solucion del Primer Parcial — 11-2019

Tiempo: 2:20 horas
Valor: 32 puntos
II SEMESTRE - 2019

InsTiTUTO TECNOLOGICO DE Costa Rica
EscueLa DE MATEMATICA
MA-2104: CALCULO SUPERIOR

II PARCIAL — SOLUCION BREVE

1. Considere la superficie S de ecuacién x3z + x?y? + sen(yz) + 3 = 0 y sea P (-1,0,3) un punto en S.

a) [ 3 Puntos] Determine la ecuacién del plano tangente a la superficie S en el punto P

Solucioén:
S: G(x,v,2) = X3z + x*y? + sen(yz) + 3 = 0 entonces:

VG(x,y,z) = (3x°z + 2xy?, 2x%y + zcos(yz), x®> +ycos(yz)) = N =VG(-1,0,3) =(9,3,-1)

Ecuacion cartesiana: .. 9x + 3y —z = -12
b) [1Puntos] Determine una ecuacién vectorial de la recta normal a la superficie S en el punto P

Solucion:
Lt)=P+t-N = L(t)=(-1,0,3)+t-(9,3,-1)

c) [ 2Puntos] La ecuacion de la superficie S define a z como funcién implicita de x e y. Calcule la
derivada direccional de z en el punto P en la direccién del vector u = (1,1)

2. [ 5Puntos] Considere la funcién f definida mediante f(x,y) = xye**2Y. Determine los puntos criticos
de f y realice su clasificacion si es posible.

Solucién:
Puntos criticos:
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y(1 + x)ex+?y 0 (E1)
x(1+2y)eXt?y = 0 (E2)

VE(x,y) = (ye*™Y + xye 2, xeX*?Y + xye¥ . 2) = {

0

x+2y — Y
y(1+x)e 0= { < 1

e Si y =0, sustituyendo en (E2) queda xe* =0 = x = 0. Punto critico (0,0)
. . 142 1 Pr 1
e Si x = -1, sustituyendo en (E2) queda —(1 +2y)e™ ™Y =0 = y= —5- Punto critico [-1, -5

1
De lo anterior se obtienen los puntos criticos: (0,0) y (—1, _E)

Clasificacion:

H(x, y) = (x+2)y eXt2y x+1Qy + 1)ye"+29
Y (x + 1)(2y + 1)ex+2y Ax(y + 1)yeX*2y

Ademds fyx(x,Yy) = (x + 2)ye**?Y, entonces:

punto critico | H(x,y) | fxx(x,y) Clasificacién
(0,0) -1 - (0,0,0) es un punto de silla
1 1, 11, .
( 1, E) 1 Ee <0 ( 1, 5 Ee ) es un maximo local

. [ 5 Puntos] Para la construccién de una caja de base rectangular con tapa con un volumen de 16m? se
tienen que emplear tres tipos de materiales. El costo del material para el fondo y la tapa es de $9 por
metro cuadrado, el costo para el material del frente y la parte trasera es de $ 8 por metro cuadrado, y
el costo del material para las otras dos caras es de $ 6 por metro cuadrado. Utilizando Multiplicadores
de Lagrange, calcule las dimensiones de la caja de modo que el costo de los materiales sea minimo.

Solucién:

Sean x el largo, y el ancho y h la altura de la caja. Como se requiere minimizar el costo, la funcién
objetivo es C(x,y, h) = 18xy + 16xh + 12yh. La restriccién (ligadura) e V = 16, es decir. xyh — 16 = 0

Asi:



Ly: 18y+16h—-Ayh =
Ly: 18x+12h —Axh
L(x,y,h,A) = 18xy + 16xh + 12yh —A(xyh - 16) =— 4§ Ln: 16x+12y — Axy
Lx: —(xyh—-16) =

Il
o O OO

Multiplicando (E1) por x, (E2) pory y (E3) por h, obtenemos

Ly: 18yx+16hx—Axyh = 0 (E1)
Ly: 18xy+12hy-Ayxh = 0 (E2)
Lp: 16xh+12yh—Axyh = 0 (E3)
La: xyh = 16 (E4)

e Jgualando (E1) y (E2) tenemos 18yx + 16hx = 18xy + 12hy = y = %x (pues h # 0, se puede cancelar)

e Igualando (E1) y (E3) tenemos 18yx + 16hx = 16xh + 12yh = h = gx (puesy # 0, se puede cancelar)

4 1
Sustituyendo y = XY h = 1—§x en (E4) se obtiene x = 2. Por tanto, x = 2, y = g, h=3 (y
A =12)

1 p3-x2
4. Considere una regién R de drea Ar = J J dydx
0 J2x

a) [ 2Puntos] Dibuje la regiéon R
Solucién:

L 3

-1

y= 32

b) [ 3 Puntos] Plantee la o las integrales que permiten calcular Ar en el orden de integraciéon dxdy.



Solucion:

2 r3 3 rV3-y
AR = J J dxdy +J J dxdy
0 Jo 2 Jo

¢) [ 1Puntos] Calcule Ag
Solucioén:

1 3-x2 1 5
AR=JJ dydx=J(3—x2—2x)dx:—u12
0 J2x 0 3

5. [ 5 Puntos] Dibuje la proyeccién en el plano XZ vy,
usando esta proyeccién, calcule el volumen del sélido
Q limitado por las superficies

N y+Z:6

Sy z=4-%2

Sz: 4y—-z—-4x=0

S4: z=0, Ss:y=4y Se¢: x=0

Solucién:

r2 4—z 4 4—z

v +4 v +4

Vo = f (4—7‘ X)dxdz+J J (6—Z—Z ; X)dxdz
2 J0

4-z
dz ~ 13.6915

4—z 4 2
X X

dz+ | ax-2Z_X
z L AR

0



6. [ 5 Puntos] Calcule el drea de la regién R com-
prendida entre el exterior del cardioide de ecua-
cion r = 1 + cos(0) y el circulo de ecuacién
x2 +y? = yV3 (regién sombreada en que se
muestra en la figura 2).

\ =1 + c-és(ﬂ)

Solucién:
Si x2+y?= y\/§ entonces r = \/§sen(9)

Interseccién entre las curvas r=1+cos0 y r = V3 sen(0)

1 + cos(0) = V3sen(0) (1 + cos(0))* = (\/§ sen(G))2
1+ 2cos(0) + cos?(0) = 3sen?(0) como sen?(0) = 1 — cos?(0)
1+ 2cos(0) + cos?(0) = 3 — 3 cos?(0)

4cos?(0) +2cos(0) —2=0

1
cos(0) = 5 V cos(0) = -1

Lrrrtl

9:§+2k7'[ V 0=m+2km, conk € Z

Asi el drea encerrada por las curvas se calcula haciendo:



(7t 5 V3sen(0)
T

1+cos(0)

3

7 pV3sen(0)
AR = J J rdrdd =

Z J1+cos(0)

@A

A

r

[\/5 sen(e)]2 —[1 + cos(0)]* a8

e
@l

K}
A

3sen?(0) — 1 — 2 cos(0) — cos>(0)do

e
@l

A

r

3 —3cos?(0) — 1 — 2 cos(0) — cos?(0)d0

e
@l

7T

2 — 2 cos(0) — 4 cos?(0)do

NI~ NI~ NI~ NI~ NI-
[3

[
[e8

1+ cos(20) d

1—cos(0)—-2- 5

0

Il
%
Sk 3

1—cos(0) —1—cos(20)do

Il
%
Sk 3

= [— sen(0) — —sen2(29) i
_ V3, V3

4 2

3V3

= ul? ~1,299038106 ul?

.

8.49 Tercer Parcial — 11-2019

Instituto Tecnolégico de Costa Rica Tiempo méaximo: 2 horas y 30 minutos
Escuela de Matematica Puntaje total: 31 puntos
Escuela de Ciencias Naturales y Exactas II semestre 2019

Célculo Superior

Tercer Examen Parcial
Instrucciones:

Esta es una prueba de desarrollo, por lo tanto, incluya el procedimiento completo que utiliz6 para llegar a
sus respuestas. Trabaje de forma clara, ordenada y utilice boligrafo de tinta indeleble para resolver el examen.
Las preguntas resueltas con lapiz o que presenten secciones en que se utilizé corrector o cualquier tipo de
alteracién no podran apelarse. No se permite el uso de hojas sueltas, calculadora programable, teléfonos o
cualquier dispositivo electrénico con conectividad inaldmbrica.
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1. [4 puntos] En la figura adjunta se muestra el 2
s6lido limitado por las superficies

Slzx—lzyz, Si:y =0,
Spty+z=2, S5:2=0,
S3ZX=O, C y

donde C es la curva que va del punto A al punto
B.

Calcule J (2x —y +z) ds. B
C

2. Enla figura adjunta se muestra la curva C defi-
nida por los tres segmentos rectos C1, C2 y Cs. 1

Cq

a) [3 puntos] Calcule J y dx +xy dy.
C1

b) [4 puntos] Calcule J y dx + xy dy utili-

C
zando el Teorema de Green.

3. Considere el campo vectorial F(x,y,z) = (z + 2%, s - 3yzz, In(xy) — y3

a) [2 punto] Verifique que F es un campo vectorial conservativo.

b) [3 puntos] Determine [ F - dr donde C es una curva que va desde el punto (1,1,0) hasta el

C
punto (1, e, 1), para esto utilice la funcién potencial de F.

4. [5 puntos] En la figura adjunta se muestra el
solido definido por las superficies

S1:z=4-x% Si:y=4,
Soty+z=6, S5:x=0,
Sz:dy—z—-4x =0, S¢:z=0.

Calcule jf@z +x%—y) dS.

So
— d




5. [5 puntos] En la figura adjunta se muestra el
solido definido por las superficies

S1zz:y2, Sg:y=0,
Soiz=x-2, Ss5:z=4.
S3:X:0,

Calculef F - N dS, donde

S
F(x,y,z) = 20— yP+ x® con N externo unitario
al sélido.

6. [5 puntos] En la figura adjunta se muestra el sélido
limitado por las superficies

z
Slzx—lzyz, Si:y =0,
Spty+z=2, S5:z2=0,
S;:x=0,
Sea S = S1US,US3US4USs (S estd formado por todas Y

las caras del s6lido).
Calcule IJF - N ds,
S

X
donde F(x,y,z) = (y,y? zy), con N el vector normal
externo unitario al sélido en cada una de sus caras.
8.50 Solucion del Tercer — 11-2019
Instituto Tecnolégico de Costa Rica Tiempo maximo: 2 horas y 30 minutos
Escuela de Matematica Puntaje total: 31 puntos
Escuela de Ciencias Naturales y Exactas II semestre 2019

Célculo Superior

Tercer Examen Parcial — Soluciéon breve
Instrucciones:

Esta es una prueba de desarrollo, por lo tanto, incluya el procedimiento completo que utiliz6 para llegar a
sus respuestas. Trabaje de forma clara, ordenada y utilice boligrafo de tinta indeleble para resolver el examen.
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Las preguntas resueltas con l4piz o que presenten secciones en que se utilizé corrector o cualquier tipo de
alteracién no podran apelarse. No se permite el uso de hojas sueltas, calculadora programable, teléfonos o
cualquier dispositivo electrénico con conectividad inaldmbrica.

1. [4 puntos] En la figura adjunta se muestra el 2
s6lido limitado por las superficies

Sl:x—lzyz, Sg:y=0,
Soty+z=2, S5:2=0,
S3:x=0, C

donde C esla curva que va del punto A al punto
B

Calcule I (2x -y +2z) ds. B
C

Solucioén:

C:r(t)=(t>+1,t,2-1),t€[0,2]

() =(2t1,-1)

2
J (2x —y + 2) ds:J (22 +1) =t +2 — t)V4t2 + 2 dt = 26.05
C 0

2. Enla figura adjunta se muestra la curva C defi-
nida por los tres segmentos rectos C1, C2 y Cs. 1

Gy

a) [3 puntos] Calcule J y dx +xy dy.
Cq

b) [4 puntos] Calcule J y dx + xy dy utili-

C
zando el Teorema de Green.

Solucién:

a) Ci:rmi(t) = (t,2 1)t € [0,2]
() =(1,-1)

2 2 2
J y dx +xy dy :J 2-tt2-1)-(1,-1) dtzf 2-t-t2-1) dtzg
Cy 0 0

2—-x

b) Icydx+xydyz—ff(y—l)dAz—sz (y—1)dydx
D

—2+x

2
= _Jo ((2 —zx)z - (Z—X)) - (—(—ng)z —(—2+x)) dx =4




3. Considere el campo vectorial F(x,y,z) = (z + 2x, 13 - 3yzz, In(xy) — y3

a) [2 punto] Verifique que F es un campo vectorial conservativo.

b) [3 puntos] Determine J F - dr donde C es una curva que va desde el punto (1,1,0) hasta el

c
punto (1, e, 1), para esto utilice la funcién potencial de F.

Solucioén:
1 j k
1 1 1 1
a) RotF=| =< = 2 = E-x—3y2—g+3y2,—a~y+;,0—0 =(0,0,0)
242 2-3y% In(xy) - y°
Por lo que F es un campo vectorial conservativo.
0
b) WB_Z i p=zlnx+x*+ C(y,z)
ox x
op z 5 3
—=—-3yz=p=zlny-y’z+ C(x,2)
oy y
op

3, = In(w) - y® = p=zIn(xy) - y’z+ C(x,y)

Por lo que p = zIn(xy) + x> —y3z

AsiJ F-dr=p(1,e,1)-p(1,1,0)=1+1-€*-1=1-¢°
C

4. [5 puntos] En la figura adjunta se muestra el
solido definido por las superficies

S1:z=4-x% Sg:y=4,
Soty+z=6, S5:x=0,
Sz:dy—z—4x =0, S¢:z=0.

Calcule jj(2z +x%—y) dS.
Sy

Solucién:

Se proyecta la superficie en el plano XZ:



z=4—2?

S:y+z—-6=0
N—
F

S:r(x,z) =(x,6 —z2),(x,z) € Proy
or

or
=—X—= F=(0,1,1
n=ox==/AF=011)

\/E 4—X2 \/E 4—X2
Asi [[(2z+x2 - y) as =J J Qz+x2 = (6-2))V2 dz dx :J J (3z—6+x*)V2 dzdx
S5 0 2 0 2

V2 _L2\2
:J (3@—6(4—x2)+x2(4—x2)—(6—12+2x2))\/de: % ~ 747
0

. [5 puntos] En la figura adjunta se muestra el
s6lido definido por las superficies

S1:z:y2, Sg:y=0,
Sriz=x-2, Ss5:z=4.
S3:X:0,

Calculef F - N dS, donde

S
F(x,y,z) = 20— yp+ x® con N externo unitario
al sélido.

Solucién:

Se proyecta en YZ:



S:x—-z-2F=0
N— e

S:7(y,z) =(z+2,y,2),(y,z) € Proy
B or
=%

2 pd 2 pd
ij-NdS:J J (z,—y,z +2)(1,0,-1) dzdy:J J (z-z-2)dzdy
S, 0 yz 0 y2

0
N X 6_; = A F=(1,0,-1) (para que sea externo al s6lido).

3

6. [5 puntos] En la figura adjunta se muestra el sélido
limitado por las superficies

2
=32
:I —2(4-y?) dzdy = —
0

z
Slzx—lzyz, Ss:y=0,
Soty+z=2, S5:2=0,
S3:X:0,
SeaS = S1US;US3US4USs (S estd formado por todas Y

las caras del sélido).
Calcule [[F - N ds,
S

donde F(x,vy,z) = (y,y? zy), con N el vector normal

externo unitario al s6lido en cada una de sus caras.
Solucion:

divF=0+2y +y =3y

2 p2-y py?+l 2 p2-y 2 44
fjde:J j J 3y dxdzdy:J I 3y(y2+1)dzdy:J 3y +1)2-y) dy = —
S 0Jo Jo 0 Jo 0 5

©Revista Digital Matematica, Educacion e Internet.  https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/material_didactico/no_revisado


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/material_didactico/no_revisado

8.51 Examen de Reposicion — 11-2019

InsTiTUTO TECNOLOGICO DE Costa Rica Tiempo: 3:00 horas
EscueLa DE MATEMATICA Valor: 40 puntos
SeDES CARTAGO, ALAJUELA, LIMON IT SEMESTRE - 2019

EscueLa pDE Ciencias NATURALES Y Exactas. SAN CARLOS

MA-2104: CALCULO SUPERIOR

ExaMEeEN DE RerPosICION

Instrucciones: Esta es una prueba de desarrollo, por lo tanto, debe presentar todos los pasos necesarios
que le permitieron obtener cada una de las respuestas. Indique el niimero (y la letra, si la hay) de cada
ejercicio que resuelva. Trabaje en forma clara, ordenada y utilice boligrafo para resolver el examen. No son
procedentes las apelaciones que se realicen sobre exdmenes resueltos con lapiz o que presenten algtn tipo
de alteracion. No se permite el intercambio de instrumentos ni el uso de dispositivos con memoria de texto
ni conectividad a Internet.

1. [ 5 Puntos] Determine la ecuacién canénica y realice la representacion grafica de la hipérbola cuyo eje
focal es paralelo al eje X, el centro es (2,0), una asintota tiene ecuacién y = 2x —4 y un foco esta a una
distancia de V5 unidades del centro.

2. [4 puntos]| Supongamos que g es una funcién con derivadas parciales de segundo orden continuas.

2 3 —
Calcule siz= M
oyox y2
3. Considere la superficie S de ecuacién x> +xz® = —y?z con P=(1,0,-1) € S

a.) [4 puntos] Calcule Dy,z(P) donde u = (1,-1)

b.) [3 puntos] Calcule la ecuacién cartesiana del plano tangente a S en el punto P

. o X X 3xy? 3
4. [5 puntos] Calcule y clasifique los puntos criticos de z = R +vy



5. [5 puntos] Considere siguientes S1, Sp, S3 y S4 (tal y como
se muestran a la derecha),

S1 es el cilindro generado porla curva r=1-2cos 9,

e So:x+z=1,

e S3:2z=0,
e S;:y=0.

E es el solido limitado por estas superficies, tal y como
aparece a al derecha. Calcule el volumen del sélido E -

Continta en la siguiente pagina ...

6. Considere la curva orientada C y la superficie S tal y como se
muestran en la figura a la derecha. La curva C esla unién de dos
curvas: C = C; U C y la superficie S es el cilindro de ecuaciéon
S: y?=x-1, limitada por el plano Sy : y+z = 2.

Sea F(x,y,z) = cosx senz 1+5 j + cosz senx k.

a.) [4 puntos] Calcular la longitud de la curva C;

b.) [5 puntos] Calcular ij -NdS
S

c.) [5 puntos] Calcular J F-dr
C

8.52 Solucion del examen de reposicioén — 11-2019
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InstiTuTO TECNOLOGICO DE Costa Rica Tiempo: 3:00 horas
EscueLA DE MATEMATICA Valor: 43 puntos
SeDEs CARTAGO, ALAJUELA, LIMON IT SEMESTRE - 2019
EscueLa D Ciencias NATURALES Y Exactas. SAN CARLOS

MA-2104: CALCULO SUPERIOR

ExaMEN DE REposiciON — SoruciON BREVE

Instrucciones: Esta es una prueba de desarrollo, por lo tanto, debe presentar todos los pasos necesarios
que le permitieron obtener cada una de las respuestas. Indique el nimero (y la letra, si la hay) de cada
ejercicio que resuelva. Trabaje en forma clara, ordenada y utilice boligrafo para resolver el examen. No son
procedentes las apelaciones que se realicen sobre examenes resueltos con ldpiz o que presenten algin tipo
de alteracion. No se permite el intercambio de instrumentos ni el uso de dispositivos con memoria de texto
ni conectividad a Internet.

1. [ 5 Puntos] Determine la ecuacién canénica y realice la representacion grafica de la hipérbola cuyo eje
focal es paralelo al eje X, el centro es (2,0), una asintota tiene ecuacién y = 2x —4 y un foco esta a una
distancia de V5 unidades del centro.

(x=2? v’

a? b? =1

Solucién:

Como una asintotaes y =2x -4 = i 2

b

- =9
a

5 = a2+1b?

(x—2)2_ 2 -2

\

\

— a=1 A b=2 \
a= = l 2

/

/

2. [4 puntos] Supongamos que g es una funcién con derivadas parciales de segundo orden continuas.
zo, 9wy

2y0x " conu=y}yv=x-2

Calcule




0z 1 ( 9g 0g
— = < |'—-0+—="1
ox y2 |\ ou ov
Solucién: 9 9
g 4 979 9

-4 — 2 _oy-=
O’z _ 0 [ov _ 3 ovou Y 3y
dydx oy | y? y?

3. Considere la superficie S de ecuacién x* +xz> = —y?zy P=(1,0,-1) € S

a.)

b.)

[4 puntos] Calcule Dy,z(P) donde u = (1,-1)

Solucién: z esta definida de manera implicita. Sea G(x,y,z) = x> + xz° + y*z

Vz o Gx Gy ) _ ([ 2x + 23 _ 2yz
UG G\ y243xz2’ 4?4 3x2?
(11_1)
Dyz(P) = Vz(P). ———
" V2
(_1 0) 1,-1) 1
3] V2 3V2

[3 puntos] Calcule la ecuacién cartesiana del plano tangente a S en el punto P

Solucién: Como G(x,y, z) = x* + xz> + y?z, la ecuacién cartesiana del plano tangente en el punto
P es VG(P) - (x,y,z) = VG(P) - P

e VG(x,y,2) = 2x +2% , 2yz , y?+3xz?)
e N=VG(1,0,-1)=(1, 0, 3)

La ecuacién cartesiana del plano tangente en el punto P es x + 3z = -2.

3 2 2
3xy”

4. [5 puntos] Calcule y clasifique los puntos criticos de z = % - XE - Yy
Sustituyendo y = 0 en (E1) se
3y2 obtienen los puntos criticos (0,0) y
zy =x>-x——=— = 0 (E1) (1,0)
Solucién: 2
a2 _ o — _ _ Sustituyendo y = x en (E1) se
Zy = 3y 3xy = 0= 3y (y x)=0 = y=0Vvy=x obtiene otro punto critico, (-2, -2)



D»(0,0) = 0 .. elcriterio no decide
Da(x,y) = (2x = 1)(6y — 3x) — 9y? = { D1(1,0) = -3, .~ (1,0,-1/6) es punto desilla
Dy(-2,-2) = -6 . (-2,-2,-2/3) espunto de silla

5. [5 puntos] Considere siguientes S1, Sy, S3 y S (tal y como
se muestran a la derecha),

e 51 eselcilindro generado por la curva r =1-2cos 6,

e So:x+z=1,

e S3:2=0,
o S;4:y=0.
E es el solido limitado por estas superficies, tal y como
aparece a al derecha. Calcule el volumen del sélido E -
Ny
)
Solucion:
Ve = ﬂ(l—x—O)dA v
Ry r=1-—2cose p
rTT 1-2cos © g
= J (1-rcosB)rdrdod
J7t/3 J0
ATt 2 3 1-2cos O
= r_.r cos 0 de
J7t/3 2 3 0

_ 7 (=2c0s0)’ (1-2c0s0)* o 0s7g [=eenete
Jt/3 2 3




6. Considere la curva orientada C y la superficie S tal y como se
muestran en la figura a la derecha. La curva C es la unién de dos
curvas: C = C; + C; y la superficie S: y? = x — 1 estd limitada
porelplano S;: y+z=2.

Sea F(x,y,z) = cosx senz 1+5 j + cosz senx k.

a.) [5puntos] Calcular la longitud de C;
b.) [5 puntos] Calcular IJF -NdS
S

c.) [5 puntos] Calcular J F-dr
C

Solucién:

a)Siy=t Co: m(t)=(t>*+1,t,2-1), t € [0,2]

2
s:J‘ 1-ds:J V4t2 + 2 dt =~ 5.12401
C 0

%
R |

Six=t = s= J -1 +1dt. Impropia convergente. Singularidad en t =1
. _

b.)

Primera manera: Proyectando sobre YZ
S: x =y2 +1. N1 =(1,-2y,0)

2 r2-y

f F-NdS = J J (cosx senz, 5,cosz senx)-(1,-2y,0)dzdy
0 J0

S

2 r2—y
= '[ j (cos,(y2 +1) senz — 10y) dz dy
0 J0

2 ) 2-y
= J —cos(y“+1) cosz— 10yzO dy
0

2
J —cos(y? +1) cos(2—y) — 10y(2 —y) + cos(y? + 1) dy
0

-13.1613

Q



Segunda manera: Proyectando sobre XZ

1
S:y=vVx-1. Np = (—,1,0).
2vVx -1 e
Este vector Ny es opuesto a Nj, por tanto la integral de flujo quedarad con signo 2

contrario. La integral es impropia en ambos 6rdenes “dzdx” y “dxdz”. Ademas en el

orden “dxdz” aparecen funciones sin primitiva elemental.

cos(x) sen(z)

1
(cos(x) sen(z), 5, sen(x) cos(z)) - (“—_1, 1, 0) =5- v
5 (2-Vx-1 cos(x) sen(z)
ISJF.NdS _L L (5__2m )dzdx
5 cos (2 - Vx - 1) cos(x) cos(x)
:L 5(2- =)+ 2V -1 T

13.1613

Q

c.) F es conservativo pues RotF = (0,0, 0). Podemos aplicar “Independencia del camino” o resolver la
integral con una funcién potencial.

Primera manera: Resolver la integral con una funcién potencial

r

$bx = | cosx senzdx

J

senx senz + Ki(y, z)

Vo =F = { dby=|>dy 5y + Ka(x, 2)

J

=  ¢(x,y,z) =senx senz +

r

b, =|coszsenxdz = senxsenz + Ks(x,y)

J

5y + K

J F-dr=3(1,0,2) - $(1,0,0) = sen(1) sen(2) = 0.765147
C
Segunda manera: Usar independencia del camino.

Podemos usar el camino C’: (1,0,t), t € [0,2]. Este camino es el segmento que une el punto (1,0,0)
con el punto (1,0,2).

2 2
J F-dr = J (cos(1) sent, 5, cost sen1)-(0,0,1)dt = f sen(1)costdt = sen(1)sen(2) ~ 0.765147
C 0 0



Tercera manera: Resolver la integral “a pie”

{ Ci: m(t) (t>+1,1,0), t € [0,2]
C:

(t>+1,t,2-1t), t € [0,2]

—Cy: 1(t)

JF-dr F-dr+J F-dr
C JCy Cy

) 2
= (0, 5, sen (t2 +1))-(2t,1,0) dt - J (sen(2 - t) cos (tZ +1),5,sen (t2 +1)cos(2—-1)) - (2t,1, -
Jo 0

"2 2
= 5dt — J (2tsen(2 —t)cos (t* + 1) +5 — sen (t* + 1) cos(2 — t)) dt
Jo 0

1
= 10- 5(20 — cos(1) + cos(3)) ~ 0.765147
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