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Ejercicios 22

Sistemas de Ecuaciones Lineales

1.1 REPRESENTACION GRAFICA DE SISTEMAS EN 2 VARIABLES.

El conjunto de puntos x,y que satisfacen una ecuacion lineal en dos variables:
ax+by=c

pueden ser descritos en forma paramétrica, al despejar una de las variables en términos de
la otra.

Por ejemplo, si se despeja la variable y de la ecuacién
2x —4y = -3,
se tiene que y = (2x+ 3)/4, ademds si se conviene en asignar a la variable x un valor a

arbitrariamente elegido —lo que llamaremos pardmetro— entonces todos los puntos (x,y)
que satisfacen la ecuacién se describen por:

X = t
{y = (2+3)/4 conreR

O equivalente como { (¢,(2t+3)/4) |t € R}.
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Naturalmente, la parametrizacion de los puntos que satisfacen la ecuacién no es tnica, por
ejemplo, si se despeja la variable x de esta misma la ecuacién se obtiene:

{x = (2t+3)/4

y = t cont € R

O incluso, si en la primera parametrizacion se elige que x = 2s, con x € R, entonces

x = 25
3
y = s+1 cons € R

es otra posible parametrizacion.

B EJEMPLO 1.1

Obtenga una parametrizacion para cada ecuacion del sistema:
2x—4y = -3
2x+y = 6

y utilice ParametricPlot para dar una representacion grafica del conjunto solucién
de cada ecuacién. Resuelva el sistema.

In[ ]:= ParametricPlot[{{t, (2t + 3)/4}, {t, 6 - 2t}}, {t, -1, 5}];

Solve[{2x - 4y == -3, 2x + y == 6}, {x, y}]

(32

Observe que en el grafico anterior, se emplean distintas escalas en el eje X yeje Y.
Usted puede obligar a Mathematica a utilizar la misma escala agregando la siguiente
"opcién".

In[ ]:
Out[ 1]

In[ ]:= ParametricPlot[{{t, (2t + 3)/4}, {t, 6 - 2t}}, {t, -1, 5},
AspectRatio — Automatic];}

1A
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Y limitar el rango del eje Y en la siguiente forma:

In[ ]:= ParametricPlot[{{t, (2t + 3)/4}, {t, 6 - 2t}},{t, -1, 5},
AspectRatio— Automatic], }
PlotRange -> {-1, 4}];

Bl EJEMPLO 1.2

Dé€ una representacion gréfica para el siguiente sistema de ecuaciones lineales.

2x — 4y = -6
—x + 2y = 6

In[ ]:= ParametricPlot[{{t, (2t + 6)/4}, {t, (6 + t)/2 }
}, {t, -1, 5}, AspectRatio— Automatic, PlotRange— {0, 5}];

Del grifico se observa que no hay puntos que satisfagan, simultdneamente, ambas
ecuaciones, es decir, el sistema no tiene solucién. También se dice que el sistema
es inconsistente Qué resultado se obtiene con Mathematica al tratar de buscar solu-
ciones?

In[ J:
Out[ ]

Solve[{2x - 4y == -6, -x + 2y == 6}, {x, y}]
{3

B EJEMPLO 1.3
Represente graficamente y obtenga la solucion del siguiente sistema de ecuaciones

lineales.

2x — 4y = -6
—x + 2y = 3

In[ ]:= ParametricPlot[{{t, (2t + 6)/4}, {t, (3 + t)/2 }
}, {t, -1, 5}, AspectRatio— Automatic,PlotRange— {-1, 4}];
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Porqué aparece sélo una recta? Observe con detenimiento, las parametrizaciones de
ambas rectas y reconozca que (2t +6)/4 = (t+3)/2), por lo que los puntos que
describen ambas parametrizaciones son los mismos.

También se puede observar que un punto (x,y) que satisfaga la segunda ecuacion
—x+2y =3, también satisface que —2(—x+2y) = —2(3),0sea 2x—4y = —6, la
primera ecuacion, e inversamente.

En resumen, ambas ecuaciones tienen exactamente el mismo conjunto solucién, o
representan la misma recta.

In[ ]:= Solve[{2x - 4y == -6, -x + 2y == 3}, {x, y}]
Solve::svars: Equations may not give solutions for
all "solve" variables.
{{x --3+2y 1}

Si se elige para y un valor ¢ € R arbitrario, y =, entonces el conjunto solucién del
sistema, segun la respuesta que produce Mathematica, €s:
{(-3 +2t, t) | t €R}

Lo que constituye otra descripcion paramétrica de los puntos de la recta trazada. En
este caso hay un nimero infinito de soluciones (todos los puntos de la recta).

1.1.1 Sistemas con mas de 2 ecuaciones.

B EJEMPLO 14

Considere el siguiente sistema de ecuaciones en dos variables. Dé una representacion
gréfica del sistema y deduzca cudl es la solucién del sistema.

2x — 4y = 3
2x 4+ y = 6
—4x 4+ y = 1

In[ ]:= ParametricPlot[{{x, (2x + 3)/4}, {x, 6 - 2x },
{x, 1 + 4x}}, {x, -1, 5}, AspectRatio— Automatic,
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PlotRange — {-2, 10}];

N

Ejercicio: Proponga dos ejemplos de sistemas de tres ecuaciones lineales en dos
incdgnitas, uno que tenga solucién tnica y otro que tenga infinitas soluciones.

1.2 BUSQUEDA DE SOLUCIONES: METODO DE GAUSS-JORDAN.
Introduccién y notacién

Para un sistema de n ecuaciones lineales con m incognitas:

ayxy + apxx + ... + aymxm = by
ax; + anxy + ... + amxm = by
amxy + apxy + ... 4+ aupxm = by

las matrices

al ain Alm aill ain Alm | bl

azy  ay N ) ary ax ... Ay | bz
A= . . . . |[y@p |

apl ap2 ... Apm dapl Aap2 ... Aaum | by,

son conocidas como la matriz del sistema y matriz aumentada del sistema, respectiva-
mente.

Notacion matricial:

b] X1

by X2
Sib=| " |.yx=

bn Xn

matricialmente el sistema se escribe como Ax = b, donde A es la matriz del sistema.
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B EJEMPLO 1.5

Considere el sistema de ecuaciones lineales:

3x1 + x3 = 15
6x;1 + 3x + 2x3 = -6

x 4+ 3x3 = 11
6x; + 4x — 2x3 = 30

La matriz del sistema, en este caso, es

30 1
6 3 2
A= 0 1 3
6 4 -2
30 1 | 15
. . . 6 3 2 | -6
y la matriz aumentada del sistema: 0 1 31
6 4 -2 | 30

1.2.1 Estrategia del procedimiento de solucion

El algoritmo de Gauss-Jordan para determinar la solucién de un sistema de ecuaciones
lineales utiliza la siguiente estrategia:

1. Reconoce la forma general de la matriz aumentada, de aquellos sistemas cuya solu-
cién es inmediata, los cuales identifica por la "forma escalonada reducida" de la
matriz aumentada del sistema.

2. Para un sistema de ecuaciones lineales cualquiera, transforma la matriz aumentada
del sistema hasta obtener la forma escalonada reducida, mediante operaciones que
no cambian el conjunto solucién, llamadas operaciones elementales.

1.2.2 Sistemas con soluciéon inmediata.

Las matrices dadas en estos cuatro ejemplos, tienen la forma escalonada reducida:

B EJEMPLO 1.6

Trivialmente, un sistema cuya solucién es inmediata es:
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X1 = 5
X2 = -2

X3 = 4

X4 = 0

La UNICA solucién del sistema es : (x1,x2,x3,%x4) = (5,—2,4,0).

Ahora, para este sistema su matriz aumentada es:

xx 0 0 0 | 5
0 »» 0 0 | -2
0 0 x3 0 | 4
0 0 0 x4 | 0
EJEMPLO 1.7
El sistema:
X1 + 3x = 5
X3 = =2
X4 = 4
tiene solucién inmediata: x3 = —2 y x4 = y de la primera ecuacién: x; =5 —3x»,

luego, para cualquier valor x, € R el punto:
(x1,%2,%3,X4) = (5 — 3x2, %2, —2,4)

es una solucién del sistema. Asi el niimero de soluciones del sistema es INFINITO
y estas dependen de un parametro (el valor arbitrario que se puede asignar a x» ).

Por otra parte, 1a matriz aumentada de este sistema tiene la siguiente forma:

1300 | 5
0010 | -2
0001 | 4

EJEMPLO 1.8

Otro sistema con solucion inmediata es:

B%) + x4 = 5
x3 + 2x4 = -2
En este caso, de la ecuacién 1 se puede despejar xp =5 —x4 y de la ecuacién 2
x3 = —2 — x4, de manera que

(x1,x2,x3,X4) = (x1,5 — X4, —2 — x4,%4)
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es solucion del sistema para cualquier eleccion que se haga de los valores x; y x4 en R.
Consecuentemente, el sistema tiene infinitas soluciones que dependen del valor de
dos pardmetros (x; y x4 ).

Y la matriz aumentada de este nuevo sistema de ecuaciones es:
01 0 1 | 5
0012 | =2

B EJEMPLO 1.9

Finalmente se considera el sistema en cuatro variables:

X2 + x4 =5
x3 + 2x4 = 6
x3 + 2x4 = 7

Este sistema NO TIENE SOLUCION porque las ecuaciones 2 y 3 no pueden ser
satisfechas simultdneamente: el valor x3 + 2x4 no puede ser 6 para una ecuacién
y simultdmente 7 para la otra. Pero tal vez la INCONSISTENCIA del sistema se
observa mds claramente, si a la ecuacion 3 se resta la ecuacién 2, para obtener:

X2 + x4 = 5
x3 + 2x =
0o =1

Ahora, la matriz aumentada del dltimo sistema es:

Observe que la tercera ecuacion se escribe como:

S OO
SO =
S = O
(el NS
— O\ W

Ox;4+0x24+0x34+0x4 =1,

pero esto es equivalente a escribir 0 = 1, y claramente no existen valores x1,x2,x3,X4
que satisfagan esta ecuacién. Asi no hay valores xi,x2,x3,x4 que satisfagan si-
multdneamente las tres ecuaciones.

1.2.3 Matrices en la forma escalonada y escalonada reducida.

Ahora el problema es, a partir de los ejemplos dados, reconocer la forma general de todos
los sistemas (o de sus matrices aumentadas) cuya solucion es inmediata.

Observe que las matrices aumentadas de estos ejemplos, son en alguna forma "parecidas”
a la matriz identidad, es decir, a una matriz con unos en la diagonal y ceros en sus otras
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entradas.

Y con un poco de observacién se puede reconocer que el primer 1 en cada fila aparece a la
derecha del primer 1 de la siguiente fila, de manera que estos unos forman algo asi como
escalones.

Matriz en la forma escalonada reducida.

Definicion 1.1 la forma general de las matrices aumentadas, de los anteriores ejemplos,
es conocida como forma escalonada reducida y se caracteriza por:

1. El primer elemento no nulo de cada fila, si existe, esun 1.

2. El primer 1 de la segunda fila y sucesivas estd a la derecha del primer 1 de la fila
anterior.

3. Siuna filaes compuesta solo de ceros (fila nula), esta debe aparecer abajo de cualquier
fila no nula.

4. Todo elemento en una columna, arriba del primer 1 de cada fila, es cero.

La solucién de sistemas por el método de Gauss-Jordan busca darle, a la matriz aumentada
del sistema, la forma de una matriz escalonada reducida y con ello obtener la solucién del
sistema.

Matriz en la forma escalonada.
Otra forma general de la matriz aumentada del sistema, que se considera a menudo, es la
forma escalonada, la cual satisface s6lo los tres primeros itemes en la definicién de la forma

escalonada reducida.

Por ejemplo, la matriz:

130 1| 5
00 1 —4 | -1
000 1 | -3
000 0] 0

tiene la forma escalonada, observe que no es escalonada reducida porque no todas las
entradas en la columna, arriba de cada primer 1, son cero.

Aun asi, en estos casos, el sistema puede ser resuelto de manera relativamente sencilla,
utilizando "sustitucioén hacia atrds". La matriz dada representa el sistema de ecuaciones
lineales:

Il
o)

X1 + 3x — 2x3 + x4
X3 — 4dxy = -1
X4 = -3
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y resolviendo por sustitucidn hacia atrds se tiene:

1. X4:73

2. sustituyendo este valor en la ecuacion 2 se obtiene que
x=—14+4xs=—-14+4(-3)=-13

3. y nuevamente, sustituyendo estos valores en la ecuacién 1, se obtiene:
X14+3x=542x3—x4 = 5—|—2(—13) — (—3) =28,
osea x|+ 3xy; =28

Luego si x, =, para cualquier valor t € R, x| =28 —3¢.
Entonces todo punto de la forma: (x1,x2,x3,x4) = (28 —3¢,7,—13,-3),con t € R , es
solucién del sistema.

El método de Gauss para resolver un sistema de ecuaciones, busca la forma escalonada
de la matriz aumentada del sistema y luego haciendo sustitucién hacia atrds, determina la
solucidn del sistema.

Resumen:
Matriz en la forma escalonada.

Una matriz tiene la forma escalonada si:
1. El primer elemento no nulo de cada fila, si existe, es un 1.

2. El primer 1 de la segunda fila y sucesivas estd a la derecha del primer 1 de la fila
anterior.

3. Siunafilaes compuesta solo de ceros (fila nula), esta debe aparecer abajo de cualquier
fila no nula.

Matriz escalonada reducida
Es una matriz escalonada que ademas cumple:

4. Todo elemento en una columna, arriba del primer 1 de cada fila, es cero.

1.2.4 Operaciones elementales

El otro aspecto importante para resolver un sistema de ecuaciones lineales es la posibilidad
de cambiar la forma de un sistema, pero sin alterar su conjunto solucién, para de esta
manera buscar la forma escalonada reducida de la matriz del sistema.

Para este propdsito se consideran tres operaciones, sobre los renglones de la matriz aumen-
tada de un sistema, llamadas operaciones elementales:

1. af; Multiplicar la fila i de la matriz por una constante a # 0,
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2. afy+ f; Multiplicar la fila i por la constante a y sumarla a la fila j,

3. fi < f; Intercambiar las filas i, j.

Dos sistemas de ecuaciones lineales se dicen equivalentes si tienen el mismo conjunto
solucidn, este concepto origina la siguiente definicion.

Definicion 1.2 dos matrices A y B se llaman equivalentes si es posible obtener B apli-
cando operaciones elementales a la matriz A.

Asfila estrategia de solucién de Gauss-Jordan es aplicar operaciones elementales de renglon,
a la matriz del sistema, hasta obtener la forma escalonada reducida.

1.2.5 Método de Gauss-Jordan: el ejemplo.

B EJEMPLO 1.10

Resolver el sistema

3x1 4+ 2x — x3 = 15
6x; 4+ 3xp 4+ 2x3 = 26
31 + x» + 3x = 11
6x; + 4x — 2x3 = 30

por el método de Gauss-Jordan.

In[ ]1:= A = {{3, 2, -1, 15},
{6, 3, 2, 26},
{3, 1, 3, 11},
{6, 4, -2, 30}};

In[ J:= A1l = Eqv[4, (1/3) fi]

1 2 -1 s
|63 226
el =15 1 5
6 4 -2 30
In[ 1:= A2 =Equ[Al, (=6)fi+ f2,(=3)fi+f3,(—6)f1 + f4]
1 2 -1 s
0 -1 4 —4
0 0 0 0
In[ ]:= A3 =Eqv[A2, —f5,h+f3]
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2 1
01 3
Out[] = 0 0 0 O
0 O 00
2
In[ ]:= A4 =Eqv[A3, —§f2+f1]
7 7
01 -4
Out[] = 0 0 0 0
0 0 0 0

La primitiva RowReduce produce este resultado directamente.

In[ ]:= RowReducel[A]
7 7
01 b i
Outl[ ] = 00 0 0
0 0 0 0

1.3 TEOREMA FUNDAMENTAL

Definicion 1.3 para cualquier matriz A, se llama rango de A y se denota rng(A), al
niimero de filas no nulas de la matriz equivalente a A que tiene la forma escalonada
reducida.

Teorema 1.1 si Ax = b es un sistema de n ecuaciones lineales en m variables reales y
(AlD) es la correspondiente matriz aumentada, entonces:

1. Si Rng(A) < Rng(A|D) el sistema no tiene solucién y se dice que es inconsistente.
2. Si Rng(A) = Rng(A|D) el sistema tiene solucién (es consistente), y en este caso:
Si Rng(A) = Rng(A|b) = m, el sistema tiene solucién tnica.

Si Rng(A) = Rng(A|b) < m, el sistema tiene infinitas soluciones que dependen
de (m—Rng(A)) pardmetros.
H EJEMPLO 1.11

Ejemplo de aplicacion del teorema:

In[ J:= H = {{1, -3, 1, 1},
{2, 1, -1, -1},
{5,(-8), a* - 2, a}};



In[ J:

Out[ ]

In[ J:

Out[ ]

In[ ]:

Out[ ]
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EqvlH, —2fi+/f2,—5f1+f3]
Eqv[{{lvfsa 171}7{23 1,—1,—1},{5,—8,—2+a2,a}},72f1 +f2,
=5fi+f3]

EqvL%,(1/7)f>]
Eqv[Eqv[{{l,-3,1,1},{2, 1,—1,—1},{5,78,72+a2,a}}, —2f1+
f.=5fi+ 1,2

Eqvl%,—7f2+ f3,3/2+ fi]

Eqv[

Eqv[Eqv[{{1,-3,1,1},{2, 1,—1,—1},{5,—8,—2+a2,a}},
—2fi+ fr. =S+ f31, 2], =T H+ f3, /i +312]

Si a*> —4 # 0 entonces:

In[ J:

Out[ ]

In[ J:

Out[ ]

In[ 1:

Out[ ]

In[ J:

Out[ ]

Eqv[%, 2f3]

Eqv[Eqv[
EqvEqv[{{1,-3,1,1},{2,1,—1,—1},{5,-8,—2+4a% a}}, —2fi+ fo,
=5f1+ f3), %], =Tfa+ f3.f1+3f2], %iaz]

Simplify[%]

Eqv[Eqv[

Eqv[Eqv[{{l -3,1,1},{2,1,-1 —1} {5,-8,—2+a*a}},-2fi+fr,
—5Ai+ L2 -TA+ A 35—

Eqvl%,(2/7) f3+fi, (B/T) f3+f2]
Eqv[Eqv[Eqv[Eqv[Eqv[{{l =3,1,1},{2,1,-1,—1},{5,-8, 2+q2,a}},
—2f1+fo,=5f1+ f3], 7] ~Tfa+f3, f1+312], 4+a2] f1+2h f2+%]

Simplify[%]
Eqv [Eqv [Eqv [Eqv[Eqv[{{1,-3,1,1},{2,1,—1,—1},{5,-8,—2+4a?a}},
-4ﬁ+h—ﬁﬁf¢%kﬂﬁ+mﬁ+w&4M]ﬁ+%J+”ﬂ

Observe que RowReduce produce el mismo resultado, sin embargo, no alerta que
s6lo es vdlido cuando a #2y a # —2.

In[ J:

Out[ ]

RowReducez[I;I]
{{1,0,0,-3543,{0,1,0,— 33143, {0,0,1, ;515 1}
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B EJEMPLO 1.12

Otro ejemplo de solucién de sistema.

In[ 1:= A = {{-1, 2, 3, 1},
{ Os 5: 1’ 0}3
{2, 1, 6, -1}};

In[ ]:= A A1l = Eqv[A, —fi]

Outl[ ] = EqV[{{_lasz‘v1};{0757170}a{271767_1}}a_f1]

In[ ]:= A2 = Eqv[Al, -2/ + f3]

OQut[ ] = EqV[EqV[{{*l,Z,l1},{0’57170}»{2’1767*1}}»*f1}7*2f1+f3]
In[ 1:= EqvlA2, —f+f3, (1/5) fo]

Out[ ] = Eqvl
EqV[EqV[{{_1a2a371}7{()’57170}7{2a1767_1}}7_f1}7_2f1+f3]a
—h+f,21

In[ 1:= [%, (1/11) f3]

Out[ ] = EqV[EqV[EqV[EqV[{{_Lz;:;;1}7{075a130}7{271a63_1}}7_f1]7

—2fi+ Al —f+ 2] 8
In[ J:= Eqvl%,2f2+ f1 ]

OQut[ ] = EqV[EqV[EqV[EqV[EqV[{{_172731l}a{0757110}7{271765_1}}7_f1]7
“2fi+ £, — o+ £, 21 B A+ 25)

In[ 1:= Eqvl%, -(1/5) f3+f2, (13/5) f3+/fi]

Out[ ] = Eqvl
EqV[EqV[EqV[EqV[EqV[{{7172,3,1},{075,1,0},{271,6,71}},*](‘1],

“2fi+ il —f+ . 2L BLA+2AL A -2 A+ BRI - Al —2A + £l
In[ ]:= RowReducel[A]
out[ 1 = {{1,0,0,—2},{0,1,0,—41},{0,0,1,;}}
In[ J:= A1 = {{-1, 2, 33},

{0, 5, 1},
{2, 1, 6}};
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In[ J:
Out[ ]

Solve[Al.{x, y, z} == {1, 0, -1}, {x, y, z}]
{{XH*%,)’H*%JHﬁ}}

1.4 TEOREMA DE EQUIVALENCIAS

Teorema 1.2 si A es una matriz n X n, las siguientes proposiciones son equivalentes:

1. Rng(A) = n.
2. A es equivalente a la identidad.
3. Ax =0 tiene solucién UNICA.

4. Ax = b tiene soluciéon UNICA, Vb € R"

EJERCICIOS
1.1 A= {{-2, 6, -4, -28},

{-1, 3, -1, -8},
{5, -15, 10, 70}, {1, -3, 0, 2}}

Out[ ] = {{-2, 6, -4, -28}, {-1, 3, -1, -8}, {5, -15, 10, 70}, {1, -3, 0, 2}}

In[ ]:= Eqvl%, (1/5) f3, o+ fa]
Outl[ 1 = Eqvl
{{—2,6,—4,—28},{—1,3,—1,—8},{5,—15,10,70},{1,—3,0,2}},ff,f2+f4]

Inl 1:= Eqvl%, — fo+ fi, o+ f3]
Out[ ] = EqV[EqV[{{_276’_47_28}7{_1’3’_1a_8}a{57_15110a70}1{1a_370a2}}5%3
Lt fad, fi—fo, ot f3]

Inl 1:= Eqvl%, — f1, f3+ f4]
Out[ ] = Eqv(EqulEqu({{~2.6,~4,-28},{~1,3,~1,-8},{5,-15,10,70},{1,-3,0.2}},

L p+halfi— ot hl—Af+ i)
In[ 1:= Eqvl%, fi+ f>]
Out[ ] = Eqvl

Eqv[Eqv [Eqv[{{72,6,74,728},{71,3,71,78},{5,715, 10,70},{1,73,0,2}},
Bop+falfi— fo o+ Bl —fi o+ fa fi + o]
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In[ 1:= Eqvl%, fo» < f31]

Out[ ] = Eqv[Eqv(
EqV[EqV[EqV[{{—2,6,—4,—28},{—1,37—1,—8},{5,—15,10,70},{1,—3,0,2}},
%7f2+f4]7f1—f2,f2+f3]7—f1,f3+f4]»f1+f2]f2<—>f3]

In[ 1: = Eqvl%, —2f2+ f3]

Out[ ] = Eqv[Eqv[Eqv[
Eqv[Eqv[Eqv[{{-2,6,—4,—28},{-1,3,—1,-8},{5,—15,10,70},{1,—3,0,2}},
B op+fd, i-f ot 1, —fi. st it ol e 31, -2f+f3]

In[ J:= Eqvl%, -3+ f1]
Out[ ] = Eqvl[
Equ [Eqv [Eqv [Equ [Eqv [Equ [ {{~2,6, —4,—28},{—1,3,—1,—8},{5,~15,10,70},
{1773a072}}5f5737f2+f4]’f17f2af2+f3]57f1af3+f47f1+f2]5f2(_>f3]:
=2H+ 31, fi—3/f2]
3 9 -3 0
0 1 1 1
12 A= 5 & 4.
-2 -6 3 4
In[ ]:= RowReducel[A]
Out[ 1 = {{1, o, o, o}, {0, 1, 0, 0}, {0, 0, 1, 0}, {0, O, O, 1}}

—a —-d® 5a+4 -16
1.3 A= 1 a a a
—a 4a 4da 4da

In[ ]:= RowReducel[A]

_ 5 —4+a

outl 1 = {{1,0,0,0},{0,1,0, ;"—},{0,0,1,—=}}

In[ ]:= EqvlA, fi+< f2]

Dut[ ] = Eqv[{{_a’_a274—|—5a7—16},{l,a,a,(l},{—a,4a,4a74a}}7f] <—>f2]

In[ 1:= Eqvl%, afi + f2,af1+ /3]

D'th[ ] = EqV[EqV[{{_a;_a2a4+5aa_]6}7{laa7aaa}7{_a’4a’4a74a}}’fl <—>f2] ’
afi+ f2, afi + f31

In[ 1:= Eqvl%, fo» < f31]

Out[ ] = EqulEqvlEqv[{{—a,—a® 4+5a,—16}{1,a,a,a},{—a,4a,4a,4a}},fi = fo1,

afi+ f2, afi+ 131, f2 < f31
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% // Factor
Eqv[EqV[Eqv[{{—a7—a2,4+5a,—16},{l,a,a,a},{—a,4a,4a,4a}}7f1 (_’fZ:l s
afi+fo, afi+ 31, < f3]

Equl%, 1/(a(atd)) fo , 1/((a + 1) (a + 4)) f31]
Eqv [Eqv [Eqv [Eqv [ {{—a,—a?,4+5a,—16},{1,a,a,a},{—a,4a,4a,4a}},

fi e Llsafi+ s afi+ 1, < 31, a(4f_2|_a)v (1+aJ)Cz4+a)

Eqvl%, -afa+ f1]
Eqv [Eqv[
Eqv[Eqv[Eqv[{{—a,—a2,4+5a,—16},{1,a,a,a},{—a,4a,4a,4a}},f1 (_>f2] 5

2 /3
afi+ f2, afi + 31, o< f31, ata) (1+a)(4+a)],f1—af2]

Eqvl%, -f3+ /2]
Eqv[Eqv[Eqv(
Eqv[Eqv[Eqv[{{—a, —a* 4+5a,—16},{1,a,a,a},{—a,4a,4a,4a}}, fi < f>1,

fa g
abta) (I ta)dra 17012 f

% // Simplify
{{1707070}a{03 1707 15@}’{0707 17 714:_2“}}

RowReduce [A]
{{1,0,0,0},{0,1,0, :-},{0,0,1, 5*£4}}

{{k, 1’ 1’ 1}’
{1, k, 1, 1},
{1, 1, k, 1}};

Eqv[Afi < f3]
Eqv[{{k,l, 1, 1},{1,/{,1,1},{1,1,/{, l}},f] — f3]

Eqv[%, — fi+ f2. —kfi+f3]
EqV[EqV[{{k,1,1,1},{1,]{7171},{1,17k,1}},f1 (_>f3] _fl +f23_kf1 +f3]

Eqvl%, fo+f3]
Eqv[{{l,Z,O,1},{—1,3,51,0},{2, 1,0,2}7{—1,—b,a,0}},f2+f3]
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In[ ]:
Out[ ]

% // Factor
Eqv[{{1,270,1},{—4,3,a,0},{2,1,0,2},{——1,—b,a,0}}7j§—%jgj

1.5 A= {{1, 2, 0, 1},
{-1, 3, a, 03},
{2, 1, 0, 2}},
{-1, -b, a, 0}};

1 2 0 1
-1 3 a 0
-1 —-b a O
In[ 1:= EqvlA, fi+/fo, —2fi+f3. i+ /4]
1 2 0 1
0 5 a 1
Dut[ ] - 0 _3 O 0
0 2—-b a 1
1
In[ ]:= Eqvl%, §f2]
1 2 0 1
a 1
o 1 2
Out[ ] = 55
0 -3 0 O
0 2—-b a 1
In[ 1:= Eqvl%, 3fa+f3, - (2 - D) fo+fa]
1 2 0 1
a 1
0 1 - =
5 5
Out[ ] = 3a 3
0 0 — -
5 5
1 b—-2
00 (b-2ata ==+l
In[ ]1:= % // Simplify
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1 2 0 1
a 1
0 1 - =
5 5
Outl[ ] = 3a 3
0 0 — z
5 5
00 La(b+3) 1)5;3
In[ 1:= Eqvl%, —f3+ /]
1 2 0 1
a 1
0 1 - =
5 5
Out[ ] = 3a 3
0 0 — =
5 5
1 3a¢ b+3 3
00 za(+3)—= ZT2-2
alb+3)-5 — 3
Inl[ J:= % // Simplify
1 2 0 1
a 1
o1 - =
5 5
Outl[ ] = 3a 3
00 = =
5 5
ab b
00 — =
5 5
b
In[ ]:= Eqv[%, —§f3+f4]
1 2 0 1
o1 ¢ 1
Out[ ] >
ut =
00 2 3
5 5
00 0 O
In[ ]:= RowReducel[%]
1 0 0 1
01 0 O
Out[ 1= 0 0 1 1
a
0 0 0 O
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1.5 EJERCICIOS PROPUESTOS

Del libro: Algebra Lineal, de Arce, Castillo y Gonzalez, Tercera Edicién, capitulo I, pagi-
nas 36-42.

Representacion grafica de sistemas en dos variables: ejercicios 1 y 2.

Solucién de sistemas de ecuaciones lineales sin parametros: ejercicios 3,4, 5y 13.
Conceptos de reduncia e inconsistencia: ejercicios 6y 7.

Solucién de sistemas de ecuaciones lineales con pardmetros: ejercicios 8, 10, 11, 15y 16.
Del libro: Algebra Lineal con aplicaciones y Matlab, Bernard Kolman, sexta edicidn, sec-
cion 1.5, paginas 65-67.

Reconocer matrices en la forma escalonada reducida: ejercicio 1.

Operaciones elementales y matrices equivalentes: ejercicios 2 hasta el 7.

Solucién de sistemas de ecuaciones lineales sin pardmetros: ejercicios 8,9, 10y 15 hasta 18.
Solucién de sistemas de ecuaciones lineales con pardmetros: ejercicios 11 hasta 14.

Solucién de sistemas de la forma a: ejercicios 23 hasta 26.

1.6 RECURSOS

A fin de que Mathematica conozca el procedimiento Equivalente, o Eqv, se debe crear en
su equipo una carpeta denominada AlgebraLineal en: Archivos de programas/Wolfram
Research/Mathematica/4.2/AddOns/Aplications, y asegurarse de que en ella aparezca el
archivo Equivalente.m. Después de esto la orden:

In[ ]:= Needs["Algebralineal ‘Equivalente‘"]
carga la biblioteca "Equivalente.m".

Para que no sea necesario transmitir esta orden, la celda anterior ha sido declarada "celda
de inicializacién", as{ automdaticamente se ejecuta cuando usted transmita la primera érden.

EJERCICIOS: Sistemas de Ecuaciones Lineales

1.6 Considere el sistema 3 x 2:
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2x;1 + 3x = 0
dx; + 6xp, = 12
X1 + x» = 2

1. Represente graficamente las tres rectas asociadas al sistema.
2. Del andlisis grafico, qué se puede concluir acerca de la solucién del sistema?

3. Resuelva el sistema por el método de Gauss.

1. Proponga un ejemplo de un sistema de tres ecuaciones lineales en dos variables que
corresponda con la siguiente ilustracién gréfica.

2. La siguiente figura cambia una de las rectas del gréfico anterior trasladdndola par-
alelamente hasta pasar por el origen. Modifique el sistema propuesto en a) para que
corresponda a la nueva ilustracién gréfica.

3. En cada caso, s6lo observando los graficos, dé el conjunto solucién del sistema.

1.8 Sistemas

En cada caso, determine el conjunto solucién del sistema de ecuaciones dado:

| 2x + 4 = 6
" 3x + 6y = 5
’ 4 — Sy = 15
-8 4+ 10y = 5
3 Ix + 3y = 4
T2l 4+ 9y = 12
x + 5 + 1llz = =5
4, 2x + 3y + 8z = 4
—x + 2y 4+ 3z =
5x + 2y — 3z =
3x + 5 + z =
4 + 3y — 5z = 1
3x — 2y + z =3
5 + 1ly = 3
7. -3y — Ty = 2
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=3x1 + 3x + 6x3 — 15x4 = 3

8 X2 — 3x 3 — 3X4 = -9
’ 3x1 — 3x — Tx3 + 15x4 = -6
— 2x + 6x3 + Txq = 18

1.9 Sistema homogéneos

En cada caso, determine el conjunto solucién del sistema de ecuaciones homogéneo dado:

| 2x — 5y =0
o—6x + Ty = 0
Ix — 15y + 3z = 0
2. 4lx + 3y — 13z = 0
2Ix + 3ly + -7z = O
24x + 18y -— 52 = 0
3. —1lx + 9 - 7z = 0
13x + 27y + —-12z = 0

1.10 Sistemas con parametro

Dados los siguientes sistemas de ecuaciones, determine el valor o los valores, si existen,
del o los pardmetros para que el sistema posea:

i) Solucién tnica
ii) Infinitas soluciones dependiendo de 1 6 2 parametros

iii) Solucidn vacia

—ox — oy + (So+4)z = -16
1. x + oy - oz = o
—ox + 4oy + 4oz = 4o
X+ oy - z = 2
2. x + 2y + z = 3
x + ¥y 4+ (i*-95)z
x + y - 7 = 2
3. 2x 4+ 3y + 27 = 5
2x 4+ 3y + (@®—1)z = a+l
x + y - z = 2
4. x + 2y + z = 3
x + vy + (=357 = a
x + y = 3
5. x + 2y = z2
x + (@®-8)y = a
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1.11  Sean los sistemas cuyas matrices aumentadas se dan a continuacion, determine para
qué valores de a y b cada sistema

a No tiene solucion
b Tiene solucién unica

¢ Tiene infinitas soluciones dependiendo de
1) un pardmetro

ii) dos parametros

a 0 b 2
1 a a 4 4
0 a 2 b
1 2 0 1
-1 3 a 0
2. 2 1 0 2
-1 —-b a O

1.12  Considere los sistemas homogéneos cuya matriz del sistema (no la matriz aumen-
tada del sistema) se da a continuacién. En cada caso, determine para cudles valores de a'y
b el sistema tiene:

a Solucién tnica
b Infinitas soluciones dependiendo de un pardmetro

¢ Infinitas soluciones dependiendo de dos pardmetros

1 b 0
1. a a
-1 —a b
b b &
2 b a —-ad*
b a -1

Algebra Lineal con Mathematica.. Carlos Arce S.
Derechos Reservados (©) 2009 Revista digital Matematica, Educacién e Internet (www.cidse.itcr.ac.cr)



