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Resumen. Este articulo presenta una introduccién elemental a la teoria de Lioville (en versién antigua
y moderna) y un teorema de Chebyshev, sobre la integracién en términos finitos. Se presenta la parte
histdrica, la parte computacional y la parte algebraica.
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Abstract. This article presents an elementary introduction to Lioville theory (in old version and
modern version) and also a Chebyshev theorem, on integration in finite terms. It is presented the
historical part, the computational part and the algebraic part.
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1 .1 Introduccion

En los cursos de célculo elemental, el problema de célculo de integrales consiste en: "dada una funcién
elemental f, calcular otra funcion elemental (si existe) g tal que ¢’ = f (o / f=g)" La solucién par-
cial de este problema se presenta como un proceso heuristico que emplea una "caja de trucos" (tablas
de integrales, sustituciones, integracién por partes y descomposicién en fracciones parciales). Solo en
el caso de funciones racionales P/(Q aparece un algoritmo finito (fracciones parciales). Los métodos
empleados no son métodos de decisién, solo de calculo: Si no hay éxito en el célculo de la primitiva de
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una de una funcién elemental f, no se sabe si esta primitiva se puede expresar o no, en términos de
funciones elementales.

Si uno observa varios ejemplos de calculo de primitivas, no parece que hubiera un patrén regular entre
el integrando y la antiderivada.

Ejemplo 1.1

Por ejemplo, usando WOLFRAM MATHEMATICA obtenemos,

In[]:=
Integrate[l/(x"2 + 1), x] (* =ArcTan[x] *)
Integrate[1/Sqrt[1l - x"2], x] (* =ArcSin[x] *)

Integrate[Log[x+Sqrt[x~2-1]], x] (* =—v—1-+x2+xLog {x+\/—1+x2] *)

Sin embargo, si introducimos logaritmos y el ntimero i se puede empezar a ver un patrén que, como
vamos a vet, es persistente.

Ejemplo 1.2

Usando WOLFRAM MATHEMATICA obtenemos,

In[]:=

Integrate[l/(x*2 + 1), x] (=* :%iLog(eri)—%Log(x—i) *)
Integrate[1/Sqrt[1l - x"2], x] (* = —iLog(v1 — xZ+ix) *)

Integrate[Log[x+Sqrt[x~2-1]], x] (* =—v—1+x2+xLog [x—l—\/—l—i—xZ] *)

J. Liouville fue el primero que probd un teorema que permite tener una base tedrica para decidir si
una funcién elemental (las funciones usuales del célculo y otras mds) tiene primitiva elemental basado
en la forma que deberia tener la funcién y su primitiva.
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En general, si F es una funcién algebraica con primitiva elemental, entonces bajo algunas condiciones
se tiene,

n
/F(x,yl,yz,...,yn)dx =V + Zc]-Log(Vj)
j=1

Aqui, F(x,y1,Y2,.-,Yn) €S una expresion algebtraica F(x,logx,e%,...).

Por medio de este principio, Liouville pudo probar que varias familias de funciones no tienen primitiva
elemental, en especial ciertas integrales elipticas, que era uno de los temas que dominaba el universo
matematico de su tiempo.

Este teorema tiene su generalizacién en términos puramente algebraicos, sigue dominado la forma en
la que deben aparecer las primitivas elementales en el caso general. Sorpresivamente, el algoritmo para
la integracién de funciones racionales P/Q que veremos mds adelante, es similar al que se usa en el
caso general.

Organizacion. Este articulo se divide en dos partes. En la primeria parte vamos a ver los teoremas de
integracion en términos finitos que fueron establecidos en el siglo XIX.

a) El algoritmo de J. Bernoulli (1703) que es el método de integracién por descomposicién en frac-
ciones parciales que se ensefia todavia en calculo. Este algoritmo tiene valor teérico solamente.

b) El teorema de Chebyshov (1853) que nos permite decidir de manera fécil si funciones de la forma
x™(a+ bx")P con a,b,n,m,p € Q, tienen primitiva elemental o no.

) El teorema (fuerte) de Liouville y dos casos especiales, para aplicarlo a ciertas familias de fun-
ciones (la teoria la desarrollo Lioville entre 1833 y 1841).

En la segunda inicia con el algoritmo para integrar funciones racionales (método de Hermite y el
algoritmo de Rothstein/Trager) pues esta es una guia para los otros algoritmos. Para considerar una
introduccién algoritmo general, se incluye una introduccién minima al Algebra diferencial y el teorema
de Liouville desde esta perpectiva. Se hace la prueba de un caso especial del teorema de Liouville (solo
un caso, porque la maquinaria algebraica es muy extenuante y a veces muy avanzada). La segunda
parte estara dedicada a una introduccién minima al algoritmo de Risch; este un algoritmo general para
calcular primitivas o decidir si la primitiva no es elemental. Solo consideramos el algoritmo para casos
de funciones con extensiones logaritmicas.

En general, solo necesitamos hacer célculos con algebra de polinomios: Divisién de polinomios con

resto, mcd de dos polinomios y el algoritmo extendido de Euclides. Como la perpectiva es computa-
cional, todos los ejemplos de prueba para los algoritmos se hardn con WOLFRAM MATHEMATICA.

1.2  Primitivas en general
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Para efectos computacionales, una funcién y = f(x) tiene primitiva si existe una funcién g(x) tal que
¢'(x) = f(x). Como es usual, se escribe

/f(x)dx = g(x) + constante

Interludio: Primitivas en anélisis matemaético

¢Toda funcién tiene una primitiva?. Aunque estamos acostumbrados a una clase de
funciones que si tiene primitiva, en realidad las primitivas son escasas (en el mismo
sentido que "casi" no hay racionales en RR). Histéricamente la integracién fue definida
como el proceso inverso de la derivada, es decir, la integral de f es entendida como una
funciéon F tal que F’ = f. Desde el punto de vista del andlisis matematico y algunas
aplicaciones en fisica e ingenieria, esto es muy limitado porque hay funciones que no son
una derivada (de otra funcién). Las funciones continuas sin son derivadas (de alguien),
pero las funciones con "discontinuidades de salto” no. Alrededor de 1850 A. Cauchy y B.
Riemman construyen un concepto de integral independiente del concepto de derivada,
usando la nocién de "drea bajo la curva". Finalmente un funcién acotada en [a,b] es
integrable en el sentido Riemann si su conjunto de discontinuidades tiene medida cero (un
conjunto numerable de discontinuidades). Hay funciones f cuya derivada f’ tienen una
cantidad no numerable de discontinuidades, asi que ” [ f/ = f” no aplica, al menos para la
integral de Riemann (en otra nocién de integral, llamada "generalizada de Riemann", esta
identidad si aplica [1, Seccién 8.1]).

Una vez que la derivada y la integral han sido definidas de manera independiente, el
"Teorema fundamental del célculo" revela la relacién inversa entre ambos conceptos. En
realidad nos interesa "el segundo" teorema fundamental del célculo: Si f: [a,b] - R es

X
integrable (en el sentido Riemann), entonces F(x) = / f(x)dx es continua y si f es
a

continua en x = ¢ € [a,b], entonces F'(c) = f(c).

Como las funciones continuas son integrables, tenemos: Si f : [4,b] — R es continua,
entonces f tiene una primitiva (es derivada de alguien). Si x € [a,b], la funcién

F(x) = /axf(x)dx es derivable y satisface F'(x) = f(x) en [a,b].

No toda funcién es derivada (de alguien). El teorema del valor intermedio para derivadas
(Teorema de Darboux) dice que una funcién con una ‘discontinuidad de salto’ no puede
ser derivada de otra funcién. Por ejemplo, la funcién f(x) = signo(x) toma los valores
—1,0,1s x<0, x=0 o x <0, respectivamente; como el conjunto de discontinuidades
es finito, es Riemann integrable, pero no es derivada de otra funcién. Esta es una de las
bondades de que la integral no dependa de la derivada.

Como una curiosidad adicional, las funciones continuas tienen primitiva... pero la mayoria
de funciones continuas no tienen derivada en ningtin punto!. Raro?. Esto es una conse-
cuencia del "Teorema de Categorfa de Baire". Desde el punto de vista de este teorema,
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los conjuntos "flacos" son los conjuntos "nunca densos" (su complemento es denso).
Los conjuntos que son unién contable de este tipo de conjuntos se llama "magro" o de
"primera categoria”. Los conjuntos de segunda categoria son los que no son de primera
categoria, son los conjuntos "gordos", como R. Resulta que las funciones continuas que
son derivables al menos en un punto es un conjunto de "primera categoria”, es decir,
las funciones diferenciables son excesivamente atipicas en general ([1, Seccién 8.2]), algo
como lo que pasa con los familiares nidmeros racionales y los irracionales en IR. Como
consecuencia, las primitivas son funciones bastante raras.

Desde el punto de vista computacional, un comando como "Integrate[f,x]" devuelve una funcién
(si tiene éxito) g tal que ¢’ = f, y en general no se especifica el dominio. Como es sabido, las primi-
tivas de f difieren solo en una constante y pueden tener aspecto diferente, asi que pueden aparecer
diferencias de apariencia.

Ejemplo 1.3

Vamos a usar MATHEMATICA para calcular algunas primitivas. Este software asume que algunas
funciones son de variable compleja por lo que a veces hay que especificar que la variable x es
real.

a) Primitiva de f(x) = % (en el software Log[x] corresponde a Inx).
In[]:= Integrate[l/x, x] In[]:= D[Log[x],x]

Out[]= Logl[x] Out[]= 1/x

X

b) También podemos calcular g(x) = / n dt
-1

In[]:=
F=Integrate[l/t, {t,-1,x}, Assumptions -> {t € Reals, x c Reals}]

Out[]= ConditionalExpression[Log[-x], -1 < x < 0]
In[]:= D[F,x]

Out[]= ConditionalExpression[l/x,-1<x<0]
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1.3 Primitivas elementales

Para efectos computacionales, una funcién f tiene primitiva elemental si existe una funciéon g elemental
tal que ¢’ = f. Como es usual, se escribe

[ Fx)dx = g(x) +constante

Las funciones "elementales" son las funciones del calculo usual: Funciones racionales, funciones alge-
braicas (explicitas e implicitas), exponenciales y logaritmicas (estas son las "trascendentales elemen-
tales") y las fuciones definidas por uan combinacioén finita de estas tres clases anteriores.

Por ejemplo, \/ tan(eX®) — In(1 + /%) + x* + In(arcsenx) es una funcién elemental. La expresién x*

se interpreta como @¥!"*,

Las funciones racionales se definen como el resultado de un ntimero finito de adiciones y multiplica-
ciones en la variable x y pueden ser expresadas como un cociente de polinomios en x (con exponentes

enteros y coeficientes en R o C). Por ejemplo 1+e es una funcién racional de &* 1+e™” es
y B 7 Y 15362
1+e

una funcién racional de " si se reescribe como —————.
e* + 3e’*

7o

Las funciones algebraicas son funciones ”y” que satisfacen una ecuacién del tipo

YV A oy A+ fo=0

donde cada f; es una funcién racional. Por ejemplo, ¥ = \/x + \/x + \/x es algebraica porque satisface
la ecuacién y* — 4xy? — 4xy — x = 0.

Esta "definicién" de funcién elemental es suficiente para los propdsitos de este articulo.

Si admitimos funciones de variable compleja, las funciones elementales se reducen a funciones racionales,
exponenciales y logaritmicas y las combinaciones algebraicas mencionadas. Sea z = x +iy. La expo-
nencial compleja se define como

v

e” =e*(cosy +iseny) paratodo ze€ C

. ; . . . el — ey etV + e
Si x =0 tenemos, &Y =cosy +iseny, y de aqui deducimos seny = Y cosy=—"
La extension compleja de estas funciones es,

iz —iz iz —iz
—e e t+e
senz=——;—— y cosz=-————, para todo z € C.

Usando logz = In|z| +iarg(z), z # 0; las funciones trigonométricas inversas se obtienen como
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1 .
a) arcsen(z) = : log (12 (1 22)1/2)

b) arccos(z) = % log (z + (2% — 1)1/2)

z+1 i z+1
= lo

z—1 2 gz—l

¢ arctan(z) =

1.4 m algoritmo de Johan Bernoulli (1703)

El problema de calcular primitivas de funciones racionales es viejo, tanto como
el problema de calcular la derivada de una funcién. Segtn Ostrogradsky ([18,
1845]) Newton preferfa desarrollar estas funciones en serie e integrar término a
término (para evitar funciones trascendentes). Leibniz calculaba primitivas de fun-
ciones racionales obteniendo una factorizacién irreducible del denominador sobre
los reales, y luego integrando la descomposicién en fracciones parciales. Esto no

incluia el manejo de todos los casos en los cuales los denominadores son cuadraticos.
En el siglo XVIII Johan Bernoulli (1703) perfeccioné el método de descomposicién en fracciones parciales y

completé el método de Leibniz ([20, pag 353]). La prueba definitiva del algoritmo solo se pudo com-
pletar hasta que la prueba rigurosa del teorema fundamental del calculo fue establecida por Gauss y
Weiertrass. Este parece ser el algoritmo mads viejo que se ha registrado sobre este tema. Es el método
que se ensefia hoy en los textos de cdlculo. El problema principal del método es, por supuesto, la fac-
torizacién completa del denominador. Ostrogradsky ([18]) presenté en 1845 un nuevo algoritmo que
calcula la parte racional de la integral sin factorizar. Sin embargo este método solo se conocia en Rusia.
En 1872 Hermite ([19]) publicé un algoritmo diferente para calcular la parte racional de la integral
también sin factorizar (ver secciéon 1.12).

El algoritmo de Bernoulli (1703). Este método no es computacionalmente eficiente debido al costo de
factorizar en R[x] pero tiene importancia tedrica.

Supongamos que f =P/Q con P,Q € R[x]. Después de dividir los polinomios (divisién con resto),
podemos suponer que f =C+ A/Q con C,A,Q € R[x]|, med(A,Q) =1y grado (A) <grado (Q). Se
factoriza Q como

m

n
Q=[J(x—a)"T](»* +bjx +cj)"
i=1

=1

con las funciones cuadraticas irreducibles. La descomposicién parcial de f es

Byx + Cy
I ] ]
f +ZZ ZZ x2+b]'x+Cj>k

o (x— ) j=1k=1

El algoritmo para calcular la integral es ([17, pag,36]),
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a) Calcular / C (no ofrece problema, pues C es un polinomio).

Aje(x — o)t 7F

) si k>1,

b) Calcular cada int 1/7:
)aCuarcaalnegra x—a)k

Aplog(x —wa;) si k=1

¢) Calcular las integrales con los denominadores cuadraticos. Recordemos que b]z —4c¢; <0. Sea
Aj=4cj— b]2 > 0. Hay dos casos.

e Sik=1,
]1X+ C B]l ) 2C]1 - b]B]1 2x—|—b]
= —-1 b; - —————arct 1.1
/(x —|—b]x+c]) 2 og(x T hx+ej) + \/K] e \/AT (D

e Si k> 1, se usa la siguiente formula recursiva, hasta que k —1 =1, y se integra como el caso
anterior,

1X+C _ (ZC]'k —b'Bjk)x-I-bjCjk—ZC‘B' (2k—3)(2Cjk —b'B' )
/(x 24 bix+cp) T (k—1)Aj(x? + bjx + )<t /(k 1)A;(x? +bx+c])k 1
(1.2)

¢Descomposicion en fracciones parciales?. La descomposicién en fracciones parciales se usa en inte-
gracion de funciones racionales y en el cédlculo de la inversa de la transformada de Laplace. Pero "una
descomposicién en fracciones parciales" depende de la factorizacion que se tenga. Hay varios métodos de
descomposicién en fracciones parciales basados por ejemplo en la descomposicién "libre de cuadrados
del denominador" (ver [17, Seccién 2.8 ],[25]).

Casos simples. Para polinomios que factorizan de manera simple, hay varias técnicas rdpidas y muy
eficientes para obtener los coeficientes de la descomposiciéon en el estilo del algoritmo de Bernoulli (ver
[21]). Por ejemplo,

1 1 1 1
a) [D(x) +a][D(x) + b] “b—a (D(x)+a B D(x)+b>' a7 b

a2 = -
b) Sea Q(x) =x?+bx+c con Q(a) # 0. Entonces = x—a x2+bx+c

1 1 ( 1 x+a+b
(x—a)(x2+bx+c) Qa)

¢) SiP(x)/Q(x) es una fraccién propia con la cuadratica Q(x) = ax? + bx + ¢ irreducible, entonces

P(x) _ AQ'(x) + B n A2Q'(x) + By n AnQ'(x) + By

(ax? 4 bx +c)" Q(x) Q*(x) Q™ (x)

)
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d) Todas las raices simples: Cuando Q(x) tiene n raices simples a1, ap, -+, ay y grado P < grado Q,
se puede usar los residuos en la expansién de Laurent de la funcién racional P/Q en los polos «; :

Este método se conoce como "método de los residuos" (por su origen el célculo de residuos en
funciones de variable compleja) y se puede generalizar a raices de multiplicidad m > 1 (ver [17,
pag 54]). Si med(Q,Q’) = 1 entonces todas las raices de Q son simples!.

Ejemplo 1.4

1
Icul .
Calewlar 2
1 B ‘/ 1
—B3+x+x2+x3 (x —1)(x2+2x+3)
1 1 x+3
= - — la £6 1
/6 <x—1 (x2+2x+3))' usando la férmula b)

= % <log(x—1) — %10g(x2+2x+3) - jgarctan(zxx/—gz)>

(se usé la férmula 1.1, con A = 8)

Ejemplo 1.5

x+1
—15—13x +3x2 + x3°

Calcular / .

(* Seguimos el algoritmo usando Mathematica *)

Clear[P, Q, Qp]

P[x_] = x + 1;

Q =-15 - 13 x + 3 x™2 + x"3;
(* Derivada de Q x*)

ISi Q tiene una raiz « de multiplicidad m > 1 entonces Q = (x — &)"R(x). Por lo tanto Q' = m(x — &)™ 'R(x) + (x — a)"™R(x)
con lo cual med(Q,Q’) # 1.


http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

10

Revista digital Matematica, Educacion e Internet (http:/tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/). Vol 15, No 2. Marzo — Agosto 2015.

Qp[x-] = D[Q, x];

(xQ solo tiene raices simples *)

PolynomialGCD[Q, Qpl; (x =1 %)

(* Calculo de las 3 raices con ’'Solve’ x)

{al, a2, a3} = Flatten[x /. {Solve[Q == 0, x]}]; (*Raices ={-5,-1,3}*)
(* Integrar x)

(/ P[al] 1 Pl[a2] 1 P[a3] 1 dx
<Qp[a1] x - al Qpl[a2] x - a2 Qp[a3] x - a3)
-1 1 1 1

Out[]= 1/8 Log[-3 + x] - 1/8 Log[5 + x]

Caso de polinomios irreducibles en Q[x]. Hay muchos polinomios de apariencia sencilla que son ir-
reducibles en Q[x] o cuya factorizacién en Q[x] no se adapta al algoritmo de Bernoulli. Algunos
ejemplos los podemos encontrar en [22]. Por ejemplo,

a) O+x+1=(24+x+1)(x>—22+1)
b) x®—x2+1

o x+x+1

d) x®—5x* —8x3 —2x2 +2x+1

No todo esta perdido. Como veremos mds adelante, integrar funciones racionales no requiere siempre
obtener la factorizacién del denominador en el estilo del algoritmo de Bernoulli. Hay reducciones que
no ocupan factorizar y simplifican, muchas veces, el calculo de las primitivas.

Ejemplo 1.6

: : . 1
Consideremos la integral racional / sl Al hacer el calculo con MATHEMATICA obten-
x +x
emos

1
(= [ L7y dx

Out[]= RootSum[l + #1 + #1” &, Log[x - #11/(1 + 7 #1°) &]

Este Q = x” + x + 1 no factoriza en Q[x] y tampoco las raices se pueden expresar en términos
de radicales en R. Pero sus raices son simples pues med(Q,Q’) = 1; asi que podemos dar una
respuesta simbélica.
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Si las raices de Q son &y, ap, -+, ay, entonces, aplicando el método de los residuos,

TR |
/x7+x+1 = /k_Z:lQ’(zxk).xtxk *
_ ilog(x—“k)

C
7o + 1 +

k=1

Esta es la interpretacién de la salida "extrafia" que nos da MATHEMATICA. Esta férmula es ttil
para aproximar integrales definidas una vez calculadas la raices aproximadas ([5]).

En la practica computacional, no se factoriza el denominador totalmente para obtener la descomposi-
cién en factores parciales, en vez de eso se usa una factorizaciéon "libre de cuadrados". En todo caso
no siempre es posible factorizar: Como se sabe, para polinomios de grado mayor o igual a cinco no
siempre es posible encontrar las raices del polinomio en términos de radicales.

Aunque Q(x) = x® — 5x* — 8x® — 2x? 4 2x + 1 no factoriza en Q[x], se puede hacer reducciones que
solo ocupan operaciones con polinomios. En el capitulo sobre "integracién de funciones racionales"
6x° + 6x* — 8x> — 18x> + 8x + 8

x6 —5x% —8x3 —2x2 4+ 2x +1
veamos en el siguiente ejemplo, como va a quedar el resultado.

(seccién 1.11) vamos a ver como se calcula la integral . Por ahora,

Ejemplo 1.7

6x° + 6x* — 8x3 — 18x2 +8x + 8
x6 —5x4 —8x3 —2x2 4+ 2x +1

Vamos a calcular / con el método de Hermite y el método de

Rothstein/Trager:

El calculo solo requiere operaciones con polinomios y calcular las raices del polinomio
R(z) = (=2 — 2z 4 z%)3 (ver secci6n 1.11).

f6x5+6x4—8x3—18x2+8x—|—8
x6 —5x4 —8x3 —2x2 4+2x+1

= (1+v3)Log[1+x+v3x+ vax2 - x*]

i (1—\/§)Log[—1—x+\/§x+\/§x2+x3}
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1.5 Principio de Laplace, 1812.

Laplace, en el primer libro de la "Théorie analytique des probabilités” [7, pag 5],
estableci6 en 1812 por primera vez una teoria consistente de funciones "elemen-

tales" y la integracién en términos finitos, en forma de esbozo general. Por ejemplo,
dx

V1+ax?+ pxt ne
tienen primitiva elemental, sin embargo Liouvlle sefiala que "la demostracién no
se ha publicado y nosotros ignoramos de qué naturaleza esta demostracién podria
ser" ([23, pag 145]).

Laplace indica que con su razonamiento, que la integral /

En todo caso, Liouville reconoce que este esbozo sobre el tema de integracién en términos finitos es
notable porque lo cita casi completo en su "Premier Memoire sur la détermination des intégrales dont
la valeur est algébrique” ([23, pag 144]).

La cita de Lioville que aqui presentamos, en traduccién libre, sigue la versién en inglés de Luetzen ([20,
pégs 357-58]): Habiendo introducido las funciones algebraicas, exponencial y logaritmicas, Laplace con-
tinda:

Estas cantidades son esencialmente distintas: la exponencial a*, por ejemplo, nunca puede ser idéntica
a una funcién algebraica de x. De hecho, cada funcién algebraica es reducible a una serie descendente
de la forma kx™ 4 k'x"~" 4 ...; pero es facil demostrar que cuando a es mayor que la unidad y x es
infinita, a* es infinitamente mayor que kx”, por muy grande que k y n puedan ser. Del mismo modo,
es facil ver que cuando x es infinito, x es infinitamente mayor que k(logx)".

Por lo tanto, las funciones exponenciales, algebraicas y logaritmicas no pueden reducirse de una a la
otra; las cantidades algebraicas estdn en el medio entre las exponenciales y los logaritmos, de hecho,
cuando la variable es infinita, podemos considerar los exponentes como infinitos en las exponenciales,
finito en las algebraicas e infinitamente pequefias en las cantidades logaritmicas.

Ademas, uno puede en principio establecer que una funcién radical de una variable no puede ser idén-
tica a una funcién racional de la misma variable o con otra funcién radical. Por lo tanto, (1 + x3)1/4
es esencialmente diferente de (14 x%)1/3 y de (1 + x)1/2. Estos principios, que se basan en la natu-
raleza de las funciones, pueden ser de gran utilidad en la investigacién analitica, ya que nos indican
la forma que necesariamente deben tener este tipo de funciones que andamos buscando y mostrar
que esta forma no existe en un gran niimero de casos. Sin embargo, uno debe entonces estar absoluta-
mente seguro de no omitir ninguna de las formas posibles. Por lo tanto, puesto que la diferenciacién
permite a la exponencial y las cantidades radicales subsistir y sélo hace que las cantidades logaritmi-
cas desaparezcan cuando estan multiplicadas por las constantes, se puede concluir que la integral de
una funcién diferencial no puede incluir ninguna otra exponencial y ningtn radical que los que ya
figuran en el presente funciéon. De este modo, me he dado cuenta que no se puede obtener la integral
/ \/#W como una funcién finita explicita o implicita. Del mismo modo, he demostrado que
las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales lineales de segundo orden y de tres variables, no
pueden ser integradas de forma finita, y esto me ha llevado a un método general de integrar éstas
en esta forma cuando sea posible. En los otros casos, no se puede obtener una integral finita sino por
medio de integrales definidas. [Laplace 1812, pp 4-5]'
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Maés adelante va a ir quedando claro como la "forma" del integrando y de la primitiva es crucial en la
decisién de si una funcién tiene o no primitiva elemental.

Acerca de esto, en esta primera memoria de Liouville sobre el tema ([23]), €l inicia probando que la
dx
integral / ——— no tiene primitiva elemental. Luetzen ([20, pags 370-372]) indica que el camino
) A1 At p pag q

que Liouville sigui6 (de acuerdo a su manuscritos) fue el de expresar esta integral en "la forma"

M+ PV1+axt

[Fm=""

con M,P y Q polinomios en Z|x|. La justificacién elude a los principios de Laplace: La primitiva solo
podria tener el mismo tipo de radicales que aparece en el integrando (no ctibicas, ni de otro orden, ni
exponenciales ni logaritmos, etc.). Luego prueba que es imposible encontrar M,P y Q que satisfagan
esta identidad.

1.6 TeoremadeP Chebyshov, 1853.

Nuestro interés estd ahora en un teorema de P. Chebyshov porque, aunque es pos-
terior (y complementaria) de la teoria establecida por Liouville, es un teorema de
facil aplicacién. P. Chebyshov estaba interesado en casos especiales de funciones
algebraicas y su trabajo sobre la integracién de este tipo de funciones esta conec-
tado de manera muy cercana con el trabajo de Abel, Liouville y Ostrogradsky. En el
articulo "Sur l'integration des différentielles irrationelles” (1853, [3]) P. Chebyshov
resuelve el problema de obtener la "parte logaritmica’ de la integral

[ 2 i
Q(x) ®/R(x)’

donde P, Q y R son polinomiosy m es un entero positivo. Pero el articulo es mas bien conocido
por la solucién completa del problema de la integraciéon del ‘binomio diferencial’

/.xm (a+ bx™)P dx.

Ya Goldbach y Euler habian mostrado que este tipo de integral es expresable en términos de funciones
elementales en los casos en que p es un entero, (m+1)/n es un entero o (m+1)/n+ p es un entero.
P. Chebyshov demostrd, con métodos analiticos, que estos son los tinicos casos en los que esta integral
se puede expresar en términos de funciones elementales.

¢ Se puede saber si una funcion tiene primitiva elemental? . Walter Mora F.
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Sur T'intégration des dillérentielles

irrationnelles.
§ L
Si la différentielle }i‘l S composée d'une fraction rationuelle JoZ,
0T Yo Fye

¢t d'une racine d’'une fonction entitre 4w, s’intégre a Daide des signes
algébriques et logarithmiques, nouns savons, ('aprés les recherches ingé-

nieuses d'Abel et de M. Liouville, que I'intégrale ‘ ]/,": ”' e pré-
T Yo
sentera sous la forme suivante:
U A Tog T4+ A log V' -+ A" log V"' + . . .,
o U, V°, V', ¥”,. .., sont des fonctions rationnelles de 2 et j/ fu;
A% A, A", .. ., sont des quantités constantes.

Figura 1.1: P.L. Tchebychef. "Sur I'integration des différentielles irrationelles” (en Oeuvres, 1899), [3]

Para la presentacion de este teorema definitivamente lo mejor es seguir la exposicion del libro "Célculo
diferencial e Integral" de N. Piskunov [10, pags. 375-378].

Teorema 1.1 (Chebyshov, 1853).
Si m, n y p son nameros racionales, entonces la integral
/xm (a+ bx")P dx

se puede expresar en términos de funciones elementales si y sélo si al menos uno de los niimeros
m+1 m+1

p, C

n n

+ p, es entero.

En el caso de que la integral se puede expresar en términos de funciones elementales, la manera de
obtener la primitiva es via sustituciones [10, pags. 375-378]. Estas sustituciones convierten la integral
en una funcién racional que, por el algoritmo de J. Bernoulli, siempre tiene primitiva elemental. La
otra parte de la prueba del teorema de Chebyshov no es elemental, se puede ver en [8, pags. 37-39] y
en espafiol en [9, pags. 45-48].

Aplicacién. El teorema se puede usar para decidir si una funcién de la forma x™ (a 4+ bx" )P ("binomio
diferencial") tiene primitiva elemental y, también para el célculo.

. o 1_
Para calcular, primero se hace la sustitucién x = u!/", entonces dx = —un 'du y

S|

m+1 _
n

1

/x’”(a—i—bx”)p dx = %/uq(a—l-bu)pdu con q=
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h
a) Caso I: Si p es entero y g es racional. Si g = 7 se hace la sustitucion u = t4,

b) Caso II: Si m+1

h
es entero y p es racional. Si p = -, se hace la sustitucién a + bu = t9.

d

¢) Caso III. Si m+1

+p es enteroy p es racional. Primero se transforma la integral,

14
1/1ﬂ(a+bu)pdu = 1/u’1+p<a+bu> du con q:m+1—1
n n u n

Sig=

h a+ bu
L se hace la sustituciéon —Z =

Ejemplo 1.8

dx 1
Consideremos la integral /7 = /x_1/3 1+ x)"Y2dx. En este caso m = —-=,
g Saiv/x 1 (1+2) 5

1

m+1 2 m+1 2 . . :
=37, P=3"5 Como ninguno de estos ntimeros es entero, la integral no se

puede expresar en términos de funciones elementales.

Ejemplo 1.9

dx _ _ m+41 1
Consideremos la integral /7 = /x 3/2(4 — x)=3/2 4x. Como 4p=—-_—
E V/ (4x — x2)3 ( ) n P 2
3

5= —2, la integral si se puede expresar en términos de funciones elementales. Usando las
indicaciones de sustitucién mencionadas, se obtiene

/x‘l/s(l +x)712dx

Ejemplo 1.10

a) / vsenxdx no es elemental: Si u = senx obtenemos


http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

16 Revista digital Matematica, Educacion e Internet (http:/tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/). Vol 15, No 2. Marzo — Agosto 2015.

/\/senxdx = /ul/z(l —u?)2 4y

que, de acuerdo al teorema de Chebyshov, no se puede expresar en términos de funciones
elementales.

b) / Vtanxdx es elemental. Si u = v/tanx, u? = tanx, la integral queda
/\/tanxdx = /Zuz(u4 +1)tdu

que si pasa el test de Chebyshov pues p = —1.

1
¢) Consideremos / (1 —x")*dx. Como m =0y p= =, entonces la integral es elemental

kl
1 1 1
solo si — es entero o 1/k es entero o - + % es entero, es decir, solo si k==+1, o n = +1
1 1
0 k=n=2 o n= —k (en otro caso n—l—k‘ <1).

Si k> 0, esto solo nos deja 1 — x,¥/1T—x, ¥/1—1/x, V1 — 2 y ¥/1— x~F con primitiva
elemental.

Longitud de arco. La longitud (de arco) de una curva suave de ecuacién y = f(x) desde x =a hasta

x = b, se calcula con la férmula
b
5= / 1+ (f(x))2dx.
Ja

Como se ve, son pocas las integrales de este tipo que se pueden calcular usando el teorema fundamen-
tal del célculo por la escasez de primitivas elementales.

1
Por ejemplo, si f(x) = p entonces, s = / V14 x~#dx no es elemental.

1.7  Primitivas elementales y funciones inversas

Usando integracién por partes, la integral de una funcién f se puede expresar en términos de la inte-
gral de su inversa f~!. Ademds de ser un recurso de célculo, también se puede usar como método de
decisién en el caso de que se conozca que f o f~! tiene o no tiene primitiva elemental.

Si f esinvertible en [a,b] ysi f y f~! tienen derivada continua, entonces aplicando integracién por
partes con u = f(x) y dv = dx, se obtiene

¢ Se puede saber si una funcion tiene primitiva elemental? . Walter Mora F.
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[ = xf(x) — [xf(x)dx
= xf(x) = [ x)dx

Aplicando la sustitucién = f(x) en la integral de la derecha, obtenemos la primitiva G(t) = [ f~1(t)dt.
Sustituyendo queda

[ = xf(x) - G(F(x)

A veces, abusando del lenguaje, se escribe

Ejemplo 1.11

Inx
a) / Inxdx es elemental pues / e’dy es elemental:

Inx
/lnxdx = xlnx—/ e¥dy

Inx
b) /\/Inxdx = x\/lnx—/ eyzdy

2
Asf, / VInxdx no es elemental porque (como veremos mds adelante) / e dx no es

elemental.

1 X 1/Inx 1
_ = = Y
) /lnxdx Inx / ey

1
Asf, / e!/Ydx no es elemental porque (como veremos mas adelante) / mdx no es

elemental.
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1.8 m principio de Liouville

El estudio sistematico del problema de decidir cuando una integral tiene primitiva
elemental inicio en el siglo XIX. Una década después de Laplace, J. Liouville
establece y prueba un teorema més general y preciso: Hablando informalmente,
Liouville establece que si la primitiva de una funcién elemental f es una funcién
elemental, entonces esta primitiva se puede expresar usando solo las funciones
que aparecen en el integrando y una combinacién lineal de logaritmos de tales
funciones. El teorema de Liouville nos da un criterio de integracién de funciones
elementales en términos de la solucién de una ecuacién diferencial de primer orden
con una funcién racional.

Ejemplo 1.12
a) /%@i"—l— e ™dx = —Lie™ + e ™ +K
1
b) [ ———dx = —ilog(v1— < +ix) + K
s 8 )
V)] /log(x+ Va2 —1)dx = xlog(x+ V22 +—1) — V22— 14K

Para enunciar el teorema "fuerte" de Liouville necesitamos ubicarnos con las funciones algebraicas y
trascendentes.

Funciones algebraicas. Recordemos que una funcién algebraica (ver por ejemplo [13]) y = y(x) es una
funcién que satisface una ecuacién de la forma

Ry(X)y" + Ry 1(x)y" 1+~ + Ro(x) =0, con Ry(x)#0.

donde cada R;(x) una funcién racional. Multiplicando a ambos lados por el maximo comun denomi-
nador de los denominadores nos queda

P(x,y) =an(x)y" + an_l(x)y”_1 + - 4ap(x)=0, con a,(x)ZO0.

donde cada a;(x) es un polinomio con coeficientes en algin conjunto. Desde el punto de vista com-
putacional interesa que a;(x) € Q[x].

¢ Se puede saber si una funcion tiene primitiva elemental? . Walter Mora F.
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P(x)
Q(x)

Q(x)y — P(x) =0.
Una expresioén que puede ser formada a partir de x y ciertas constantes aplicando un ntimero finito de

veces las operaciones de suma, resta, producto, divisién y “extraccion de raices’, se llama una funcién
algebraica explicita. Por ejemplo,

Las funciones racionales son algebraicas: Si y = entonces y es algebraica porque satisface la

ecuaciéon

a+ x*

1
+
a+Vb+dx3 1423

y=a—— +Va+bx

puede ser obtenida a partir de x,4,b,d aplicando las operaciones indicadas.

Se sabe que las funciones algebraicas explicitas satisfacen la definicién de funciones algebraicas, pero
como las ecuaciones polinomiales de grado > 4 no pueden ser, en general, resueltas por radicales, no
todas las funciones algebraicas puede ser explicitas.

La suma, resta, producto, divisién y "extracciéon de raices" de funciones algebraicas vuelve a ser una
funcién algebraica. Si y es algebraica y es invertible, su inversa es algebraica. Ademads las funciones
algebraicas son continuas en su dominio y tienen un niimero finito de ceros.

Funciones trascendentes. Las funciones que no son algebraicas se llaman trascendentes. Por ejemplo,
senx, cosx, tanx, Inx y sus inversas son trascendentes. Veamos un par de pruebas.

senx es trascendente: Si fuera algebraica, tendria un namero finito de ceros, pero sen(k7) =0 para
todo k € Z. También se puede probar que senx es trascendente usando el hecho de que P(x,senx) es
una funcién continua (ver apéndice ??).

y =Inx es trascendente (por tanto también su inversa y = e*). La prueba de este hecho usa una idea
que vamos a encontrar varias veces. La idea de la prueba es esta: Si Inx satisface la ecuacién poli-
nomial, Inx debe ser racional y eso no puede pasar. Iniciamos probando que Inx no puede ser una
funcién racional.

P(x) 1_ QP -PQ

con Py Q coprimos, entonces — =
Q(x) Y= eop x Q

Q*=x(QP' - PQ').

Por tanto x es un factor de Q. Sea Q(x) =x™R(x), con R(0)#0 y m > 1. Sustituyendo y dividiendo
por x™ obtenemos,

Silnx = , es decir,

x"R? = x[x™RP' — P(mx™ 'R+ x"R')]
= xRP'—mPR — xPR’

Pasando a restar y sacando x a factor se tiene,
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mP(x)R(x) = x[RP' —PR' —x™ 'R?|
Entonces x divide a PR, como no divide a R, entonces divide a P, lo que no puede ser pues Py Q
son coprimos.
Ahora supongamos que y = Inx es algebraica y que

an(x)(Inx)N +an_1(x)(Inx)N "1+ Fag(x) =0, con ayn(x) Z0,

donde la ecuacioén se escogié con el menor grado N posible. Entonces

(Inx)N + afjlj(;)c)(lnx)l\]1 +t :O(&)) =0, con N>2
N N

Derivando obtenemos,

/
N(lnx)N_1 + (aN_1(x)> (Inx)N"14...=0, con N>2
x an(x)

que es un polinomio de grado menor que N, por lo que lo tinico que queda es que los coeficientes
(polinomios) se deben anular para satisfacer la ecuacién. En particular,

N an—1(x)\"
x+( ZNEX) ) =0
an-1(x)

, es decir, Inx seria una funcién racional. Pero esto
Nay(x)

Pero integrando obtenemos que Inx = —

no puede ser como ya probamos.

El teorema fuerte de Liouville es enunciado aqui en términos de una funcién f(x,y1,....yn) que se ex-
presa en términos de funciones elementales y;(x) pero que requiere que las derivadas y} sean algebraicas.

Teorema 1.2 (Lioville, 1835).

Sea f(x,y1,Y2,...,yn) una funcioén algebraica donde cada y; = y;(x) y cada % es funcion alge-

braica de x,y1,...,y». Entonces /f(x,yl,yz,...,yn) dx es elemental si y sélo si

n
/f(x,yl,yz,...,yn)dx = Uy + Zlen(uj)
j=1

donde Uy es funcién algebraica de x y cada C; es constante y cada U;j>1 es funcion algebraica
de x,y1,...,Yn.
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dy;

e Si f(x,41,Y2,...,yn) €s una funcién racional y cada I S funcién racional de las funciones
X

X,Y1,-.,Yn, entonces Uy es una funcioén racional de x y cada U;, j > 1, deben ser funcién
racional dex,yq, ..., yu.

La notacién es un poco fuerte, pero es en realidad sencilla.

Ejemplo 1.13

Sea 3 =@, yp=senx y Y3 =cCOSX.

Sea f(x,y1,y2,¥3) =2x + AN ﬂ En este caso, f es racional
Y2 y1+x
di dya dys x ;
Como Ty SV gy TYR Y = Y se cumple que f(x,e*,senx,cosx) es algebraica y
dyl’

que las derivadas Ty Son funciones algeraicas de x, y1, y2 ,¥3.

El teorema de Liouville dice que / f(x,y1,y2,y3) dx es elemental si y s6lo si

4
/z 2+2y1d = Uy + Y CjIn(U))

con Up = Up(x) algebraica y las C; son constantes y las Uj>1 son funciones algebraicas de
X, Y1, /yZ }/3-

En este caso la integral efectivamente es elemental y

cosx 2e°+2 5 .
/ +senx PR dx = x*+2In(x +¢*) +In(sen(x)) + K

y comoseve, Uy=x% Uy =x+y; =x+e* y Uy =1y, =sen(x).

El teorema de Liouville tiene valor tedrico y practico y ha sido la base de el trabajo desarrollado en
la rama de integracién "en términos finitos". Hay dos casos especiales del teorema que nos dan herra-
mientas para decidir si ciertas funciones importantes tienen o no primitiva elemental.
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1.9 caso especial del teorema de Lioville, 1835.

Consideremos la funcién elemental f (x)qe"2 con f € Q(x). De acuerdo al teorema de Liouville,

/f(x)qsx2 dx es elemental si y solo si

/ fx)etdx = Uy + Y. C/in(U) (1.3)
. &

A . 2
con Up(x) una funcién racional y cada Uj»q = U;(x,e™ ).

Derivando a ambos lados en (1.3) obtenemos

!
fet = Up + 36
0 1 ]u]

]:

Si Uy = P/Q se obtiene, con un poco de esfuerzo, una ecuacién diferencial que se debe satisfacer:
f(x) = Uj + 2xUy. Esta ecuacion diferencial es la clave para demostrar, eso si de manera algebraica,

que f (x)qe’(2 tiene o no tiene primitiva elemental. Tratar de resolver la ecuacién diferencial (via factor
integrante) no ayuda en nada.

En general,

Teorema 1.3 (Caso especial — Liouville, 1835)

Si f y g son funciones racionales y ¢ no es constante, entonces

/f(x)@g(x) dx es elemental si y s6lo si existe R(x) racional, tal que f(x)=R'(x)+ R(x)g’(x)

Hay una parte facil en la prueba del teorema. Una direccién del teorema dice que si existe una funcién
racional R tal que f(x) = f(x) =R’(x) + R(x)g'(x), entonces

/ Fx)es® dx = R(x)es™).
En efecto, derivando obtenemos

¢ Se puede saber si una funcién tiene primitiva elemental? . Walter Mora F.
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— R(x)eS®W = R'(x)es™ 4 e8MR(x)

= 2 (R (x) + ¢'(x)R(x))
= flxest)

La otra direccién de la prueba es la que no es elemental.

Ejemplo 1.14

/ " dx no tiene primitiva elemental (y por tanto / VInxdx tampoco, segtin la seccién 1.7).

En efecto, de acuerdo al teorema 1.3, / 1-¢* dx es elemental si y s6lo si existe R(x) racional tal
que

1 = R'(x)+R(x)2x (1.4)
Sea R(x) = g((’;)) con med(P,Q) = 1. Entonces tenemos
. P’Q(;ZQ’P N ng _Po- Q(’QPZJr 2xPQ
de donde
Q> = —Q'P +PQ+2xPQ

Como Q|(P'Q + 2xPQ) entonces Q|Q'P y como med(Q,P) =1 se concluye que Q|Q’. Pero la
derivada Q' tiene menor grado que Q, por lo tanto la tnica posibilidad es que Q sea constante.
Digamos Q =¢q

Entonces 1.4 se puede reescribir como

g = P +2xP

Pero esto es imposible pues P’ + 2xP tiene grado > 1 mientras que la constante tiene grado
cero.
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Ejemplo 1.15

ax

2
/ x2"e™ dx, con n € N* y a # 0, no tiene primitiva elemental. La prueba sigue un argumento

similar al del ejemplo anterior (en [14] puede ver todos los detalles).

Ejemplo 1.16

ex
/ - dx no tiene primitiva elemental.

1
En efecto, de acuerdo al teorema 1.3, / 2 e*dx es elemental si y sélo si existe R(x) racional tal
que

= = R(x)+RE) (1.5)

p
Sea R(x) = (x) con med(P,Q) = 1. Entonces tenemos

Q(x)
1 PQ-QP P PQ-QP+PQ
- @ ot @
de donde
Q(Q—xP —xP) = —xQ'P (1.6)

Si Q tiene una raiz & # 0 de multiplicidad k > 1 entonces Q = (x — a)¥S(x) con S(a) # 0.
Entonces, como P no comparte raices con Q, la ecuacién 1.6 se puede reescribir como

(x —a)"*"N(x) = (x—a)'D(x), con N(a)#0, D(a) #0 y m>0.

Como las multiplicidades son distintas, Q no tiene raices no nulas. Por tanto, si Q tiene una raiz,
deberia ser « =0. Sea Q = Cx* con C constante y k> 1. En este caso la ecuacién 1.6 se puede
reescribir como

(x —a)"N(x) = (x—a)f'D(x), con N(a)#0, D(a) #0 y m>0.
se puede reescribir como

MN(x) = x*D(x), con N(0)#0, D(0)#0 y m>1.


http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

Revista digital Matematica, Educacion e Internet (http:/tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/). Vol 15, No 2. Marzo — Agosto 2015. 25

De nuevo las multiplicidades no coinciden, por lo que Q es constante, Q = g. Sustituyendo en
1.6 nos queda

g = xP' +xP

que es imposible pues el lado derecho tiene grado > 1.

Se puede probar que otras integrales no tienen primitiva elemental usando identidades, sustituciones
o el método de integracién por partes.

Ejemplo 1.17

1 e’ 1
a) / ﬁdt no tiene primitiva elemental pues / ?dx = / mdt usando la sustitucion

x =Int.

b) / e* Inxdx no tiene primitiva elemental pues, integrando por partes con u = e¢* y

1
dv = p dx, se obtiene

ex
/;dxzcexlnx — /@x Inxdx

1.10 caso especial Liouville-Hardy, 1905.

El siguiente caso especial fue obtenido por G. Hardy ([6]) en 1905 y se aplica a funciones de la forma

f(x) Inx.

Teorema 1.4 (Liouville-Hardy, 1905)

Si f(x) es una funcién racional, entonces / f(x) Inxdx es elemental si y solo si existe una

funcioén racional R(x) y una constante C tal que

f@ =S+ R ()
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La prueba de este teorema tiene una parte facil: Si f(x) = % + R'(x) entonces / f(x) Inxdx es ele-

mental. En efecto,

[romxar = [(§+RE)) mrdx

= /Clxnxdx—l—/lan’(x) dx

2
= Cln?(x) + Inx R(x) — /% R(x)dx, integrando por partes con u=Inx y do=R'(x)dx.

R R
/ %dx es elemental porque % racional. Por lo tanto / f(x) Inxdx es elemental.

La otra parte de la prueba no es elemental.

Ejemplo 1.18

En el teorema 1.4, para probar que una integral es elemental, se debe encontrar dos cosas: una
constante C y una funcién racional R tal queda

Integrando tenemos

R:/f(x)dx — Clnx

por lo tanto, si C=0y f(x) es un polinomio, el teorema se cumple.
/P(x) Inxdx eselementalsi P esun polinomio.

Esto es algo facil de verificar (y calcular) usando integracién por partes.

Ejemplo 1.19

Sea Q es un polinomio con todos sus ceros simples y no nulos, digamos Q(x) = (x —aq) -+ (x —ap),

Inx
entonces / —dx no es elemental.

Q(x)
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Esto es asi pues seria R= —Clnx + /de = —Clnx + iw ue no es una
2 Q) & Q) 1

funcién racional para ningan valor de C (recuerde que dijimos que cada a; # 0).

1 1
A la luz de este resultado, / nTXLix es elemental pero / xni_kxldx no es elemental, ni tampoco

Inx J
/T—i—l x, etc.

/ arcsec?(x) dx no es elemental pues, aplicando integracién por partes,

Int

2 2

= 4 ———
/arcsec (x) dx X arcsen (x) - /t2 1dt

1.11 Algoritmo para Integrar una Funciéon Racional

Como ya sabemos por el algoritmo de Bernoulli, toda funcién racional P/Q tiene primitiva elemental.
En el algoritmo que sigue, el cdlculo de esta primitiva no se hace buscando una factorizacién completa
para Q, que de por si puede ser imposible, sino que se divide la integral en una parte racional y una
parte logaritmica. La parte racional se obtiene con el método de Hermite y no necesita factorizaciones.
La parte logaritmica de la integral se hace con el algoritmo de R/T y usa una factorizacién ‘libre de
cuadrados’ y el calculo de raices de un polinomio especial.

Este algoritmo aparece de manera muy similar en el caso general.

Conocimientos previos: Factorizacion libre de cuadrados. Desde el punto de vista computacional, para
integrar una funcién racional, se trata de factorizar el denominador pero de una manera menos de-
mandante que la factorizacion total. Esta factorizacion se llama ‘libre de cuadrados’. Esta factorizacién
‘empaqueta’ los factores de Q que tiene la misma multiplicidad, en un solo factor y solo requiere
divisién de polinomios y cdlculo del maximo comtn divisor.

Un polinomios es ’libre de cuadrados’ si no tiene factores repetidos. Si un polinomio tiene factores
repetidos, entonces estos factores vuelven a aparecer en la derivada: Si P = A?B entonces P’ =

¢ Se puede saber si una funcion tiene primitiva elemental? . Walter Mora F.
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2AA’B + A’B' = A(2A'B + AB'). Por tanto, P es libre de cuadrados si med(P,P’) = 1.

Definicién 1.1
a) Un polinomios es 'libre de cuadrados’ si no tiene factores repetidos

b) Una factorizacién ‘libre de cuadrados’ de P es una factorizacién P = H?:l (P;)! (potencias
crecientes) donde cada P; es libre de cuadrados y mcd(Pi,Pj) =1sii#j Algunos P
pueden ser 1.

Teorema 1.5

Un polinomio P € Q[x] es libre de cuadrados si y sélo si med(P,P’) =1

Prueba. (<=) Si P tiene algtn factor repetido, entonces P = Q"D con n > 1. Por tanto P’ =nQ" D +
D’Q. Como Q es un factor comun entre P y P’, esto contradice la hipétesis de que med(P,P’') = 1.

(=) Si P es 'libre de cuadrados’ (sin factores repetidos) y si P tiene la factorizacién irreducible
P=0Q10Qy---Q; con todoslos Q; distintos,

entonces
PP=Q1QQu + Q1Q5Q3-Qn + . +Q1Q2---Qy1Qy

Supongamos que med(P,P’) > 1y sea D € Q[x]| no trivial con D|P y D|P’, entonces como D € Q|x],
D debe ser un multiplo de algtn Q;. Por tanto podemos asumir que algin Q; divide a ambos Py P’
Entonces Q; divide todos los sumandos de P’ donde él aparece y como divide a P’, deberd también
dividir al sumando Qq--- Q; -+ Qy, por tanto debe dividir a Q;, pero esto es imposible pues Q; tiene
menor grado que Q;.

Note que hay una diferencia entre ser 'libre de cuadrados’ y la ‘factorizacién libre de cuadrados’.

Algoritmo para obtener la *factorizacion libre de cuadrados’. Para ver la manera en que se obtienen
los factores P; ’libres de cuadrados’ en la factorizacién ‘libre de cuadrados” de P, hagamos un cal-
culo pequefio: Supongamos que la factorizacién libre de cuadrados de P es P = P;P?P (hasta ahora
desconocida) entonces queremos calcular estos tres P;. Primero calculamos P’ y factorizamos,

P' = P,PZ [ P,P3P| + 2P P3P}, + 3P P, P} ].

P
Entonces A =mced(P,P’) = P2P32 y B = ed (P, P = PP, P5. Por tanto, si C; = med (A1, By) =P, P,
obtenemos B

P =2t

=a
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De manera similar obtenemos P, y Ps.

En general: Primero calculamos A; = med (P,P’) y By =

Luego iteramos:

Desde i =1 hasta completar el grado de P

Ci = mcd (Ai, Bi)

A.
Awf:é
1

Bii1=C;
1

_r
med (P, P').

29

Ejemplo 1.21

Obtener la factorizacién libre de cuadrados de P(x) = x8 — 2x6 +2x% — 1.

(*Usamos Wolfram Mathematicax)
P=x"8 -2x"6+ 2 x"2 - 1;
= D[P, x];

DP
Al
Bl
Cl
P1
A2
B2
c2
P2
A3
B3
C3
P3

PolynomialGCD[P, DP];
PolynomialQuotient[P, Al, x];
PolynomialGCD[Al, B1] ;
PolynomialQuotient[Bl, C1, x]
PolynomialQuotient[Al, C1, x];
Cl;

PolynomialGCD[A2, B2];
PolynomialQuotient[B2, C2 , x]
PolynomialQuotient[A2, C2, x];
C2;

PolynomialGCD[A3, B3];
PolynomialQuotient[B3, C3 , x]

Entonces P(x) = (x*+1)-1%2- (x> — 1),

(* Pp=x2+1 %)

(x =1 %)

(* P=x%2—1 %)
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1.12 Meétodo de Hermite para obtener la parte racional, 1872.

Una variante del algoritmo de Bernoulli consiste en usar una factorizacién completa del denominador
en C[x|. Para esta factorizacion, la descomposicion en fracciones parciales no lleva a la integral

/f = U—l—iici log(u;)

donde v,u3,...,uy € C(x) y cada c; € C. En esta expresion, v se llama ‘la parte racional’ de la integral y
la suma de logaritmos se llama ‘la parte trascendental’. El método de Hermite calcula la parte racional
de la integral respecto a la factorizacién ‘libre de cuadrados del denominador’ tnicamente. La parte
"logaritmica’ requiere otro algoritmo. Por ejemplo,

/x724x44x2+8x8 1 6x 3—x /dic

X1 6x6 122 182 §+2 w2)2 242 x
(24 x%)

parte racional

( 145)

I
W

SUR L'INTEGRATION DES FRACTIONS RATIONNELLES:
Par M. HERMITE.

Le procédé élémentaire d'intégration des fractions

)

; F.ilx ; ¢ .

rationnelles ) peut étre présenté sous une forme telle,
que la résolution de l'équation F(x)=o0 ne soil plus
nécessaire pour le calenl de la partie algébrique de I'in-
tégrale, mais seulement pour en obtenir la partie trans-
cendante. Dans ce but, on mettra d'abord le dénomina-
teur, au moyen de la théorie des racines égales, sous la
forme suivante :

F(zx) = A" B+ | _Ll-t--,

Figura 1.2: Método de Hermite, 1872

Pues bien, el método de Hermite hace una reduccién del tipo

-5t
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con P,Q,A,B,C,D € Q[x], grado(A) <grad(B) y B moénico y libre de cuadrados.

C/D es la 'parte racional’ de la integral mientras que / A/B es laparte logaritmica’ (si esta parte no es

nula, requiere extensiones logaritmicas).

Algortimo. El método de Hermite procede como sigue: Primero se normaliza P/Q de tal manera que
mcd(P,Q) = 1. Esto se logra dividiendo P y Q por el maximo comun divisor de ambos. También se
requiere que Q sea moénico. Luego aplicamos division euclidiana a P y Q y obtenemos L,R € Qx|
tal que P=Q-L+ R con R=0 o grado(R) <grado(Q ). Obtenemos,

Jo-1=/3

Luego, para / g calculamos la factorizacién 'libre de cuadrados’ de Q,

ko
Q=J]Q
i=1
con cada Q; ménico, libre de cuadrados, med(Q;, Q) = 1si i # j, y grado(Q;) > 0.

Ahora calculamos la descomposicién en fracciones parciales de R/Q respecto a al factorizacién libre

de cuadrados: o
5-LL
Q = =1 Qf:
con R;; € Q[x], grado(R;;) <grado(Q;) si grado(Q;)>0y R;;=0si Q;=1.
ki R
. R i . . ., .
La integral / o) =YY / — se puede reducir usando integracién por partes y el algoritmo exten-
i=1j=1" Q;

dido de Euclides de tal manera que cada sumando tenga un denominador ‘libre de cuadrados’ en vez
de una potencia de un factor libre de cuadrados.

R..
Consideremos un sumando particular —l]] enel que j > 1. Como Q; es libre de cuadrados, med(Q;, Q) =

1
1. Usando el algoritmo extendido de Euclides determinamos polinomio t,s € Q[x] tal que - Q; +s -
Qi =1. Y en particular se pueden obtener polinomios S,T € Q[x] tal que

S-Qi+T-Qi =R
donde grado(S) <grado(Q;)—1y grado(T ) <grado(Q; ). Dividiendo por Q{:

S-Qi , T-Qf Ry Rj 1S T-Q
Q¥+Q£_Q£é~/ */ng'

i) ol
Q; Qi
/

~t conu=Tyv=

Q] G-1)Q]"

T-Q _ T T
/Q{f (j—l)Qfl+/(j—1)Qf]

Ahora aplicamos integracion por partes a / . Nos queda
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Entonces tenemos una disminucién en el grado del denominador:

Rij  =T/(j—-1) S+T'/(j—1)
/fo_ Q™ v/ Q"

En resumen,

R,,
a) Con este proceso, si j > 1, cada integral / —Ijj contribuye con a la parte racional de
Q:

/G-
j—1

S+T/(—1) l
Q!

la integral original y la integral / podria ser cero y todo el proceso de reducciéon

termina.

S+T/(j—1)

b) En el caso de que j — 1 =1, la integral / 1
Qi

contribuye a la parte logaritmica de la

integral original.

S+T/(j—1)
Q!

los denominadores restantes queden ‘libres de cuadrados’ y esto termina con la parte racional de
la integral.

¢) Si j —1>1 se puede aplicar nuevamente el proceso de reduccién a / hasta que

Ejemplo 1.22

L . : ) . 2x7 + 16x° + 4x3
Para fines ilustrativos vamos a aplicar el método a la integral / 8x6 1 82 7 212 usando
MATHEMATICA.
In[]:=P =4 x*3 + 16 x5 + 2 x°7;
Q=2x"2+8 x4 + 8 x°6;
d = PolynomialGCD[P, Q]; (* =2x2 *)
(* Normalizarx)
P = PolynomialQuotient[P, d, x]; (*x =2x+8x3+x° %)
Q = PolynomialQuotient[Q, d, x]; (* =1+4x2+4x* %)
PolynomialGCD[P, Q]; (x =1 *)

(* Dividir x)
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Out[]=

{L = PolynomialQuotient[P, Q, x], R = PolynomialRemainder[P, Q, x
1};
(* P=L+R/Q con L=7 y R=%+7

*)
(* Factorizacion ’'libre de cuadrados’ de Qx)

FactorSquareFree[Q]; (* Q= (1+2x2)2 %)

(*» Expansion en fracciones parciales ’libre de cuadrados’ x*)
7x 7x

ApartSquareFree[R/Q]; (=* 2A+23) A5 207 *)

R11l = 7 x/2;

R12 = -7 x/4 ;

Q1 =1+ 2 x™2;

(x Solo tenemos el caso j = 2 x)
(x Calcular S y T con algoritmo extendido de Euclides para Q1 y
Q1’ =x)
Qlp = D[0Q1, x];
{d, {s, t}} = PolynomialExtendedGCD[Q1l, Qlp, x];
7x2

{S = s*R12, T = t*R12}; (x T =2 %)

(* Resultado: Parte racional x)
PRacional=Integrate[L,x] - T/Ql1

(* Parte logaritmica x*)
Integrate[R11/Q1] + Integrate[(S+Tp)/Ql];

x2 7x2

8 8(2x2+1)

33

Ejemplo 1.23

Aplicar el método de Hermite a la integral / 5 usando MATHE-
MATICA. X

In[]:=

6x° + 6x* — 8x% — 18

—5x4 —8x3 —2x2 4+ 2x+1

(*Aplicar Hermite a x*)

Clear[P, Q]

P=6 x5+6 x4 - 8 x*3 - 18; x*2 + 8 x + 8;
Q=x"6-5x"4 -8x"3-2x"2+2x+1;

PolynomialGCD[P, QI; (x =1 *)
(* Dividir =x)
L = PolynomialQuotient[P, Q, x]; (x =0 *)
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R = PolynomialRemainder[P, Q,x]; (*
= —18 — 8x3 4 6x* + 6x°%)

(x P =L + R/Q %)

(¥Factorizacion "libre de cuadrados" de Q%)

(x*Expansion en fracciones parcialesx)

2(—9 — 4x3 + 3x% + 3x°)

ApartSquareFree[R g =
P qu [R/Q1; (+ 1—|—2x—2x2—8x3—5x4—|—xﬁ)|<

(* j=1. La integral solo tiene parte logaritmica *)

1.13 Algoritmo de Rothstein/Trager para obtener la parte logaritmica.

Después de aplicar el método de Hermite, podemos suponer que en la integral solo quedan fracciones
propias Rij/ Q; con Q; moénico y libre de cuadrados. Las integrales de estas fracciones contribuyen a
la "parte logaritmica’ de la integral y como tal, deben tener la forma

/ g — Y cilog(v:) (1.7)

i=1
donde los v; se pueden asumir ‘libres de cuadrados’ y primos relativos y los ¢; son todos distintos.
Esto se puede suponer porque podemos usar las propiedades del logaritmo para separar o agrupar,

c1 log(v1v2) + ¢z log(viv3) = (c1 + ¢2) logvr + c1logvy + 3 logus.

Rothstein ([27, 1977]) y Trager descubrieron de manera independiente que en la ecuacién (1.7), cada
v; =mcd(R — ¢;Q’, Q) y los ¢; son los ntimeros tales que mecd(R — ¢;Q’, Q) # 0, esto es equivalente
a que ‘el resultante’ res,(R — ¢;Q’, Q) = 0. Este "resultante’ es un polinomio en ¢ con grado menor o
igual que el de Q y con raices posiblemente repetidas, por tanto se puede factorizar de manera rapida
usando factorizacién ‘libre de cuadrados’.

Teorema 1.6
(Rothstein/Trager, 1977). Sean R,Q € Q[x] con med(R,Q) =1 tal que Q es monico y libre de

cuadrados. Sea S el conjunto de ceros distintos del polinomio res (R — cQ’, Q). Entonces

/g = ) clog(med(R—cQ’, Q))

ceS

¢ Se puede saber si una funcion tiene primitiva elemental? . Walter Mora F.
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y esta es la expresién que usa la minima cantidad de extensiones algebraicas de Q.

Antes de ver un ejemplo, vamos a ver todos los detalles con los que se llega a este resultado.

Cdlculo del Resultante: El método de Rothstein/Trager usa el ‘Resultante’ para calcular la parte logarit-
mica de la integral. El resultante aparecié en el siglo IXX ligado a la solucién de problemas de sistemas
de ecuaciones no lineales.

Matriz de Sylvester. Sean A(x),B(x) € F[x] con A(x) = Y a;x' y B(x) = Yl yb;x’. La matriz de
Sylvester de A y B es la matriz (m+n) x (m+n)

Am  Am-1 ap 4ap
Am  Gm—1 - 41 4o
a e e a
M= m 0
by by to b1 by
by by -+ b1 by
by - - by

donde las entradas que no se muestran son cero.

Ejemplo 1.24

Si A(x) = azx® + arx? + a1 x + ag a3 ap a4 ap 0
y 0 a3 ay a; ag
B(x) _ bez + byx + by, entonces M= by by by 0 O

0

0 b b b
0 0 b b b

Definicién 1.2
El determinante res (A, B) =det M se llama el resultante de A y B. Si se quiere incluir la variable
x, se escribe res (A, B).
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La primera propiedad importante es que “el resultante’ se puede escribir en términos de la raices de A
y B.

Teorema 1.7

teores Sean A,B € D[x] donde D es un dominio integral. Si A(x) =a,[[/";(x —a;) y B(x) =
b TT1(x — Bi), entonces

res(A,B) = (—=1)"b} ﬁA(ﬁz)

= a""[J(a; = Bi)

=

En particular, si A y B tienen un factor (x —J) (o una raiz) en comun, entonces

res(A,B) =0 siyso6losi grado(mcd(A,B))>0.

Como Q es un campo, Q[x]| es un dominio integral con divisién ecuclidiana. El “algoritmo SubResul-
tante’ se usa para calcular ‘el resultante’ ([17, pag 24]).

Férmula de Rothstein/Trager. Primero necesitamos un lema acerca de la forma de R y Q en términos de
los componentes de la primitiva.

Lema 1.0

R n

lemal Sea / 0= Y cilog(v;) con med(R,Q) =1, Q monico y libres de cuadrados y ademas
k i=1

los v; primos relativos, moénicos y libres de cuadrados. Entonces

n
Q=vivp---vy, 'y R=), (civgnv])

i=1 j#i

Prueba. En vez de hacer una prueba formal sobre todos los indices, vamos a ver la idea de la prueba con
el caso n = 2. La generelizacion después es inmediata.
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Sea
R
/é = c1logv; + cxlogo, (1.8)

donde los vy, v son ‘libres de cuadrados’ y primos relativos y c1, ¢ son nimeros distintos.

Entonces, derivando a ambos lados de la ecuacién (1.8) se obtiene

R v vl
— — Cl 71 + C2 72
Q (41 v2
_ cjva + cvhuy
0102 '
de donde,
/ /
Rviv, = Q(c1vjv2 + c20507) (1.9

Recordemos que med(v1,77) =1y cada v; no tiene factores repetidos,es decir, med(vy,7}) = 1.
Ahora, tanto v; como v, dividena Q(c1v}v; + c205v1), pero como no dividen la suma ¢19] v, + cv501,
deben dividir a Q, por hipoétesis entonces v172|Q. Ahora, como Q|Rvyvp, por hipétesis entonces
Qlv1v;. Como Q y los v; son moénicos se concluye Q = v1v,. Finalmente, cancelando Q en la ecuaciéon
(1.9) se obtiene la expresiéon para R. Es decir,

Q=vv, y R=c10jvy+ 050

La prueba en el caso general sigue este mismo razonamiento.

Ahora vamos a demostrar, igual con n =2, que v; = med (R — ¢;Q', Q).

Primero hay que recordar que mcd (A — aB, B) = mcd (A, B). Este hecho se usa repetidamente para
calcular v; y vp. Usando el lema ?? tenemos
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mcd (R —¢:Q', v;)) = med (c10]vp + 2 vhvy

— ¢t (V)vg +v10%), v;)

= mad ((c1 — ct)vjva + (2 — ct)vhoy, v;)

med ((c1 — ¢)vjvp + (c2 —cp)vho1, v1) si i=1

med ((c2 — c¢)vhvy + (€1 —cp)vjvp, vp) si i=2

med ((¢c1 — ¢¢)vjop, v1) si i=1

med ((c2 — c¢)vhv1, vp) si i=2

mcd (0, "01) = 01

med (0, v3) = vy
Finalmente, si se conocen los ¢; y c3, entonces

mcd (R — ¢;Q’, Q) = med(R — ¢;Q’, v1vp) =

si t=1 1 si t#1

si t=2 1 si t#2

mcd (R — ¢;Q’, v1) med (R — ¢;Q’, v3)
v1-1=v; si i=1

1'02 = Uy si i=2

Para el calculo de los ¢; solo hay que observar que estos ntimeros ¢ son precisamente los ndmeros

tales que

mcd (R —cQ’, Q) #1

pero, por el teorema ??, estos las raices del polinomio res,(R — cQ’, Q) =0.

De nuevo, la demostracién del caso general sigue el mismo razonamiento.

Ejemplo 1.25

En el ejemplo 1.22 calculamos la parte racional de la integral

2x7 + 16x° + 4x3

8x6 + 8x4 + 2x2

con el método de Hermite. Ahora vamos a completar el cdlculo con la parte logaritmica.

Teniamos en el ejemplo 1.22
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2x7 +16x° +4x3 22 7x? 7x/2

x 0
8x6 +8x4+2x2 8 8(2x2+1) 1122 + /1+2x2

Parte logartmica

7x/2
Solo debemos calcular / L}J—Cﬁ con el algoritmo de Rothsteinh/Trager.

In[]:= R=7x/2;

Q1=1+2x"2

Qlp = D[Q1, x];

Resultant[R1l - c Qlp , Q1, x]; (* =1/4(49 — 112c + 64c?)*)

{cl, c2} = Flatten[c /. {Solve[Resultant[R1ll - ¢ Qlp , Q1l, x] ==
0, cl}l;

(x ={7/8,7/8} *)
(*» Raices repetidas, cl=c2. Solo calculamos vl x*)
vl = PolynomialGCD[R11l - cl Qlp, Q1, x]; (* v;=1+2x% %)
(* Parte Logaritmica x*)
PLogaritmica = cl Log[vl]; (*
=7/8log(1+2x2) *)
(*» Finalmente I = Parte Racional + Parte Logaritmicax)
PRacional + PLogaritmica

outil= 5 - % 7 8log(l 1 2:2)
8 8(22+1) 8

39

Ejemplo 1.26

Ya habiamos visto, en el ejemplo 1.23, que la integral

/7%3+HM&+M7—TW—4ﬂ—4ﬁ+3x+3
x14 —2x8 —2x7 —2x% —4x3 — x2 4+ 2x+1

solo tiene la parte logaritmica. Bien, la vamos a calcular ahora.

In[]:= Clear[P, Q1, Qlp, Q, al, a2];
P=6 x5+6x"4 - 8 x*3 -18 x*2 + 8 x + 8;
Q=x"6-5x"4 -8x"3-2x"2+2x+1;
PolynomialGCD[P, Q];
FactorSquareFree[Q]; (x =Q x*)
Q1 = Q;
Q1p = D[Q1, x];
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R = Factor[Resultant[P - ¢ Qlp , Q1, x]1;(* = —1453248(—2 —2c + c?)3*)
R=-2-2c¢c+ c"2;

{cl, c2} = Flatten[c /.{Solve[R == 0, cl}];(* c;=1—+/3,c, =1+ /3%)

(* Se debe usar la extensién /3 para obtner el MCD en Q(+/3)[x] *)
vl = PolynomialGCD[P - cl1l Qlp, Ql1, Extension -> {Sqrt[3]1}]1;

(*v1 = =1 — x + v/3x + /3x% + 23%)

v2 = PolynomialGCD[P - c2 Qlp, Q1 , Extension -> {Sqrt[3]}];

(* vp=1+x+v3x+/3x% — x3%)

(* Parte logaritmica x)
clxLog[vl] + c2xLog[v2]

Out[]= (1+~V§>Log[1ﬁ—x%-vgx%—v§x2—x3}4—(1—-v@)Log[_l__x*_vgx%_vgxz+x3}

1.14 Algebra diferencial y el algoritmo de Risch

Un hecho notable en integraciéon simbdlica es que toda la teoria se puede poner en términos alge-
braicos, sin usar procesos de limite. A mediados del siglo XX, J. Ritt invent6 el Algebra Diferencial
que es un marco apropiado para tratar el problema de integrar una funcién en términos finitos. En
1968, M. Rosenlicht publicé la primera versién puramente algebraica del teorema de Liouvile usando
Algebra Diferencial y R. Risch, en 1970, especificé un algoritmo para el teorema. El algoritmo reduce
el problema de integracién a un problema de decisién, pero no ha sido implementado totalmente en
ningtn sistema por lo complejo que se puede volver en algunos casos.

Definicién 1.3
Un campo diferencial es un campo F de caracteristica 0 en el cual se ha definido una aplicacién
D: F — F tal que para todo f,g € F se cumple

D(f+g)=D(f)+D(g) (1.10)
D(f-g)=f-D(g) +g D(f) (1.11)

La aplicacion D se llama ‘operador diferencial’
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Teorema 1.8
Sea D un operador diferencial en un campo diferencial IF, entonces se cumple
a) D(0) = D(1) =0
b) D(—f) = —D(f) paratoda f € F

f\ _ D) —f-D@)
? D( > - g
d) D(f") = nf" 'D(f) paratoda n€ Z, f € F con f #0

paratoda f,g€ FF con g #0

Prueba. La demostracién usa la definicién 1.3 y es enteramente algebraica.

a) D(0) = D(0+0) = D(0) + D(0) por (1.10). Por tanto D(0) = 0.

D(1) = D(1-1) = 1-D(1)+1-D(1) por (1.11). Por tanto D(1) = 0.

b) D(0) = D(f + (—f)) = D(f) + D(—f) = 0, entonces D(—f) = —D(f).

¢) Como 0 = D(1) = D(g-1/g) = ¢-D(1/g) +1/g-D(g), entonces D (;) = - Dg(f) si g#0.
o(F) o —fD()  D(f) _ gD~ fD(g)
Aora, D (L) = r-p/g) +1/5-D(p) = LF8 1 2 =

d) Se prueba por induccién sobre n.

Interludio: Extensiones de campo

Para lo que sigue necesitamos recordar un poco de ‘extensiones de campo’. Sea [F un
campo. Si F es un subcampo de E entonces E es ‘una extensiéon de campo’ de F.

E se puede ver como un espacio vectorial sobre F y como tal, puede tener dimensién
finita o infinta. Si la dimension es finita, [E se dice ‘extension finita” de TF.

Por ejemplo, el campo Q(v/2) = {a +bv/2, : a,b € Q} es una extensién de Q.

Sea « € [E, w es algebraico sobre F si a es raiz de un polinomio P # 0, P € F[x]. Si « no
es algebraico, es trascendental.
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Sea a tascendente sobre F. Entonces F(a) = {Qz; : f,g € Flx], g(a) 7&0}. F(x) es el

més pequefio subcampo de [E que contiene a F y a . A F(a) se le llama una "extensién
simple’ de F.

Por ejemplo, sea 6 =logx. Entonces Q(x,0) es una extension del conjunto de funciones
racionales Q(x), y

x + x%log* x x4 x%6?

a) p» . € Q(x,0)
x++v2log’x  x+ /262
x+logx x40 € Q(V2)(x.6)

Si wq,a9,...,a, son elementos de [E, entonces

F CF(a1) CF(ay,a2) =F(aq)(ap) C ... CTF(ag,...,x) =F(ag,...,ap_1)(ax)

Sea F un subcampo de E y sea « € [E algebraico sobre IF. El (tinico) polinomio ménico
e irreducible P € F[x] tal que P(x) =0, se llama "polinomio minimo’ de « sobre F. Si
grado(P(x)) = n > 1 entonces

F(a) = Fla] ={co+ 1+ +cy1a" ' : ;€ .}

Extension diferencial de un campo diferencial. Si IF,E son campos diferenciales con operadores difer-
enciales Dr y D¢ respectivamente, entonces decimos que E es una ‘extension diferencial’ de F si E
es una extensiéon (de campo) de F y si

Drp(f) =Dg(f) paratodo f e F.

Homomorfismos diferenciales. Si IF,IE son campos diferenciales con operadores diferenciales Dr y D¢
respectivamente, la aplicacién ¢: F — [E es un "homomorfismos diferencial’ si ¢ es un homomorfismo
de campo y

¢(De(f)) = Dc(¢(f)) paratodo feF

Si E es una extension de F, existe un homomorfismo inyectivo ¢, de E en F tal que ¢(Dr(f)) =
Dg(¢(f)) paratodo f € F. Esto dice que existe un subconjunto en [E, isomorfo a F y las derivadas
coinciden en este subconjunto.

Campo de constantes. Sea [F un campo diferencial con operador diferencial D. El campo de constantes
de F es el subcampo K definido como

K={ceF: D(c)=0}
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Extensiones. Una funcién racional f € Q(x) ’es integrable en Q(x)’ si existe ¢ € Q(x) tal que D(g) = f.
Ya sabemos que 1/x € Q(x) pero no existe g € Q(x) tal que D(g) =1/x. Por lo tanto, para expresar
la antiderivada de una funcién racional podria ser necesario extender el campo Q(x) con nuevas fun-
ciones. Como ya sospechamos, solo se necesitan logaritmos.

Ejemplo 1.27

Consideremos el campo de funciones racionales Q(x). Si D(f) = f’ (es decir, la derivada
ordinaria) entonces Q(x) es un campo diferencial. En este caso, el campo de constantes es
K = Q.

E = Q(x,logx) es una extensién de F = Q(x). La derivada Dg coincide con la derivada Dr en

Q(x).

En un contexto general, los logaritmos se definen algebraicamente usando el operador D con una
manera que captura la esencia de los logaritmos:

Definicién 1.4
Sea [F un campo diferencial y sea [E una extensién diferencial de F. Un logaritmo sobre F es un
elemento 6 € E con la propiedad de que existe u € F tal que

D(6) = # y se escribe 0 =log(u)

El problema de integracién en términos finitos. Dado un campo diferencial F, el proceso de integraciéon
de f € F es determinar si existe o no, una extensién de campo E en la cual existe g € [E tal que

D(g)=f.

1
Consideremos el campo diferencial F = Q(x). La funcién — 5 s integrable pues existe una torre
x j—

de extensiones

F=Q(x) € QV2)(x) € Q(W2)(xlog(x—v2) C Q(v2)(xlog(x — V2 log(x +v2)) = E
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en la cual existe g€ E, ¢ = ilog(x —V2) - %log(x ++/2), tal que D(g) = f.

Como se sabe, para cada f € Q(x) siempre es posible encontrar una extension diferencial

E = Q(Dél,...,txk) (x,01,62,...,6n)

en la cual exista un elemento g € E tal que D(g) = f. En este caso, como se sabe, a1, ...,&; son nameros
algebraicos y cada 0; es un logaritmo.

2) /de _ ! cow
(x+1)277  x+1

b | %dx — Tells) € O Jos(@)

<) /‘leifzdx = %log(x —V2) - Llilog(x+ V2) € Q(V2)(x,log(x — V2),log(x + V2))

1—x3 . .
o Jiiet = % Hlogl) —floglx—x+d
; x+i . . .
—4log panris Q(i)(x,log(x),log(x —i),log(x +1))

En esta seccion vamos a trabajar en K(x) =Q(x) oen K(x)=Q(ay,...an)(y1,¥2,...yn) donde los
a; son nameros algebraicos y las y; son otras variables. Ademads, por convencién, D(g) se expresara

como ¢’ y D7!(f) = | f y ademds no se incluird la constante de integracién.

Una herramienta que necesitamos es 'integraciéon por partes’,

Teorema 1.9

Si F es un campo diferencial con derivada D, entonces para cualquier u,v € [F,

/u~D(v) = u~v—/v-D(u)

La prueba consiste en aplicar D en lado derecho.
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1.15 Integracién de funciones racionales: La parte racional.

Podemos aplicar el método de Hermite sobre el campo diferencial K(x) si K es de caracteristica 0 y
si D(x) =1.

Recordemos que, siguiendo la presentacion del método en la seccién 1.12, este método usa operaciones
de polinomios para hace la reduccion

p
[a=5+/ 221*
donde Q = H 1Q’ es la factorizacion libre de cuadrados de Q. Si j > 1 entonces existe S,T € K]x]
tal que

S-Qi+T-Q;=R

y, usando integracién por partes,

Rij _ =T/(G-1) , /5+T’/(1—1)

S —1 1
o q Q
~T/(G-1)
a) — 1 e la contribuciéon de cada | —= a la parte racional de la integral.
Qi

/ [—
b) Sij—1=1, / S_'—T]—({) contribuye a la parte logaritmica.

Qi

c) Si j—1>1, se repite el proceso de reduccion.

Al final del proceso, obtenemos la parte racional de la integral sumando todas las contribuciones
y ademds obtenemos, sin calcular, la parte logaritmica de la integral.

1.16 Integracion de funciones racionales: La parte logaritmica.

Después de aplicar el método de Hermite, podemos suponer que en la integral solo quedan fracciones
R;j/Q; con Q; ménico y libre de cuadrados.

El método de Rothstein/Trager sigue las mismas lineas presentadas en la seccion 1.13. Se enuncia en
el teorema que sigue.

¢ Se puede saber si una funcién tiene primitiva elemental? . Walter Mora F.
Derechos Reservados © 2015 Revista digital Matematica, Educacion e Internet (http:/ /tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/)
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Teorema 1.10

Sea K*(x) un campo diferencial con campo de constantes K*. Sean P,Q € K*[x] con
mcd(P,Q) =1, Q ménico, libre de cuadrados y grado(P) <grado(Q.) Supongamos que

P n
/é = i;ci log(v;)

donde las ¢; € K* son n constantes distintas no nulas y los v; € K*[x] son moénicos, libres
de cuadrados y primos relativos dos a dos y de grado positivo. Entonces los ¢; son las raices
distintas del polinomio

R(c) = resy(P(x) —cQ'(x), Q(x)) € K'[x]

y, una vez calculadas las raices c;, los v; son los polinomios

v =med(P(x) - ¢;Q'(x), Q(x))

Si K* # Q, hay que tener el cuidado de calcular cada med(P(x) — ¢;Q'(x), Q(x)) en K*[x] y no en
Q(x).

Un método mads eficiente es el algoritmo mejorado de Lazard/Rioboo/Trager, pero para el propédsito
de este articulo, el método que hemos visto es suficiente.

1.17 Algoritmo de integracion de Risch

Como ya vimos, integrar una funcién racional P(x)/Q(x) requiere solo algoritmos para manipulacién
de polinomios: Divisién de polinomios con resto, calculo del med, factorizacién de polinomios y solu-
cién de ecuaciones.

En el caso general de una funcién elemental f, que podria involucrar funciones tales como log, exp,sen, cos, W ,
etc., las herramientas requeridas son algoritmos para manipular polinomios en varias variables. En este

caso, las expresiones no racionales que aparecen en f se tratan como simbolos independientes de tal

manera que f se manipula como una funcién racional en varias variables: Los pasos para integrar f

son entonces muy parecidos a los pasos que usamos para integrar funciones racionales.

En nuestra nueva notacion vamos a definir varias cosas familiares.

¢ Se puede saber si una funcion tiene primitiva elemental? . Walter Mora F.
Derechos Reservados © 2015 Revista digital Matematica, Educacion e Internet (http:/ /tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/)
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Definicion 1.5

Sea F un campo diferencial y E una extension diferencial de IF.

/
a) 0 € E es un 'logaritmo’ sobre F si existe u € F tal que 6’ = % Se escribe 6 = log(u).

6/
b) 6 € E es una ‘exponencial” sobre F si existe u € F tal que 7= u'. Se escribe 6 = exp(u).

¢) 0 € E es ‘algebraico’ sobre F si existe P € F|[z] tal queda P(6) =0
d) Si 6 € E no es “algebraico” sobre F, entonces es "trascendente’ sobre .

e) La extension diferencial E se llama ‘extension trascendental elemental’ de F si E =
F(64,...,6,) donde cada 6; es trascendental y, o es logaritmica o es exponencial sobre el
campo F;_1 =F(6y,...,0i_1).

f) La extension diferencial E se llama ‘extension elemental’ de F si E =F(6y,...,6,) donde
cada 6; es logaritmica, exponencial o algebraica sobre el campo F; 1 = F(6,...,0;_1).

Definicién 1.6
Sea K(x) un campo diferencial de funciones racionales sobre un campo de constantes K C C.
Si F es una extension trascendental elemental de IK(x) entonces decimos que FF es un campo de
‘funciones elementales trascendentales’. Similarmente, si F es una extension elemental de K(x)
entonces F se llama ‘un campo de funciones elementales.’

Ejemplo 1.29

Sea 01 =log(x). 6 es logaritmica sobre Q(x).

0,  6,-30 1
Sea 6, = exp(61/2). Como -2 = 2 271 - 56{ € Q(x,01), entonces 6, es exponencial sobre

0, 0>
Q(x/ 91)

02 es algebraica sobre Q(x) pues satisface la ecuacién 63 — x =0

Teoremas de estructura. 6 es un monomio sobre el campo diferencial F si F(6) y F tienen el mismo
campo de constantes y ademads 6 es trascendental sobre IF y 6 es, o exponencial o logaritmica sobre FF.
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Si F(x,0) es una extension trascendental de [F(x), las operaciones racionales sobre F(x,0) son equiv-
alentes a ejecutar operaciones aritméticas en el campo de funciones racionales IF(0). El problema es
saber si una extension es trascendental (esto puede ser dificil, como en el caso de campos de constantes).

Los teoremas de estructura (ver [5], [17]) establecen requerimientos explicitos para que una nueva ex-
tensién sea ‘independiente’ de las extensiones previas. Estos teoremas establecen los calculos que se
deben hacer para decidir si existe alguna relacién algebraica entre los objetos presentes en el campo y
el nuevo objeto que se quiere adjuntar. 5i no hay relacién, el nuevo miembro es un monomio.

Por ejemplo, si 6; = exp(x) y 6, = exp(2x), entonces 6, = 6,, por lo que Q(x,601,6,) = Q(x,67).

En lo que sigue, vamos a suponer que se han aplicado los teoremas de estructura y que la repre-
sentacién de f como f € K(ay,...,a,)(61,...,6,) solo involucra extensiones trascendentes.

Derivadas de funciones elementales. Ahora ya podemos ser mds precisos en varias cosas. Un campo
de funciones elementales es cualquier extension del campo de funciones racionales K(x), finitamente
generada, de tal manera que cada extension sea o logaritmica, exponencial o algebraica.

Desde el punto de vista computacional, es conveniente, como deciamos antes, que K se de la forma
Q(aq,ap,...,4n) con cada «; algebraico sobre Q. El niumero de extensiones «; es el requerido para el
problema actual. Por ejemplo, en el caso de 1/ (x> — 2) solo se requiere a1 = /2.

El problema de integracion en términos finitos es: Si f € Q(«y,...,a,) (61, ...,0), determinar extensiones
adicionales tal que g = [ f € K(ay,...,a,44)(01,...,01k) y determinar explicitamente g,0 probar que

no existe tal funcion elemental.

El teorema de Liouville prueba la observacién de Laplace (seccién 1.5) acerca de que la primitiva de
una funcién no puede incluir ninguna otra exponencial ni ningtn otro radical de los que ya figuran en
la funcién. Para probar esto necesitamos establecer primero la accién del operador diferencial D sobre
polinomios en 6, donde 6 es trascendental o logaritmica, trascendental o exponencial u algebraica
sobre un campo difeencial FF.

Teorema 1.11 (Derivadas)

Sea F un campo diferencial y sea [F(f) una extension diferencial de F con el mismo subcampo
de constantes.

a) Si 6 es trascendental o logaritmica sobre FF, entonces para cada P(6) € F[f] de grado
positivo, P'(8) € F[f] y el grado de esta derivada disminuye en 1 si su coeficiente
principal es una constante, sino, se mantiene igual.
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b) Si 6 es trascendental o exponencial sobre FF, entonces para cada P(6) € F[f] de grado
positivo, P'(0) € F[6] y el grado de esta derivada se mantiene igual. Ademads: P(0) divide
P'(0) siysolosi P(f) = H - 0" para alguna H € F y n entero.

N+1
©) Si 6 es algebraico sobre F con polinomio minimo P(z) = ) p;z’ € F[z] ménico, entonces
i=0
d(6)
r_
0 = 2(0) € F(0)
con d,e € F[z] y
N . N .
d(z)=) piz, e(z)=) (i+1)pi12
i=0 i=0

Ahora podemos ver el teorema de Liouville. En este teorema se basan los algoritmos de integracién en
términos finitos.

Teorema 1.12 (Teorema de Liouville).

Sea F un campo diferencial con campo de constantes K. Supongamos que para f € F, existe
una extensiéon elemental G de FF, con el mismo campo de constantes K, y ¢ € G tal que

/f = g. Entonces existen vy, v1,...,v; € F y constantes cy,c1,...,cx € K tal que

4 m
f=vo+) c %, es decir, /f = v9+ )_c;log(v;)
‘ i=1

El teorema es ficil de interpretar, a al luz del teorema 1.11: Si la primitiva de f € F requiere una
extension logaritmica trascendental 6, entonces f = (c6 +d)’ € F[f]. La primitiva de f € F no requiere
una exponencial diferente de las que ya hay en f ni requiere nuevas extensiones algebraicas.

Las primitivas pueden variar en apariencia, pero una de las formas debe encajar con el teorema de
Liouville. Por ejemplo, la siguiente primitiva en principio parece que requiere extensiones nuevas
diferentes a las que aparecen en la integral,

/Zx3 —2x2 -1 exp(x?) = exp(x? +1log(x)/2)  exp(x? +log(x)/2)
@-12 P 2(Vi-1) 2(Vi+1)
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Las extensiones exp(x? + log(x)/2) y 1/x no estdn en f. Pero, simplificando exp(x? + log(x)/2) =
exp(x?)y/x y sumando, se obtiene la forma esperada,

2x3 —2x2 -1 x
[T oRl = et

Prueba del teorema de Liouville. La prueba es por induccién y se divide en tres casos, dependiendo de
si se requieren extensiones trascendentales logaritmicas, exponenciales o extensiones algebraicas (ver

[5], [171, [24]).

La hipétesis de la prueba es que existe ¢’ = f con g € G y que existen 601,65,...,0y, donde cada 6; es
logaritmica, exponencial o algebraica sobre F; 1, tal que G = F(6,6,,...,0N). Ademds cada FF;_; tiene
el mismo campo de constante K.

La prueba es sobre el nimero de extensiones N y consiste en demostrar que f tiene la forma estable-
cida por el teorema, ya sea para las extensiones logaritmicas o para establecer que no se necesitan
extensiones exponenciales adicionales ni algebraicas de las ya presentes en la integral.

El teorema se cumple para N = 0: En efecto, en este caso no hay necesidad de extensiones y g € FF
conlocual ¢ =fym=0yvy=g.

La hipétesis de induccién es que el teorema se cumple para cualquier nimero de extensiones < N.
Para el caso de N extensiones, se puede ver el campo F(61,6,...,0n) como F(61)(6s,...,0y). De ahora
en adelante ponemos 6 en vez de 6.

Podemos aplicar el teorema para

FEF®) y geF(0)(6y...0).

por hipétesis de induccién, existen v1(6),...,v,(0) € F(0) y constantes cq,cp,...cn € K tal que

/ - U;(G)
=v}(6 ; 1.12
f UO( )+1;C Ui(g) ( )

Como la prueba completa puede ser extenuante, aqui solo vamos a hacer un caso de la prueba para el
caso de extensiones trascendentales y logaritmicas.

Prueba del teorema para el caso de extensiones frascendentales y logaritmicas . Sea 6 es extensién
trascendental y logaritmica sobre IF. Si fuera necesario, podemos aplicar la regla log(v;v;) = logv; +
logv;, y asumir que, para i =1,..,m, cada v;(f) € F o que v;(f) es moénico e irreducible en F[6],
con grado positivo y ademds todos estos v; son diferentes y las ¢; no son nulas. Bien, como 6 es
trascendental, vy(6) € IF(0). Sea

A(6)
B(6)

vo(0) = con A,Be€ F[f], med(A,B)=1 y B mobnico.
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Ahora factorizamos B(f) = [T%, B;(6)! con los B;(f) distintos, ménicos e irreducibles en IF(6) y los

r; enteros positivos. Desarrollamos vy(6) en fracciones parciales,

vo(0) =

m&

”
2 ;)] . con Ag,Aj;,B; € F[6] y gradoA;; < gradoB;

Entonces, derivando respecto a x, la ecuacion 1.12 se convierte en

ii(0)  jA;(0)B vi(0)
f= +ZE< (0))] ]me ) ; G (1.13)

i=1j=1

Recordemos que f no depende de 6 (no esta presente en f). Como 6 es logaritmica sobre IF, entonces,
segun el teorema 1.11, a), para cualquier polinomio P(#), moénico e irreducible en F[f] de grado posi-
tivo, se tiene P’'(0) € F[f] y el grado de P’ es inferior al grado de P y, por tanto, P(6) no divide a
P’(6). Bien, si P es uno de los B; en 1.13 entonces el lado derecho de esta ecuacion contiene un término
con denominador P(#)"i*1: Pero este término no puede cancelar con nadie, por lo que debe aparecer en
f pero esto contradice el hecho de que 6 no estd en f. Por tanto la doble suma en 1.13 no debe aparecer.

De la misma manera P(6) no puede ser uno de los v;(6) porque no puede cancelar con la derivada
v;(0)" y haria depender f de 6. Asi, los v; no dependen de 6.

Entonces f tiene la forma,

f="20)+ )t (1.14)

y debe ser que Ag(6)’ sea independiente de 6. Por el teorema 1.11, a), solo podria pasar que Ay(0) =
cd +d € F[f] conlo que f tiene la forma

/

/
u o
f= d +c; + gciv—z con duv;eF vy ccekK,
como se deseaba.

Los otros casos usan el teorema 1.11 tal y como se puede ver en [17], [5] o [24], por ejemplo.

1.18 Algoritmo de Risch: Caso de extensiones logaritmicas

Ahora ya podemos pasar a describir el algoritmo de Risch. Como el tema es tan extenso, solo lo vamos
a hacer en el caso de extensiones logaritmicas.

El algoritmo de Risch es un proceso de decisién para integrar funciones elementales que estan a un
campo de funciones trascendentales elementales, es decir,

f S I[((x,91,92,...,9n)
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con K un subcampo de C y cada 0; es trascendente y, ; o es logaritmica o es exponencial sobre K;_1.

El algoritmo determina si / f existe como una funcién elemental, en otro caso, en el camino indica

por qué no existe esta primitiva elemental.

Como indicamos antes (teoremas de estructura), suponemos que K(x,61,6,...,6,) es puramente trascen-
dental. Como cada extensién 6 es un simbolo trascendente, el integrando f puede ser manipulado
como una funcién racional de esos simbolos. Por tanto el algoritmo para funciones trascendentes
parece una reminiscencia del algoritmo para integrar funciones racionales. De hecho usamos el método
de Hermite para la parte racional y el algoritmo de Rothstein/Trager para la parte logaritmica.

Dada f € K(x,01,0,,...,6,), f puede ser vista como una funcién racional en la extensiéon 6 = 6,, es
decir,

b(6)
Q(6)

Ademas suponemos que f estd normalizada de tal manera que P,Q € IF,,_1(0) son primos relativos y
Q(#) monico. Como antes, la derivacion ’ es respecto a x.

f(@) = S ]Fn_l(e) con an_1 :]K(x,91,92,...,9n_1).

El algoritmo es recursivo. El caso inicial es integracion de funciones racionales, en Fy = K(x), el cual
ya esté resuelto.

Algoritmo de Risch para extensiones logaritmicas. Sea 6 logaritmica con 6/ =u'/u con u € F,_;.

Aplicando division euclidiana a P(6), Q() € FF,,_1[f] obtenemos polinomios C(6), R(8) € F,,_1[f] tal
que

P(0) =Q(0)-C(0) +R(P) con R(#) =0 o gradoR(#) < gradoQ(h).

Entonces / f= / + / Ez) .

parte polmomlal parte rac1onal

\_/

Extensiones logaritmicas: Integracion de la parte racional. Procedemos con el método de Hermite: Cal-
culamos la factorizacion libre de cuadrados de Q(0) € FF,_1[6],

con cada Q;(6) ménico y libre de cuadrados, med(Q;(0), Q;(f)) =1si i #j y gradoQx > 0.

d
Qi(0) es libre de cuadrados en el dominio de polinomios F,,_1[6] si med (Q;(6), 70 Qi(0)) =1. Si

x’ =1 para x € F, entonces esto implica que med (Q;(6), Q;(0)") =1 ([5, Teorema 12.6]).
R(6)
Q(6)

Usamos operaciones de polinomios para calcular la expansién en fracciones parciales de en la

forma
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R(6)

0@ — XL

donde R;;(6) € F,_1[0] y gradoR;;(6) < gradoQ;(6) si gradoQ; >0 y R;;(6) =0 si Q;(0) =1.

Entonces tenemos,

/ R(6) _ Xk: Xl: / R;;(9)
Q) HiF7 Qo)
Ahora procedemos con las integrandos Rjj / Qf no nulos.

Caso j > 1. Como med(Q;(0), Q;(0)') =1, existe s,t € F,,_1[0] tal que

S(0) - Qi(0) + T(6) - Qi(0) = Ry;(6) (1.15)
con gradoS < gradoQ/ y gradoT < gradoQ;.

Ahora dividiendo por Q;(#)/ en la ecuacién 1.15 y aplicando integracién por partes, se obtiene

Ril®) _ TO/G=1) , [50)+T0V/G-1)

QO Q) Q')

Si j—1>1, se repite el proceso de reducciéon. Al final del proceso todos los denominadores quedan
libres de cuadrados y, podemos escribir la parte racional de la integral como,

/ R(0) _
Q(0)
A(6)

Ahora calculamos / B(0)

de extensiones logaritmicas.

g((z)) + /2((3)) con A,B,C,DeF,_41]0], gradoA <gradoB y B monico y libre de cuadrados

con el método de Rothstein/Trager con la variante adecuada para el caso

Teorema 1.13

Sea F un campo de funciones elementales con campo de constantes K. Sea 6 trascendental y
logaritmica en F y supongamos que la extension trascendental elemental [F(6) tiene el mismo
campo de constantes K. Sea A(0)/B(6) € F(6) con A(6), B(9) € F[6], mcd(A(F),B(0)) =
1, gradoA < gradoB y B moénico y libre de cuadrados .

a) /1;(9)
B(

0 es elemental si y solo si todas las raices del polinomio R(z) = resy(A(0) —z -

6)’, B(0)) € F[z], son constantes
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. [ A(0) A(9) o vi(6) ; .
b) Si / es elemental, entonces = C; donde las ¢; son las raices distintas
5(0) BH) ~ 55 00) l

de R(z) y donde las v;(6) se definen como

v;(0) = mcd (A(0) —c; - B(8)', B(6)) € F(cy,ca,-..,cm) 6]

Extension logaritmica: Integracion de la parte polinomial. A diferencia de la parte polinomial en la inte-
gral de una funcién racional simple, el caso polinomial en el caso de extensiones logaritmicas es mds
laborioso.

Vamos a dar la descripcion del algoritmo siguiendo a [5, pags 540-543].
Supongamos que la parte polinomial es

C(0) =ps6® +ps 16514+ +po€F, 1[0] v p;i € Fyq

Por el principio de Liouville y otras consideraciones, C(0) debe tener la forma

m ,0{
pst° + }75719871 +-+po = UO(G)/ + Ej
i—1 Vi

con vp(0) = gs410°T + -+ go con gs41 € K y los otros g; € F,,_1. Es decir,

m o
/P595+p57195*1+'~+po = G107+ g0 + /Z—f
i=1

Ui

Ahora, derivando obtenemos el sistema de ecuaciones

0 = q;H
ps = (s+1) "75+19/+qg
p1 = 2020+ ¢}
m
po = @m0 +Q) con Qy=qo+ ) c;ilog(v;)
i=1
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En este sistema, los p; € IF,,_1 son los conocidos y las incognitas son gs11 € K, ¢q; € F, 1.

Algoritmo. Aplicando integracién en el sistema, obtenemos primero que 441 es una constante de inte-
gracion, sea gs+1 = bsy1 (todavia desconocida!)

Paso s 1) Integrando en la segunda ecuacién, obtenemos

[ps = (s Vbesat + .

Ahora el proceso de integracion se invoca de manera recursiva para integrar / ps. Para resolver

esta ecuacion para bs41 € K y g5 € € F,,_1, se requiere que las siguientes condiciones se cumplan

fi

a¥) / ps es elemental

b*) A los sumo hay una extensioén logaritmica de F,_; apareciendo en la integral y si hay una
debe ser 0 = log(u).

Si una de estas dos condiciones falla, entonces la ecuacién no tiene solucién y se concluye que
/ ps no es elemental.
Si las condiciones a) y b) se cumplen, entonces si / ps =50 +ds con ¢s € K y dsF,,_1, se obtiene

Cs
s+1

bst1 = y gs = ds + bs

donde bs € K es una constante de integracion no conocida todavia.

Paso s) Sustituyendo gs en la tercera ecuacion, reagrupando e integrando se obtiene,

/ps—l —s-dst = s bs0 +qs_1

Si las condiciones a*) y b*) se cumplen (sino, / ps no es elemental y termina el algoritmo),
entonces si '

/Ps—l —s-df ==cs10+dsq con cs_1 € Ky dg1F,_1,

se obtiene
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Cs—
bs==" 'y fs1=ds1+bi

donde b;_1 € K es una constante de integracién no conocida todavia.

Paso 2) El proceso descrito se continua hasta llegar hasta la pentltima ecuacién donde la solucién debe
ser de la forma

C
bzzil y q1:d1+b1

donde b; € K es una constante de integracién no conocida todavia.

Paso 1) Sustituyendo q; en la tltima ecuacién, reagrupando e integrando se obtiene
ul
/Po—dlg = 06+ Qo

Si la integral de la izquierda es elemental (sino, [ ps no es elemental y termina el algoritmo) y

ul
/Po—dlz = do

entonces by es el coeficiente en dy de 6 =log(u) y

Qo = do — b1 log(u).

Con esto hemos calculado (si en el camino no result6 ser / ps no elemental) la parte polinomial de la

integral

/ps = by 16 4 g8 410+ Qo
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Ejemplo 1.30

_ 3 4
Apliquemos el algoritmo a el calculo de la integral / 1 +2xlog”x + xlog” x

5 dx. Solo necesita-
xlog”x

mos la extensién 6 = logx.

In[]:= Clear[t, P, Q, R, C];
(¢ t=0=1logx *)

P=-1+2x t"3 + x t74;

Q = x t°2;

P=-1/x+2 t73 + t74;

Q= t7°2;

PolynomialGCD[P, Q]; (x =1 %)

C = PolynomialQuotient[P, Q, t]; (% =2+ 2%)
R = PolynomialRemainder[P, Q, t] ; (x= —1/x%)
(% =====---- Parte Racional: /HQ/Q ------------- *)

(* --Hermite -- x*)

(*Factorizacion "libre de cuadrados" de Qx)

FactorSquareFree[Q]; (x=1?, —= Ql=t
y j=2 %)

(*Expansion en fracciones parcialesx)

ApartSquareFree[R/Q, t] ; (x =—1/#, j=2x%)

R11l = -1/x;

Q1 = t;

Qlp = D[Q1, t];

(* Como j=2 =)

{d, {s, t}} = PolynomialExtendedGCD[Q1l, Qlp, t]; (*s=0, t=1x)

(*x 0-Q1+¢t-Qp =1 *)

(* 0-Q1+¢t-1/x = =1/x = T=-1 %)

S = 0;

T=-1;

(* Hermite entrega x*)

Hermite = -T/Q1;

(x == Rothstein/Trager:I/(S+J)H3ﬂ)/Q1 *)

(S + D[T, x])/Q1; (*=0/Q1%)
RothsteinTrager = 0;
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(xPaso s=3x%)
(*/pzzJCZCzt—l—dz — C2:0yd2:x*)

b3
q2

0; d2 = x;
d2 + b2;

(xPaso s=2x)
(% /pl—z.d2~t' _ /2f2 — 0 = ¢y kt+dy*)

cl =0; dil = 0; bl = 0;
ql dl + bl;

(xPaso s=1x)
(*/po—d1~t’:/0—0:O:d0 x)

do
qo0

0;
do + blxLog[x];

(*» Resultado =*)
Hermite + RothsteinTrager + b3xt"3 + gq2*xt"2 + qlxt + 0

1 1
Out[l= 2 +0+x-6% = + xlogzx
0 logx ———
~ parte polinomial
parte racional

Ejemplo 1.31

El algoritmo decide si una primitiva no es elemental.

PO) _ 1 € Q(x,0) con 6 =logx.

Q) o

Solo debemos aplicar el método de Rothstein/Trager:

Consideremos la integral / L El integrando es
log x

R(c) = resg(1 — % 0)=1— % € Q(x)[c]

Como R(c) no tiene raices constantes, la integral no es elemental.
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Como indicabamos, los casos del algoritmo de Risch con las otras extensiones se pueden ver en [16],

[17] o [5].
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