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Resumen: El objetivo principal de este trabajo es obtener una férmula para el volumen de la pirdmide
oblicua con base poligonal regular y altura h, iniciando el proceso 16gico mediante la obtencién del
volumen de la pirdmide recta, con la misma base y altura. Se empieza por determinar el volumen de la
pirdmide recta, la cual se basa en la idea de aproximar la pirdmide mediante dos torres de prismas, de
base poligonal regular y altura h, una interior y otra exterior a la pirdmide; esta aproximacién permite
establecer una expresion algebraica que delimita el volumen de la pirdmide para luego, mediante los
procesos infinitos, llevarla a una situacion limite. Luego, se considera la generalizacion para obtener
el volumen de la pirdmide oblicua, por medio de los procesos infinitos de aproximacién utilizando
torres de prismas interiores y exteriores para llevarlo a la situacion limite que determina su volumen.
Finalmente, mediante estos resultados se obtiene el volumen de un cono y el cilindro.

Palabras Clave: Pirdmide recta y oblicua, prismas interno y externo, torre interna y externa factor de
semejanza, proceso infinito y situacion limite.

Abstract: The main objective of this work is to obtain a formula for the volume of the oblique pyramid
with regular polygonal base and height h, starting the logical process by obtaining the volume of
the straight pyramid, with the same base and height. It begins by determining the volume of the
straight pyramid, which is based on the idea of approximating the pyramid by means of two towers
of prisms, with a regular polygonal base and height h, one inside and the other outside the pyramid;
This approach allows establishing an algebraic expression that delimits the volume of the pyramid
and then, through infinite processes, bring it to a limit situation. Then, the generalization is considered
to obtain the volume of the oblique pyramid, through the infinite processes of approximation using
towers of interior and exterior prisms to bring it to the limit situation that determines its volume.
Finally, through these results, the volume of a cone and the cylinder, both straight and oblique, is
obtained.

Keywords: Straight and oblique pyramid, internal and external prisms, internal and external tower,
similarity factor, infinite process and limit situation.
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1. Introduccion

La obtencién y demostracion de una férmula para el volumen de una pirdmide recta quiza tenga
miles de afios, desde los tiempos de Demdcrito de Abdera, no obstante su formalizacién se desarroll6
bajo los aspectos de darle un sentido fisico a los conceptos matematicos de Arquimedes. Sin embargo,
una deduccion del volumen de la pirdmide oblicua de base poligonal y altura h no es tan facil de
encontrar, sin utilizar los métodos del Calculo, requiere de generalizar las ideas involucradas en la
obtencién del volumen de una pirdmide recta, esta es una caracteristica del pensamiento matematico
que puede resultar muy ttil en el proceso de ensefianza-aprendizaje de los conceptos involucrados,
estos son, volumen, aproximacion mediante torres, proceso infinito, situacion limite, y generalizaci()n
de los conceptos para la pirdmide oblicua.

2. Piramide recta =;,

2.1. Volumen de una Piramide recta =,

Considérese un poligono regular P, de k lados, 3 < k € Ny longitud de lado L, mediante este
poligono se puede construir una pirdmide recta, =, de base poligonal P, altura h, cispide C'y cen-
tro de la base O (Figura 1). Para determinar el volumen, V' (Zj), de la pirdmide =, se realizan dos
aproximaciones, una con prismas internos y otra con externos, estos prismas constituyen dos torres,
una interna y otra externa, que delimitan el volumen de la pirdmide, luego, se calcula el factor de
semejanza por medio de tridngulos semejantes que son construidos al trazar la diagonal entre dos
vértices opuestos de los poligonos tapa o base junto con las aristas de la pirdmide y se comparan las
bases de los tridngulos con la base del tridngulo més grande, iniciando con casos particulares hasta
generalizar el factor de semejanza, veamos cémo puede ser esto con mas detalle.

<~ C

~—P,=P,

Figura 1: Ejemplo de un poligono regular Ps. Elaboracién propia.

2.2. Construccion de los prismas internos de la torre interna recta

Pensemos en la pirdmide = = Z; a la cual se le divide la altura h = OC en m partes iguales,
2 <m € N, mediante los puntos: hi, ha, - - - , h;—1, entonces, para construir los m —1 prismas internos,
\Ifizt, que aproximan a la pirdmide, siendo k el nimero de lados del poligono base P, y j el nimero
del prisma contadosde OaC,1 < j < m—1,3 < k, todos de la misma altura h/m = Ah, se construyen
los m — 1 planos, 11y, Ily, I3, - - - ,1I,,,_1, pasando por los puntos hi, ho, - , hy,—1, paralelos al plano
IIy de la base (Figura 2a), y se determinan las interrupciones con las k aristas, A;, As,--- , A;, de la
pirdmide =; que en el caso del primer prisma, \Iléf;t, resultan ser los puntos: vri1, V712, V113, U114, VT15,
vértices de un poligono semejante al de la base, los vértices de su tapa, P/, observe que para los
vértices vy, T indica que los puntos se encuentran en la tapa, j el nimero d7e7poligono y k el nimero
correspondiente a cada vértice. Luego, los puntos, vy, se proyectan ortogonalmente al plano ba-

se, Iy, donde determinan los puntos vg11, vB12, VB13, VB14, UB15, €st0s, conjuntamente con los puntos
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2.2 Construccion de los prismas internos de la torre interna recta 3

vr1k, delimitan las artistas verticales del prisma \Ifinf, siendo su base, Pé”,ﬁ 1, el poligono de vértices,
UB11,VB12,VB13,VB14 Y UB15-

Para el caso del segundo prisma, \I/%t, se procede en forma andloga, es decir, se encuentran las inter-
secciones del segundo plano, II,, con las aristas, Ay, estos puntos son: vra1, V722, V123, U124, V725, qUE
determinan un poligono semejante al de la base de =y, obteniendo la tapa del segundo prisma, esto
€S: U1 UT22VT23VUT24UT25 = PT{%Q‘ Luego, estos puntos se proyectan ortogonalmente sobre el plano

anterior que resulta ser I;, asi se determinan los k vértices de un nuevo poligono, Pé”,ﬁ o, que resultan
los vértices del poligono base, estos dos poligonos determinan al prisma W/ En forma similar se
construyen los demds prismas interiores, \Ilﬁt, 1 <j <m-—1,3 <k, utilizando los planos paralelos

I1,,—1 (Figura 2b).

I 7
B
hs k=5
As Ay 4 Az Ay
" Vi s
Vo T
<R o <z
" " Vg e
o h—m.‘ Ve Vo 7,
66 l Vbos Vais) [ o "™|\Ves Vaos
Va1 Ve12
Vsoi Vso2
(a) Construccién de los m — 1 prismas in- (b) Construccién de los prismas internos
ternos. usando planos paralelos.

Figura 2: Construccion de los prismas interiores en una pirdmide recta = de base
poligonal regular P, y altura h. Elaboracién propia.

La sucesién de prismas, \Ilﬁ;t, se constituye en una torre, Té"t, que aproxima interiormente a la pirdmi-
de =, ya que todos los poligonos, tanto P%f}f’ j,como ng,i ;» determinados por los planos I1,,,_1, tienen
menor drea que el poligono base Py, y, por ello, cada prisma interior estd dentro de la pirdmide y tienen
altura h/m, siendo ademds en nidmero m — 1. De ello se deduce que el volumen de la torre, V (T5),

es menor que el volumen de la pirdmide, es decir: V/(T5") < V(=) (Figura 3a).

\C
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I
o
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Vrss Vi3

Vs Vr23
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Vaos 3 Vsos
o PIut
k1

Vso Vo2

(a) Sucesion de prismas \I!Q;t (b) Poligonos P%’}j j

Figura 3: Construccién de la Torre 75" mediante los prismas interiores \Ifi’;t que
aproxima interiormente a una pirdmide recta = de base poligonal regular Py y
altura h. Elaboracién propia.
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2.3. Factor de semejanza de los prismas internos en la torre interna recta

Ahora bien, jqué proporcién guardan los poligonos Pf!}f ; con relacién al poligono base Py de la
pirdmide? Para responder esta cuestiéon considérense las diagonales de los poligonos tapa de cada
uno de los prismas, estas son: VT15VT13, VT25UVT23, VUT35VUT33, VUT45VT43, VT55UT53, sim = 6, y la diagonal
del poligono base P, = P, esta es: vB05vpgo3 (Figura 3b). Entonces, comparando las diagonales de los
poligonos interiores con la diagonal del poligono original, que es la mds grande, y considerando que
los triéngulos vT15vT130, ’UT25'UT230, UT35UT33C7 UT45’UT430, UT55UT530 y 1)305'03030 son semejantes se

5(h/6 5
obtienen los factores de semejanza, F,, esto es: Fg, = U5 (1/6) = —; es decir, hay que
VB05VB03 h 6 o
multiplicar las dimensiones de P}, por 5/6 para obtener las de P%’;f ,- Luego se tiene: Fs, = 1287738 _
™ VB05VB03
4(h/6) 4 _ urssvrsz  3(h/6) 3 _ vrasvray  2(h/6) 2 _ UTH5UTH3
_71F53_ - _7IFSQ_ - _7/FS5_7_
h 6 VB05VB03 h 6 VB05VB03 h 6 VB05VB03

h 1
(h/6> =5 Y, en el caso general, si se divide h en m partes iguales, se tiene para el primer prisma,

VT15UT13 (m —1)(h/m) m—1

j = 1, que el factor de semejanza, es: Fs, = = = , para el segunda
o\ (b /) EOEVEOS h m
prisma es: Fs, = T25UT8 (m = 2)(h/m) == , y asi, hasta llegar al prisma j-ésimo, para el
VB05VB03 h m

cual se tiene:

Fy = vrevrgs _ (m =) (h/m) _m—j l<i<m-1 )

’ VB05VB03 h m

Se puede observar que el conjunto de ntiimeros, factores de semejanza:

st:{m—j}:{m—l?m—Q m—37”.7m—(m—2)7m—(m—1)7}

m m m  m m m

m—1m—-2 m-—3 2 1 ‘
= ’ ) I » Ty (0 1§J<m_1
m m m m’ m
j 1 2 3 -2 -1
es igual al conjunto: Fs, = {‘7} = {,,,~-- ,L,L, }, conl < j <m-—1,sise
m m' m’'m m m
consideran los prismas contados de C' a O. Los conjuntos de factores de semejanza m_]} y L },
m m
, . . o (m—] J
con 1 < j < m—1,soniguales, pero algebraicamente no, es decir, (> # () ,1<j<m-1
m m

Pero no solo eso, todas las partes lineales de un prisma a otro guardan la proporcién del factor de
semejanza, mientras que las dreas de las bases o tapas aumentan en el cuadrado del factor de seme-

janza, esto es: A(P/ ) = (%)2 A(Py) , para el primer poligono tapa interno y, en general se tiene que:

N\ 2
A (P = <m‘7) AR, 1<j<m—1 (2)

m

2.4. Construccion de los prismas externos de la torre externa recta

Ahora, para construir una torre exterior de prismas, Tgf’ft, que aproxime a la pirémide = exteriormen-
tesedividelaaltura h enm partesiguales, 2 < m € N, y se consideran los m planosII;, Iy, - - - , IL,,,—1, I,
paralelos al plano IIj de la base de Z, espaciados la longitud Ah = h/m (Figura 4a). Para construir
el primer prisma exterior, \I!Eft, se consideran los vértices: upo1, uBo2, B3, WB04 Y UB05, del poligono

base P, de la pirdmide y se proyectan ortogonalmente sobre el plano II;, esto determina los puntos:
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2.5 Factor de semejanza de los prismas externos de la torre externa recta 5
uT11, UT12, UT13, UT14 Y UT15, €stos diez puntos determinan al prisma \Ikagft (Figura 4b), que tiene su
base y su tapa constituidas de poligonos congruentes y, por ello, el poligono tapa sobresale de la
piramide Zj, que tiene un dngulo agudo en C.

Para construir el segundo prisma exterior, ¥£2¢, se consideran las intersecciones del plano II; con las
k aristas, A1, Aa, As, - - -, A, dela pirdmide =y, esto fija a los puntos; up21, up22, uB23, UB24 Y UB25, qUE

se proyectan ortogonalmente sobre el plano II, esto determina a los puntos: ura1, ur22, ur23, UT24 ¥
ur25, que delimitan un poligono congruente al que constituyen los puntos: upai. Estos diez puntos
constituyen un prisma que nuevamente, la tapa, queda por fuera de la pirdmide. Este proceso se repite
para la construccién de los m prismas exteriores, Wﬁ?t, 1 < j < m,siendo quelas tapas se encuentran a
alturasj(h/m), del plano II de la base de la pirdmide, donde j indica el ntimero del prisma, contados
de O a C (Figura 4b).

C
Urss Ures
hs meg Urss Ui
m=§ k=5
- h Urss Urs
h hs Usss Urss
Uz
b N Urass Ur
_,"’uTlS g | hy Uns <—_\~ nTI'l
Ah
B Uy Ugos=Ups = 0 Upos=Unn
e
e ) -P=P,
/ Usor=Ugu Usor=Usn Ugoz=Ua12

i i Ext
kE."ct (b) Prismas exteriores \Ijk,j

Upas,

Usos=Ugis O Upoy=Usn
(c¢) Poligonos

Figura 4: Construccién de la Torre 75" mediante los prismas interiores \Ilénjt que
aproxima interiormente a una pirdmide recta = de base poligonal regular Py y
altura h. Elaboracién propia.

2.5. Factor de semejanza de los prismas externos de la torre externa recta

Para determinar el factor de semejanza, Fs;, 1 < j < m, de esta familia de prismas exteriores se
consideran las diagonales de sus poligonos base, estas son: upi5up13, UB25URB23, UB35UB33, UBA5UBA3,
uBs5uUBs3 Y UBesURe3 (Figura4c),y se comparan con la diagonal del poligono base P, que es: upisupiz =
U Bo5UBo3, Notando, ademas que los triéngulos up15uB13C, up2supa3sC, upssup33C, upssupassC,
ups5uBs53C'y uBesuBs3C son semejantes, esto es:

Fg, = UBIUBL 6(h/6) _ 1 By, — BB 5(h/6) _ 5.

b)
UB05UB03 h UB05UB03 h 6
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es decir, hay que multiplicar las dimensiones de P, por 5/6 para obtener las de P%%Q ; luego;

Fo = UB35UB33 _ 4(h/6) _4 o = UB45UB43 _ 3(h/6) _ 3. ; _ UB55UB53 _ 2(h/6) _ 2
® uposuBo3 h 6" "' uposuBos h 6" 7°  uposuBos h 6’
h/6 1
FSG = ZB65UB63 = ( }/L ) = 67 Sj.m = 6
B05UB03

En el caso general, si se divide h en m partes iguales, se tiene para el primer prisma, j = 1, que el

—1)(h -1
factor de semejanza es: Fg, = 1,sij = 2, es: F, = UB3%UB2 (m = )(h/m) s .

UB15UB13 h m
—2)(h -2

Para la tercera diagonal es: Fs, = SB35UBSS _ (m = 2)(h/m) = , y en general, para el poligono

o . UB15UB13 h m

j-ésimo se tiene:

SUB; — (i —1)(h 1—j
Fg, = UBISUBI _ (m—( =1)(h/m) m+ I 1<i<m 3)
UB15UB13 h m

Este conjunto de factores de escala resulta ser:

Fe — m+1—j _ 1m—l m—2 m—3”. 21
S; m m  m  m mm [

. _ J 1 2 3 m—2 m—1m .

que es el mismo conjunto que: Fg;, = ¢~/ =9 —, —,—,+,———,———,—=1,, 1 <j<m
m m m’ m m m ' m

estos factores de semejanza como conjuntos son iguales, algebraicamente no, es decir,

<m+1—ﬂ'>#<9‘>,1§j§m'
m m

2.6. Calculo del volumen de la piramide recta /(=;) como un proceso infinito.

Ahora, si se denota la suma de los voltimenes de los prismas interiores \I’i’"}t, es decir, de la torre

interna T} por V(T§™) Z V( \Il[ ™) y la suma de los voltimenes de los prismas exteriores \IIE”

por V(TE*) g V( \IIE” se tiene una forma de aproximar el volumen de la pirdmide =y, sin dejar

de observar que V( TE) < V(Z), mientras que: V(Z) < V(T5*?), lo que establece la relacion:

-1

3

V(U < V(ER) < DV (TFE). (4)
1 j=1

J
El volumen de cada uno de los prismas solo depende del 4rea de su base ya que todos tienen la misma
altura, entonces, considerando los factores de semejanza entre prismas internos, relacién 2, se tiene:

A (Pgli;) = A(Py) (mm_j)Q 1<j<m—1,
mientras que para los poligonos exteriores se tiene, utilizando la relacién 3 que:
A(PEY;) = A(Ry) (””1_‘7>2 1<j<m.
m
Asi se tiene que el volumen V(\I'inf) del j-ésimo prisma interior es:

.\ 2
_ h
V(i) = A(P,) (mmy> Ah, 1<j<m—1, Ah=—. (%)
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2.6 Calculo del volumen de la pirdmide recta V(=) como un proceso infinito. 7
Y el volumen V(\I'kE;”t) del j-ésimo prisma externo \I'Ewt es:

V(\I/kEjt):A(Pk) <Tnj> Ah, 1<j<m, Ah:a' 6)

Entonces, sustituyendo estos valores en la relacion 4, se tiene que:

m_:A ( 3) (Z) <V(Ek)<zm:A(Pk) <w>2(2> 7)

J=1

<.

Pero resulta que el conjunto de valores {m—]} es igual al conjunto {]}, 1<j<m-1Lylo
m m

mismo hay que tomar en cuenta con los conjuntos {m—i_nlb_j} y {rjn}' 1 <j < m,lo que permite
considerar que la ecuacién 7 se pueda escribir en la forma:
S A (J) (1) <vizo < SO AR (J> (=) (8)
= m m = m m

Simplemente lo que se ha hecho es sumar los volimenes de los prismas de C' a O. Eso equivale a
considerar las sumas comenzando del dltimo prisma al primero; esta propiedad se puede entender
en la forma de escribir la suma al revés, donde precisamente se ha hecho el mismo cambio de indices:

% (5) - () - () e G
SORCEECORES RG]
S e () o () 6
G @) e (R () B G e

J=1
Tomando en consideracién esto se puede simplificar la ecuacién 8 para llegar a que:
m

0 () zﬂ <A () 27 (10)

m—1
h
Ahora, alasuma A(Py) <3> Z J 2sele agrega y resta un término, el m?, con la finalidad de hacerla
m
j=1
semejante, en indice, a la suma derecha de la desigualdad 10, y asi se tiene que:

Py) <n’;> éﬁ — A(Py) (;;) m?
= A(P) (&) (12422 4+ + (m— 1) +m?) — A(Py) (&) m?. (11)

Con ello, y considerando que:

Ui m m2 m
—_— =+ = 12
g 3 2 + 6’ ( )
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se obtiene, en la ecuacién 10:

A(P) (;@) (”;3 + "2‘2 + Tg) — A(Py) (Z) < V(Z) < A(P) <7Z3> (”j + ”;2 + ’g) (13)

Simplicando se llega a:

A(Py) (1 + L1 ) _ AR V(f’“) < A(Py) (1 P 1) (14)

3 2m  6m? m 3 2m  6m?

2.7. Procesos infinitos y situacion limite en el volumen de la piramide =,

Ahora, si el niimero m de divisiones de la altura h se hace muy grande la cantidad de planos paralelos
alabasell;,II, - - - ,II,,—; aumenta, es de esperarse, entonces, que la distancia 4 /m entre ellos dismi-
nuya, lo que conduce a considerar que la distancia del primer plano II; a Il sea cada vez més chica.
Pero es precisamente el plano II; el que determina, en el caso de los prismas interiores, al poligono ta-
pa P%f,il, y este, segtin el proceso de construccién descrito al inicio de 2.1 es igual al poligono Pg}é’l ; si
los planos reducen su distancia entonces la seccién determinada por las aristas y los planos no pueden
llegar a ser mds grandes que el poligono base P, de ahi que cuando m es muy grande la diferencia
entre sus factores de semejanza de los poligonos P | y Py, puede llegar a ser tan pequefia como se
quiera, seguin el principio de Exhauscién de Eudoxio, es decir: |Ps, — Py| <€, Ve > 0 (Figura 5).

Figura 5: El poligono base, PL" |, del primer prisma W/ de la torre interna T4,

que es igual al de la tapa P2 |, est4 cada vez més cerca del poligono base P, si el
nimero m de subdivisiones de h tiende a ser muy grande. Elaboracién propia.

2.8. Calculo del volumen de la piramide recta /(=) como una situacion limite.

Ahora, hay que considerar dos procesos infinitos que suceden simultdneamente cuando m — oo; el

primero es el aumento de prismas, tanto interiores \I/Q;t como exteriores \I/}?;?t, el segundo es el hecho

de que el drea A(Pé’f,il), del poligono base del primer prisma \Iliflt, tiende al drea A(P) del poligono

base de la pirdmide =, mientras que A(Pgﬁl) es siempre igual a A(Fy), ya que: Pgﬁl =P, ,Vk > 3;
o dicho de otra forma:
lim A(PRYL,) = lim A(PER) = A(Py). (15)
m—o0 w m— 00 T

Una vez considerando lo anterior se calcula el limite de toda la desigualdad 14, si m — oo, esto es:

lim A(P,) [<1+ L, 1 )—1} < lim V(f’“) < lfim A(P) (1+1+1>. (16)

m—00 3 2m ' 6m2 m m—»00 ~ m—o0 3 2m  6m?

m—00 3 2m  6m? ~ m—oo m=oo \ 3 2m  6m?2

A(P;) lm Kl T 1) - 1} A A(P;) lim (1 + L 1) . (17)
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Piramide oblicua = 9

A(P, V(= A(P,
Lo que conduce a: (P) < lim,—e0 (h k) < (3 k) ; pero esto es cierto siempre que:
A(Pi)h
V(Ek) — (;) <€, Ve > 0, es decir
_ A(P)h
V(g = A0 (18)

En otras palabras:

El volumen de una pirdmide recta, =, de altura h y base el poligono regular P es un tercio del
area de la base A(Py) por la altura h.

Existe una primera aproximacién a la demostracién de este teorema, sin detalles de por qué surge o
se encuentran los factores de semejanza, en el Pogorélov (1974, p.192-194).

3. Piramide oblicua =¢

3.1. Volumen de una piramide oblicua =¢

Para el caso de encontrar una expresién matematica para el volumen, V(Eg), de una pirdmide oblicua,
Eg, de base poligonal Py, altura h y aristas Ay, Ag, - - -, Ap_1, Ay, se procede, en forma andloga, a como
se hizo con la pirdmide recta Z;; no obstante, ahora las dificultades estriban en la forma en cémo se
construyen los prismas, tanto internos como externos, que aproximan a la pirdmide.

Para comenzar, considérese una pirdmide oblicua, Eg, de altura h, base el poligono regular Py, 3 < k,
k € N, caspide C'y centro de la base O (Figura 6a). Al considerar la altura % de la pirdmide se ve que
si se divide en m partes iguales, 2 < m, m € N, esto es: h/m = Ah, entonces la linea OC, tanto como
las aristas Aj, también quedan divididas en el mismo ntiimero de partes, segiin el teorema de Thales,
aunque no de longitud Ak (Figura 6b). Bajo esta nueva perspectiva la idea es aproximar la pirdmide

oblicua = mediante una torre, 7)™ de prismas, \Ifﬁ}t, que llamaremos prismas internos, y cuya suma

de volimenes es menor que el de la pirdmide, y de otra torre, Tg”“t, que exceda a Eg en volumen,

constituida de prismas \Ika;”-t, que llamaremos prismas externos, donde nuevamente j representa el
nimero de prismas contados de O a C;1 < j < m — 1, para la torre internay 1 < j < m para la
externa, siendo £ es el nimero de lados del poligono base P, 3 < k,k € N.

i C
hs
hs
hs

hy

hy

Ugos 0 Usgos
Py
Uz Usoz
(a) La pirdmide oblicua = de altura h y (b) La pirdmide = con tres planos para-
base poligonal P, = F. lelos a su base.

Figura 6: Pirdmide oblicua =¢. Elaboraci6n propia.
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3.2. Construccion de los prismas internos de la torre interna oblicua

Para construir los prismas, tanto internos como externos, se utilizan los m—1 planos, Iy, Iy, - - - , II,, 1,
paralelos al plano Il de la base y que pasan por los puntos hi,ha, -, hm—1, que dividen a h en
m partes iguales. En el caso del primer prisma interno, \Ifi’ff, se determinan las intercepciones del
primer plano, II;, con las k aristas de la pirémide esto fija los puntos: vri1, vr12, V113, V714, UT15, Si
es que m = 6, configurando el poligono tapa, T i1, del prisma, it Después, los puntos, vriy,
1 < j < m — 1, se proyectan ortogonalmente al plano base, I, donde determinan los puntos

UB11, UB12, VB13, VB14, VB15, de la base, Pé”,g 1, del primer prisma, estos puntos, conjuntamente con los

vértices vy, delimitan al primer prisma \III " (Figura 7a).

Para el caso del segundo prisma, U™, se procede en forma analoga, es decir, se encuentran las inter-

secciones del segundo plano, II, con las aristas, Ay, 1 < j < m — 1, estos puntos SON: U921, U122, UT23,
UT24, U725, que determinan un poligono semejante al de la base de la pirémide =}, obteniendo la tapa
del segundo prisma, esto es: vr21UT22VT23VT24VT25 = PT k2 Luego, estos puntos se proyectan orto-
gonalmente sobre el plano anterior que resulta ser Hl, as1 se determinan los k vértices de un nuevo
poligono, PL" ' o, los poligonos, tapa, P T io, Y base, P B ¥ 5, determinan al segundo prisma interior,
\Il£”2t, en forma similar se construyen los demds prismas interiores, \Ili’fjt, 1 <j<m-13<Ek,
utilizando los planos paralelos II,,,—; (Figura 7b).

Vs, Visa

Vs o

- Visy

s Viaz

Vias

535, Vo

Vs B4
Vs Vinz

Vio Vais j Vau
R 7
V) Va2

Bot Ve Vioz

(b) Construccién de los prismas internos
con base a los planos paralelos I1,,_;

@

& hs

(c¢) Relacién prismas interiores con su
diagonal

Figura 7: Construccién de los prismas interiores en una pirdmide recta = de base
poligonal regular P}, y altura h. Elaboracién propia.
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3.3 Factor de semejanza de los prismas internos de la torre interna oblicua 1

3.3. Factor de semejanza de los prismas internos de la torre interna oblicua

Una vez construidos los prismas internos se presenta la cuestion ;cuél es la proporcién de semejanza
que guardan todos los prismas interiores con relacién a la diagonal de la base de Z{? Para ello hay
que observar la Figura 7c, ahi se ve que todas las diagonales de los poligonos tapa P%T,Lf ; que resultan
Ser; vri15vT13, UT25VT23, UT35UT33, UT45VUT43, UT55UT53, sim = 6, conjuntamente con el punto C, CﬁSpide
de la pirdmide, forman tridngulos semejantes al formado por la diagonal, vp5vp03,de la base de E{ y
el punto C, estos triéngulos son: ’UT15UT130, ’UT25’UT230, UT35’UT330, UT45’UT430, UT55UT530 y 113051}3030.
Ahora, por el Teorema de Thales se sabe que si todas las diagonales estan separadas la distancia h/m
entonces la arista A5 = vposC que contiene a los vértices vr1s, vr2s, VT35, UT45, UTs5, Si m = 6, estd

dividida en 6 partes iguales de longitud H/6, que no es necesario determinar; con ello se tiene que el

factor de semejanza, Fi,, entre diagonales de las tapas es, para el primer poligono, Fs, = DTSV _
c(H/6 . VB05VB03
(H/) =g €S decir, hay que multiplicar las dimensiones de P por 5/6 para obtener las de PX% .
Luego se tiene, para la segunda diagonal:
g, = U125V _ A(H/6) _ %'Fg _ vrssvrss _ 3(H/6) §'Fs _ vrasvras _ 2(H/6) 2
* VB05VBO3 H 6" 7 vBosUBo3 H 6" " vBosUBo3 H 6’
P VTS5UTSS (H/6) 1
Ss — - - L
VB05VB03 H 6

Y, en el caso general, si es que se divide h en m partes iguales entonces H = vpo;C también queda

dividida en m partes iguales, se encuentra que, si j = 1, para la primera diagonal del poligono P,

VT115V7T13 (m — 1)(H/m) m—1

el factor de semejanza: Fs, = = = , para la segunda diagonal es:
. VB05VB03 ) H m
Fs, = V250728 (m = 2)(H/m) - - , ¥ en general, para la j-ésima diagonal de los poligonos
VB05VB03 H m
tapa:
st: UTJ5UT]3 — (m ])( /m) :m .]’ 1§]§m_1, mZQ (19)
VB05VB03 H m

Si se sabe el factor de semejanza de las diagonales de los poligonos tapa, entonces se deduce que es
; Int : Int 7 4 4
el mismo para las bases, PB, .j-y prismas, 1 55, O asi para sus dreas o volumenes.

m-—J

Ahora, dando valores a j en Fg, = ——,1 < j < m — 1, se puede encontrar el conjunto de fac-
—J -1 m-2 m-3 —(m—2 —(m—1
tores de semejanza: F, = mj}:{m jmomemze M (m )’m (m )}:
m m m m m m
m—1 m—2 m-—3 2 1 ]
’ ’ I R T ,lﬁjgm—l
m m m m’m

Este conjunto, como en el caso de la torre interna recta, es igual al conjunto:
1 ,
st: Ty Ty T sty Ty T ,COHlS]Sm—l,

al considerar las diagonales o poligonos tapa, si se cuentan los prismas de C'a O. Y, como ya se ha

o
dicho, los factores de semejanza m-J } y L }, como conjuntos son iguales, pero algebraicamente
m m

no, es decir, (m_‘]> #* <‘]>, 1<j<m—1.
m m

Ahora, a pesar de que se habla aqui de una torre interna, T, Int

L
no es posible decir que tal torre esté en el interior de la piramide oblicua =, ya que hay partes de los
prismas que quedan fuera, no obstante, si es posible asegurar que tal torre aproxima a la pirdmide en

Int, formada por prismas internos, ¥
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volumen por defecto, esto es: V(TA") < V(29), ya que segtin los factores de escala para los prismas,

m—
J
se tiene que, la suma de los volumen de los cinco prismas, si m = 6, es:

v (St 6 (0 0 () )

Y - ()

25 16 9 4 1 h
Inty __ Int _
V(TO ) =V E \Ilk,j = A(Pk) <62 + 67 + @ + @ + 62) (6)

55 (h 55
=AP)— (=) =A(P — im =
( k)36(6> ( k)<216)h,51m 6,

(=}

Fs, = 7‘7, y considerando que el drea de las tapas crece en el cuadrado del factor de semejanza,
m

(20)

(21)

que resulta mucho menor que el volumen de la pirdmide, es decir, en este caso: V(T5") < V(Z29).

Y en el caso general, si h se divide en m partes iguales, utilizando la férmula 12 para la suma los

cuadrados y considerando que y son conjuntos iguales, se tiene que:

V(TE™) = :A(Pk) <mm_‘7>2 (Z) - A<£’§)h Tgf
_ A(Tilg)h ((mgl)?’ ( ;1)2+m6—1> | <j<m—1
_ A(Pzg)h( 1) ((m ; 1)? (m2— 1) é)
_ A(n;k)h( .y <2m2—4m+2+3m—3+1)
m3 6

A(P,g)h( Y <2m26—m>

A(n;,;)h( . <m(2ng - 1)>
-t ()

-1
Pero resulta que: o < 1y, por ello se puede establecer la desigualdad:

A(Py)h (m— 1) <2m6— 1) _ ABh (2m6— 1> _ AP (zm - 61) g A(];k)h

Esto es lo que intuitivamente se esperaba, es decir que:

A(P,

vITg") < 3k)"=V<52),1§j <m-—1,m>2.

3.4. Construccion de los prismas externos de la torre externa oblicua

(22)

(23)

(24)

Para construir los prismas externos, \I/Eft de la torre oblicua externa, 75!, que aproxime a la plraml-

de por exceso se consideran los m planos paralelos a la base que pasan por los puntos k1, ha, - -

Volumen de una piramide recta y oblicua. J. G. Mendieta, D. G. Nava.
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3.5 Factor de semejanza de los prismas externos de la torre externa oblicua 13

que dividen la altura h en m partes iguales y al plano que pasa por C; estos planos son:

Iy, g, - -+, II;—1, ¢, con 2 < m € N. Para el primer prisma externo, \Ilffft, se consideran los vértices
del poligono base P}, de la pirdmide, Eg, estos resultan ser los puntos upo1, Bo2, UB03, WB04 Y UB05,
que son también los vértices del poligono base del primer prisma. Luego, los puntos upox,se proyec-
tan ortogonalmente en el plano II;, asi se encuentran los k puntos de un poligono que es la tapa del
primer prisma; es mediante los vértices de la base, upox y de la tapa uzor que se determina el primer
prisma externo, \Ilfﬂft (Figura 8a).

Para construir el segundo prisma exterior, \I/kEg’t, se encuentran las intersecciones de las k aristas,

Ay, Ay, A, -+ A, dela pirdmide Eg con el plano I1;, estos puntos resultan ser: upa1, up22, UB23, UB24

y up2s, que determinan un poligono semejante al de la base de la pirdmide y que es la base del segun-

do prisma, \Ilfgt Luego, los puntos upai, 3 < k, se proyectan ortogonalmente sobre el plano II5, esto

determina a los puntos: ura1, w22, ures, ur24 ¥ ur2s, que forman la tapa, Pf?ﬁtz, del segundo prisma.

i 7 Lt Ext ; :
Es mediante los poligonos, base, P75, y tapa, Pry’y, que se determina el segundo prisma externo,
UE2t Mediante este proceso se construyen la totalidad de los m prismas externos, \IlkEg?t, encontrando
las intersecciones sobre un plano, su base, y proyectando los vértices de la base sobre el plano superior

siguiente para determinar su tapa (Figura 8b).

= Ures c

i
54

Urss

Urss

Unss

Upzs —

Umns 7 Uezg

= Us::
Ysts=Unis U, T

Usor=Uni Usiz=Uar

(a) Construccién de los prismas externos.

Unss

Uns = J
I -

L

4
(o]

u, _
BOS G Upos=Ugis

Usor=Us, Usoz=Usp2

(b) Construccién de los prismas externos
con base a los planos paralelos I1,,_;

7Y U2y hy
| Ah

Upn

i
“Upz

~P=P,
Uniz

(¢) Relacién prismas externos con su dia-

gonal

Ext

Figura 8: Construccion de los prismas externos W;"7* que constituyen la torre ex-

terna Tgwt. Elaboracion propia.

3.5. Factor de semejanza de los prismas externos de la torre externa oblicua

Una vez mds se presenta la necesidad de encontrar la razén de semejanza entre las diagonales de
las tapas o bases de los prismas exteriores y la diagonal del poligono base P, de la piramide; para
ello se consideran las diagonales de sus poligonos base, Pgﬁl, ngf&, a ,ngﬁ ;1 < j < mj estas
diagonales, que resultan ser las rectas; upi15uB13, UB25UB23, UB35UB33, UB45UB43, UB55UB53 Y UB65UB63,
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conjuntamente con el punto C, ctspide de la pirdmide, determinan tridngulos semejantes, ya que
todos los puntos up15, up2s, UB35, UB45, UBs5 Y UBes estdn sobre la arista A5, lo mismo se puede decir
de los puntos up13, up23, UB33, UB43, UBs3 ¥ UBe3 que estdn sobre la arista As.

Para determinar los factores de semejanza, Fs;, 1 < j < m, de los prismas \llEg"t de la torre oblicua
externa se encuentran los cocientes de las longltudes de las diagonales de los poligonos base y la
del poligono base de la pirdmide, utilizando las longitudes de: ug15C, up25C, up35C, upasC, ups5C'y
upesC, tomando en cuenta que, por el teorema de Thales de Mileto, dichas longitudes son iguales;

para ello se puede considerar que H = up15C = uposC, cuya longitud no es necesario determinar
UB15U 6(H/6
(Figura 8c). Para el primer factor de semejanza, se tiene: Fis, = B15 7513 _ (H/6) = 1. Eso resulta
UB05UB03 H
porque en el caso del primer prisma de la torre externa oblicua su base coincide con la de la pirdmide
URB25U 5(H/6 5}
=9, Para el segundo factor de semejanza se tiene: Fig, = B257B% _ (H/6) = —; es decir, hay que
UB05UB03 H 6

multiplicar el tamafio de P, por 5/6 para obtener el de P:ﬁf,ﬁQ ; luego se tiene:

Py, — UBHUBI _ 4(H/6) _4 o = UBisUB3 _ 3(H/6) _ 3, o = UBHUBSS _ 2(H/6) _ 2
® uBosUB03 H 6" " uposuBo3 H 6" 7°  uposuBo3 H 6’
upesupes (H/6) 1
Fg, = = = —, sim =6.
®  uposuBo3 H 6

Y en el caso general, si es que se divide h en m partes iguales, se tiene para el primer prisma, j = 1,
upgsupes _ (m—1)(H/m) m—1

ue el factor de semejanza es: F;, = 1,sij = 2,es: Fg, = = = , para
q ) o *  uBosuBo3 o\ H ) m P
UB35U m — m m —
la tercera diagonal, tapa, base o prisma es: Fs, = B35 B33 _ ( J(H/m) = , y en general,
UB05UB03 H m

para el poligono, tapa, base o prisma j-ésimo se tiene:

SUB; G- )(H 1
Fy, = wpistss (oG D)Hm) _mt 1=y gy s (25)
UB05UB03 H m

1— -1 -2 2 1
ElconjuntoFSj = {WH_]}:{ ,L,L’... 77}esigua]a
m m m m m
] 1 2 -2 -1 1— ]
FS]__{J}_{,ﬁ...,m,m,m_l},lgjgmpem <m+ y) L (ﬂ)
m m m m m m m m m
1 <5 <m,estoes:
1 .
Egz{m*J}z{]}J§j§WL (26)
m m

Ahora, la torre TS de prismas externos aproxima en volumen a la piramide Z{ por exceso, es decir,
V(TE®) > V(Zk), lo que significa que V(T5*) Z V( \I/Ext ) siempre supera el volumen de la
pirdmide si m > 2.

Para probar esto, si m = 6, se tienen que considerar los factores de semejanza para los prismas y
calcular las dreas de los poligonos base en el cuadrado del factor de semejanza, en esa forma se tiene
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3.5 Factor de semejanza de los prismas externos de la torre externa oblicua 15

que:

= =
— AP <2>2 (Z) L AP <2>2 (Z) L AP (;‘)2 <Z>

L AP (2) : <Z> L AP <2> : (Z) L AP (é) 2 (’é)

~am (grprgratate)(s)

— A(P) <29116) hy siom =

AP (27126 + 21196> n= 204 0 Ay

> A(?])Dk)h =V (=29) (27)

Lo que demuestra que: V(T5*") > V(£9), sim = 6.

Para el caso general, si h se divide en m partes iguales, se procede utilizando la férmula 12 para la
suma de cuadrados, asi se tiene que:

V(TE) = iv whE) — iA(Pk) (W)zh. (28)

Y utilizando el hecho de que se puede sumar invirtiendo el orden de los términos mediante el cambio
de factor de semejanza en la suma, igualdad 26, se tiene:

Ext J h _ h -2
vag =y am) (L) () =20y (29)
7=1 7j=1
A(Py) (m® m?2 m ‘
3 <3+2+6 , 1<j<m-—1 (30)
_A(Pp)h (m 1 A(P)h (2m? +1
T m<3+2+> m? 6 (1)
2m? +m 1
= A(P) AP, —
o (M) = 40n 5+ 5 &
AP,
> (3k)h—V(Egl<j<m m > 2 (33)
Lo que era de esperarse, esto es:
A(P)h
Vg > A0y ap) (34)

A(Py)h

de que se intentara una demostracién formal; hay muchos documentos en escritura cuneiforme en
arcilla de los babilonios y escritos en los papiros egipcios que atestiguan esto, fueron las demostra-
ciones empiricas de la época. Ademas, se dice que Demdcrito de Abdera, (460-370, a. de C) fue de los
primeros en tratar de demostrar este resultado, y més el de la pirdmide oblicua, quizd ensayando con
piramides que llenaba de arena para después comparar su contenido con otro previamente conocido.

Tal vez pueda uno preguntarse, ;cémo sabiamos que = V(2Y) ? Eso se sabia mucho antes
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3.6. Procesos infinitos y situacion limite en el volumen de =

Una vez establecidas las desigualdades: V(T") < V() y V(EY) < V(T5®), relaciones 24 y 34
,que pueden escribirse en una sola, como:

V(TE™) < V(EF) < V(TE™), (35)

es que se puede determinar sucesiones que acotan superior e inferiormente al volumen de la pirdmide
oblicua y, mediante el teorema del sindwich, demostrar que el volumen de la pirdmide oblicua es lo
que se habia establecido empiricamente.

En efecto, sustituyendo las expresiones para el calculo de los volimenes de los prismas, tanto en la
torre oblicua interna como en la externa, se tiene que:

ZV\I}I”t ) < V(EY <ZV (wget). (36)

El Volumen de cada uno de los prismas depende del area de su base ya que todos tienen la misma al-
tura h/m, entonces, y considerando los factores de semejanza entre las bases o las tapas de los prismas
internos y externo se llega a qué:

:§A<Pk) <mm_3>2 (Z) <V(E9) < iA(Pk) <m+ml_7>2 (:;) _ (37)

j=1
Pero resulta que los conjuntos de indices {m_‘]} y {‘7 }, 1 < j < m — 1, son iguales, lo mismo
m m

1 .
que los conjuntos {m+]} y {‘] }, 1 < j <m —1, 1o que permite escribir las sumas en orden
m m

inverso, esto es:

m—1 ] 2 h m ] 2 h

AR () (= = )

S aw (L) (2)<veEn <X aro (L) (5) (38)

7j=1 7j=1
Simplemente lo que se ha hecho es sumar los volimenes de los prismas de C a O. Dicho de otra forma,
las sumas se han escrito en orden inverso, lo que se aclara en la siguiente expresién, o en las ecuaciones
9.

ZSJ»:Sl+S2+S3+"'+Sm—2+5m—1+5m
j=1
=Sm+Sm-1+Sm—2+--+53+ 52+ 51

= Smiij (39)
j=1

15
No es casualidad que el conjunto de factores de semejanza { m¥o—J } tenga el numerador m+1—j,
m

igual que el indice de S en la segunda suma.

+
Simplificando la desigualdad 38 y agregando y restando un término, el m?, ala suma (P,) < ) Z

para igualar los indices de las sumas izquierda y derecha de la desigualdad se tiene:
h m3 mZ m h —0 h m3 mZ m
A(Py) <m3> <3 t5 6> — A(Py) <m> <V(EY) < A(Py) <m3> <3 t5+ > (40)
Simplificando se llega a:

11 1 AR V(ED) 11 1
A(Pk)(3+2m+6m2> < < AR 3t o Tz (41)
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3.7. Calculo del volumen V(=) como una situacion limite

Ya establecida la desigualdad 41 es que se puede pensar que, si m — oo, el volumen de la torre
interna crece hasta convertirse en el volumen de la pirdmide, mientras que el volumen de la torre
externa disminuye hasta convertirse en el volumen de la pirdmide.

Asf se tiene, considerando el limite de la desigualdad 41, que puede ser considerado un proceso infi-
nito, que conlleva a una situacién limite, que:

lim A(P) [(1 L1 1> - 1} < tm VED oy apy <1 P 1) (42)

m—00 3 2m  6m? m m—00 ~ m—oo 3 2m  6m?2

Esto de los procesos infinitos y situaciones limite nos lleva a considerar otra perspectiva de las des-
igualdades. Enla ecuacion 14 el signo de la desigualdad es estricto, “menor que”, no obstante, al pasar
a la ecuacion 16 el signo de las desigualdades ya es “menor o igual”, ;por qué?, si comparamos los
elementos de dos sucesiones vemos que pueden ser estrictamente desiguales, como en el caso de las

1 1 1
sucesiones: y, = 1 — — y z, = 1 + — , al comparar sus términos se tiene que: 1 — — < 1 4+ —, no hay
mn n

igualdad para ningtn valor de n, sin embargo, sus limites son iguales cuando n — oo.

1 1
1= lim (1—>§ lim <1+>:1. (43)
n—00 n n—00 n

El mismo criterio se ha utilizado con las desigualdades 41 y 42. Asi se ve, que el signo de desigualdad
puede cambiar cuando se trata de procesos infinitos y la obtencién de la situacién limite.

Retornando al célculo de la ecuacién 42, y considerando la relacién 43 se tiene:

A(P,) Tim [(1+ L, >—1} < 1tm YED) < APy 1m <1+ ! 1) (44)

m—oo [\3 ' 2m = 6m?2 m| ~ m=oco  h m—oo \ 3 %+6m2

Y, finalmente, se simplifica la desigualdad 44 para poder escribir la relacion:

AP _ .. VI(ED) AR
5 S Mmoo s
. . —0 A(P k)h . .
pero esto es cierto siempre que: |V (Z}) — 3 < ¢, Ve > 0 lo que pudieron argumentar Eudoxio

y Arquimedes mediante el Método de Exhauscion, es decir:

A(P)h

V(ED) = =5

(45)

En otras palabras:

El volumen de una pirdmide oblicua Z¢ de altura h y base el poligono regular P es un tercio
del 4rea de la base A(Py) por la altura h.

4. Elvolumen del cono como un caso limite del volumen de una pirami-
de

Consideremos una pirdmide recta Zj, de base el poligono regular P, e imaginemos que el namero
de lados del poligono base se hace cada vez més grande, es decir, & — oo,ante esa perspectiva la
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base, en su situacion limite, se convierte en una circunferencia I' mientras que las caras y aristas de la
pirdmide aumentan hasta determinar una superficie suave, un cono con su vértice en la ctispide C de
la pirdmide Zj, que escribiremos como =, (Figura 9). Para entender los procesos infinitos en el cono
se debe imaginar que, cuando k£ — oo, las caras de la pirdmide adquieren una suavidad que conlleva
a la superficie lateral del cono. Pero ante todo, no se debe confundir la situacién limite con el proceso
infinito, por mds caras que se le agreguen a la pirdmide =, nunca podria encajar en la superficie de un
cono, se esta todavia en el proceso infinito, mientras que la superficie del cono es la situacién limite;
veamos esto con mds detalle.

Figura 9: El volumen de un cono se puede entender como la situacion limite de
un proceso infinito en el que una pirdmide Z; aumenta el ntimero k de lados de
su poligono base P;. Elaboracién propia.

En efecto, se ha considerado que durante el proceso de la obtencién del volumen de una pirdmide
recta Z;, de base poligonal P el valor de k es constante, no obstante, ;qué sucede si £ — oco? En ese
caso, el poligono base de la pirdmide =, se convierte en la circunferencia I'(O, r) que circunscribe al
poligono Py, y las dreas A(FP), A(Pé"kz-), A(Pglf}e ), se convierten en el area de la circunferencia C, es

decir:

lim A(P) = A(T") = nr? (46)

k—o0

Siendo r la distancia del centro del poligono P, a cualquiera de sus vértices.

Aunado al proceso infinito que conlleva a que el poligono P, se transforme en la circunferencia I’,
cuando k£ — oo, se encuentra otro relacionado con la pirdmide Zj, con ctspide en C, cuando se
convierte en una pirdmide de base circular I', es decir, en un cono =, y por ello en la situacién limite
se debe utilizar la férmula 47, es decir:

A(Py)h 2
i V(E) = V(Ew) = lim 2R _ 717, (47)

Es decir:

El volumen de un cono circular recto, Z.,(O, r, h), de centro de la base O, radio de la base r y
altura h es el caso limite del volumen de la pirdmide recta =) de base poligonal P}, y altura h y
se determina mediante la relacion:
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5. EIl volumen del cilindro como un caso limite del volumen de una
piramide

Si el factor de semejanza Fjs; entre los poligonos base, tanto interiores como exteriores, es siempre 1,

entonces los poligonos son iguales, para cualquier valor de j y k constante, se tiene que los prismas

‘I!é’;t y \IIE;” también son iguales, asi la pirdmide Z; debe ser considerada un prisma, ¥y, de base
Int _ pExt _

b =P = P

Si ademas, el nimero de lados del poligono base aumenta ilimitadamente entonces P, se transforma
en una circunferencia I' de centro O y radio 7; y hay que imaginar que las caras del prisma son tantas
que constituyen una superficie suave que se va ajustando a la superficie de un cilindro, en ese caso
resulta que la pirdmide con base Py, y Fs; = 1 determina un prisma ¥, de base P y altura h. Cuyo
volumen resulta ser:

V(Uy) = A(Py)h (48)

Si ahora se considera el proceso infinito cuando el ndmero de lados del poligono base se hace muy
grande se tiene entonces el volumen del cilindro ¥, = ¥, (Figura 10), esto es:

lim V(Uy) =V (V¥s) = lim A(Py)h = 7hr?. (49)

k—o0 k—o0

Figura 10: El cilindro visto como una situacién limite de una pirdmide recta de
base poligonal. Elaboracién propia.

6. Conclusion

No se debe olvidar que uno de los propésitos de la Matemadtica no es solamente conocer y saber
aplicar las férmulas, sino aprender y desarrollar las habilidades para demostrarlas de manera formal.
En este trabajo se aborda el objetivo principal de demostrar cémo obtener la expresion matemdtica
que permite calcular el volumen de una pirdmide oblicua, iniciando con el caso de la pirdmide recta
y finalizando con el cono y cilindro rectos, como situaciones extremas.

Se ha inicia el razonamiento l6gico partiendo de la idea de aproximaciones sucesivas al volumen de
una pirdmide recta, de base poligonal regular, mediante la construccién de torres de prismas que la
aproximan interiormente y exteriormente a la pirdmide, es decir, por defecto y exceso, lo que conlleva a
establecer una desigualdad que delimita el volumen de la pirdmide, después se establece un proceso
infinito; una vez determinado el proceso infinito se ha desarrollado un razonamiento mediante el
cual es posible llegar a una situacioén limite. Finalmente mediante abstracciones y generalizaciones,
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caracteristicas esenciales del pensamiento matematico, se ha llegado a determinar el volumen de la
pirdmide oblicua, del cono y el cilindro rectos de altura & y radio de la base .

Las ideas originales para la obtencién de expresiones algebraicas que determinan el volumen de las
piramides y conos son muy antiguas, quiza de civilizaciones como Mesopotamia y Egipto, no obstan-
te, los griegos fueron de los primeros en intentar una demostracién u obtencién rigurosa, Eudoxio de
Cenido y Arquimedes fueron pioneros en dar las bases tedricas para poderlas demostrar.

No resulta facil encontrar las demostraciones, desde el punto de vista de la geometria euclidiana, para
las férmulas del volumen de las pirdmides oblicuas en los libros de Geometria, quiza se debe a que su
demostracién no parece aportar nada nuevo. No obstante, los siguientes libros pueden proporcionar
las bases y herramientas necesarias para el esclarecimiento de las demostraciones aqui expuestas.
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