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Resumen

Una investigaciéon que inicié a mediados del ano 2004, para tratar de encontrar cémo pudieron hacer los matematicos
de fines del siglo XVII, para encontrar la suma de algunas series de potencias infinitas, como por ejemplo la serie

k o
Sre1 k3(3)", la pude concluir exitosamente.

A ese tipo de series yo las llamo geométrico-polinomiales, ya que son series geométricas, con coeficientes dados por
una funcién polinomial P, (k), de grado n.

Usando técnicas similares a las que usaban los matematicos de aquellos tiempos, encontré un procedimiento que nos
permite reagrupar los términos de la serie y expresarla con relacién a las diferencias entre sus coeficientes.

Este procedimiento lo demostré formalmente con el Teorema 1 que, por medio de la férmula
o0 o0
Zakrk =aqpS + Z (ar — ag—1) rks
k=0 k=1

nos muestra como expresar una serie geométrica infinita con relacién a las diferencias finitas de sus coeficientes.
Aplicdndole n veces la férmula anterior a la serie infinita, obtuve una serie finita equivalente a ella. Esto lo demostré
formalmente con el Teorema 2 y el Teorema 3 que, con la férmula

n

oo
Z Algrk _ Z Agz,rk-l—nbsk-‘rl
k=m k=0

donde AF representa las i-ésimas diferencias finitas de la funcién polinomial. Esta férmula nos d4 la serie finita que
converge exactamente al mismo valor que la serie infinita original.

Palabras claves: Series, Series de Potencias, Series Infinitas, Series Geométricas, Funciones Polinomiales, Diferencias
Finitas, Calculo de Diferencias Finitas, Bernoulli.

“Asi como lo finito infinita serie encierra

Y en lo ilimitado limites aparecen,

Asi el alma de la inmensidad en minucias reside

Y los limites no existen en los mas estrechos limites.
jQue gozo el discernir en el infinito lo pequerio!

iDe dioses es percibir en lo minisculo lo inmenso!”

Jacob Bernoulli 2

1Fecha de recepcién del articulo: Febrero, 2005. Fecha de aceptacién: Junio, 2005.
2Dunham, William. “VIAJE A TRAVES DE LOS GENIOS. Biografias y teoremas de los grandes matemaéticos”. Ediciones Pirdmide,
S.A., 1993. Madrid, Espana.



1 Introduccion

En el siglo diecisiete las series infinitas no eran muy conocidas, pero a fines de ese siglo algunos matemaéticos ya

conocian algunos teoremas generales sobre las mismas y la suma de una gran cantidad de ellas.
oo
Por ejemplo, la suma de la “serie telescépica” E 3 , la obtuvieron asf:

Zak(k+ 1)
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Dunham menciona que el matematico Jacob Bernoulli “no solo probé la divergencia de la serie armoénica, sino que
también conocfa la suma exacta de un nimero de [series| convergentes”3.

o)

o0
Por ejemplo, Jacob Bernoulli encontré la suma de la serie N = Z ( 5 ) de la siguiente manera

4.
d
k=0

a a+c a+2¢c a+3¢ a+4c
N = —
b+ bd + bd? + bd3 + bd* +

Esto lo podemos escribir asi:

R N
b bd  bd?  bd® T

it )+
bd b bd®

Como cada serie entre paréntesis es una serie geométrica, si suponemos que

S=(1+ L + ! + ! + = ! = d
B d a2 @ 7) \1-3) \d-1
3 Dunham, William. EULER The Master of Us All. The Mathematical Association of America, 1999. United States of America,
pp.39-41.

4 Ibid, p. 41



Entonces

a C C C
N =— — — —
PSSt s St s St

Es decir que

a c 1 1 1 a c
—lsi [l (142422 )=tsy Lg
N bS+[de}<+d+d2+d3> 57 T b

() i) -1 (525

Dunham menciona también que Bernoulli encontrd que:

Sy -
k=1 2

Yy que

{ Cémo encontré Bernoulli esas sumas?. Esta pregunta me motivé a investigar si habia algin procedimiento, parecido a
los que usaban los matematicos de aquella época, que me permitiera encontrar facilmente la suma de ese tipo de series
de potencias infinitas, a las que yo llamo “geométrico-polinomiales”, ya que son series geométricas cuyos coeficientes
estan dados por una funcién polinomial de grado n con coeficientes reales.

Encontré un procedimiento cuya aplicacién repetida n veces (igual al grado de la funcién polinomial), me permitié
convertir la serie infinita en una serie finita. El resultado de esto lo pude expresar por medio de unas férmulas muy
explicitas, que nos dan la serie finita que converge exactamente al mismo valor que la serie infinita original.

A continuacién explico, de una manera muy visual y muy tipica de la época de Bernoulli, como es este procedimiento

de reagrupamiento de los términos de la serie infinita, que es la clave para poder simplificarla y convertirla en una
serie finita.

2  Series geométrico-polinomiales

Llamaremos S a la serie geométrica dada por

S=14+rt+r24+r3+rt4r° 4054+ .. con re]-1,1 (1)

Supongamos ahora que tenemos una serie N dada por:



N=a+blt+c?+dd+e*+fro+... (2

Los términos de esta serie los podemos reagrupar asi:

N 14+l 4r2 48t 496 4.
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Por lo tanto la ecuacién (2) puede ser escrita asi:
N =aS+ (b—a)r'S+ (c—b)r?S + (d — c)r®S + (e — d)r*S + ...

Esta manera tan visual de reagrupar los términos de una serie para luego obtener su suma, era muy usada en aquellos
tiempos iniciales de la teoria de las series infinitas. Con métodos como ese los mateméaticos de fines del siglo XVII
empezaron a obtener el valor de muchas sumas infinitas.

El resultado anterior lo formalizaremos ahora por medio del siguiente teorema

Teorema 1

Si r € ]—1,1 , silos coeficientes aj estén en R y S es la serie geométrica dada por S = 1+7r + 72 + 73 + ...,
entonces se cumple que



oo o0
Z apr® = apS + Z (ar — ak_l)rkS
k=0 k=0

Demostracion: Sabemos que la serie S converge al valor T por ser S la serie geométrica, por lo tanto 1 = S—rS
r

Multiplicando ambos lados por aj obtenemos que

ar = apS — agrS

entonces Z agr” = Z arS — agrS)r
k=0 k=0
de donde Zakrk = (apS — aprS) + (alrS — a1r2S) + (a2r25’ — agr?’S) + ...

k=0
reagrupando los términos obtenemos:

Z apr® = aoS + (—aorS + ar1rS) + (—a17?S + asr®S) + (—axr®S + azr®S) + ...

Z apr® = apS + (a17S — agrS) + (CLQTQS—CH'I"2S) + (&3T33—a27"35) + ..

k=0
o0 oo
e k
que podemos escribir asi E apr® = agS + (ag —ag—1)r"S
k=0 k=1

Ahora veremos un caso particular de una serie infinita geométrico-polinomial, formada por un factor polinomial de
grado 3 y un factor geométrico r € ] —1,1[ . Demostraremos que esta serie se puede reducir a una serie finita de
solo cuatro términos. Después generalizaremos este resultado para cualquier funcién polinomial P, (k) de grado n.

Sea M la serie definida por M = i (k:3—|—2) P
k=0
entonces M = 2+ 3r! + 1072 4+ 2973 + 66r% + 1277° + .- (3)
Por el Teorema 1, esta serie la podemos escribir asi:
M =28+ (3—2)r1S + (10 — 3)r2S + (29 — 10)r3S + (66 — 29)r%S + (127 — 66)r°S + - - -
M =25 +1r'S + 728 +19r3S + 37r*S + 61755 + - - -
M =28 +rtS[1+7rt + 1972 + 3773 + 61rt + -] (4)
Ahora a la suma que esta entre corchetes le aplicamos nuevamente el Teorema 1:
M =28 +r1S[S+ (7—1)rtS + (19 — 7)r?S + (37 — 19)r3S + (61 — 37)r1S + - - -]

M =28 +r1S[S + 6r1S + 12725 + 18735 + 24748 + - -]



M =28+ 17152 + 7252%[6 + 12rt + 1872 + 2473 + -] (5)

Nuevamente a la suma que estd entre corchetes le aplicamos el Teorema, 1:

M =28 + 17152 +7r252[6S + (12 — 6)r1S + (18 — 12)r2S + (24 — 18)r3S5 + - - -]

M =285+ 11152 + r2S%[6S + 6115 + 6125 + 635 + - -]

M =28+ 1r'5% + 6r293 + 13536 + 611 +6r + 613 +--]  (6)

M =28 +1r15% + 61293 + 6r3S3[1 + vt + 72 + 73 + .. ]

Ahora como la suma que estd entre corchetes es la serie geométrica S, obtenemos finalmente:
M =28 + 17152 + 67293 + 6r25%.  (7)

Vemos pues que la serie infinita (3) se redujo a la serie finita (7) de solo 4 términos, luego que le aplicamos 3 veces
seguidas el Teorema 1.

0o 3
Este resultado lo podemos expresar asi: Z (k:3 + 2) rk = Z AgrkSkH
k=0 k=0

Donde AY representa los coeficientes de la fila k y la columna 0 de la “Matriz de Diferencias Finitas” que a
continuacién explicaremos como se obtiene.

La serie Y5, (k342)r* es de la forma Y30 Py(k)r" con Py(k) = k% + 2.

Para esa funcién polinomial podemos crear la siguiente Matriz de Diferencias Finitas:

ilk— 011 2 |13 |4 5 6 7
0| P5(k) AF 23 [10] 29|66 | 127 | 218 | 345
1 | Primeras AF 117 |19|37]61 |91 127
Diferencias
2 | Segundas AL 6121824 [30 |36
Diferencias
3 | Terceras Ak 6|16 |6 |6 |6
Diferencias
(constantes)
4 | Cuartas AF 0|0 |0 |O
Diferencias
TABLA 1. Matriz de Diferencias Finitas para la funcién P3(k) = k3 + 2

Observe que Af se refiere al coeficiente correspondiente a la fila ¢ y la columna k de la matriz de diferencias. Los
coeficientes AE corresponden a los valores de la funciéon P (k).

Los coeficientes A¥ para i > 1 se obtienen por medio de la siguiente relacién de recurrencia: A¥ = AF ! — Ak



Note que los coeficientes de la serie original (3) son los coeficientes A% de la fila 0 de la matriz de diferencias.

Los coeficientes de la ecuacién equivalente (4) estdn dados por el coeficiente AJ de la fila 0 y todos los coeficientes A¥
de la fila 1 de la matriz de diferencias.

Los coeficientes de la ecuacién equivalente (5) estdn dados por el coeficienteAJ de la fila 0, el coeficiente AY de la fila
1 y todos los coeficientes A% de la fila 2 de la matriz de diferencias.

Los coeficientes de la ecuacién equivalente (6) estdan dados por el coeficiente A de la fila 0, el coeficiente A de la fila
1, el coeficiente AY de la fila 2 y todos los coeficientes A% de la fila 3 de la matriz de diferencias.

Finalmente los coeficientes de la ecuacién (7) estdn dados por los coeficientes AJ, A9, AY v AY todos correspondientes

a la columna 0 de la matriz de diferencias. La suma finita resultante tiene ahora solo 4 términos, ya que los coeficientes
de la fila 4 en adelante son todos iguales a cero.

Ahora demostraremos que en general, si la funcién P, (k) es una funcién polinomial de grado n y r € |—1,1]
entonces la serie infinita Yo, P, (k)r" se puede reducir a una suma finita de solo n+ 1 términos.

En la segunda mitad del siglo XIX el conocido matemético George Boole demostré que si P, (k) es una funcién poli-
nomial de grado n, entonces sus n®®* diferencias serdn constantes °:

La prueba es sencilla. Si P, (k) = ak™ + bk" ! + ck" "2 4 ...

Entonces las primeras diferencias seran:
AY =P, (k+1) — P, (k)

AV =a(k+1)"+bk+1)" "4 . —ak™ — bk —
AF = ak™ + ank™ o+ 0K T b (n— 1) KT L —ak — bk —

O sea de la forma AY = ank™ '+ B1k"~24+C1k" 3+ -, que es una funcién polinomial de grado n—1 con coeficientes
By y C; constantes.

Similarmente obtenemos que las segundas diferencias seran de la forma:
A =an(n — DE" 2 + Bok™ 3 4+ Cok™ 4 + ...

que es una funcién polinomial de grado m — 2 con coeficientes By y By constantes.

Y asi sucesivamente hasta que finalmente las n®’%S diferencias serdan constantes:

AF =an(n—1)(n—2)...1

n =

5Boole, George. A Treatise On The Calculus of Finite Differences. Dover Publications, Inc., 1960. New York, United States
of America. (Republicacion del trabajo original publicado por Macmillan and Company en 1872). pp. 3-5.



Ak = an!
donde a corresponde al coeficiente del término de mayor grado del polinomio.

Para la demostracion del caso general usaremos la siguiente matriz de diferencias finitas:

i E— 0 1 2 3 4 5

0 | Pu(k) = Af AS AT TAZ [ A% [ AY | A

1 Primeras AV TAT [ A2 [ AT [ AT | AY
Diferencias

2 Segundas AY AL [TAZ A3 | AT [ A3
Diferencias

3 Terceras AY AL [AZ [ A3 [ A | A
Diferencias

n n *ves AV TALTAZ TAS A2 A
Diferencias= c,n!
(constantes)
TABLA 2. Matriz de Diferencias Finitas para una funcién P, (k) de grado n

Sea M =372 Py(k)r® con P, (k) = cok™ +cp1k™ P+ 4+co  (8)
Entonces M =Y 7  Afrk = AJ + Ar + A%r? + A3r3 + Alrt + ...

Por el Teorema 1 y siguiendo los mismos pasos que en el ejemplo numérico anterior, esta serie la podemos escribir asi:

M = A3S + (AL — AQ)riS + (A2 — Ab)r2S + (A3 — A2)r3S + (AL — AZ)rdS + ..

M =AJS +rtS{ (A — AY) + (A2 — AD)rt + (A3 — AD)r2 + (A — A3 + ...}

Aplicando nuevamente el Teorema 1 a la parte que estd entre llaves obtenemos:
M = AJS +r1S{ (Aj — ADS + [(AF — Aj) — (Af — ADIr'S + [(AF — AF) — (AF — Ap))r2S ..}

M= AYS + (A — ADriS? 41282 { [(AF — A}) — (A — AY)] + [(AF - A) — (A3 — AP} ..}

M = ASS + (AF — AQ)rLS2 + [(AZ — AD) — (AF — AQ)Jr2S3 4+ 47 SP[AY + ALrl 4 A2r2 4 A3p3 1. ]



Y como todos los coeficientes de la fila n“® son todos constantes e iguales a AY = ¢, n!:
M = AJS + (Ag — AG)riS? + [(AF — Ag) = (Ag — AD]r?S® + -+ + 7" SP AL + AJrt + Alr? + ARr? + -+ ]
M = AJr9St+ At S2 4 AJr2 83+ L+ AV gL (9)

Vemos pues que la serie infinita (8) se redujo a la serie finita (9) que tiene solo n + 1 términos.

El resultado anterior lo podemos formalizar por medio del siguiente teorema:

Teorema 2

Si P, (k) es una funcién polinomial de grado n con coeficientes reales y Af representa sus i-ésimas diferencias finitas,
si r€]—1,1 y S es laserie geométrica dada por S =1+7r+ 72+ 73+ ... entonces se cumple que:

i P, (k)rk = ZH: Ak ghtt
k=0

k=0

Demostracion: Al aplicar el Teorema 1 por primera vez obtenemos que:

DA = A0S+ (A - AFT) S
k=0 k=1
de donde obtenemos que

o0 o0

> AbE = AJS 418 AT
k=0 k=1

que podemos escribir asi:

oo (oo}

Z Akrk = AJS + TSZ Akr¥

k=0 k=0

Similarmente, después de aplicar n veces el Teorema 1 tendremos que:

oo n—1 [e%e)
Z Algrk = Z A[,irkSkJrl + r"S" Z Aﬁrk *)

k=0 k=0 k=0

Si n resulta ser el grado de la funcién polinomial P, (k) entonces sus n%v%* diferencias AKX seran constantes, razén
por la cual la serie infinita de la derecha se simplifica asf:

SO Ak = ALY = AlS
k=0 k=0

Sustituyendo este valor en la férmula (*) obtenemos que:
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n—1

D ARRSET 4 g (ADS)

o0
kk _

E Apr® =

k=0 k=0

n—1
E AgrkSkJrl + A?LT"S”+1

oo

Z Agrk =

k=0 k=0
n

oo
que podemos escribir asi: Z Agr® = Z AVrk ghtl

k=0 k=0
Con el Teorema 2 demostramos que si n es el grado del polinomio P, (k) entonces

iPnkr

k=0

F=YANST (10)

1
Como S = —— la férmula anterior puede escribirse asi

—r
Z ZAO _rl i+1 (11)
k=0

1 p

1
Ahora sea r=— con p€ R y |p| > 1 entonces S =

ptt p
- _ 1)’i+1

) 1
y tenemos que r?Stt = — :
pz (p _ 1)l+1 (

Por lo tanto, también podemos escribir la férmula (10) asf

> Pu(k)r —pz - z+1 (12)

k=0
-1

—_

= — or lo tanto r = ——
1—7‘yp S

Asimismo teniendo en cuenta que S =
S —1)'gi! i
(S-1)°8 (S—1)'S

Entonces r'S'™! = ,
Si
Por lo tanto, también podemos escribir la férmula (10) asi

ipn( SZAO —1)" (13)

k=0
Supongamos ahora que queremos calcular la suma de la serie mostrada en (3) pero a partir del tercer término, es decir

a partir del indice ¢ = 2:

F= Z (K +2)r" = 10r? + 29r% + 66r* + 1277° +
k=2
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Esto podemos escribirlo asi:

F= i[lﬁ—Q ]k+2:r2§:[(/€+2)3+2}7"k
k=0 k=0

Para la funcién P3(k) = (k + 2)® + 2 podemos crear una matriz de diferencias finitas que serfa similar a la mostrada
en la Tabla 1, pero sin incluir las 2 primeras columnas. Es decir la columna 0 de esta nueva matriz seria igual a la
columna 2 de aquella, la columna 1 de esta nueva matriz seria igual a la columna 3 de aquella y asi sucesivamente.
El resultado final al aplicar la férmula (10) resultard ser la serie finita:

F =72(10S + 19715% + 18r283 + 6r35%)

O sea que F = 10725 + 197352 + 187452 + 6r°5*  (14)

Pero desde luego, es més facil usar directamente la columna 2 de la misma matriz que ya tenfamos construida en la
Tabla 1 y resolverlo de la siguiente manera:

F=> (K+2)r ZAQ k2 gkt
k=2 k=0

donde A% representa los coeficientes de la columna 2 de la matriz de diferencias.
Con esta férmula obtenemos para F' el mismo resultado que obtuvimos en (14).

Veamos:

3
F =Y AprF2sH = 10r°S + 191757 4 18r*5% + 6r°5*
k=0

Este resultado lo generalizaremos formalmente por medio del siguiente teorema:

Teorema 3

Si P,(k) es una funcién polinomial de grado n con coeficientes reales y A¥ representa sus i-ésimas diferencias finitas,
si m€]—1,1] y S es laserie geométrica dada por S =1+r+1r%2+7r3+ ... entonces se cumple que:

oo n

Z Pn ZAm k:-i-’msk-i-l

Demostracion:
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Por el Teorema 2 y denotando por V la matriz de diferencias de la funcién P, (k + m)

o0 (o)
tenemos que: Z P (k)rk =™ Z Vork gkl (%)
k=m k=0
Ahora, si A denota la matriz de diferencias de la funcién P, (k)
entonces: V9 = A
ya que la columna 0 de la matriz Ves igual a la columnam de la matriz A, la columna 1 de la matriz V es igual a la

columna m + 1de la matriz A, etc.

Por lo tanto podemos escribir la férmula (*) asf:

o0 (o]
> Pu(kyrt =y T ApehgEt
k=m k=0
es decir que:
o0 n

D Pu(kyrt =Y Apktmghtt
k=m k=0

Con el Teorema 3 demostramos que si n es el grado del polinomio P, (k)entonces:

o0 n

D Pa(kyrt =Y Arpttmgitl (15)
k=m

=0

1 ) . . .
Como S = -, la férmula anterior puede escribirse asi:

0 n ritm
P,(k)yr* =Y A"— (16
D
im gitl _ 1 pitl pl—m

1
Ahora, teniendo en cuenta que r = — y que S = resulta que r
p

P (-1t -1

Por lo tanto, a la férmula (15) la podemos escribir también as:

D Pkt =pt Ty ——tr (17)
1+1
k=m i (—1)
Similarmente, teniendo en cuenta que r = % resulta que
i §—1)"tmgitt i+m
rz+m51+1 — ( ) — (S _ 1) + Sl—m

Si+m
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Por lo tanto, a la férmula (15) la podemos escribir también asi:

oo

> Pu(k)yrt =Sy CAT(S - )T (18)
k=m =0
Estas ultimas cuatro férmulas contienen el resultado final de mi investigacion.

Veamos ahora algunos ejemplos del uso de estas férmulas:

Ejemplo 1

Jacob Bernoulli encontré la suma de la serie

vy (y)

por un camino mucho mas largo y complicado, como vimos al comienzo de este articulo, por lo cual es muy probable
que no conociera el procedimiento que empleamos para deducir las férmulas anteriores.

Usando nuestra férmula podemos encontrar rapidamente la suma de esa serie:

La matriz de diferencias finitas para la funciéon P; (k) = (a + ck) es la siguiente:

i k — 0|1 2 3 4 5
0 Py (k) a | at+c | a+2c | a+3c | at+4c | a+5¢
1 Primeras = ¢ x 1! c |c ¢ ¢ ¢ ¢
Diferencias
TABLA E1. Matriz de Diferencias Finitas para la funcién P (k) = (a + ck)

1
Tenemos que el factor geométrico es r = P y por lo tanto p =d.

Por la férmula (12) tenemos que:

1 N\N* d<&  A?
N = - K[-=]) =-— _—

Por lo tanto:
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Ejemplo 2

(2k +7)3

Calcule la suma de la serie Z YE

0o k
1 1
Esta serie la podemos escribir asi M = T (2k +7)3 ( 64)
k=0

La matriz de diferencias finitas para la funcién polinomial P3(k) = (2k 4+ 7)3 es la siguiente:

1 | k— 0 1 2 3 4
0 | P3(k) 343 | 729 | 1331 | 2197 | 3375
1 | Primeras 386 | 602 | 866 1178
Diferencias
2 | Segundas 216 | 264 | 312
Diferencias
3 | Terceras 23 x 3! 48 48
diferencias
TABLA E2. Matriz de Diferencias Finitas para la funcién Ps(k) = (2k + 7)3
1
Tenemos que el factor geométrico es r = —— y por lo tanto p = —64.

—64

Por la férmula (12):

oo 1 k 3
22k+7 < ) Z 65z+1

5
k=0 =0

I K 343 >+< 386 >+< 216 >+< 48 )]
—1024 | \ (—65)! (—65)° (—65)° (—65)"
M- % [_ @45‘:’) n (Z’if) _ (2;") n (64:41)} — —0.324146623

Es decir que:

Ejemplo 3

7Tk‘2—€

Calcule la suma de la serie M = Z
k=0

00 k
1
Esta serie la podemos escribir asi: M = E (sz—e) (2>
k=0

La matriz de diferencias finitas para la funcién polinomial con coeficientes reales Ps(k) = (7rk2 — e) es la siguiente:
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i k — 0 1 2 3

0 Py (k) —e T—e dr —e 9r —e

1 Primeras Diferencias s 3m o 7

2 Segundas 7 x 2! diferencias 2w 27 27 27
TABLA E3. Matriz de Diferencias Finitas para la funcién Py (k) = 7k? — e

1
Tenemos que el factor geométrico es r = 3 Y por lo tanto p=2.
Por la férmula (12):
00 1\ F 2 1 2
_ 2 _ 0 _ 0
M=y (3) =23 Al =23 oA
k=0 i=0 i=0

Es decir que:

M =2[—e+ 7+ 27]

M = 67 — 2e =~ 13.41299226

Ejemplo 4

=, (3k% + k +3)°

Calcule la suma de la serie M = 5

k=0

La funcién Pg(k) = (3k2 +k+ 3)3 es una funcién polinomial de grado 6 cuyas sextas diferencias son constantes e
iguales a 336! = 19440 .

La matriz de diferencias finitas para la funcién Ps(k) = (3k* + k + 3)% es la siguiente:
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i k — 0 1 2 3 4 5
0 Ps(k) 27 343 4913 35937 166375 | 571787
1 Primeras 316 4570 31024 130438 | 405412 | 1029826
Diferencias
2 Segundas 4254 26454 | 99414 274974 | 624414 | 1238454
Diferencias
3 Terceras 22200 | 72960 175560 | 349440 | 614040
Diferencias
4 Cuartas 50760 | 102600 | 173880 | 264600
Diferencias
5 Quintas 51840 | 71280 | 90720
Diferencias
6 Sextas 3% x 6! 19440 | 19440
diferencias
TABLA E4. Matriz de Diferencias Finitas para la funcién Ps(k) = (3k% + k +3)°

Tenemos que p = 3.

6
Por la férmula (12): M = Z 3k* +k+3) < ) Z (21+1)

k=0 =0

Es decir que:

1 1 1 1 1 1 1
M = 1 4254 184 1944
3[27(21>+36(2)+ 25 (2)+22200(2)+50760(2)+580<2>+9 O<2 )}
M= 27 316 4254 22200 50760 51840 19440
=3 21 + 22 + 23 + 24 + 25 + 26 + 27

M = 13679.625

Ejemplo 5

oo 1 k4
Calcule la suma de la serie M = Z 3% T4
Tk
k=0
La funcién Py(k) = L k;4 4 es una funcién polinomial de grado 4, con coeficientes racionales, cuyas cuartas diferencias
son constantes e 1gualeb a (1/3)4!=8.

La matriz de diferencias finitas para la funcién Py (k) = %k‘l + % es la siguiente:

i k— 0 1 2 3 4 5 6

0 Pi(k) 3/4 | 13/12 | 73/12 | 111/4 | 1033/12 | 2509/12 | 1731/4

1 Primeras Diferencias 1/3 5 65/3 | 175/3 123 671/3 1105/3

2 Segundas Diferencias 14/3 | 50/3 | 110/3 | 194/3 302/3 434/3 590/3

3 Terceras Diferencias 12 20 28 36 44 92 60

4 | Cuartas (1/3) x 4! diferencias 8 8 8 8 8 8 8
TABLA E5. Matriz de Diferencias Finitas para la funcién Py(k) = (1/3)k* + 3/4
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1 7 1
ComoS:ﬁzéyporlotanto 571:6

Por la férmula (13) tenemos que:

M = 1.163065844

Ejemplo 6

Calcule la suma del ejercicio anterior pero sin incluir los primeros 5 términos de la serie:

> lk4+§
_ 3 4
M_Z 7k
k=5

Usaremos la misma matriz de diferencias finitas del ejemplo anterior.

Por la férmula (18) tenemos que:

S BB 1 s
M=2 7k _(7/6)42Ai(6>

Por tanto, usaremos los coeficientes de la columna 5 de la Matriz de Diferencias Finitas de la Tabla E5:

- EIEE) ()6 (5)E)=() ()

M = 0.017397372

3 Conclusion

En este articulo llamamos “series geométrico-polinomiales” a aquellas series geométricas cuyos coeficientes estan dados
por una funcién polinomial de grado n con coeficientes reales.

Toda serie de potencias infinita geométrico-polinomial, puede convertirse en una serie de potencias finita de solo n+1
términos. Esto lo demostramos formalmente por medio del Teorema 1 que nos muestra como expresar una serie
geométrica con relacion a las diferencias finitas de sus coeficientes y por medio del Teorema 2 que nos muestra c6mo,
después de aplicar n veces el Teorema 1, llegamos a obtener una serie finita con solo n + 1 términos, equivalente a
la serie infinita original. El Teorema 3 nos permite encontrar cudl es la serie finita equivalente a una serie infinita,
cuyo valor inicial para el indice es m en vez de 0.

En la revista Science del 24 de Junio de 2005 mencionan que el profesor William Dunham, en su nuevo libro “The
Calculus Gallery, Masterpieces from Newton to Lebesgue” proporciona la demostracién de Jacob Bernoulli

k
de la suma Y o, k:3(%) . Originalmente la demostracién aparecié en la obra de Bernoulli “Tractatus de seriebus
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infinitis earumque summa finita” (Tratado sobre las series infinitas y sus sumas finitas).

Después de consultar el libro de Dunham encontramos que Bernoulli dedujo que

201\ d(d®+4d+1)
3 Z —
;k (d)  (d-1)?

usando un método muy similar al que vimos para la serie N al inicio de este articulo.

Evidentemente Jacob Bernoulli encontré la suma de algunas series infinitas geométrico-polinomiales, por métodos
vélidos para algunos polinomios particulares, pero no por medio de un método general, valido para cualquier poli-
nomio, como si hicimos nosotros y lo documentamos en este articulo.
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