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Capitulo

El conjunto de los numeros enteros

Dios hizo los nuuimeros enteros, el resto es

obra del hombre

Leopold Kronecker

El Algebra, como disciplina matematica, se presenta, en cierto sentido, como una generalizacion de los
numeros enteros y sus propiedades fundamentales, brindando un marco conceptual aplicable a diversos
contextos matematicos. Este capitulo se centra en el examen de propiedades significativas de los nimeros
enteros y de la aritmética modular. Estas propiedades, detalladas en este contexto, se revelan como herra-
mientas esenciales que se empleardn de manera recurrente en los temas subsecuentes, contribuyendo asi

a la comprensidn y resolucion de problemas mateméticos mas avanzados.

m Propiedades basicas *

Las definiciones y teoremas recordados en este apartado acera del conjunto de los nimeros enteros, prin-

cipio de buena ordenacidn, divisibilidad, entre otros, seran fundamentales para el tema de Grupos.

Definicion 1.1.1:

Se llama Conjunto de los nimeros enteros al conjunto

Z:={...,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3, .. }.

Observacion 1.1.1.



Sobre la definicién 1.1 anterior, es importante considerar los siguientes aspectos:

1. Se pueden definir el conjunto de los niimeros enteros negativos como
7" ={...,-4,-3,-2,-1}
y el conjunto de los nlimeros enteros positivos como

7t :=1{1,2,3,4,...}.

2. De acuerdo con los puntos anteriores,

Z=7"u{0}juz".

3. Cuando se indica el conjunto de los niimeros enteros no negativos, corresponde al conjunto formado
por
{0yuz*={0,1,2,3,4,...}.

4. Aunque no se ha definido el conjunto de los nimeros naturales, denotado por N, este corresponde

al conjunto de los niimeros enteros positivos, es decir,
N:=1{1,2,3,4,...}.
5. A partir de lo puntos anteriores, se deducen las siguientes relaciones de inclusion:
a) Z- CZ. by Z* C Z. c) NCZ.

6. En el conjunto de los nimeros enteros se tienen dos operaciones, llamadas suma y multiplicacién,

que satisfacen las propiedades mostradas a continuacion.

Axioma 1.1.1:

Sea a, b, c € Z, entonces se cumple que:
1. (a+b)+c=a+(b+c).
2. a+b=b+a.

3. Existe0 € Ztalquea+0=0+a.




4. Existe —a € Z tal que a + (—a) = 0.
5. (ab)c = a(bc).

6. ab = ba.

7. 1-a=a.

8. alb+c)=ab+ ac.

9. ab=0siysdlosia=00b=0.

Teorema 1.1.1: Principio de la buena ordenacion.

Todo subconjunto no vacio de enteros no negativos, tiene un elemento minimo.

Ejemplo 1.1.1.

El elemento minimo del conjunto de los niimeros naturales N, es el 1.

Definicion 1.1.2:

Se dice que a € Z divide a b € Z, si existe g € Z tal que b = aq. Si a divide a b se escribe a | b.

Ejemplo 1.1.2.

El entero a = 4 divide a b = 20, pues existe g = 5 tal que 20 = 4-5. De acuerdo con la definicién anterior,

se escribe 4 | 20.

Teorema 1.1.2:

Para cualesquiera m, n, a, b, c € Z se cumplen las siguientes propiedades:
1. ala.
2. Sia|by b|c entonces alc.
3. Sia|by b|a entonces |a| = |b|.
4. Si a|lny a|m entonces a|bn + cm.

5. Si a|b entonces am|bm.

6. Siablacy a # 0, entonces b|c.



7. 1|m.
8. m|0.
9. Si 0|m entonces m = 0.

10. Sialby b # 0, entonces |a| < |b|.

Teorema 1.1.3: Algoritmo de la division (Euclides)

Sean a, b € Z dos enteros con b > 0, entonces existen Unicos g, r € Z tales que

a=b-q+r, con 0<r<b. (1.1)

Demostracion. Considere los ndmeros a,b € Z con b > 0. Se debe probar tanto la existencia como la
unicidad de los ntimeros enteros ¢, r que satisfacen la ecuacién (1.1). Para mostrar la existencia:, defina
el conjunto

S:={a-mb: meZ,a—bm>0}.

Note que S C Z y que S # @ pues S tiene al menos un elemento no negativo. Para ver esto, usando el
hecho de que b > 0, basta tomar un entero negativo m, tal que a > bm, es decir a — bm,, > 0, por lo que

a — bm, € S. Teniendo claro que .S # fJ, se analiza los casos en que 0 € S obien 0 ¢ .

= Si 0 € 5 entonces, por la forma que tienen los elementos de .S, existe ¢ € Z tal que a — gb = 0, es

decir, a = gb, que a su vez se puede escribir a = gb + 0, siendo en este caso r = 0.

= Si0 & .S, entonces todos los elementos de S son positivos y por el principio del buen orden, .S
tiene un elemento minimo positivo. Denote por r ese elemento minimo. Luego, por la definicion de
S se tiene que

r=a—bq paraalgin q € Z,

es decir,
a=bg+r, 0O<r. (1.2)

Falta probar que r < b. Para ello suponga por contradiccion que » > b. Entonces r — b > 0, pero,
como r = a — bg, entonces
a—bg—b2>0,



lo cual equivale a
a=-blg+1) 20,

por lo que a — b(q + 1) € S. Sin embargo, como b es positivo se tiene
a—blg+l)=a-bg—b<a—-bg=r,

lo cual contradice que r es el menor elemento de S, de aqui 0 < r < b como se deseaba.

Con el fin de probar la unicidad, suponga que existen q, r, ¢’ y ' en Z tales que

a=bg+r con 0<r<b

(1.3)
a=bq +r con 0<r <b
Se debe llegar a concluir que ¢ = ¢’ y r = ’. Ahora, de las igualdades en (1.3) se tiene que
a—a=gb+r—(gb+7"),
lo cual es equivalente a
0=(@—-g)o+r-r,
o bien
r—r' =(q' - q)b.
Esto significa que b divide a r — ¥/, es decir,
b|(r —r") (1.4)
Por otro lado, de las desigualdades en (1.3) se tiene que
0<r<by —-b<-r<0,
entonces
—-b<r—r <b,
lo que es lo mismo que
|r—#| <|bl=b, pues b>0. (1.5)

De las expresiones (1.4) y (1.5) se tiene que r — ' = 0, pues si r # r’ se contradice la parte 10 del teorema



1.1.2. Por lo tanto r = #'. Ahora, sustituyendo r = ' en (1.3) se tiene
a=bg+r con 0<r<b

a=bq +r con 0<r<b,

se resta ambas expresiones se tiene que
0=(g—¢q)b con 0<b

de donde es inmediato que g = ¢’. ]

Definicion 1.1.3:

Sean a, b dos nimeros enteros. Un nimero d € Z se llama mdximo comiin divisor de a'y b si se

cumplen las siguientes condiciones:
1. dlayd|b.
2. Si ¢ es un nimero entero tal que c|a y c|b entonces c|d.

El maximo comin divisor de a y b se denota (a, b) y basicamente es el mayor nimero que divide

tanto a a como a b.

Ejemplo 1.1.3.

El méximo comin divisor entre 84 y 120 es 12. Note que 12 divide a 84 y 120 y ademas no existe otro

nimero mayor de 12 que divida a ambos. Por lo tanto (84, 120) = 12.

Teorema 1.1.4:

Para cualesquiera a, b € Z, existen s,t € Z tales que (a, b) = sa + tb.

Demostracion. Considere el conjunto
S ={sa+1th : s,te€”Z}.

Tomando s = ay t = b, entonces a’> + b> € S, por lo que S contiene enteros positivos y por el principio
del buen orden existe un entero positivo mas pequefio. Denote por d ese elemento. Como d € .S entonces,
por la definicion de S, existen s,t € Z tales que d = as + bt. Se va a probar que d = (a, b), es decir, que

d es el maximo comun divisor de a y b. Para ello, se prueba primero que d|a y d|b. En este sentido, y por



el algoritmo de la division (Teorema 1.1.3) existen g, r € Z tales que

a=qd+r con 0<r<d. (1.6)

Despejando r de la ecuacion anterior y usando el hecho de que d = as + bt, se tiene que

r = a—qd
= a—q(as+ br)
= a-—qas— qbt

= (1—-gs)a+ (—qt)b

Esto significa que r € S. Pero, por la desigualdad en (1.6) se cumple que r < d y dado que d es entero
positivo mas pequefio de .S, se tiene necesariamente que » = 0. Luego, sustituyendo r = 0 en la igualdad
en (1.6) se tiene que

a=qd

Esto prueba que d|a. De modo similar se muestra que d|b.
Ahora se debe demostrar que d es el maximo comun divisor de a y b, es decir, probar que cualquier entero
¢ que divide a a y b también divide a d. Con este fin, considere ¢ € Z tal que c|b y c|b, entonces por la
parte 4 del Teorema 1.1.2

c|(as + bt)

y como d = as + bt se sigue que c|d. Por lo tanto d = sa+tb es el maximo comun divisor de a y b como

se afirmaba. ]

mAritmética modular : * :

En el ambito de las matematicas, la aritmética modular surge como una herramienta fundamental para

el andlisis de patrones y relaciones numéricas. De manera objetiva, la aritmética modular proporciona
un marco conceptual que se centra en las propiedades ciclicas de los nimeros bajo ciertas operaciones
aritméticas. Su utilidad subyace en el estudio de congruencias y su aplicaciéon extendida en la teoria de

numeros, criptografia y diversas ramas de la informatica.



Definicion 1.2.1:

Sean a, b € Z. Decimos que a es congruente con » médulo 7 si
n|(a — b).
Si a es congruente con b médulo n, se escribe

a = b(mod n). (1.7)

Observacion 1.2.1.

(=i}

1. Larelacién “=" define una relacidn de equivalencia en Z. La prueba de esta afirmacién queda como

ejercicio.

2. De acuerdo con la definicion anterior, a = b(mod n) siy sblo n|(a — b). Y esto sucede si existe

k € Z tal que a — b = kn. Es decir, a = b + kn. Por lo tanto, se puede escribir que

a = b(mod n) siysolosiexiste k€ Z talque a=b+ kn. (1.8)

Ejemplo 1.2.1.

Considere los enterosa = 15y b=7.Como 15 =2 -7+ 1,es decir 15 -1 =2 -7, entonces 2|(15 — 1)
por lo que 15 = 1(mod 2). También observe que 7|(15 — 1), entonces 15 = 1(mod 7).

Definicion 1.2.2:

Sea a € Z. Se define la clase de congruencia modulo » de a por

[a] :={beZ : b=a(mod n)}

Observacion 1.2.2.

Dado n € Z, el conjunto de todas las clases mddulo # es el conjunto

Z, :={[0],[11,121, 3], ..., [n = 11}.

De esta forma se “divide” Z en subconjuntos (disjuntos) o clases de equivalencia.

Ejemplo 1.2.2.



La clase del 0 mddulo 4 es el conjunto

[0] = {b€Z : b=0(mod 4)}
{0+4k :kez} por (18)
{4k . ke 7}

= {....,—8,-4,0,4,8,...}

La clase del 1, modulo 4, es el conjunto

[1]1 = {beZ : b=1(mod 4)}
{1+4k :kez} por (18)
{....=7,-3,1,5,9,...}

La clase del 2, médulo 4, es el conjunto

2] = {beZ : b=2(mod 4)}
{2+4k 1 ke 2z} por (1,8)
{....—6,-2,0,6,10,...}

La clase del 3, modulo 4, es el conjunto

31 = {b€Z : b=3(mod 4)}
{3+4k :kez} por (18)
{....=5,-1,3,7,11,...}

Si se construye la clase del 4, mddulo 4, se observa que es igual a [0]. De forma similar, médulo 4, se
tiene que [5] = [1], [6] = [2], [7] = [3], [8] = [0O], etcétera. Por lo tanto,

Z, = {[01, 11, (21, [31},

donde
[0]={...,-8,-4,0,4,8,...},

M={..,-7,-3,1,5,9,...},

2] ={...,-6,-2,0,6,10,...},



B31=1{...,-5-1,3,7,11,...}.

Definicion 1.2.3:

Dados a,b € Z, se definen, la suma de clases médulo n'y el producto de clases modulo n,

respectivamente, por
1. [a] +[b] :=[a+ b]

2. [a][b] := [ab]

Ejemplo 1.2.3.

Considere el conjunto de clases Z, = {[0], [1], [2], [3]}. Algunas sumas en Z,, utilizando la definicion

anterior, corresponde a:

[0]+[1] = [0+1]=[1]
2]1+[1] = [2+1]=[3]
B1+12] = B+2]=[5]=[1]
[21+[2] = [2+2]=[4]=10]

De hecho, la siguiente tabla resume todas las posibles sumas en Z,.

+ | [01] [1] | [2] | [3]
[0] | [O] | [1] ] 2] | [3]
(1] (11| [2] | [3] | [O]
(2] | [2] | [3] | [O] | [1]
(31| (31 | [0] | [1] | [2]

De forma similar, algunos productos en Z, son:

[01[1] = [0-1]=10]
21[1] = [2-1]1=[2]
[BI[2] = [3-2]=[6]=[2]
[21[2] = [2-2]=[4]=0]

Ademas, la siguiente tabla resume todos los posibles productos en Z,.
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m Ejercicios

R/ p.246 @ Ejercicio 1.3.1 (Divisibilidad)

Sean a, b € Z tales que a|b, muestre que

—alb.

a|(=b).

(—a)|(=b).

R/ p.246 @ Ejercicio 1.3.2 (Divisibilidad)

Dados enteros a, b, ¢, d, verifique lo siguiente

Si a|b entonces a|bc.

Sia|by a|c entonces a?|bc

R/p.246 @ Ejercicio 1.3.3 (Divisibilidad)
Muestre que 3| (n3 + 2n) para todo n € N.

R/ p.247 @ Ejercicio 1.3.4 (Divisibilidad)

Sean a, b € N ntimeros impares, con a > b. Muestre que 8|(a® — b?).

R/ p.247 @ Ejercicio 1.3.5 (Residuo)
Muestre que, cuando el cuadrado de un nimero impar se divide por 8, el residuo es 1.



@ Ejercicio 1.3.6 (Divisibilidad) R/ p.247
Sean a,b,d € Z cond # 0, d|ay d|b. Muestre que a|b si y solo si %

QUS>

@ Ejercicio 1.3.7 (Divisibilidad) R/ p.248
Muestre que si a es impar, entonces 12| (a® + (a +2)* + (a + 4)* + 1)

@ Ejercicio 1.3.8 (Divisibilidad) R/ p.248

Muestre que si a € Z entonces 2|a(a + 1).

@ Ejercicio 1.3.9 (Algoritmo de la divisién) R/ p.248

Muestre que si a,b € Z con b > 0, entonces, existen Uinicos enteros g, r tales que

a=qgb+r, con 2b<r<3b

@ Ejercicio 1.3.10 (Divisibilidad) R/ p.249

Sean a, b € Z con b # 0. Muestre que b|a si y sélo si el residuo de dividir a por b es igual a cero.

@ Ejercicio 1.3.11 (Divisibilidad) R/ p.250
Muestre que cualquier nimero entero de la forma 6k + 5 es también de la forma 3m + 2. Muestre también

que lo contrario no sucede.



R/p.251 @ Ejercicio 1.3.12 (Divisibilidad)

Muestre que el cuadrado de cualquier nimero entero tiene una de las formas 3k o 3k + 1.

R/p.252 @ Ejercicio 1.3.13 (Divisibilidad)

Muestre que no existen enteros a, b tales que a + b = 100y (a, b) = 3.

R/ p.252 @ Ejercicio 1.3.14 (Divisibilidad)
Muestre que si (a, b) = 1, entonces (2a + b,a+2b) =10 (2a+ b,a+2b) =3

R/p.253 @ Ejercicio 1.3.15 (Divisibilidad)

Muestre que si (a, b) = 1, entonces (a + b, ab) = 1

R/p.254 @ Ejercicio 1.3.16 (Divisibilidad)

Use el algoritmo de la divisidn para hallar el maximo comiun divisor de las siguientes parejas de nimeros

~

2456, -1234

5096, 7098

12321, 8658

156, 1740




@ Ejercicio 1.3.17 (Divisibilidad) R/ p.255

Use el algoritmo de la divisidn para hallar s, € Z tales que

(56,72) = 565 + 72t

(24,138) = 245 + 138t

(119,272) = 119s + 272t

@ Ejercicio 1.3.18 (Divisibilidad) R/ p.257
Sean a,b € Z y p un primo.

Muestre que si ab = 0(mod p), entonces [a] = [0] o [b] = [0].

Muestre que si ab = ac(mod p) con [a] # [0], entonces [b] = [c].

Muestre que si a*> = b*(mod p), entonces [a] = [b] 0 [a] = —[b].
@ Ejercicio 1.3.19 (Divisibilidad) R/ p.259
Sean a, b € Z. Muestre que si ¢ > 0y a = b (mod n), entonces ca = cb (mod cn).
@ Ejercicio 1.3.20 (Divisibilidad) R/ p.259
Sean a, b, n € Z divisibles por d € N. Muestre que si a = b (mod n), entonces % = 3 (mod %)



R/p.260 @ Ejercicio 1.3.21 (Divisibilidad)

De un ejemplo para mostrar que a*> = b*> (mod 1) no implica que a = b (mod n).

R/p.260 @ Ejercicio 1.3.22 (Divisibilidad)

Si a = b (mod n), muestre que (a, n) = (b, n).



Capitulo

Teoria de Grupos

jTrinidad grandiosa! ;Tridngulo
luminoso! [El que no os ha conocido es

un insensato!

Teorema de Jordan-Holder

En este capitulo, se aborda la Teoria de Grupos, una rama matematica esencial para comprender las pro-
piedades algebraicas de conjuntos bajo operaciones especificas. Su origen en el siglo XIX, propuesto por
Evariste Galois', estableci las bases para el analisis sistematico de estructuras algebraicas que capturan
conceptos fundamentales como la simetria y la transformacion. Se exploraran definiciones clave, como
la cerradura bajo operaciones binarias, junto con propiedades inherentes, incluyendo la existencia de un
elemento neutro y la presencia de inversos, para proporcionar una comprension profunda de cémo los
grupos modelan fendmenos matemaéticos y fisicos.

A lo largo de este estudio, se presentardn ejemplos concretos y se desarrollard la teoria necesaria. Este

enfoque impersonal permitira a los lectores familiarizarse con los principios esenciales que subyacen en

ILa vida de Evariste Galois, un matematico francés del siglo XIX, estuvo marcada por su pasion y genialidad, asi como
por las adversidades personales y politicas de la época. Naci6 el 25 de octubre de 1811 en Bourg-la-Reine, Francia.

Galois destac6 desde temprana edad en matematicas, y a los 16 afios ya habia desarrollado gran parte de la teorfa de grupos
y la teoria de Galois, que mas tarde seria fundamental en el dlgebra abstracta. Sus contribuciones revolucionaron la teoria de
ecuaciones algebraicas y proporcionaron un enfoque estructurado para comprender las soluciones de estas ecuaciones.

A pesar de su brillantez matematica, Galois enfrentd desafios en su vida personal y politica. Estuvo involucrado en activi-
dades politicas durante la Revolucion de 1830 en Francia, y su participacion le llevo a ser arrestado y encarcelado brevemente.
También enfrent tensiones personales y rivalidades académicas.

Tragicamente, Evariste Galois muri6 en un duelo a la edad de 20 afios, el 31 de mayo de 1832. Su legado, sin embargo, ha
perdurado a lo largo de los afios. La teoria de Galois se convirtié en una herramienta esencial en la resolucién de ecuaciones
algebraicas y sentd las bases para el desarrollo posterior del dlgebra abstracta. Su impacto en las matematicas es reconocido
como fundamental, y la teoria de Galois sigue siendo una parte integral del curriculo matematico hasta el dia de hoy. Consultar

en (2024)



la estructura algebraica de los grupos, prepardndolos para abordar problemas matematicos y cientificos

mas avanzados.

Definicidon y ejemplos de grupos. *

Dentro del vasto campo de las Matematicas, los grupos emergen como estructuras algebraicas fundamen-

tales que capturan esencialmente la nocidén de simetria y transformacién. En dicho sentido, los grupos
proporcionan un marco conceptual que permite analizar y comprender las propiedades fundamentales de

conjuntos bajo operaciones especificas.

Definicion 2.1.1: Grupo.

Un grupo es un par (G, *), donde G es un conjunto y * es una operacidon en G que cumple los

siguientes axiomas:

1. La operacion “ % es cerrada en G. Es decir, para cualesquiera dos elementos g, g, € G, se

tiene que g, * g, € G.

2. La operacidn “ *”’es asociativa. Es decir, para cualesquiera tres elementos g, g,, & € G, se
tiene que

(81 * &) * & = & * (& * &)
3. Existe un elemento e € G tal que paratodo g € G
grxe=g=ex*g.

El elemento e se llama el elemento identidad o elemento neutro de la operacion *. Mis

adelante se probara que este elemento es Gnico.
4. Para cada elemento g € G, existe un elemento g’ € G tal que
'
g§*g =e=g *g.

El elemento g’ se llama el inverso de g. El inverso de un elemento se denota por g~! o bien

por —g.

Observacion 2.1.1.

De manera similar a la definicion 2.1.1 anterior, se consideran los siguientes puntos:



1. Si (G, %) s6lo cumple la cerradura y la asociatividad, entonces (G, ) se llama semigrupo.

2. Si (G, *) s6lo cumple la cerradura, la asociatividad y la existencia del elemento neutro, entonces

(G, %) se llama monoide.

3. Para probar que un conjunto G, junto con una operacidn *, es un grupo, hay que verificar que la

operacion x* satisface las cuatro condiciones de la definicion (2.1.1).

4. Cuando se prueba la existencia del elemento neutro se debe mostrar que x * e = x (existencia del

elemento neutro por la derecha) y que e * x = x (existencia del elemento neutro por la izquierda).

5. Cuando se prueba la existencia de los elementos inversos, de igual forma se debe probar tanto por

la derecha como por la izquierda.
Ejemplo 2.1.1.
El par (Z, +), donde + es la suma usual de nimeros enteros, €s un grupo.

Demostracion. Se verifica que + satisface las condiciones de la definicidn 2.1.1, segtin se detalla a con-

tinuacion:
1. Cerradura: note que si x, y € Z entonces, x + y también esti en Z.

2. Asociatividad: sean x, y, z € Z. Dado que la suma es asociativa en R, entonces también lo es en Z,

es decir se cumple (x +y) +z = x + (¥ + 2).
3. Existencia de un elemento neutro: el elemento identidad de la suma usual es 0 € Z.
4. Existencia de inversos: Paracada x € Z, el inversoes —x € Z.
Asi que todos los axiomas de grupo se cumplen. Por lo tanto (Z, +) es un grupo. O]
Ejemplo 2.1.2.

De manera similar el caso anterior, los pares (R, +), (Q,+), (R— {0}, ), (Q—{0}, -), donde + y - denotan

la suma y el producto de niimeros reales, son grupos.
Ejemplo 2.1.3.

El par (Z — {0}, -), donde - es la multiplicacién usual, no es grupo porque dado un elemento a # 1, su
inverso es a’ = —, el cual no es un elemento de Z — {0}. Sin embargo, si cumple con la cerradura, la

a
asociatividad y el elemento neutro que es e = 1, por lo tanto es un monoide.



Ejemplo 2.1.4.

SeaG :=R - {x,y€ R : xy=1}. En G considere la operacion

x+y
1—xy

X*y=

El par (G, *) es un grupo.

Demostracion. Se debe verificar que la operacion * satisface las condiciones de la definicion 2.1.1, esto
es:

1. Cerradura: para mostrar la propiedad de cerradura observe que xy # 1, entonces 1 — xy # 0, con

lo cual x * y estd bien definida y su resultado es un elemento de R, es decir,

xX+Yy

eR.
1—xy

X%y=

2. Asociatividad: para probar la propiedad asociativa considere x, y y z nimeros reales, entonces:

X+
(xxy)xz = y*z
1—xy

X+y

+z
1—xy

1—<x—+y>z
1—xy
X+y+z—xyz
1—xy
l—xy—xz—yz

1—xy
X+y+z—xyz

l—xy—xz—yz
De forma similar se comprueba la igualdad

X+y+z—Xxyz

X x(yxz)= l—xy—xz—yz

Con estos resultados se concluye que (x * y) * z = x * (y * z).

3. Existencia de un elemento neutro: se debe encontrar un elemento e € G tal que x x e = x = e * Xx.



Para ello, note que si x * e = x implica que

X+e
= X
1 —xe
= x+e = x—x’
> e+x’ = 0
= e(l+x* = 0, donde 14 x>#0,
=> e = 0.

De forma aniloga se prueba que existe el elemento neutro por la izquierda; para ello suponga que
e % x = x y se concluye que e = 0. Finalmente, con los resultados obtenidos se verifica la existencia

del elemento neutro.

4. Existencia de inversos: para probar la existencia de elementos inversos considere un elemento x en

G, se debe encontrar un x’ en G tal que x * x’ = 0 = x’ % x, puesto que e = 0 es el elemento
!/

. . + x . .
neutro por el punto anterior. Note que x * x’ = 0 equivale a - = 0, de aca se despeja x' de
forma sencilla y se concluye que x’ = —x. De forma analoga se llega a que si x’ * x = 0, entonces
x" = —x. Por lo tanto, si x estd en G, su elemento inverso bajo la operacion * es —x.
De esta forma se concluye que (G, *) es un grupo. ]

Ejemplo 2.1.5.
En R — {0} defina la operacién x * y = 4xy. Entonces (R — {0}, *) es un grupo.

Demostracion. Se debe verificar que la operacion * satisface las condiciones de la definicion 2.1.1, esto

€S

1. Cerradura: visualice que si x, y estan en R — {0}, entonces 4xy también es un elemento de R — {0}.

Asi se verifica que x * y = 4xy es una operacion cerrada.

2. Asociatividad: sean x, y'y z elementos de R — {0}, entonces

(xxy)*xz = (@xy) *z
= 4(4xy)z
= l6xyz
= 4x(4yz)
= x % (4yz)

= x*(y=*2).



Por lo tanto, la operacion * es asociativa.

3. Existe un elemento neutro: primero se busca en elemento neutro por la derecha. Para ello sea x un
elemento de R — {0} tal que x * e = X, esto implica que 4xe = x y puesto que x # 0, se obtiene
que e = R De forma aniloga se resuelve que si e * x = x, entonces e = T por lo tanto este seria

en elemento neutro.

4. Existencia de inversos: sea x un elemento de R — {0}, se debe encontrar un elemento x’ en R — {0}

tal que x * x’ = i lo cual implica que 4xx’ = % de donde se obtiene que x’ = % donde x # 0.
X

. ) . 1 )
Ademas, se llega a la misma conclusion si x’ % x = 7 Entonces, el elemento inverso de x # 0

corresponde a x’ = L
16x
De acuerdo con lo anterior, se concluye que (R — {0}, %) es un grupo. ]
Ejemplo 2.1.6.
Considere el conjunto de los nimeros complejos
C:={a+bi : a,bER, i*=-1}.
Se define en C la operacién suma por

(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i.

Con esta operacion, C es un grupo.

Demostracion. A continuacion se verifica que la suma en C satisface las condiciones de la definicién
2.1.1:

1. Cerradura: seanz,,z, € C,z; = a+bi,z, = c+dicona,b,c,d € R.Comoa+c € Ryb+d € R,

entonces

zy+2z,=(a+bi)+(c+di)=(a+c)+(b+d)i e C.

Esto prueba que z, + z, también estd en C.



2. Asociatividad: sean z,,2,,z2; € C, zy =a+bi,zy =c+diyz;=e+if cona,b,c,d,e, f € R.
Usando el hecho de que la suma es asociativa en R se tiene:

(z)+2z)+2z3 = (a+bi+c+di)+e+ fi
= (@a+c)+b+d)i+e+ fi
= (@a+c)+e+((b+d)+ f)i
= a+(c+e)+b+d+ [f)i
= a+bi+({(c+e)+(d+ f)i)
= a+bi+(c+di+e+ fi)
= z,+ (2, + z3).

3. Existencia de un elemento neutro: el elemento identidad de la suma usuales O := 0+ 0i € C. En

efecto, para cada z = a + bi € C se tiene
z40=a+bi+0+0i=(@+0)+(b+0)i=a+ bi =z
Similarmente se prueba que 0 + z = z.
4. Existencia de inversos: para cada z = a + bi € C, el inverso es —z := —a + —bi € C. En efecto
z+—z=a+bi+—-a+-bi=(@+-a)+(b+-bi=0+0i =0.

Lo mismo ocurre si —z + z = 0.
Por lo tanto (C, +) es un grupo. ]
Ejemplo 2.1.7.

El conjunto de nimeros pares definido por
27 = {-,-4,-2,0,2,4,---} ={2n : n € Z},

con la suma usual + de nliimeros enteros, s un grupo.
Demostracion. A continuacion se prueba los axiomas respectivos:

1. Cerradura: sean x,y € 27, x = 2a'y y = 2b para algunos a,b € Z. Entonces x + y = 2a + 2b =
2(a + b), el cual es un nlimero par y por tanto estd en 2Z.



2. Asociatividad: sean x, y 'y z elementos de 27, x = 2a, y =2by z = 2c para a, b, c € Z, entonces

x+y+z = Ra+2b)+z
= (2a+2b)+2c
= 2a+ 2b+2c)
= 2a+(y+2z)
= x+((y+2).

3. Existencia de un elemento neutro: es claro que el elemento neutro es el cero.

4. Existencia de inversos: si x es un elemento de 27, x = 2a con a € Z, no es dificil comprobar que

x" = —2a es su inverso.
Se concluye que (2Z, +) es un grupo. L
Ejemplo 2.1.8.

Considere la operacion * definida sobre (R — {0}) X R por:
(a,b) % (c,d) = Qac,b+d +4).

Entonces (R — {0}) X R, %) es un grupo.
Demostracion. De forma similar a los ejemplos anteriores, se muestra los siguientes axiomas:

1. Cerradura: sean (a,b) y (c,d) elementos de R — {0} X R. Note que a,c € R — {0}, por lo tanto
2ac € R — {0}. Ademas, es claro que b+ d + 4 € R, por lo tanto (a, b) * (c,d) = 2ac,b+d + 4)
es un elemento de (R — {0}) X R.

2. Asociatividad: la operacion es asociativa pues dados (a, b), (c,d) y (e, f) elementos de (R—{0})XR,

entonces

[(a,b) * (c,d)] * (e, f)

Qac,b+d +4) x (e, f)
2QRac)e,(b+d+4)+ f+4)
(4ac,b+d + f +9).

De manera similar se prueba que

(a,b) % [(c,d) * (e, f)] = (4ac,b+d + [ + 8),



lo cual permite verificar que [(a, b) * (c,d)] * (e, f) = (a, b) * [(c,d) * (e, f)].

3. Existencia de un elemento neutro: sea (a, b) un elemento de (R — {0}) X R. Se debe encontrar un
elemento (e, e,) de (R — {0}) X R tal que

(a5 b) * (619 62) = (a9 b) = (e19 62) * (a5 b)
Primero se encuentra el elemento neutro por la derecha, esto es:

(a,b) * (e;,e;) = (a,b)
= (2ae,b+e,+4) = (a,b)
= 2ae, = a b+e,+4=0b

e =-
= 1= 5

<

82 = _4.

<

Asi, el elemento neutro por la derecha es (%, —4). De forma anéloga se comprueba que también

es el elemento neutro por la izquierda.

4. Existencia de inversos: sea (a, b) un elemento de (R — {0}) X R, entoncesse busca un elemento
(d,b')de (R —{0}) X R tal que
1

(a.b) % (d., V) = (5, —4) = (d. ) * (ab).

Para el inverso por la derecha note que

(a,b) % (d,b) = (1’ _4>

2
= Qad.b+b +4) = (%,—4)
= 2ad =5 y b+b+4=—4
=> a’=41—a,a7é0 y b =b-8.

Con ello, el elemento inverso de (a, b) es (i, b— 8) que también es un elemento de (R — {0}) X R.

De forma anédloga se muestra que es el mismo elemento inverso por la izquierda.

Con los anterior probado, se tiene certeza que ((R — {0}) X R, ) es un grupo. O
Ejemplo 2.1.9.

Sea S! 1= {(x,y) € R? | x> + y* = 1}. Considere la operacion * definida sobre S! como sigue

(X1, y1) * (X0, ¥p) 1= (X1 Xy — Y1 V2, X1 Yy + V1 X5)
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Entonces (S', *) es un grupo.

Demostracion. Note que S' es el conjunto de puntos que se encuentran en el circulo de radio uno. Con

esto claro, en los siguientes pasos se prueban los axiomas respectivos:

1. Cerradura: Sean (x,,y,)y ,(x,, y,) dos elementos en S!, entonces se cumple que
xi+yi=1y x2+y=1 2.1

Para comprobar que (x,, y;) * (x5, ¥,) = (X;X, — ¥, ¥, X, ¥, + ¥, X,) es cerrada, se debe mostrar que

(x1Xy — Y12, X, ¥, + ¥;X,) €s un elemento de S', es decir, se debe verificar la igualdad

(1% =y 1) + (X3, + yyx)° = 1.

En efecto,

(X% — Y0 + (X135 + Y1 %,)° = xfx% —2X,X,),¥, + yfyg + x%yi +2x,Y,¥,%X, + yfx%
= XX VY X

= (P ) + (g + x107)

= (T +y)+ 107 +x)

= x% + yi por la primera igualdad dada en 2.1,

= 1 porlasegunda igualdad dada en 2.1.

2. Asociatividad: sean (x,,y,), (x5, y,) y (x5, ;) elementos de S', se debe verificar que

(O yp) * (X0, 1)1 * (X3, ¥3) = (X1, ¥p) * [(X5, ) * (X3, ¥3)].

Con este fin se desarrolla primero la expresion de la izquierda:

[Cepyp) * (g, ¥o)] * (X5, ¥3) (X1X3 = Y1Y2, X1 Y5 + Y1 X,) * (X3, ¥3)

((xlxz = Y)x3 — (X1, + ¥ X))y,
(xyx, — yl)’z))’3 + (X, + Y1x2)x3>

(x1x2x3 — ViVaX3s — X1 Vo¥3 — VX2 )V3,

X1X2Y3 = V1Yo Y3 + XY, X3 + y1x2x3).



De forma similar:

(X1 1) * (O, 12) % (x5, )] = (%1, 1) * (X3X3 = o3, X203 + ¥oX3)
= (%0005 = 1203) = 11(X203 + 12X3),
X1 (X273 + ¥ox3) + Y1 (Xp X3 = ¥,33))
= (1X0X3 = X 0¥3 = ViX0Y3 = V11a%3),

X1XyY3 + X Yo X3 + Y XpX3 — y1y2y3)).

Puesto que ambas expresiones tienen el mismo resultado, se verifica la propiedad asociativa.

3. Existe un elemento neutro: sea (x;,y,) un elemento de S', se debe encontrar un elemento (e, e,)

en S! tal que
(x1,,) * (eq,e,) = (x,¥,) (Elemento neutro por la derecha).
Esta igualdad se cumple si y sélo si
(x1e) — yie5, X6, + yiep) = (X, yy)s

de donde se forma el siguiente sistema de ecuaciones:

X1y = Viea = X4
Xietye =y
De la primera ecuacion se obtiene que
X1 — X
e, =
2
Y1
y de la segunda ecuacion
Y= Ne



Ambos resultados se igualan y se despeja e, esto es:

X8y — Xy Vi — Vi€
N1 B X1
>  xle,—xI = y —ye
= xfe1 + y%e1 = x% + yf
=> (x% + yf)e1 = x% + y%
=> e, = 1.

También se pudo haber usado el hecho que (x,, y,) es un elemento en S!, por lo tanto x% + yf =1,
entonces en el paso tres de la ecuacion anterior se concluye de inmediato que e; = 1. Ahora,

X1 — Xy V1= e

recuerde que e, = ,obiene, = , en cualquiera de los dos casos se cambia el

1 X1
valor obtenido de e, = 1 y se obtiene que e, = 0. Con esta informacion, el elemento neutro por
la derecha corresponde a (1,0). No es dificil verificar que también es el elemento neutro por la

izquierda. Ademas, es claro que (1, 0) es un elemento de S'.

. Existencia de inversos: sea (x,, y,) un elemento de S!, se debe encontrar un elemento (x'l, y’l) enS!

tal que
(x1,¥1) * (x},y}) = (1,0) (Elemento inverso por la derecha).

De aci se infiere que (x, x| — )}, x,), + y,x}) = (1,0), de donde se forma el siguiente sistema de

ecuaciones:
/ / —
xlxl - yl yl -
/ / —
)y +yx; = 0
xx' =1 -y, x
. . . / 1 oy 1
De la primera ecuacion se obtiene que y| = y de la segunda ecuacion y, = . Estos
X
1 1
resultados se igualan y se despeja x|, esto es:
!/ !/
xpxp — 1 X
Vi X
2. _ — 124
= X{X, =X = =YX,
2.0 2.0
= XX X, = X
2 2N/ —
=> (7+y)x; = x4
r 2 2
=> x| = x; puestoque xj;+y; =1
, xpxp—1 ., —y1X) . .
Recuerde que V)= , 0 bien yy=——.en cualquiera de los dos casos se cambia x| =x
X

1 1
y se obtiene que y; = —y,. Entonces, el elemento inverso de (x;, y,) por la derecha corresponde a



(x;,—y,)- No es dificil verificar que también es el elemento inverso por la izquierda. Asimismo, es

claro que (x;, —y,) es un elemento de S'.
Finalmente, con los axiomas verificados se establece que (S!, *) es un grupo. U
Ejemplo 2.1.10.

Considere un conjunto G := {e, a} con la operacién ““ x"definida por la siguiente tabla:

* | e | a
e | e |a
alaje

El par (G, *) es un grupo.

Demostracion. A partir de la tabla dada es claro que la operacion * *” es cerrada y asociativa. El neutro
para la operacién “ %’ es e yaque e * a = a * e = a. En cuanto a los elementos inversos de e es e y el
de a es a mismo. Por lo tanto, se cumplen todas las propiedades de la definicion (2.1.1) y se concluye que

(G, *) es un grupo. [
Ejemplo 2.1.11.

El conjunto G := {1,-1,—i,i}, donde i* = —1, con la multiplicacién de los nimeros complejos, es un

grupo. La tabla de este grupo se muestra a continuacion:

1| -1 i| =i
1 1] -1 i| =i

Demostracion. A partir de la tabla anterior es claro que la operacion es cerrada. La asociatividad se hereda
de la multiplicacién de los nimeros complejos. El elemento neutro es 1. El elemento inverso de —1 es él

mismo, el inverso de i es —i y el de —i es i. Por lo tanto (G, -) es un grupo. [
Observacion 2.1.2.

Para probar que un par (G, *) no es grupo, es suficiente verificar que una de las condiciones de la definicion
2.1.1 no se satisface.
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Ejemplo 2.1.12.
El par (27, -), donde - es la multiplicacién usual de nimeros reales, no es un grupo.

Demostracion. Es suficiente probar que no hay un elemento neutro. Considere un elemento x € 2Z—{0}.

Este elemento es de la forma x = 2n, para algiin n € Z. Si existiera un elemento neutro e, se tendria

e-(2n) = 2n,

es decir, e = 1, sin embargo, 1 € 2Z, entonces la ecuacion anterior no tiene solucion en 2Z. Por lo tanto

(27, -) no es grupo. [
Ejemplo 2.1.13.

El conjunto 2Z + 1 := {2n+ 1|n € Z} con la suma usual de suma de los nlimeros enteros, no es un
grupo.

Demostracion. En particular tome los nimeros 3 y 5, ambos son impares y por lo tanto pertenecen al
conjunto 2Z + 1. Observe que 3+ 5 = 8, pero 8 & 27 + 1, es decir, la suma no es cerrada en este conjunto.
Asi, (2Z + 1,+) no es un grupo. O

Ejemplo 2.1.14.
El par (R, %) donde a * b :=a+ (b — 3)(b — 2), no es un grupo.

Demostracion. En este caso, y en particular, para cada a € R se cumple que a * 2 = a, es decir, el

numero 2 es el elemento neutro por la derecha con respecto a *. Sin embargo, note que
2xa=2+(a-3)a—-2)=a"—5a+8+#a,

excepto para a = 2 0 a = 4. Sin embargo, el elemento neutro debe ser el mismo para para cada a y no
para ciertos valores.
O

Ejemplo 2.1.15.

Sean (G4, -) y (G,, *) dos grupos cualesquiera. Se define en G, X G, la operacion

(81,8)®(hy,h,y) :=(g, - h,g * h,)

para cualesquiera g,, h, € Gy, g,, h, € G,.Con esta operacion G, X G, es un grupo. De hecho, el par
(G, X G,, ®) se llama producto directo de G, y G,.



Demostracion. De forma similar a los ejemplos anteriores, se muestra que se cumplen los axiomas de la

definicion de grupo segin se aprecia a continuacion:

1. Cerradura: sean (a, b) y (c,d). Usando el hecho de que las operaciones - y * son cerradas, se tiene

que
(a,b)@(c,d)=(a-c,bxd) e G, XG,.

Esto prueba que la operacion @ es cerrada.

2. Asociatividad: sean (a, b), (c,d) (e, f) elementos de G, X G,. Dado que las operaciones - y * son

asociativas, se tiene

((@b)®(c.d)) ®(e. /) = ((a-c.,bxd))® (e, f)
= ((@a-c)-e,(bxd)x* f)
= (a-(c-e),bx(d=*f))
= (@,h)® ((c-e),(d * f))
= @h® ((c.d)® (e /)

Esto prueba que la operacién @ es asociativa.

3. Existencia del elemento neutro: el elemento neutro en G, X G, es (e, e,) € G, X G,, donde e, es el

elemento neutro en G, y e, es el elemento neutro en G,.

4. Existencia de inversos: sea (a,b) € G, XG,. Comoa € G,y b € G,, existen sus elementos inversos

a' € G, y b! € G,. Entonces, el inverso de (a, b) es el elemento (a~!,b7!) € G, X G,.
Esto concluye la prueba de que (G, X G,, ®) es grupo. Ol
Observacion 2.1.3.
De manera analoga, en el caso de grupos aditivos (G, +,) y (G,,+,), se define la suma directa sobre

G, X G, por
(g1,8) @ (hla hz) =(g +; hl’ 8 hz)-



2.1.1. EL grupo de Klein

En teoria de grupos, el o grupo de cuatro de Klein, es un grupo formado por cuatro elementos, donde cada
uno de ellos es inverso de si mismo. Se le llama asi en honor al matemético aleman Felix Klein?, y se

denota generalmente con la letra V', por el vocablo aleman Vierergruppe, que significa grupo de cuatro.
Ejemplo 2.1.16.

Un forma de entender la naturaleza de este grupo es mediante su interpretaciéon como el grupo de movi-
mientos rigidos o simetrias de un rectangulo. Considere un rectangulo con vértices A, B, C'y D como se

muestra en la figura

D C

Figura 2.1: Rectangulo R

Fuente: Elaboracion propia

A partir de este, se pueden definir las siguientes transformaciones que preservan la forma y el tamafio

de dicho rectangulo:

= Identidad (e): no se hace ninglin cambio, el rectangulo permanece en su posicion original. También

se puede considerar como una rotacién de 360 grados.

2Felix Christian Klein (Diisseldorf, 25 de abril de 1849 - Gotinga, 22 de junio de 1925) fue un destacado matemético
aleman cuyas contribuciones revolucionaron la comprension de las geometrias métricas, tanto euclidianas como no euclidianas.
En 1871, present6 un influyente marco teérico conocido como el "programa de Erlangen", donde llevé a cabo una notable
clasificacion de las geometrias. Este programa marcé el fin de la divisién entre la geometria pura y la geometria analitica al
establecer que ambas son casos particulares de la geometria proyectiva. En su clasificacién, introdujo el concepto de grupo,
otorgandole un papel central al convertir el objeto de estudio de cada geometria en el anélisis del grupo de transformaciones
que la caracteriza. La influencia duradera de Klein se evidencia en su impacto significativo en la teorfa de grupos y en la
unificacidn de distintas ramas de la geometria. Consultar ( )



Figura 2.2: Transformacion e
Fuente: Elaboracion propia

= Reflexion horizontal (h): se refleja el rectangulo en relacion con la recta horizontal que pasa por

el centro del rectangulo.

Figura 2.3: Transformacién h

Fuente: Elaboracion propia

= Reflexion vertical (v): se refleja el rectangulo en relacion con la recta vertical que pasa por el centro

del rectangulo.



Figura 2.4: Transformacion v

Fuente: Elaboracion propia

= Rotacion de 180° (r): se rota el rectangulo 180 grados en torno al punto medio de su base.

A B C
r

—->

B A

A

C

Figura 2.5: Transformacion r

Fuente: Elaboracion propia

Ahora, por ejemplo, si se aplica v y luego A, se obtiene una rotaciéon de 180 grados, es decir, se obtiene
r. Esto se puede escribir como voh = r. Otro ejemplo podria ser si se aplica 4 y luego de nuevo A, se
mantiene el rectangulo original, es decir, se obtiene e, lo cual se puede denotar como hoh = e, y asi
de forma sucesiva. En general, el grupo de Klein se define como el conjunto V' := {e, h,r,v} con la

e 9

operacion “o”, que tiene una relacion directa con la composicidn de funciones. La siguiente tabla muestra



rlrilovlel|h

viv|ir|hle

Note que la operacion es cerrada y asociativa. Ademas, el elemento neutro es e y el elemento inverso de

un elemento es el mismo elemento, cumpliendo asi con los axiomas de la definicién de grupo 2.1.1.

Algunos ejemplos gréficos son los siguientes:

1. (hor)(R) = v(R)

Figura 2.6: Operacion (hor)(R)

Fuente: Elaboracion propia

2. (vov)(R) = e(R)



3. (voh)(R) =

A

4. (hoh)(R) =

A

r(R)

Figura 2.7: Operacion (vov)(R)

Fuente: Elaboracion propia

e(R)

Figura 2.8: Operacién (voh)(R)

Fuente: Elaboracion propia

Figura 2.9: Operacion (hoh)(R)
Fuente: Elaboracion propia




5. (rov)(R) = h(R)

A B B A C

Figura 2.10: Operacién (rov)(R)
Fuente: Elaboracion Propia

2.1.2. Elgrupo (Z,,+)

Teorema 2.1.1:

Para cualquier n € N, el conjunto Z, es un grupo con la suma de clases de la definicién 1.2.3.
[a] + [b] :=[a + b]

para cualesquiera [a], [b] € Z,,.

Demostracion. Se debe probar que (Z,, +) satisface las condiciones de la definicion de grupo (2.1.1).
1. Cerradura: Sean [x],[y] € Z,. Por el algoritmo de la division (1.1.3) existen g, r € Z tales que
x+y=gqn+r con 0<r<mn

Como 0 < r < n, entonces [r] € Z,. Ahora, tomando las clases médulo » y usando el hecho de que

[#] = [0], se tiene que
[x+yl=lgn+r]=I[gn]+[rl =[glln]l +[r]l =1[r] € Z,

Por lo tanto la suma de clases es cerrada sobre Z,,.



2. Asociatividad: Sean [x], [y], [z] € Z,. Entonces

([x]+[yD+[z] = [x+yl+[z] porlaDefiniciéon 1.2.3 de sumaen Z,.
= [(x+y)+2z] porlaDefiniciéon 1.2.3 de sumaen Z,.
= [x+ (y+z)] porlaasociatividaden Z.
= [x]+[y+z]
= [x]+(y] + [zD.

3. Existencia de elemento neutro: en este caso el elemento neutro para la suma de clases es [0]. Esto

se verifica facilmente, pues si [x] € Z,, entonces

[x]+[0] =[x+ 0] =[x] y [0]+[x]=[0+x]=[x].

4. Existencia de inversos: sea [x] € Z,. Se puede suponer que 1 < x < n — 1. Entonces, por la

observacion (1.2.2) el inverso de [x] es [n — x] € Z,, pues
[x] +[n—x] =[x+ (n—x)] = [n] =[0].

De igual forma se concluye que [# — x] + [x] = [0]. Con la informacién anterior se concluye que
(Z,,+) es un grupo.

Ejemplo 2.1.17.

Por el teorema anterior, (Z,, +) es grupo. Esto puede verificarse también mediante la siguiente tabla que

contiene todas las operaciones posibles entre los elementos de Z, bajo la operacion +.

+ | [0]| [1] | [2] ] 3]
(0] | [O] | [1] ] [2] | [3]
(11| (11| [2] | [3] | [O]
(2] | [2] | [3] | [O] | [1]
(31 ] [31 ] [0] ] [1] | [2]

En efecto, note que [0] es el elemento neutro, la operacion es asociativa y el inverso de [1] es [3], el inverso

de [2] es é]l mismo y el inverso de [3] es [1].



2.1.3. El grupo (Z;*;, *) , con p primo.

El teorema anterior sefiala que (Z,,, +) es un grupo con la suma de clases moédulo n, para cualquier n € N.
(Sera cierto que (Z,, -) es un grupo con el producto de clases, para cualquier n € N? La respuesta es no,

a menos que # sea primo. Observe los siguientes ejemplos:
Ejemplo 2.1.18.

El par (Z,, -), donde - es el producto de clases modulo 4, no es grupo. La tabla correspondiente a (Z,, -)

se muestra a continuacion.

[0] | [11 | [2] ] [3]
[0] | [0] | [O] | [O] | [O]
(17| [0] | [1] | [2] | [3]
[2] | [0] | [2] | [O] | [2]
[31 ] [0] | [3]] [2] | [1]

De acuerdo con la tabla anterior, en particular, note que [1] y [3] no tienen elemento inverso. Por lo tanto,

(Z,, ) no es un grupo.
Ejemplo 2.1.19.

Sea Z; = Z5 — {[0]}. Contrario de lo que sucede en el ejemplo anterior, el par (Zz, -) si es grupo, Para

verificarlo, observe la siguiente tabla:

(17| [2] | [3] ] [4]
(1] | (11| [2] | [3] | [4]
(2] | [2] | [4] | [1] | [3]
(31| (31| [1] ] [4] | [2]
[4] | [4] | [3] ] [2] | [1]

Note que la operacion es cerrada y asociativa. Ademas, el elemento neutro es [1] y el elemento inverso de

[1] es é1 mismo, el elemento inverso de [2] es [3], el inverso de [3] es [2] y el inverso de [4] es él mismo.

Definicion 2.1.2:

Sea p € N. Se define
z: = {[11.12].....[p— 11} .

Ejemplo 2.1.20.



Parap=2,p =3, p=4y p=>5tenemos los siguientes conjuntos de clases

z; = {11}

v o= (LR

o= {[1L121.131)
D= {[11[21.131. 141}

NN N
TR

Teorema 2.1.2:

Sea p € Z. El par (Z,", ) es un grupo si y solo si p es primo.

Demostracion.
113 9 *k . * 2z . .
(“=") Suponga que (Z,", -) es grupo y por contradiccién suponga que p no es primo. Entonces, existen

a, b € N tales que p = ab. En particular, [a], [b] € Z:. En médulo p se tiene que

[p] = [ab] = [al[b],

pero [p] = [0] mddulo p, por lo que
[0] = [al[b].

Esto significa que [a][b] & Z; lo cual contradice la hipétesis de que (Z,",-) es grupo, en particular,
contradice la cerradura de la operacién “-”. Por lo tanto p es primo.

(“«<”) Suponga ahora que p es primo. Se debe probar que Z,* es grupo.

1. Cerradura: sean [a],[b] € Z,". Sin pérdida de generalidad suponga que a, b son positivos. Por el

algoritmo de la division (Teorema 1.1.3) existen g, r € Z, tales que
ab=pg+r con0<r<p, 2.2)
entonces, modulo p se tiene que
[ab] = [pq + r] = [pllg]l + [r] = [r].

Ahora se debe probar que [r] € Z;. Para ello se verifica que 0 < r < p. Sin embargo, ya se tiene

que r < p, falta probar que 0 < r.



Sir = 0 entonces de la igualdad en (2.2) se tiene

ab = pq,

lo cual implica
[a][b] = [0] mbdulo p.

Esto es equivalente a
ab = 0(mod p),

es decir p|ab. Como p es primo, entonces

pla o plb

Esto es lo mismo que [a] = [0] o [b] = [0], lo cual contradice [a], [b] € Z:. Asique 0 < r < p, por
lo que que [a][b] = [r] € Z,".

2. Asociatividad: se hereda de la asociatividad del producto en Z.
3. Existencia de elemento neutro: el neutro para el producto de clases es la clase [1].

4. Elementos inversos: Sea [x] € Zz. Como p es primo por hipotesis, el maximo comun divisor de x

y pes 1, es decir (x, p) = 1. Por el Teorema 1.1.4, existen s,t € Z tales que
1 = ps+tx,

tomando modulo p se tiene

[1] = [#][x]. (2.3)

Note que [7] es el posible inverso de [x]. Falta probar que [¢] € Z;j. Por el algoritmo de la division

(Teorema 1.1.3) existen g, r € Z tales que
t=qp+r con 0<r<p.
Si r = 0 entonces t = pgq, esto significa que, mddulo p
[1] = [pq] = [pllq] = [Ollg] = [O]

pero [1] = [#][x], por lo que [1] = [0], lo cual es una contradiccion. De lo anterior, necesariamente



0 < r < p. Esto implica que [r] € Z: y ademas
t=qp+r con 0<r<p.

Restando r tomando mddulo p en la igualdad anterior se tiene

[z — r] = [gp] = [4][p] = [O],

es decir,
[t]=1[r] € Z;.

Luego, por la ecuacion (2.3) y el hecho de que [1] € Z;, se concluye que existe un inverso para [x].

Por lo tanto, Z," con el producto de clases médulo p, es un grupo, siempre y cuando p se un nimero

primo. ]

2.1.4. Elgrupo (U,,-)

El objetivo es construir un grupo de elementos de Z, de modo que la operacion de producto se trabaje de
forma similar que en Z con algunas diferencias importantes. Por ejemplo, en Z C Q, la ecuacion xy = 0
implica x = 0 0 y = 0,co cual no necesariamente sucede en Z, . Es decir, puede haber elementos [x], [y] €
Z, con [x] # [0], [y] # [0] tales que [x][y] = [0]. Por ejemplo en Z, se tiene que [2] # [O], [3] # [O],
pero [2][3] = [6] = [O].

Ademas, en Z C Q, es posible resolver la ecuacion 3x = 0 dividiendo por 3 y se tiene que la unica

solucién es x = 0. En Z, si se tiene la ecuacion [3]x = [0], las soluciones podrian ser x = [0] o x = [2].

Otra diferencia importante es que en Z los Unicos elementos invertibles bajo la multiplicacion, son 1
y -1. En Z,, con el producto de clases médulo n, pueden haber muchos elementos invertibles, como se

vio en el apartado anterior. Por ejemplo, en Z; se tiene que

(L[] =11, [2](3] = [1], [4][4]=[1]

Por lo tanto, los elementos [1], [2], [3], [4] son invertibles. No obstante, atin con estas diferencias, se puede

rescatar una porcion apropiada de Z,, que si forma un grupo respecto al producto. .



Definicion 2.1.3:
SeaneNyla] € Z,, [a] #[0].

1. [a] se llama un divisor de cero si existe [b] € Z,, [b] # [0], tal que [a][b] = [O].

2. [a] se llama una unidad o invertible, si existe [b] € Z, tal que [a][b] = [1]. En este caso

[b] se llama inverso de [a] y se denota por [a]~.

Ejemplo 2.1.21.

1. En Z, [2] # [0],[3] # [O] y [2]1[3] = [0]. Entonces [2] y [3] son divisores de cero. Ademas, note
que [2] y [3] no son una unidad, es decir, no son invertibles.

2. En Z;,
[11[1] =[1], [2][3]=[1], [4][4]=[1]

Entonces [1],[2], [3] Y [4] son unidades (o invertibles). En este caso [1]7! = [1], [2]! = [3],
317! = [2] y [4]7! = [4]. Ademas, note que [1],[2], [3] Y [4] no son divisores de cero.

Observacion 2.1.4.

1. En Z,, si[a] # [0] es un divisor de cero, entonces no es una unidad, es decir, no es invertible.
2. En Z,, si [a] # [0] es una unidad, es decir, es invertible, entonces no es un divisor de cero.

3. El siguiente teorema proporciona un criterio para hallar todos los divisores de cero y unidades de
Z,, con n € N. Es importante recordar que dados a,b € Z, el par (a, b) denota al maximo comun

divisorde a y b.

Teorema 2.1.3:

Seane Zylal € Z,.
1. [a] = [0] siy sdlo si (a, n) = n.
2. [a] es un divisor de cero siy sélo si 1 < (a,n) < n.

3. [a] es una unidad si y solo si (a,n) = 1.

Demostracion.



1. (=) Suponga que [a] = [0] mbddulo n. Se debe probar que (a,n) = n. Como [a] = [0], entonces
a = 0(mod n). Por definicién de congruencia mddulo # esto significa n|a, lo cual implica (a, n) = n.
(<) Suponga ahora que n = (a, n). Entonces n es un divisor de a, es decir a = kn para algin k € Z.

Entonces, en mddulo # se tiene que

[a] = [kn] = [k][n] = [K][0] = [k - O] = [O]

2. (=) Suponga que [a] es un divisor de cero. Se debe probar que 1 < (a,n) < n. Para ello, denote
d = (a,n). Como [a] es un divisor de cero, por definicion [a] # [0]. Entonces, por la parte uno de
este teorema, que ya se demostrd, se tiene que d < n. Falta probar que 1 < d. Con este fin, por

contradiccion suponga que d = 1. Por el Teorema 1.1.4 existen s,t € Z, tales que
l=sa+1tn
Entonces, en mdodulo n
(1] = [sllal + [7][n] = [s]lal, esdecir, [1]= [s]lal. (2.4)

Note que [s] # [0], pues de lo contrario se tendria que [1] = [0] en la ecuacion anterior. Entonces
[s] € Z,—{0}. Luego, por la demostracion del Teorema 2.1.2, especificamente donde se demostro
la existencia de inversos, se infiere que [a] es una unidad (o es invertible). Por otro lado, por hipdtesis

se tiene que [a] es un divisor de cero. Es decir, existe [b] € Z,, [b] # [0], tal que

[al[b] = [O].

Multiplicando por [b] en la ecuacién (2.4) se tiene que
[6] = [1-b] = [11[b] = ([s]la]) [b] = [s] ([al[b]) = [s][0] = [s - 0] = [0],

lo cual es una contradiccion. Se sigue que el supuesto d = 1 no puede ser verdadera. Por lo tanto
1 <(a,n) < n.

(<) Suponga ahora que 1 < (a,n) < ny denote d = (a,n). Se debe probar que [a] es un divi-
sor de cero. Como d = (a, n), por definicién de maximo comun divisor d|a y d|n. Entonces, existen
D, q € Z tales que

a=pd y n=qd.



Como 1 < d por hipotesis, entonces multiplicando por g se tiene que

q<gqd=n,

esto implica que, en médulo n,

[q] # [n]

Il
S
—

Luego,

[allq] = [aq] = [(pd)q] = [p(dq)] = [pn] = [pl[n] = [p][0] = [p - O] = [O],

y como [g] # [0], se concluye que [a] es un divisor de cero.

. (=) Suponga que [a] es una unidad y denote d = (a, n). Se debe probar que d = 1. Para ello suponga
por contradicciéon que 1 < d. Como d = (a, n), por definicién de maximo comun divisor d|ay d|n.
Entonces, existen p, g € Z tales que

a=pd y n=qd.
Como 1 < d, entonces multiplicando por g se tiene que
g<gqd=n,

esto implica que, en médulo n,

[q] # [n] = [O].

Luego,
[allq] = [aq] = [(pd)q] = [p(dq)] = [pn] = [pl[n] = [p][0] = [p - O] = [O]

y como [g] # [0], se obtiene que [a] es un divisor de cero, lo cual contradice la hipétesis de que [a]

es una unidad. Por lo tanto d = 1.

(<) Suponga ahora que d = (a,b) = 1. Se debe probar que [a] es una unidad, es decir, que es

invertible. Por el Teorema 1.1.4 existen s, t tales que

1 =sa+1n.



Puesto que [#] = [0] en mddulo n, entonces

[1] = [s][al. (2.5)

Note que [s] es el posible inverso de [a]. Falta probar que [s] es un elemento de Z,. Para ello, por

el algoritmo de la division (Teorema 1.1.3) existen g, r € Z tales que
s=qn+r con 0<r<n.
Si r = 0 entonces s = nq. En mddulo »n esto significa
[s] = [nq] = [nl[q] = [Ol[q] = [O],

pero [1] = [s][a], y por la igualdad anterior [1] = [0], lo cual es una contradiccién. De lo anterior,
necesariamente 0 < r < n. En particular [r] € Z7 y

s=qgn+r con O0<r<n
esto implica que, en mddulo n,
[s —r] = [gn] = [q][n] = [O],

es decir
[s]=[rl€Z.

Luego, por la ecuacion (2.5) y el hecho de que [s] € Z7, se concluye que existe un inverso para [a].

[]

Definicion 2.1.4:

Se define el conjunto de unidades de Z, por

U, = {[a] €Z, . la] esuna unidad} .

Observacion 2.1.5.

Puesto que [a] € Z, es una unidad si y solo si (a, n) = 1, resultado mostrado en la parte tres del teorema



2.1.3, entonces también se puede escribir
U,:={lal€Z,: (an=1}.
Ejemplo 2.1.22.

El conjunto de unidades Us, estd formado por todos los [a] € Z; tales que (a,5) = 1. Es decir, Us est4
formado por las clases mddulo 5, de los primos relativos con 5, menores que 5. En otra palabras, para
hallar los elementos de Us, basta buscar los primos relativos con 5. En este caso los nimeros 1, 2,3y 4

son primos relativos con 5, entonces las clases [1], [2], [3], [4] estan en Us. De esta forma
Us = {[11,12],[3], [4]}.
Ejemplo 2.1.23.

El conjunto Uy es el conjunto de todas las unidades de Z,;. Como los tnicos primos relativos con 6,

menores que 6, son 1y 5, entonces
Us = {[1],[5]}.

Ejemplo 2.1.24.

El conjunto U, es el conjunto de todas las unidades de Z,. Los primos relativos con 9, menores que 9,
son 1,2,4,5 y 7, entonces

U, = {[11, 121, [4], [5], [7], [81}.

Teorema 2.1.4:

Sea n € N. El conjunto U, es un grupo con el producto de clases médulo n.

Demostracion.

1. Cerradura: sean [a], [b] € U,. Se debe probar probar que [ab] € U,. Como [a] y [b] son unidades,
existen [a]™!, [b]™! € U, tales que

[alla]™ =[11 y [bI[B]™" = [1].

Entonces

[al[b1(b] ' [a]™" = [al[1][a]™" = [alla]™" = [1],



de lo cual se obtiene que el inverso de [ab] es
[ab]™" = [b]"'[a]™".

Por lo tanto [ab] es una unidad y debe estar en U,,.
2. Asociatividad: se hereda de la asociatividad del producto en Z,,.
3. Elemento identidad: el elemento identidaden U, es [1] € U,,.

4. Inversos: por la definicion de U, si [a] € U,, existe [a]~! € U, tal que [a][a]™' = [1]y [a]"'[a] =
[1].

Por lo tanto (U, -) es un grupo. [
Ejemplo 2.1.25.

El conjunto Uy corresponde a Ug = {a € Zg : (a,8) = 1} = {[1],[3],[5],[7]}. La tabla del grupo (U, -)

€S

(11 ] (31| [51] [7]
(11| (11| [3]] [5] | [7]
(31 ] 31| (11| [7] | [5]
[51 | [51| [71] [11 | [3]
(71 [71 | [5] | [3] | [1]

Entonces Uy con el producto de clases modulo 8, es un grupo.

2.1.5. Grupos de funciones

Ejemplo 2.1.26.

Sea A un subconbjunto de R y considere el conjunto
F:={f: A-> R : fesunafuncién}.
En F se define la suma de funciones como
(f +8)(x) = f(x)+ g(x),

para cualesquiera f, g € F y para todo x € A. Con esta operaciéon F es un grupo ya que cumple con los
axiomas de la definicién 2.1.1.



Demostracion.
1. Cerradura: si f, g son funciones de 7, note que f + g : A — R, entonces f + g pertenece a F.

2. Asociatividad: sean f, g y h funciones de F, entonces

(f +&)+nXx) (f +8)x) + h(x)

= (f(®0) + &)+ h(x)
= J(X)+(g(x) + h(x))
= fX)+(g+h)(x)

= (f+(@E&+h)(x)

3. Elemento neutro: el elemento neutro es la funcién constante nulaQ : A — R tal que O(x) = 0.

4. Existencia de elementos inversos: el elemento inverso de una funcién f en F en es la funcién
—f A - Rtal que (—f)(x) =—f(x).

Ejemplo 2.1.27.

Sea A un subconbjunto de R. Considere el conjunto
C(AR):={f : A—->R| : f esunafuncion continua}.

C(A, R) es un grupo, con la misma operacion definida en el ejemplo anterior. En este caso, para la cerra-
dura recuerde que la suma de funciones continuas genera otra funcién continua. Los demas axiomas son

idénticos al ejemplo anterior.
Ejemplo 2.1.28.

Considere el conjunto
G:={f: ACR —> A| : f esunafuncion biyectiva}.

G con la composicion de funciones usual, es un grupo.

Demostracion. Recuerde que si f, g estan en G, entonces se define la composicion de funciones como
fog : ACR — Atal que (fog)(x) = f(g(x)), para todo x € A.



1. Cerradura: se cumple de forma inmediata a partir de la definicion de composicién de funciones.

2. Asociatividad: sean f, gy h funciones de G y sea x € A, entonces

((fog)om)(x) = (fog)(h(x))
f(g(h(x)))

S (goh)(x))
(fo(goh))(x)

Esto prueba que la igualdad ((fog)oh)(x) = (fo(goh))(x) se cumple para todo x € A, por lo tanto
(fog)oh = fo(goh)

3. Elemento neutro: el elemento neutro es la funcién identidad i : A C R — A tal que i(x) = x. De
hecho, si f € G, note que (foi)(x) = f(i(x)) = f(x). De forma aniloga (io f)(x) = f(x).

4. Existencia de elementos inversos: sea f una funcidn de G, entonces f es biyectiva, por lo tanto

existe una funcion inversa definida por f~! : A C R — A tal que

(fof™Hx) = f(f7(x) = x = i(x).

De igual forma se concluye que (f~'o f)(x) = i(x).

Ejemplo 2.1.29.
El conjunto de rectas

G:={y:R->R : yx)=mx+b, m,beR, m> 0},
junto con la operaciéon composicion de funciones, es un grupo.

Demostracion. Dado que en G se define la composicion de funciones, entonces la cerradura, la asociati-
vidad, la existencia del elemento neutro y la existencia de elementos inversos, son heredadas del ejemplo

anterior. Sin embargo, a continuacion se especifica su prueba, excepto la asociatividad porque es la misma.

1. Cerradura: sean y,, y, en G, entonces y,(x) = m;x + b, y y,(x) = myx + b,, donde m,, m,, b,, b,



son numeros reales y m; y m, son positivos. Ahora, note que

(ylo)’z)(x) = J’1(J’2(x))
= y,(myx+b,)
= m;(myx+b,) + b,

= mmyx+mb, +b,.

Visualice que m;m, > 0. Asi, (y,0y,)(x) = m;m,x + mb, + b, es una recta con pendiente positiva,
de donde se induce que y,oy, € G.

2. Elemento neutro: el elemento neutro es la recta identidad i : R — R tal que i(x) = 1x+0 = x. Es

claro que esta recta pertenece a G.

3. Existencia de elementos inversos: seay : R — Runarectade G,y = mx + b, conm,b € Ry
m > 0. Esta recta es biyectiva, por tanto tiene inversa, la cual esta dada por y~! : R — R tal que
1 b ) . 1 )
y~1(x) = —x — —. Como m > 0 es inmediato que — > 0, entonces y~! es una recta de G. Ademas,
m m m

no es dificil comprobar que

(yoy H(x) = x = (y oy)(x).

2.1.6. El grupo simétrico S,

Definicion 2.1.5:

Se define el conjunto S, con n € N, por

n

s :={a {1,2,3,...,n} > {1,2,3,....n) aesbiyectiva}.

Es decir, S, consiste en todas las posibles permutaciones de n elementos ya que es el conjunto
de todas las biyecciones del conjunto {1,2,3, ..., n} en si mismo. Los elementos de S, se llaman

permutaciones.

Definicion 2.1.6:

Se define el conjunto S, con n € N, por

S, = {a € M,,,(R) | o es una matriz de permutaci()n} .




Es decir, .S, consiste en todas las matrices de permutacion de tamafo 2 X n, donde en cada fila

existe una permutacion del conjunto {1, 2,3, ...,n}. Aqui ¢ es biyectiva y se representa por:
(1 23 ... n
123

Observacion 2.1.6.

Enla teoria de grupos, especialmente en el estudio de grupos simétricos, es usual utilizar matrices debido a
que proporcionan un lenguaje y una estructura muy poderosa para describir, analizar y manipular simetrias
y transformaciones, lo que las hace esenciales en el estudio de los grupos simétricos. Particularmente, una
matriz de permutacion es una matriz que representa una permutacioén de elementos en un conjunto finito.

Esto facilita el estudio algebraico y computacional de las permutaciones.
Ejemplo 2.1.30.
Considere el conjunto X = {1,2,3}. De acuerdo con la definicion anterior el conjunto S5 es

S; :={0 : X = X | o es una funcion biyectiva }

Observe que el conjunto S, tiene 3! = 6 elementos o permutaciones. Explicitamente, estas permutaciones

sSon:
1 2 1 2 3 1 23
o, = , 0, = ) 03 = s
1 2 21 3 1 32
3 1 2 3 1 23
o, = , 0 = , o, =
4 2 3 > 312 6 3 2 1

Definicion 2.1.7:

[IPt]

Se define en .S, la operacion composicion “o” por
0,0, .= 0,00,,

para cualesquiera o, 0, € S,.

Ejemplo 2.1.31.



Continuando con el ejemplo 2.1.30 sobre el conjunto S5 y considerando la operaciéon composicion de

funciones, se tendria en particular que o500, es la funcién definida por:

(o300,)(1) = o05(0,(1) = 052) =3,
(5300'4)(2) = 0'3(0'4(2)) = 0'3(3) =2,
(0300,)(3) = o03(0,3)) = oy,(l) =

Asi que 0500, = o4. De forma analoga, se puede comprobar que
0,00, = 0,, 0,005 =0y, , 03005 =0,.

6,004 = 03, 0500, = 0, 0400, = Og.

Similarmente se construyen todas las demas combinaciones y se obtiene la tabla siguiente:

o |0, |0, |03|0,| 05| 0

c,|0,|0,|03]| 04| 05| 0g

En particular, note que si se considera el par (S5, o), entonces la composicion es una operacion cerrada
segln se visualiza en la tabla, la composicion de funciones biyectivas es asociativa como se demostr6 en
los ejemplos de grupo de funciones, la funcién o, es el elemento neutro, los elementos inversos de o,, o5
y o, son ellos mismos, el inverso de o, es o5 y el inverso de o5 es o,. Por lo tanto, el par (.55, 0) es un

grupo. De hecho, el teorema a continuacién generaliza este resultado.

Teorema 2.1.5:

El conjunto S, con n € N, es un grupo con la operacion definida por

0,0, := 0,00,,

¢ 9

para cualesquiera o, 0, € .S,, donde “o” es la composicion de funciones

Demostracion. Se debe mostrar los axiomas de la definicién 2.1.1, esto es:



1. Cerradura: tome dos elementos arbitrarios o, y o, de .S,, se debe demostrar que la composicion
0,00, es un elemento de .S,. Ahora, dado que o, y o, son biyecciones de {1,2,3,...,n} en si
mismos, entonces la composicidn ¢,00, debe ser una biyeccion de {1,2,3,...,n} en si misma, es

decir, 6,00, € S,

2. Asociatividad: la asociatividad se hereda de la composicion de funciones biyectivas (ver ejemplo
2.1.28).

3. Elemento neutro: sea o, la funcion de S, que deja todos los elementos inalterados, es decir

1 23 ... n
o, =
1 23 ... n
Note que para cualquier ¢ € S, se cumple que coo;, = o = ¢,00. Entonces, ¢, actia como el

elemento neutro de (S, o).

4. Existencia de elementos inversos: sea o un elemento de S,, o diferente del elemento neutro o,
entonces necesariamente debe existir una permutacion que deshace la reorganizacion realizada por

. Denote esta permutacién o~!. Entonces

000 =0, =0 oO.

Por lo tanto (S,, o) es un grupo.

2.1.7. Grupos de Matrices

Ejemplo 2.1.32.

Denote por M (m, n, R) al conjunto de matrices de tamafio m X n con entradas en R. Este conjunto, con la

suma usual de matrices, es un grupo.

Demostracion.

1. Cerradura: Sean A = (a;;)s, Y B = (b;;)ux, dos matrices en M (m, n,R). Se debe probar que

mXxn



A+ B € M(m,n,R). Para ello, receurde que la suma de matrices se define como

ay+by ap+by, - a,+by,

Ay + by ay+by - ay,+by,
A+B= (aij)mxn + (bij)mxn = . . :

aml + bml amZ + bm2 amn + bmn

Esta nueva matriz es de tamafio m X n, por loque A + B € M (m,n,R).

2. Asociatividad: considere las matrices A = (a;;) B = (b)) yscns € = (€;}) x> €DLONCES

mxn?

(A+B)+C = <(aij)m><n + (bij)mxn) + (€ ) mxn
= <(aij + bij)mxn> + (€D mxcn

<(a,. i+ b))+ j> L, por definicion de suma de matrices.
mxn

= <a,- b+ j)> por la asociatividad de la suma en R.
mxXn

= (@) pxn T+ <b,. it j> por definicion de suma de matrices.
mxn

= (aij)an + <(bij)m><n + (cij)an>

= A+(B+O).

Porlotanto(A+ B)+ C=A+ (B+ ().

3. Elemento neutro: el elemento neutro para la suma de matrices, es la matriz nula de tamafio m X n,

la cual se escribe como 0,,.,, € M (m,n,R).

4. Existencia de inversos: Para cualquier matriz A € M (m,n,R) la inversa de A (con respecto a la
suma) es —A € M (m,n, R).

Por lo tanto M (n, m, R) es un grupo con la suma de matrices. ]
Ejemplo 2.1.33.

Denote por G L(n, R) al conjunto de matrices invertibles de orden n con entradas en R, definido por
GL(n,R) :={A € M(n,R) : det A #0}. (2.6)

El par (GL(n,R),-), donde - es el producto usual de matrices, es un grupo. Este grupo es llamado Grupo

General Lineal (real).



Demostracion.

1. Cerradura: sean A, B matrices en G L(n, R), se debe probar que AB € GL(n,R). Como Ay B
estdn en G L(n, R), entonces det A # 0y det B # 0. Por las propiedades del determinante se tiene
que

det(AB) = det(A) det(B) # 0.

Esto implica que el AB es invertible. Por lo tanto AB € G L(n, R).

2. Asociatividad: sean A, B, C matrices en G L(n, R). Puesto que estas matrices son cuadradas del

mismo orden, entonces los productos BC y A(BC) estan definidos. Por lo tanto

A(BC) = (AB)C.
3. Elemento neutro: el elemento neutro para la multiplicacion de matrices es la matriz identidad I, €
GL(n,R). Recuerde que det I, = 1.

4. Existencia de inversos: por la definicion de G L(n, R), para cualquier matriz A € G L(n, R) existe
una inversa A € GL(n,R) talque AA"' = A"'A=1.

Por lo tanto G L(n, R) es un grupo con el producto de matrices. ]
Ejemplo 2.1.34.

Analogamente se define G L(n, C) como el conjunto de matrices invertibles con entradas en C.

GL(n,C) :={A € Mn,C) : det(A) #0}. 2.7)
El par (GL(n,C),-) es un grupo llamado Grupo General Lineal (complejo).
Demostracion. La prueba es andloga a la del ejemplo anterior. ]
Ejemplo 2.1.35.

El conjunto de matrices n X n ortogonales definido por
O(n) :={Ae MnR) : AAA=AA" =1}

es un grupo junto con la multiplicacion usual de matrices. Este grupo es llamado Grupo Ortogonal.

Demostracion.



1. Cerradura: sean A, B matrices en O(n), se debe probar que AB € O(n). Como Ay B estan en O(n),
entonces A'’A = I,y B'B = I,. Recuerde que (AB)' = B'A’. Con ello, note que

(AB)(AB) = B(A'A)B=(B'I)B=B'B=1,.
Entonces AB esta en O(n).

2. Asociatividad: se hereda del grupo G L(n, R).

3. Elemento neutro: es la matriz identidad I,. Ademés, note que I, € O(n) porque I'I, = 1I,.

4. Existencia de inversos: por la definicién de O(n), se cumple que A~! = A,
Por lo tanto O(n) es un grupo con el producto de matrices. O]
Ejemplo 2.1.36.
El conjunto de matrices n X n definido por

SOm) :={A€0m) . detA=1},

es un grupo junto con la multiplicacién usual de matrices. Este grupo es llamado Grupo Ortogonal

Especial.

Demostracion. La asociatividad y la existencia de elementos inversos se heredan del grupo G L(n, R).

1. Cerradura: sean A, B matrices en SO(n), se debe probar que AB € SO(n). Como Ay B estin en
S'O(n), entonces det A = 1y det B = 1. Entonces

det(AB) = det(A) det(B) = 1.
Asi, AB estaen SO(n).
2. Elemento neutro: es la matriz identidad I,. De hecho, observe que I, € SO(n) porque det I, = 1.
Por lo tanto SO(n) es un grupo con el producto de matrices. ]

Ejemplo 2.1.37.
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Considere el conjunto definido por

S

ta,b,c eR

Q

Il
S O =
S = Q
—_— 0

Este conjunto con el producto usual de matrices, es un grupo. Este grupo se llama el grupo de Heisenberg

de dimension 3.

Demostracion. Note que si A € G, entonces det A = 1, por lo tanto A € SO(n). Esto implica que
las propiedad de cerradura, asociatividad, elemento neutro y existencia de elementos inversos las hereda

de este grupo SO(n). En particular, a continuacion se prueba la cerradura: sean A y B matrices en G,

entonces
1 a, b 1 a, b,
A= 0 1 ¢ y B=]0 )
0 0 1 0 0 1
Ahora, note que
1 a b 1 a, b, I a,+a, b,+ac,+b
AB=|0 1 ¢ 0 1 ¢ |=]0 1 ¢ t+c
0 0 1 0 0 1 0 0 1
Es claro que esta tltima matriz estd en G. [

m Teoremas y resultados importantes sobre grupos *

En lo que sigue, si no hay ambigiiedad, se omite la operacidn del grupo a la hora de operar elementos.

Es decir, dado un grupo (G, *) y elementos a, b € G, se escribe ab en lugar de a * b. Ademas, siempre y

cuando no se genere confusion, en vez de escribir el par (G, *) es un grupo, solamente se escribe G es un

grupo.

Teorema 2.2.1:

Si G es un grupo, entonces el elemento neutro es Unico.

Demostracion. Suponga que existen dos elementos neutros e, y e, en G. Se debe probar que e, = e,.



Ahora, como e, es elemento neutro, entonces
e e, =e,.
Similarmente, como e, es elemento neutro, entonces
ee, =e,.

De estas dos ecuaciones se obtiene que

€, =¢6e =¢,

por lo tanto el elemento neutro es Gnico. ]

Teorema 2.2.2:

Sea G un grupo. Para cada elemento a € G existe un Unico elemento inverso en G.

Demostracion. Sea a un elemento cualquiera de G. Como G es grupo, por definicion existe un elemento
inverso de a, por lo que solo falta probar que este inverso es unico. Para ello, suponga que a, y a, son dos
inversos de a. Se va a probar que necesariamente a;, = a,. Con este fin, y como a, y a, son inversos de a,
se cumple que

aa, =e y aa,=e,

donde e es el neutro en G. Entonces

= a,(aa,)
= (a,a)a,

= ea,

Por lo tanto, el inverso de a es tnico. O

Teorema 2.2.3:

Sea G un grupo. Para cada a € G se cumple que

(a’l)_l =a.




Demostracion. Como G es un grupo, entonces cualquier elemento de G tiene un Gnico inverso. Ahora, si
a € G entonces, su inverso a~! € G. Pero, sia! € G, también tiene un inverso denotado por (a=')~! € G
tal que

@Hlal=e=a(aH .

Ademés, es claro que se cumple

aa ' =e= a‘la,

lo cual también se puede interpretar que g es el inverso de a~!. Es decir, a~! posee dos elementos inversos,

siendo estos a'y (a~!)~!. Sin embargo, por el teorema anterior se sabe que el inverso es tnico, por lo tanto

(@H'=a.

Teorema 2.2.4:

Sea G un grupo y sean a y b elementos cualquiera de G. Entonces

(ab)™' =b'a""
Demostracion. Notese que
(ab)(b~'a™) = a(b(b~'a™"))
a((bb~")a™")
alea™)
aa™!
= e.

Similarmente se muestra que (b~'a~')(ab) = e. De esta forma se tiene que b~'a~! es el inverso de ab, pero

el inverso de ab es (ab)~' y como el inverso de ab es tGnico, necesariamente b~'a~! = (ab)~!. O

Definicion 2.2.1:

Sea G un grupo. Sean € Ny a € G. Se define
1. a° := e, donde e es el elemento neutro en G.

2.4" :=aqaa...a.
——

n—veces

3.a" = (a‘l)".




Ejemplo 2.2.1.

Considere el grupo (Ug, -), algunas potencias en Ug son:
[31* =[3]-[3] - [3] - [3] = [1].

[51° = [5]- [5] - [5] = [11.
(717 =717 = (7P = [71-[71- [7] = [1].
Ejemplo 2.2.2.

Considere el grupo (.55, o), algunas potencias en .S; son:

2 _ —
o, = 0,00, = 0s.

O_2

. = 04,00, = 0.

-2 1y5 2
o,” = (o5 ) =0, =0,00, = 0s.

Ejemplo 2.2.3. 2.1.4

Considere el grupo del ejemplo 2.1.4, el cual se define sobre R — {x,y : xy = 1} con la operacion

Xy = X+Yy
y_l—xy'
42:4*4:—%.
23=2*2*2=%.

3?2=03")?=(=3?=-3x-3= %.
Observacion 2.2.1.

En el caso de grupos aditivos (G, +), las condiciones de la definicion 2.2.1 se escriben, respectivamente,

como:
1. Oa := 0 donde O es el elemento neutro en G.

2. na:=a+a+...+a.
e —

n—veces

3. —na .= n(—a).
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Ejemplo 2.2.4.

Considere el grupo (Z,, +), entonces:
5[4] = [4] + [4] + [4] + [4] + [4] = 5[4] = [2].

3[2] = [2] + [2] + [2] = [O].

Se deja como ejercicio para el lector desarrollar la expresion

—3[4]

Teorema 2.2.5:

Sea G un grupo y sea a € G. Entonces:
1. a" = a"'a,paratodon € Z.
-1
2. a7 "= (a”) ,paratodon € Z.
3. a"a" = a"™*", paratodos m,n € Z.

4, (a”)m = @"", para todos m,n € Z.

Demostracion.

1. Note que a" = aaa ... a para todo n € N. Usando el mismo hecho se tiene que

n—veces

ad'a=aaa..aa=aaa...a.

N~—— =

(n—1)—veces n—veces

Entonces se concluye que a" = a"'a para todo n € N. Sin embargo, la demostracion se debe
realizar para todo n € Z. En este sentido, existen dos casos que faltan: si n» = 0 y si n es un nimero

negativo. Para el primer caso, por la parte uno de la definicion 2.2.1 el resultado es inmediato. Para



el segundo caso, asuma que n € Z~ y sean = —k, k € N, entonces:

at = a—k

= (a")* porla parte tres de la definicion 2.2.1.

= (a e donde e es el elemento neutro.

= (a)aa)

= ((@"a"a

= (a")*'a por la parte dos de la definicién 2.2.1.

= (a®*a por la parte tres de la definicién 2.2.1.

. -1 . . .

2. Primero se prueba que a™ = (a”) para todo n € N mediante induccién sobre n. Para ello, note
. -1 )

que si n = 1 entonces a~! = (al) , verificando que el teorema es verdadero para n = 1. Ahora,

suponga que el teorema se cumple para n (hipétesis de induccion), es decir, suponga que se cumple

Se debe probar que también se cumple para n + 1. En efecto, observe que:

a ™ = (a7 porla parte tres de la definicion 2.2.1.
= (aY"a™! por la parte dos de la definicién 2.2.1.
= a"a ! por la parte tres de la definicién 2.2.1.

= (a")'a™' por la hipétesis de induccién.

= (ad")™" por el Teorema 2.2.4.

— (a1+n)—1

11
= (@),

—1 .
por lo tanto a™" = (a") para todo n € N. Falta verificar el resultado para todo n € Z. Entonces
existen dos casos que faltan: si » = 0 y n es un nimero negativo. Para el primer caso, por la parte

uno de la definicion 2.2.1 el resultado es inmediato. Para el segundo caso, asuma que n € Z~ y sea



n=—k, k €N, asi:

(an)—l — (a—k)—l
= (@™ porlaparte 3 de la definicién 2.2.1.

n

= (@')* porque a"=(a") .nEN,

= ((@hH™* porla parte 3 de la definicién 2.2.1.

= d* porel Teorema 2.2.3.

= qg".

Por lo tanto a™" = (a")_1 para todo n € Z.

. Primero se va demostrar que a”a" = a™*", para todos m,n € N. Por la parte dos de la definicién
2.2.1 se tiene que

a"a"=aaa...aqaa...a= aaa...a = a""".

—— N — N —

m—veces n—veces (m+n)—veces

Falta verificar el resultado para todo m,n € Z. A diferencia de las dos demostraciones anteriores,
se estan manipulando dos nimeros m, n, 1o genera mis casos: el primer caso esm = 0 on = 0,
el segundo caso es m,n € Z~, el tercer casoesm € Z*yn € Z~ yelcuartocasoes m € Z~ y
neZzZ*.

= Caso en que m = 0 o n = 0: si se supone que m = 0, entonces:

Sin = 0 se hace de forma idéntica.
= Casoenque m,n € Z~:seanm = —k, y n = —k,, donde k|, k, estan en N, entonces:

m _n

ata" = atigh

= (@ Hk (@)% por la parte tres de la definicién 2.2.1.

= (aHM**2 puesto que a”a" = a"*" sim,n € N.

= a ®**%) porla parte tres de la definicién 2.2.1.

e )

m+n

= da



= Casoenquem € Z*yn € Z~: suponga que n = —k, con k € Z*. Tanto m y k son nimeros
enteros positivos y puede suceder que k > m o bien k < m. Ahora, si se supone que k > m se

tiene que:

ata" = a"a’F

= a"(d")™" porla parte dos de este teorema.

= a"(@ ™™~ siendo k > m, entonces k —m > 0.
= a"(d"™a™)™' siendo valido param € Z* y parak —m > 0.
= a"(@) (@™ porel teorema 2.2.3.

= e(@™)™! donde e es el elemento neutro del grupo.

= a*™ por la parte tres de la definicién 2.2.1.

En cambio, si se supone que k < m, entonces:

aman — am—k+ka—k

= a"*ad*a™* siendo k < m, entonces m — k > 0.

= a"*a*(a*)™" por la parte dos de este teorema.

» Casoenquem € Z~ yn € Z*: es andlogo al anterior.

4. Primero se va probar que (a”)m = a"", para todos m,n € N. Para este fin, por la parte dos de la

definicion 2.2.1 se tiene que

(a")m =dad"d"a"...ad" = (aaa...a)(aaa...a)...(aaa...a) = a"™.
—— N——

m—veces n—veces n—veces n—veces

A J/
v

m—veces

Al igual que la parte anterior, falta verificar el resultado para todo m,n € Z, lo genera tres casos:

el primer caso es m = 0 o n = 0, el segundo caso es m,n € Z~, el tercer casoesm € Ztyn € 7~



yel cuartocasoesm € Z-yn € Z+.

m Casoenque m = 0on = 0:sim = 0, sea e el elemento neutro del grupo, entonces, por la

parte uno de la definicion 2.2.1 se tiene que:
(an)m — (an)O —e= aO — aOn — amn.
De forma similar, si » = 0 entonces

(an)m :(aO)m = ™ :eee“'e:e:ao :amO = a™.

m-—veces
» Casoenque m,n € Z~:seanm = —k, y n = —k,, donde k, k, estan en N, entonces:

(@) = (a*)™
= ((@*) ™" por la parte tres de la definicién 2.2.1.
= (@) ™)™k por la parte dos de este teorema.

= (a)" por el teorema 2.2.3.

= d“* porque (a")" = @™ paran,m € N.
= a™ porque m = —k,yn=—k,.
— anm.
= Casoenquem € Z*yn € Z™: suponga que n = —k, con k € Z*. Tanto m y k son nimeros

enteros positivos, entonces se tiene que:

(@) = (@*y"
= ((aHFym por la parte tres de la definicién 2.2.1.
= (a")*" porque (a")" = @™ paran,m € N.
= (a=®*™ por la parte tres de la definicion 2.2.1.

— a—km

— anm .

= Casoenquem € Z~ yn € Z*: suponga que m = —k, con k € Z*. Tanto n y k son nimeros



enteros positivos, entonces se tiene que:

(an)m — (an)—k
= (@)™ por la parte dos de este teorema.
= (@' porque (a")" = a" paran,m € N.

= a ™ porla parte dos de este teorema.
= b

— anm X

Ejemplo 2.2.5.

Sea G un grupo, muestre que x" = e si'y solo si (y~'xy)" = e.

Demostracion. Primero se prueba la sugerencia, para ello note que

(y'xp)" = O xG X)L (7 x)
\— _/
h—veces

De esta forma

('x»)" = y'x@y Hx(y Hx(y ) . xy
= y l(xe)(xe)...xy
= y_l XXXy

——
n VECES

= y'x"y

Con esto claro, se procede con la demostracion de lo solicitado.
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1. (=) Suponga que x" = e, se debe verificar que (y~'ey)" = e. Para ello, note que:

(y'ey)" = y7'e"y por la sugerencia.
= yley porque e"=e.
= y !(ey) por asociatividad.
= yy

= e.

2. (<) Suponga que ( y‘lxy)n = e, se debe probar que x" = e. Para ello, considere que

Luego:

x" = ex"e
= yy X"y
= y(y'x"y)y™" por asociatividad.
= y(y'xy)"y~" por la sugerencia.

= yey ! porque (7' * x * y)" =e.

= yy!

= e.

m Ejercicios *

R/p.262 @ Ejercicio 2.3.1 (Grupo)
Sobre R, defina la operacién a % b = rmab, para cualesquiera a,b € R, donde el producto de niimeros

reales es cerrado en R.

Determine si (R, *) es un grupo. ]




Calcule

@ Ejercicio 2.3.2 (Grupo) R/ p.263

Pruebe que A :=]0, 1] no es un grupo con la multiplicacioén de niimeros reales.

@ Ejercicio 2.3.3 (Grupo) R/ p.263

Considere R* := R — {0}. En el conjunto R X R* se define la operacién

(a,b)-(c,d)=(a+c—4,2bd)

Pruebe que (R x R*,-) es un grupo.

Caleule (2, —1)3 - [(0, %) : (1,—1)—1]2.

@ Ejercicio 2.3.4 (Grupo) R/ p.264
Sea G :=]0,+oo[—{1}. Considere la operacion * definida por

x*y:=x", Vx,yeG.

Determine si (G, *) es un grupo.



R/ p.265 @ Ejercicio 2.3.5 (Grupo)
Dado un conjunto U, se denota por P(U) al conjunto de partes de U. Muestre que P(U) es un grupo con

la operacion de conjuntos definida por

AAB=(A-B)U(B-A), VA, Be PU).

R/ p.266 @ Ejercicio 2.3.6 (Grupo)

b
SeaG := ab ) ta?+ b #£0, a,beER } Muestre que G} es un grupo con la multiplicacién
- a

usual de matrices.

R/ p.267 @ Ejercicio 2.3.7 (Grupo)

En el conjunto Z X Z se define la operacion
(a,b) % (c,d)=(a+c,(=1)b+4d).
Muestre que (Z X Z, *) es un grupo.

SL(n,R)={Ae€GL(nR)| det(A) =1}

R/ p.268 @ Ejercicio 2.3.8 (Grupo)

SeaA :={a€Z :a=0(mod3)}. Pruebe que A es un grupo con la suma usual de nimeros enteros.

R/ p.268 @ Ejercicio 2.3.9 (Grupo)
SeaB :={a€ Z:a=1 (mod 3)}. Pruebe que B no es un grupo con la suma usual de nimeros enteros.



@ Ejercicio 2.3.10 (Grupo) R/ p.269
Muestre que el conjunto Sym(n, R), de matrices simétricas, de tamafio nXn con entradas en R, es un grupo

con la suma usual de Matrices. ;Es Sym(n, R) un grupo con la multiplicacion de matrices? (Recuerde que
una matriz cuadrada A es simétricasi A = A").

@ Ejercicio 2.3.11 (Grupo) R/ p.270
SeaG :={x € R : x# —1}. En G se define la operacién a « b=a+ b+ ab, Va,b € G.

Muestre que (G, *) es un grupo. ]

Halle la solucidn de la ecuaciéon 5  x + 2 = 8. ]
@ Ejercicio 2.3.12 (Grupo) R/ p.272

Sea G un grupo. Para cada g € G, definimos la funcion L, : G — G por

L,(x) :=gx, VxeG.

Sea G = {L ¢ 8€ G} . Demuestre que G es un grupo con la composicién de funciones.

@ Ejercicio 2.3.13 (Grupo) R/ p.273
Para cada a,b € R, a # 0, considere la funcion 7,, : R — R definida por T, ,(x) = ax + b. Sea

G :={T,, : a,b € R,a # 0}. Muestre que G es un grupo con la composicion de funciones.



R/p.274 @ Ejercicio 2.3.14 (Grupo)

Sean (G, *) y (G,, -) dos grupos cualesquiera. Sea ¢ : G, = G, una funcidn tal que

p(g *h)=g@(g)-ph) Vg heal,

Denote por e al elemento neutro en G, y considere los conjuntos

K = {gEGl : (p(g)zz}, R = {heG2 :@(g) =h, paraalgﬁngeGl}

Demuestre que

(K, *) es un grupo.

(R, -) es un grupo.

R/p.277 @ Ejercicio 2.3.15 (Grupo)
Sea F(R) el conjunto de todas las funciones de R en R. Para f, g € F(R), defina las operaciones f + g
y f - g por
(f +8)x) 1= f(x)+g(x), (f-8x) :=/f(0gx), xeR

Muestre que (F(R), +) es un grupo.

Muestre que (F(R), -) no es un grupo.

Sea C%(R) = {f € F(R) : f escontinua}. Muestre que (C°(R), +) es un grupo.

Sea FI(R)={f € F(R) : f(—x) = —f(x)}. Muestre que (F/(R), +) es un grupo.

Sea FT(R) = {f € F(R) : f(x) > 0,Vx € R}. Muestre que (F*(R), -) es un grupo y
que (F*(R),+) no es grupo.




@ Ejercicio 2.3.16 (Grupo)

(Grupo de cuaterniones) Defina los simbolos 1, i, j, k mediante

() (an) () ()

Usando multiplicacién de matrices muestre que i* = j> = k> = —1,ij = —ji = k,

jk = —kj=iyki=—ik =j.

Muestre que el conjunto Qg := {—1,—i,—j,—k, 1,1, j,k} es un grupo con la multiplica-

cion de matrices (que satisface las propiedades del item anterior).

@ Ejercicio 2.3.17 (Grupo)
Escriba las tablas de los grupos (Zs, +) , (Zs*,-), (Us,*) y (Zg, +).

@ Ejercicio 2.3.18 (Grupo)

Sea G un grupo. Muestre que si x, y, z € G satisfacen xz = yz, entonces x = y.

@ Ejercicio 2.3.19 (Grupo)

Sea G un grupo. Si se cumple que a® = e, b* = e, ab = ba’, muestre que a’bh = ba 'y ab® = b*a>.

@ Ejercicio 2.3.20 (Grupo)

Sea G e un grupo.

Muestreque a-b = c-bsiysolosia=c.

R/ p.281

R/ p.282

R/ p.283

R/ p.284

R/ p.285
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Muestre que b-a = b-csiysolosia = c.




m Grupos Abelianos *

En el marco de la Teoria de Grupos, los grupos abelianos ocupan una posicion de particular relevancia.

Definidos por la propiedad conmutativa de su operacion binaria, estos grupos ofrecen un terreno fértil

para la exploracidn algebraica.

Niels Abel?, a través de sus contribuciones a la teorfa de ecuaciones algebraicas, desempefi6 un papel fun-
damental en la conceptualizacion y comprension de los grupos abelianos. El término "grupo abeliano"se

populariz6 maés tarde en el siglo XIX, en honor a Abel.

Definicion 2.4.1:

Un grupo G se llama abeliano si para cualesquiera a, b € G se tiene
ab = ba.

Es decir, G es abeliano si la operacion definida sobre G es conmutativa.

Ejemplo 2.4.1.
Los grupos (R, +), (Z,+), (R — {0}, ), (@ — {0}, ), son abelianos.
Ejemplo 2.4.2.

En el ejemplo 2.1.4 se probo que el par (G, *) tal que x * y = fcl donde G :=R - {x,y : xy =1},
es un grupo. Mas atin, este par es un grupo abeliano.

Demostracion. Para probar que es un grupo abeliano, falta mostrar que x * y = y * x. En efecto, usando

3Niels Henrik Abel, un destacado matemético noruego del siglo XIX, naci6 el 5 de agosto de 1802 en la ciudad de Fin-
neidfjord, en Noruega. Aunque su vida fue corta, su impacto en las mateméticas fue extraordinario.
Abel mostr6 habilidades matematicas excepcionales desde joven. A pesar de las dificultades econémicas de su familia, continué
su educacion en la Universidad de Oslo, donde comenz6 a destacar en el &mbito matemético. A los 19 afios, ya habia resuelto
una de las cuestiones mds antiguas e importantes en la teoria de ecuaciones: demostrar la imposibilidad de resolver ecuaciones
algebraicas generales de quinto grado mediante radicales.
A lo largo de su carrera, Abel trabajoé en diversas areas de las matematicas, incluyendo ecuaciones diferenciales, teoria de nu-
meros y funciones elipticas. Sus contribuciones fundamentales a la teoria de funciones elipticas le otorgaron un lugar destacado
en la historia de las matematicas. Abel también sufrié desafios econémicos y tuvo dificultades para obtener reconocimiento
académico debido a la falta de apoyo institucional en Noruega en ese momento.
Tragicamente, la salud de Abel se vio afectada por las condiciones adversas y murid a la temprana edad de 26 afios el 6 de
abril de 1829. A pesar de su corta vida, sus contribuciones a las Matematicas le valieron reconocimiento postumo y su nombre
qued¢6 inmortalizado en la teoria de grupos abelianos, la funcién eliptica de Abel y otros conceptos matematicos cruciales. Su
legado perdura como un testimonio de su genio y dedicacion a la disciplina matematica. Consultar ( )



el hecho que la suma y producto usual de niimeros reales son conmutativos, note que:

Ejemplo 2.4.3.

En el ejemplo 2.1.6 se probo que el conjunto de los nimeros complejos C con la operacion suma definida
por
(a+bi)+(c+di)=(a+c)+ (b+4d)i,

es un grupo. Se va probar que (C, +) es un grupo abeliano.
Demostracion. Sean z; :=a+ biy z, := ¢ + di. Entonces, usando la conmutatividad de la suma en R

se tiene que

z,+2z, = (a+bi)+(c+di)
= (a+c)+(b+d)i
= (c+a)+(d+b)i
= c+di+a+bi

= ZZ+ZI

por lo tanto, (C, +) es un grupo abeliano. [
Ejemplo 2.4.4.

En el ejemplo 2.1.8 se prob6 que (R — {0}) X R con la operacién
(a,b) * (c,d) = Rac,b+d +4).

para cualesquiera (a, b), (c,d) € (R — {0}) X R es un grupo. Sin embargo, también tiene la propiedad de

ser un grupo abeliano.
Demostracion. Usando el hecho que la suma y producto usual en R son conmutativos, observe que:
(a,b) * (c,d) = Rac,b+d+4)

= (Rca,d+b+4)
= (c¢,d) *(a,b)



con lo cual se concluye que (R — {0} X R) es un grupo abeliano. [
Ejemplo 2.4.5.

En el ejemplo 2.1.9 se defini6 el conjunto S' := {(x,y) € R> : x>+ y*> = 1} Sobre S' se define la
operacion

(1, ¥1) * (X0, 5) = (X1X3 = Y1 V2, X1 Y0 + V1 X5)

Entonces (S, *) es un grupo abeliano.

Demostracion. Ya se habia probado que en efecto es un grupo, falta mostrar que la operacién * es con-

mutativa. Para ello, observe que:

(xp, 1) * (X0, ¥5) = (XX = Y1 ¥ps X1 Y5 + Y1 X5)
= (XX = )1 YoXy + X))
= (XX = YY1, X391 + ¥oX)
= (X5, ¥,) * (X1, ).

Ejemplo 2.4.6.

No es dificil verificar que el grupo de Klein, estudiado en el ejemplo 2.1.16, es un grupo abeliano.

Demostracion. Las operaciones de los elementos del grupo de Klein, denotado por (V' o), se resumen en

al siguiente tabla:

v
ele|h|r v
hlhle|v|r

rlrilolel|h

vivi|ir|hle

A partir de esta tabla, observe que todos los elementos de V' conmutan entre ellos mediante la operacion
o. Por ejemplo, en particular, hor = v = roh. Asi se comprueba con el resto de elementos y se concluye

que (V, o) es un grupo abeliano. U
Ejemplo 2.4.7.

El grupo (Z,, +) del Teorema 2.1.1, es un grupo abeliano.
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Demostracion. Sean [x],[y] € Z,,. Entonces

[x]+[y] = [x+y] porladefinicién de suma de clases.
= [y+ x] por la conmutatividad de la suma en Z.

= [y]+[x] nuevamente, por la definicién de suma de clases.

De esta manera (Z,, +) es un grupo abeliano. O]
Ejemplo 2.4.8.
El grupo (Z:, > del Teorema 2.1.2 es un grupo abeliano.
Demostracion. Sean [x],[y] € Z;‘;. Entonces,
[x][y] = I[xy] por ladefinicién de producto de clases.

= [yx] por la conmutatividad del producto en Z.

= [y]l[x] nuevamente, por la definicién de producto de clases.

Por lo tanto (Z P ) es un grupo abeliano. O]
Ejemplo 2.4.9.
EL grupo (U, -) estudiando en el Teorema 2.1.4, es un grupo abeliano.

Demostracion. La demostracion se basa en la conmutatividad de la multiplicacion de clases de la defini-

cién 1.2.3 y es andloga a la del ejemplo anterior. ]
Ejemplo 2.4.10.
El grupo (.55, o) del ejemplo 2.1.30 es un grupo no abeliano.

Demostracion. Todas las combinaciones de los elementos de S5 con la operacion o estan en la tabla

siguiente:

o |0, |0, |03|0,| 05| 0

c,|0,|0,|03]| 04| 05| 0g




En particular, note que 6,00, = 65 y que 64,00, = 0,, es decir, 6,00, = 03 # 6400, = 6,. Con esto basta

para verificar que (S5, o) es un grupo no abeliano. ]
Ejemplo 2.4.11.

El grupo general lineal G L(n, R) del ejemplo 2.1.33, definido por
GL(n,R) :={Ae€ M(nR) : det A # 0} (2.8)
con la multiplicacién de matrices, es un grupo no abeliano.

Demostracion. Es suficiente observar que el producto de matrices en G L(n, R) no es conmutativo. En

particular, considere n = 3 y las matrices

210 1 00
A=|0 1 0| vy B=|0 1 1
0 01 0 01

Observe que A y B estan GL(3,R) porque ambas matrices tienen el determinante diferente de cero.

Ademas, note que

AB=|0 1 Of-]0 1 1|=|0 1 1}.

Ahora se calcula B - A:

BA=|0 1 1|-]0 1 O|=|0 1 1}.
0 0 1)10 01 0 01

Por lo tanto AB # BA, lo que indica que el producto no es conmutativo y asi G L(n,R) es un grupo no

abeliano. ]
Ejemplo 2.4.12.
El conjunto de matrices ortogonales del ejemplo 2.1.35, definido por

On)={AeGL(nR) : A’A=1}

junto con la multiplicacion usual de matrices, es un grupo no abeliano.
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Demostracion. De manera similar al ejemplo anterior, es suficiente observar que el producto de matrices

en O(n, R) no es conmutativo. O]
Ejemplo 2.4.13.

Sea G un grupo, muestre que si todo elemento de G es su propio inverso, entonces G es un grupo abeliano.

Demostracion. Suponga que a es un elemento de G, entonces aa = e por hipdtesis, donde e es el elemento

neutro. Se debe probar que ab = ba para cada a, b € G. En efecto, note que:

ab = eabe
= bb(ab)aa por hipotesis.
= b(ba)(ba)a por asociatividad.
= bea por hipoétesis se tiene que (ba)(ba) = e.

= ba.

Teorema 2.4.1:

Un grupo G es abeliano si y sélo si para cualesquiera a, b € G se tiene

(ab)y ' =a b7l

Demostracion.

(=) Suponga que G es abeliano. Por el teorema 2.2.4 se tiene que
(ab)y' =blg!

y por hipdétesis

b—la—l — a—lb—l

Por lo que (ab)™! = a~'b~!, siendo esto lo que se queria probar.

(<) Suponga ahora que para cualesquiera a, b € G se cumple la igualdad

(ab)y' =a b7l



Se debe probar que G es abeliano, es decir, probar que ab = ba para cualesquiera a, b € G. Con este fin,

sean a, b € G, entonces, por hipdtesis se cumple que
(ab)y' =a b7,
Se toman inversos a ambos lados, esto es
(@)™ =@ 'b™H)7,
Aplicando los teoremas 2.2.3 y 2.2.4 se obtiene que
ab=0B"YH"aH N
De nuevo aplicando el teorema 2.2.3 se tiene que
ab = ba.

Por lo tanto G es un grupo abeliano. ]

m Orden de un grupo. *

En la Teoria de Grupos, el concepto de orden de un grupo se erige como una medida fundamental que

caracteriza la magnitud de su estructura algebraica. De manera objetiva, el orden de un grupo se define
como la cantidad de elementos tnicos en dicho grupo, revelando asi la complejidad y extension de sus

simetrias y transformaciones.

Definicion 2.5.1: Orden de un grupo.

Se dice que un grupo G es finito si G tiene un nimero finito de elementos. A este niimero se le
llama el orden de G y se denota |G|. En otro caso se dice que G tiene orden infinito y se escribe
|G| = 0.

Ejemplo 2.5.1.

Considere el ejemplo 2.1.11, donde el conjunto G := {1,—1,—i,i} con la multiplicacién de los nimeros

complejos es un grupo. Mas aiin, note que (G, -) es un grupo finito de orden |G| = 4.

Ejemplo 2.5.2.



No es dificil comprobar que el conjunto G := {—1, 1}, con la multiplicacion de nimeros reales, es un

grupo finito de orden |G| = 2. La tabla de este grupo se muestra a continuacion:

1|-1
1 1| -1
-1| -1 1

Ejemplo 2.5.3.

El grupo de Klein (V, o) del ejemplo 2.1.16 es un grupo finito de orden |K| = 4.
Ejemplo 2.5.4.

El grupo (Z,, +) del teorema 2.1.1 es un grupo finito de orden |Z,| = n.

Ejemplo 2.5.5.

El grupo (Z;‘;, -) estudiando en el teorema 2.1.2 es un grupo finito de orden |Z:| =p-—1.
Ejemplo 2.5.6.

El grupo simétrico (.S, o) estudiado en el teorema 2.1.5, es un grupo finito de orden |.S,| = n!. De hecho,

en el ejemplo 2.1.30 se particulariz6 para S5 y en efecto hay 3! = 6 elementos.
Ejemplo 2.5.7.

Los grupo (Z, +), (R, +), (Q,+), (R—{0},-), (Q—{0}, -), vistos en los ejemplos 2.1.1 y 2.1.2, son grupos

de orden infinito o simplemente grupos infinitos. .
Ejemplo 2.5.8.

El grupo general lineal real (G L(n, R), -) estudiado en el ejemplo 2.1.33, es un grupo infinito.

Teorema 2.5.1:

Sea G un grupo finito y sea a € G.Para cada elemento a de G existe un n € N tal que a" = e,

donde e es el elemento identidad del grupo G.

Demostracion. Se puede abordar la demostracion en dos casos, esto es:

1. Si a = e se tiene el resultado



2. Si a # e, entonces se puede afirmar que

3

a,a’,a’,a* ...

son elementos de G, es decir, " € G para cualquier n € Z™. Por otro lado, dado que G es finito,
existen enteros positivos r, s con r > s > 0, tales que a” = a’. Esto se debe a que si hay méas

potencias que elementos distintos en G, algunas de estas potencias deben ser iguales*. Entonces

ar — aS
operando por (a®)~! a ambos lados se tiene
re,s\-1 — S( o5\ —1
a(a@)” = da'a’)
= aa’® = e
= a’ = e.

Ahora, como r > s > 0 se puede tomarn =r—s € Nyasia" =e.

m Orden de un elemento. I * I

La nocidn de orden de un elemento constituye un concepto esencial que arroja luz sobre las propiedades

algebraicas de los grupos. De manera objetiva, el orden de un elemento en un grupo refleja la cantidad

minima de veces que debe operarse ese elemento consigo mismo para obtener el elemento neutro del

grupo.

Definicion 2.6.1: Orden de un elemento.

Sea (G, -) un grupo con elemento neutro ey seaa € G.
1. Se dice que a es de orden finito si existe m € N tal que a” = e.

2. Si a es de orden finito, el nitmero natural mds pequerio n tal que @" = e se llama orden de a

“4Esto también se puede explicar mediante el principio del palomar, que es un concepto en combinatoria y teoria de conjun-
tos. Este principio establece una propiedad basica relacionada con la distribucién de elementos en conjuntos. La formulacién
tipica es la siguiente: si n objetos se distribuyen en m contenedores y n > m, entonces al menos uno de los contenedores debe
contener mas de un objeto. La analogia aqui es pensar en los “objetos”como “palomas” y los “contenedores” como “cajones”.
Si tienes mas palomas que cajones, entonces al menos un cajoéon debe contener mas de una paloma. Esto es una consecuencia
directa del hecho de que no puedes distribuir mas elementos en contenedores que la cantidad total de contenedores que se tiene.
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y se denota |a| = n. Con esta notacion se tiene al?l = e. También se usa la notacién o(a) = n.

3. Sino existe m € N tal que a” = e, se dice que a es de orden infinito.

Observacion 2.6.1.
En el caso del elemento neutro e, se tiene que e' = e, por lo que |e| = 1.
Observacion 2.6.2.

Si se utiliza la notacion de grupos aditivos (G, +), la definicion anterior se escribe de la siguiente manera:

sea (G, +) un grupo con elemento neutro 0 y sea a € G.
1. Se dice que a es de orden finito si existe m € N tal que ma = 0.

2. Si a es de orden finito, el niimero natural mds pequerio n tal que na = 0 se llama orden de a y se

denota |a| = n. Con esta notacion se tiene |a|a = 0.
3. Sino existe m € N tal que ma = 0, se dice que a es de orden infinito.
Bajo esta premisa, en el caso del elemento neutro 0, se tiene que 1 - 0 = 0, por lo que |0] = 1.
Ejemplo 2.6.1.

Considere el grupo de Klein (V, o), y su tabla

Note que h*> = hoh = e, entonces el orden de & es |h| = 2. De forma analoga se concluye que |r| =2y
lv| = 2.

Ejemplo 2.6.2.

De la definicion 2.1.2 recuerde que Z;‘ := {[1],[2],[3],[4]}. Se quiere determinar los 6rdenes de cada

elemento del grupo (Z%, -), esto es:

= Como [1] es el elemento neutro en ZZ, se tiene que el orden de [1] es )[1]) =1.



= Para hallar el orden de [2], se debe multiplicar [2] por si mismo hasta obtener el elemento neutro

del grupo, en este caso, hasta obtener [1]. Asi, multiplique [2] por si mismo, usando la definicién

2.2.1, aumentando la cantidad de veces, y recalcando que se usa “en modulo 57

[2]' = [2]

21 = [2][2] = [4]

21 = [2]12][2] = [8] = [3]

[21* = [2][2][2][2] = [16] = [1]
2P = [2][2][2]12][2] = [32] = [2]

7= [212]12][2]1[2]12][2] = [128] =

]

]
[21[2112]12][21[2] =

]

S = [21[2112112112112112][2] =

[64] = [4]
[3]

I=
]
]
|
]
] [256] = [1]

Si se contintia multiplicando de esta manera, se obtienen todas las clases en modulo 5. Ademas,

observe que el menor nimero natural #n tal que [2]” = 1 es n = 4. Por lo tanto, el orden de [2] es

|[2]| — 4.

= De forma similar, en el caso de [3] € ZZ, se cumple que:

Por lo que ’[3]’ =
= Enelcasode [4] € Zz, se tiene que:

[41'
47

Entonces |[4]| =2.

Ejemplo 2.6.3.

[
[
[
[

3]

31031 = [9] = [4]

31031031 = [27] = 2]

31031031031 = [81] = [1]
[4]

[4][4] = [16] =[1]



Se van a hallar los 6rdenes de cada elemento del grupo aditivo (Z,, +), donde

Zg

= {[0], [11,[2], [3], [4], [51}.

= Como [0] es el elemento neutro en Zy, se tiene que el orden de [0] es |[O]| =1.

= Para hallar el orden de [1], se debe sumar [1] consigo mismo, usando la definicién 2.2.1 y la ob-

servacion 2.2.1, hasta obtener el elemento neutro del grupo, en este caso, hasta obtener [0]. Sume

entonces [0] por si mismo, aumentando la cantidad de veces, recordando nuevamente que la suma

es “en modulo 6”:

1] = [1]
2[1] = [11+[1]=[2]
(1] = [+ [1]1+[1]=[3]
411 = [A1+[11+[11+[1]=[4]
S[1] = [A]+[]+[]+[1]+[1]=[5]
6[1] = [1]1+[1]+[1]1+[1]1+ [1]+[1] =[6] = [0]
Como 6[1] = [0], entonces ‘[1]‘ = 6.
= Se calcula ahora el orden de [2]:
2] = [2]
212] = [2]+[2]1=1[4]
3[2] = [2]1+[2]1+[2]1=[6] =10]
Como 3[2] = [0], entonces ‘[2]‘ = 3.
= Similarmente, en el caso de [3]:
1131 = [3]

Como 2[3] = [0], entonces ‘[3]‘

23] = [BI+[3]1=[6]=10]

=2.



= En el caso de [4] € Z], se tiene que:

[4] = [4]
2[4] = [41+[4]1=1[8]1=1[2]
3[4] = [4]1+[4]1+[4]=[12] =[0]

Como 3[4] = [0], entonces ‘[4]’ = 0.

= En el caso de [5] se cumple que:

51 = [5]
51 = [51+[51=[10] = [4]

51 = [B1+I[51+ 5] =[15] = [3]

51 = [51+I[51+ 51+ 5] =[20] = [2]

5051 = [SI+I[51+I[51+ 51+ (51 =[25]=[1]

6[51 = [51+[5]+ 51+ [5]+I[5]+[5]=1[30]=[0]

Como 6[5] = [0], entonces ‘[5]’ = 6.

Teorema 2.6.1:

Sea G un grupo con elemento neutro e y sea a € G un elemento de orden finito |a| = n. Entonces:
1. a" = esiy solo si n|m.
2. a" = a* siy solo si m = k(mod n)

3. Si G es finito tal que |G| = m, entonces n < m.

Demostracion. Las tres partes de este teorema se prueban a continuacion:

1. (=) Suponga que a tiene orden finito |a| = n, asi a” = e. Se debe probar que n|{m. Por el algoritmo

de la division (teorema 1.1.3), existen ¢, r € Z tales que

m=qgn+r, con 0<r<n.



Entonces

m aqn+r

r

= a'a
= (@d
= e%ad" puesn eselordende a.

= a.

Asi, a™ = a’, pero por hipdtesis a” = e, lo cual implica que @” = e. Sin embargo, por la definicién
2.6.1, n es el menor nimero natural tal que a” = e y como r < n, se tiene que necesariamente r = 0.
Por lo tanto,

m = qn,

es decir, n divide a m, lo cual habia que probar.

(<) Suponga que a tiene orden finito |a| = n 'y que n|m. Se debe probar que a” = e. Como n

divide a m, entonces m = nk para algun k € Z. Asi, se cumple que:

a"=a" = (@ =ef =e. 2.9)

. (=) Suponga que a tiene orden finito |a| = n'y que a" = a*. se debe probar que m = k(mod n).
Luego, como a" = a*, entonces multiplicando por el inverso (a*)~! = a7 de a* (ver teorema 2.2.5),

se tiene que

Ahora bien, por la parte uno de este teorema que se acaba de demostrar, la ecuacién anterior implica

que n divide a m — k, o equivalentemente por definiciéon de congruencia modular
m = k(mod n).

(<) Suponga ahora que a tiene orden finito |a| = n'y que m = k(mod n). Se debe probar que

a' = a.

Por definicion de congruencia modular,

m = k(mod n) siy solosi n|lm—k,



y esto sucede si y solo si

m—k =nl paraalgin [ € Z.

Entonces
am—k — o — (an)l — el =e,
lo anterior implica que
atak =e,
equivalentemente a
a" = a*

3. Suponga que a tiene orden finito |a| = n 'y que G es finito tal que |G| = m. Se debe probar que

n < m. Para ello considere el conjunto definido por
A= {a,d*ad, ..., a"")

Como |G| = m, entonces A no puede contener m + 1 elementos distintos, por lo que A tiene al

menos dos elementos iguales. Es decir, existen n;,n, € Ncon 1 < n; <n, <m+ 1, tales que
anl — anz’

equivalentemente
a” " =e.

Ahora, como
I<n<n<m+l,

entonces

l1-n<0<n,—n <m+1-n <m, pues 1 <n,.

Dado que por hipétesis |a| = n'y ademés a">~"1 = e, entonces, por la parte uno de este teorema, n

divide a n, — n,. Esto, junto con las desigualdades anteriores, implica
n<n,—n <m

es decir, n < m o bien, |a| < |G]|.

Ejemplo 2.6.4.



Sea G un grupo, mostrar que si a tiene orden finito, entonces |a| = |a~!|, es decir, el orden de un elemento

es el mismo orden de su inverso.

Demostracion. Sea a € G tal que |a| = ny |a~!| = m. Se debe probar que n = m. Para ello, note que
@Y'=a"=@W@)'=e!=¢
Pero m el menor niimero natural tal que (a~!)" = e, por lo tanto m < n. De forma similar
a"= (@) =@ = =,

pero n es el menor nimero natural tal que a” = e, entonces n < m. Finalmente, con estos resultados se

concluye que n = m. [

Subgrupos *

En el contexto de la Teoria de Grupos, la nocién de subgrupo se presenta como un concepto fundamental

que enriquece la comprensidn sobre la estructura algebraica de un grupo. De manera objetiva, un subgrupo
es un conjunto contenido dentro de otro grupo, cerrado bajo la misma operacion del grupo y que, en si

mismo, forma un grupo con respecto a dicha operacion.

Definicion 2.7.1: Subgrupo

Sea un grupo (G, -) y sea H un subconjunto de G. Se dice que H es un subgrupo de G, si H con

la misma operacion “-” de G, es un grupo. Si (H, -) es un subgrupo de (G, -), se escribe H < G.

Observacion 2.7.1.

1. Enlo que sigue, y siempre y cuando no exista ambiguedad alguna sobre la operacion usada, en vez

de escribir (G, -) se escribe solo G y en vez de escribir (H, -) se escribe solo H.

2. Si G es un grupo existe al menos dos subgrupos de G: G mismo y {e}. Estos son llamados subgru-

pos triviales de G.

3. SiH <Gcon H# Gy H # {e}, entonces H se denomina subgrupo propio de G.

Ejemplo 2.7.1.

1. Bajo la suma usual de nimeros reales se cumple que Z < Q < R < C. Se pueden considerar como

subgrupos aditivos.



2. Bajo la multiplicacién usual de niimeros reales se tiene que Q* < R* < C*. Se pueden considerar

como subgrupos multiplicativos.

Ejemplo 2.7.2.

No es dificil verificar con tablas que el grupo de klein posee tres subgrupos propios, estos son:
V), i:={e,h},V, :={e,r} y V;:={ev}.

De hecho, respectivamente las tablas corresponden a:

ol|le | h ole|r ole |V
ele | h elelr ele|v
hlhie rlri|e vivi|e

Ejemplo 2.7.3.

Considere el conjunto 2Z := {2n : n € Z} estudiado en el ejemplo 2.1.7. Como 2Z C Z 'y 2Z es
un grupo con la suma usual de enteros, entonces 2Z es un subgrupo propio de Z con la suma. Es decir
27 < Z.

Ejemplo 2.7 .4.

Elconjunto2Z+1 := {2n+1 : n € Z} no es un subgrupo de (Z, +), yaque (2Z + 1,+) no es un grupo,
pues la suma + no es una operacion cerrada en 2Z + 1 (ver ejemplo 2.1.13).

Ejemplo 2.7.5.

Considere el grupo (Z,, +) cuya tabla es la siguiente

+ | (01| [1T | [2] | [3]1] [4] | [S]
(0] | [O1 | [1] | [2] | [3] | [4] ] [5]
(11| (11| [2] | [3] | [4] | [5] ] [O]
(2] | [2] | [3] | [4] | [5] ] [O] ] [1]
(31| [31| [4] | 51| [0] | [1]] [2]
[4] | [4] | [51 ][0T | (11| [2] ] [3]
[51 | [51] (0] | [11 | [2] ] [3]] [4]

El conjunto H := {[0], [2], [4]} es un subgrupo de (Z,, +), pues H est4 contenido en Z y es un grupo

en si mismo con la suma de clases en mddulo 6. Para verificar esto, a continuacidn se presenta una tabla



para los elementos de H:

+ | (0] | [2] ] [4]
[0] | [0] | [2] ] [4]
[2] | [2] | [4] ] [O]
[4] | [4] | [0] ] [2]

Observe que la tabla anterior muestra que (H, +) es cerrado, la asociatividad se hereda de (Z;, +), el
elemento identidad corresponde a [0] y [2] y [4] son inversos de forma mutua. Por lo tanto H es un

subgrupo propio de Z, bajo la suma de clases en mddulo 6.
Ejemplo 2.7.6.

Considere el grupo (Zi3:)y defina H := {[1],[5],[8],[12]}. Note que H C VAR ademas (H,-) es un

grupo por si mismo. Para ver esto, considere la tabla de H, recordando que es el producto en modulo 13.

(11| (51| (81| [12]
(11| (11| 51| [8]][12]
[51 ] [51|012]| (11| [8]
81| 81| [11][12]] [5]

[12] | [12] | 81| [5]] [1]

%

13
identidad corresponde a [1] y [5] y [8] son inversos de forma mutua y [12] es inverso de si mismo. Por lo

Note que la tabla anterior muestra que (H, -) es cerrado, la asociatividad se hereda de (Z7,, -), el elemento

tanto H es un subgrupo propio de Z7, bajo el producto de clases en modulo 13.
Ejemplo 2.7.7.

En el grupo (S5, o) estudiado en el ejemplo 2.1.30, todos los elementos, excepto ¢,, 65, son su propio

inverso. De esta forma, no es dificil verificar que los subgrupos (triviales y propios) de este grupo son:
{o,}, {01,053}, {01,064}, {0),0,}, {01,04,05}, ;.
Ejemplo 2.7.8.

El grupo ortogonal O(n) estudiado en el ejemplo 2.1.35 es un subgrupo de G L(n, R) bajo el producto usual

de matrices, pues O(n) C GL(n,R) y ademas O(n) es un grupo con la misma operacion de G L(n, R).



Teorema 2.7.1:

Sea (G, ) un grupo y sea H C G un subconjunto no vacio de G. Entonces H es un subgrupo de

G si y solo si para cualesquiera x,y € H se tiene xy~! € H.

Demostracion. Se procede a probar para ambos sentidos:
(=) Suponga que H es un subgrupo de G, se debe probar que si x,y € H, entonces xy~! € H. Para tal
efecto, como y € H y H es un grupo, existe y~! € H. Ademas, por ser H un grupo, H es cerrado con

respecto a la operacion definida, lo cual implica que xy~' € H.

(<) Suponga ahora que para cualesquiera x,y € H se tiene xy~! € H. Se debe probar que H es
un grupo. Para ello se verifican los axiomas de la definicién 2.1.1, pero por conveniencia, se empieza

probando la asociatividad:

1. Asociatividad: se hereda de G. Es decir, dados x,y,z € H entonces x,y,z € Gpues H C Gy

dado que la operacion definida en G es asociativa, se cumple que
(xy)z = x(y2).

2. Existencia del elemento neutro: denote por e el elemento neutro de G. Se debe probar que e también
estd en H . Por hipotesis se tiene que xy~' € H para cualesquiera x, y € H entonces, tomado y = x

se tiene xx~! € H, es decir, e € H puesto que xx~! = e.

3. Existencia de elementos inversos: sea x € H y como e € H por el punto anterior, entonces ex™' €

1

H por hipétesis, pero ex™! = x7!, por lo tanto x™! € H.

4. Cerradura: sean x,y € H, se debe probar que xy € H. En el punto anterior se probd que para

1

cada elemento de H, existe un inverso en H, entonces, si y € H también y~' € H,y esto, a su

vez, implica que (y~!)~! € H. De esta forma, y por hipétesis, se debe cumplir que x(y~!)~! € H,

pero (y"))™! =y, porlo que xy € H.
Por lo tanto H es un subgrupo de G. ]
Observacion 2.7.2.

Sobre el teorema 2.7.1 anterior se resaltan los siguientes puntos:
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1. Este teorema permite demostrar que un subconjunto H de un grupo G, es un subgrupo de G, sin la
necesidad de probar que H cumple las cuatro condiciones de la definicidén de grupo. Esto se debe
a que solo basta probar que H # §J y que dados dos elementos x, y de H, el producto xy~! también

estaen H.

2. En algunos textos también suelen escribir que si H es un subconjunto de un grupo G, H # @,

entonces H < G si y solo si se cumple que:

a) Six,y € H,entonces xy € H.

b) Six € H, entonces x_' € H.

Es decir, solo basta con que la operacion sea cerrada en H y que existan los elementos inversos en
H . La demostracion de esto es andloga a la demostracion del teorema 2.7.1 y queda como ejercicio

para el lector.

3. En notacion de grupos aditivos (G, +), el teorema anterior dice lo siguiente: Sea (G, +) un grupo
y sea H C G un subconjunto no vacio de G. Entonces H es un subgrupo de G si y solo si para

cualesquiera x,y € H setiene x + —y € H.
Ejemplo 2.7.9.

Se va utilizar el teorema 2.7.1 para probar que 2Z es un subgrupo Z con la suma usual de enteros.

Demostracion. Sean x,y € 2Z. Por la definiciéon de 2Z, x,y son de la forma x = 2n,y = 2m, para

algunos m,n € Z. En este caso el inverso de y = 2m es —y = —2m. Entonces
x+-y=2n+-2m=2n—-m)e€22”Z.
Luego, por el teorema 2.7.1, se concluye que 2Z < Z. U
Ejemplo 2.7.10.
Se va probar que el subconjunto de Z definido por
mZ ={mk . ke Z}

es un subgrupo de (Z, +).



Demostracion. Utilizando el teorema 2.7.1, sean x, y elementos de mZ, entonces x = mk, y y = mk,,

donde k,, k, son nimeros enteros. Luego, note que:
X+ —y=mk, + —mk, = mk, —mk, = m(k, — k,),

es decir, x + —y posee la misma estructura de los elementos de mZ, por lo tanto x + —y € mZ. Con ello
mZ L Z. O

Observacion 2.7.3.

El teorema 2.7.2 expuesto y demostrado mas adelante establece que cualquier subgrupo de (Z, +) debe

tener la forma mZ.
Ejemplo 2.7.11.
Considere el grupo (R2, +), donde + es la suma usual en R? definida por
(a,b)+ (c,d)=(a+c,b+d),
para cualesquiera (a, b), (¢, d) € R%. Sea
H:={(x,y)€R® : y=2x}.
Muestre que H < R2.

Demostracion. Observe primero que (x, y) € H siy solo si y = 2x. Entonces, cada elemento de H es de

la forma (x, 2x) con x € R. Es decir,
H ={(x,2x) : xeR}.
Ahora, sean (a,2a), (b,2b) € H, con a, b € R. El inverso (aditivo) de (b, 2b) es (—b, —2b). Entonces

(a,2a) + (—b,—-2b)

(a+ —b,2a+ —2b)
(a—b,2(a— b))

De lo anterior se concluye que (a, 2a)+(—b, —2b) € H.Porlo tanto (H, +) es un subgrupo de (R, +). [

Ejemplo 2.7.12.



Considere el grupo G L(n, R) bajo la multiplicacion usual de matrices estudiado en el ejemplo 2.1.33, el

cual es el conjunto de matrices invertibles de orden » con entradas en R, definido por
GL(n,R) :={Ae€ M(nR) : det A #0}

Defina el subconjunto de G L(n, R) por
I x
H2,R) := xeR .
0 1

Demostracion. Sean A, B € H(2,R) tales que

1 x, 1 x,
A= y B= con x;,x, €R.
0 1 0 1

1 —
Se debe mostrar que AB~! € H(2,R). En efecto, observe que B~! = <0 ;Cz), entonces

AB- — I x, . I —x, _ lxl—x2.
0 1 0 1 0 1

Es claro que la matriz resultante posee la misma estructura que los elementos de H (2, R), es decir, AB™! €
H(2,R). Con ello se concluye que H(2,R) < GL(n,R). O

Entonces H(2,R) < GL(n, R).

Ejemplo 2.7.13.
El grupo ortogonal especial SO(n, R) analizado en el ejemplo 2.1.36 es un subgrupo de G L(n, R).

Demostracion. Sean A, B dos matrices en SO(n, R). Entonces, por la definicién de SO(n, R) estas ma-
trices cumplen que det A = 1 y det B = 1. Se debe probar que AB~' € SO(n, R), es decir, probar que
det(AB~!) = 1, esto es:

L _
det(B)

det(AB™!) = det(A) det(B™') = det(A)

Entonces SO(n, R) < GL(n,R). O

Ejemplo 2.7.14.



Sea G un grupo y sea a un elemento fijo de G. Considere el subconjunto de G dado por
H :={x€G : xax™! =a}.

Entonces H es un subgrupo de G.

Demostracion. Se utilizara el punto dos de la observacién 2.7.2, es decir, se va demostrar la cerradura y

la existencia de inversos.

1. Para la cerradura, considere dos elementos x, y € H, entonces

xax' =a y yay_1 =aq,

Se debe probar que xy € H, es decir, probar que

(xyaxy)™" =a.
Para este fin, note que

Geya(xy)™ = (xy)a(y~'x7') por el teorema 2.2.4.
= x(yay ")x™' por asociatividad y dados que a,x,y € G.
= xax~' por hipétesis.

= a por hipdtesis.

2. Para la existencia de inversos, considere x € H. Se debe probar que x~! € H, es decir, se debe

1

probar que x~'a(x~")~! = a, 0 lo que es equivalente, x~'ax = a, esto por el teorema 2.2.3.

Por hipotesis, si x € H, entonces

-1

xax~' = a
= x'(xaxHx = x7lax
= (x'xalx'x) = xlax
= eae = x lax
> a = x'lax

Asi, x"'ax = a, permitiendo concluir que x~' € H.
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Finalmente se cumple que H < G. ]
Ejemplo 2.7.15.

Defina HK :={hk : he H y k€ K}.SeaGungrupoysean H < G, K < G.Muestre que HK < G
siysolosi KH = HK.

Demostracion.
(=) Suponga que G es un grupo, H < G, K < G, HK < G, se debe probar que KH = HK. Para tal
efecto, se probaraque KH C HK yque KH 2 HK.

= (C) Seax € KH, entonces existen un k € K y un h € H tales que x = kh. Con ello se tiene que:

x = kh
= x' = (kh)™!
= x! = h'k! porel teorema 2.2.4.

Ahora, como H y K son subgrupos, entonces h~! € H y k™! € K, mas ain, h"'k~' € HK, es
decir, x™! € HK. Pero HK es un subgrupo, lo cual implica que x € HK. Asi, KH C HK.

= (2)Seax € HK y como HK es un subgrupo, entonces x~! € HK, es decir, existenun h € H y
un k € K tales que x~! = hk. Usando un proceso idéntico al pasado se concluye que x = k~'h~!,
y como K y H son subgrupos, entonces k™' € Ky h™! € H,asi x € KH.Conello HK C KH.

De esta forma KH = HK.

(<) Sea G un grupo y sean H < G, K < G. Ademés se cumple que KH = H K, hay que mostrar
que HK < G. Para tal efecto se usara el teorema 2.7.1, esto es, sean x,y € HK, se debe probar que
xy~! € HK. Ahora, si x,y € HK, entonces existen h;,h, € H y k;,k, € K tales que x = hk, y

y = h,k,. Con esto se tendria que

xy™t = hk(hyky)!
= hlklk;h;l por el teorema 2.2.4.

Puesto que K es subgrupo, entonces k k' € K, por lo tanto k,k;'h;' € KH = HK por hipétesis. Se
podria establecer que existen un 4 € H y un k € K tales que kk; 1h; ' = hk. Con esto se tendria que
xy ! = h,hk, sin embargo, como H es subgrupo, entonces h h € H, asi xy ! = h,hk € HK, que era

lo que se queria probar. Finalmente se concluye que HK < G. ]



Teorema 2.7.2:

Todo subgrupo de (Z, +), tiene la forma

mZ ={mk : k € Z}.

Demostracion. En el ejemplo 2.7.10 se prob6 que mZ es un subgrupo aditivo de Z. Lo que se debe
demostrar es que si H es otro subgrupo aditivo de Z, entonces H = mZ. Para ello, si H = {0}, entonces
tome m = 0y asi {0} = mZ = 0Z. De esta forma, suponga que H # {0}, entonces existe un elemento
x € H con x # 0. Dado que H es un subgrupo de Z, entonces —x € H. De lo anterior se puede suponer,
sin pérdida de generalidad, que x > 0, asi H contiene enteros positivos y por el principio del buen orden,
H tiene un menor elemento positivo. Sea m € H ese elemento. A partir de ahora se va a demostrar que
H = mZ, paralo cual se verificaraque mZ C H ymZ 2 H.

= (C).Comom € Hy H es cerrado con la suma, se cumple que
m,2m,3m,4m,5m, ... € H.
Por esta misma razén
ee. —=3m,—2m,—-m,€ H,

y como —m,m € H entonces, por la cerradura de H, se tiene que 0 = —m + m € H. Lo anterior
significa que
{...—3m,-2m,—m,0,m,2m,3m,4m,5m, ---} C H,

es decir, mZ C H.

= (2) Como m es el menor entero positivo en H, entonces m > 1. De aqui se tienen dos posibles
situaciones: sim = 1, entonces mZ = Zyasi H = Z = 1Z.Sim > 1, sea x € H un elemento

cualquiera de H. Aplicando el algoritmo de la division a x y m, existen enteros q y r tales que
x=qgm+r, con 0<r<m

Como gm € H entonces —gm € H,porloquer = x—gm € H,es decir, r € H, lo cual contradice
que m sea el menor entero positivo que pertenece a H. Por lo tanto r = 0y asi x = gm, es decir que

x € mZ. En resumen, si x € H, entonces x € mZ, con lo cual mZ 2 H.

Finalmente H = mZ, que es lo que se queria probar. O]



Teorema 2.7.3:

Sea G un grupo finitoy H C G, H # (. Entonces H < G si y solo si para cada x,y € H se
cumple que xy € H

Demostracion. Se procede a probar las dos implicaciones del teorema:

(=) Es trivial porque la operacion definida H es cerrada por ser un subgrupo.

(<) Suponga que si x,y € H se cumple que xy € H. Por el punto dos de la observacién 2.7.2 so-
lo se debe probar la existencia de inversos. Para ello, suponga que x € H, entonces, por la hipotesis
xx € H, es decir, x> € H. Sin embargo, aplicando la mis analogia, se cumple que x*x € H, es decir,
x? € H. De esta forma, se podria concluir que x" € H para n € N. Con esto presente, note que H debe
ser finito por ser un subconjunto de un conjunto finito, entonces existen enteros positivos, r y s, r > s,
tales que x" = a°, esto a su vez implica que x"~° = e. Pero, como r > s, entonces r — s > 0, asi x"™° = e
debe ser un elemento de H, con lo cual e € H, es decir, x° € H. Por otro lado note que si r — s > 0,

entonces r —s — 1 > 0, y como x° € H, se puede concluir que también x"~*~! € H. Ahora, observe que

r—s—1 r—s.,.—1

x = xx
= ex!
= x L

Por lo tanto, x™! € H y se concluye que H < G. ]

Observacion 2.7 4.

El teorema anterior establece que si H es un subconjunto no vacio de un grupo finito, solo basta verificar
que la operacion sea cerrada en H para concluir que H es un subgrupo de G. Tome como referencia

el ejemplo 2.7.2 de los subgrupos del grupo de Klein, el ejemplo 2.7.5 sobre un subgrupo de (Z.+), el

ejemplo 2.7.6 sobre un subgrupo de (Z7%

13> ) y el ejemplo 2.7.7 sobre los subgrupos de .S;.



m Ejercicios

@ Ejercicio 2.8.1 (Grupo Abeliano) R/ p.288
Muestre que el grupo de matrices (M (m,n,R), +) es un grupo Abeliano.

@ Ejercicio 2.8.2 (Grupo Abeliano) R/ p.288

Determine si el grupo

G={y:R->R : yx)=ax+b, a,beR, a> 0},
con la operacidén composicion de funciones, es un grupo Abeliano.

@ Ejercicio 2.8.3 (Grupo Abeliano) R/ p.289

Considere el conjunto (Q*, ), donde * es la operacion definida por

P*Ci:ﬂ
2

para cualesquiera p, ¢ € QF. Muestre que (Q, %) es un grupo Abeliano.

@ Ejercicio 2.8.4 (Grupo Abeliano) R/ p.290

Muestre que G es un grupo abeliano si y s6lo si, para cualesquiera a, b € G se cumple (ab)*> = a’b?.

@ Ejercicio 2.8.5 (Grupo Abeliano) R/ p.291
Muestre que si en un grupo G se cumple x> = e, para todo elemento x de G, entonces el grupo es abeliano.



R/p.291 @ Ejercicio 2.8.6 (Grupo Abeliano)
Sea (G, -) un grupo tal que |G| = 3. Pruebe que G es un grupo abeliano. Como G es de orden 3 implica

que a® = ey b®> = e. Ahora se puede usar una Tabla de Cayley para representar a G, esto es:

R/p.292 @ Ejercicio 2.8.7 (Subgrupo)

Sea S un subgrupo de un grupo.

Pruebe que si 4 € S, entonces hS = § = Sh. ]

Pruebe que x~'y € Ssiysolosi xS = Sy. ]

R/p.294 @ Ejercicio 2.8.8 (Grupo y subgrupo)
Considere el conjunto Z X Z con la operacion (a, b)+(c, d) = (a+c, b+d), para cualesquiera (a, b), (¢, d) €
ZXZ.

Muestre que Z X Z es un grupo con la suma con definida anteriormente.

Considere el conjunto H := {(m,n) : 2m—3n = 0} C ZXZ. Muestre que es un subgrupo
de ZxZ.

R/ p.296 @ Ejercicio 2.8.9 (Subgrupo)
Sea Q" = Q — {0} y considere el grupo (Q*, -). Defina el conjunto

Muestre que H < Q*.



@ Ejercicio 2.8.10 (Subgrupo) R/ p.297
Considere el grupo de Klein (V, 0), donde V' := {e, h,v,r} ysea H := {e,r}. Muestre que H < V.

@ Ejercicio 2.8.11 (Subgrupo) R/ p.298

Muestre que SO(n, R) es subgrupo de G L(n, R), con la multiplicacién usual de matrices.

@ Ejercicio 2.8.12 (Grupo y subgrupo) R/ p.299
Se denota R* = R — {0}. Considere (R* X R, *), donde

(a,b) % (c,d) :=(4ac,b+d + 3)

Pruebe que (R* X R, %) es un grupo. ]
Sea H = {(x,-3) : x € R*}. Verifique que H < R* X R. ]
@ Ejercicio 2.8.13 (Subgrupo) R/ p.302

Sea (G, -) un grupo Abeliano con elemento neutro e y sea n un entero positivo. Considere el subconjunto
de G,
H:={xeG:x"=e}.

Muestre que H < G.

@ Ejercicio 2.8.14 (Subgrupo) R/ p.304
Sea (G, ) un grupo y sean H,, H,, ..., H, subgrupos de G. Demuestre que

H ::éHi

es subgrupo de G.



R/ p.305

R/ p.305

R/ p.306

R/ p.307

R/p.308

@ Ejercicio 2.8.15 (Subgrupo)

Sea H, ¢ H, C H; C --- una sucesion de subgrupos de un grupo G. Muestre que

H:=|]JH,

neN

es un subgrupo de G.

@ Ejercicio 2.8.16 (Subgrupo)
Sea (G, -) un grupo. Pruebe que si K < H'y H < G, entonces K < G.

@ Ejercicio 2.8.17 (Subgrupo)
Sea (G, -) un grupo y sean H y K subgrupos de G. Muestreque HUK < GsiysolosiH C KO K C H.

@ Ejercicio 2.8.18 (Subgrupo)
Se define
HK :={hk : he H, ke K)

Sea (G, -) un grupo abeliano, demuestre que si H < Gy K < G entonces HK < G.

@ Ejercicio 2.8.19 (Subgrupo)
Sea (G,-)ungrupoy H < G, K < G. Muestreque HK < Gsiys6losi HK = KH.



@ Ejercicio 2.8.20 (Centralizador y Subgrupo)
Sea (G, -) un grupo. Se define el centro Z(G) de G por

Z(G):={ge G : gx=xg,Vx € G}.

Demuestre que Z(G) es un subgrupo de G.

@ Ejercicio 2.8.21 (Centralizador y Subgrupo)
Sea (G, -) un grupo 'y A C G. Se define el centralizador C;(A) de A en G por

C;(A) :={ge G : ga=ag,Vae A}.

Muestre que C;(A) es un subgrupo de G.

R/ p.311

R/p.312



m Clases laterales

En el marco de la Teoria de Grupos, el concepto de clases laterales emerge como una herramienta funda-

mental para explorar las relaciones entre los elementos de un grupo y entender su estructura algebraica.
De manera objetiva, las clases laterales ofrecen una perspectiva clara sobre la particion de un grupo en

conjuntos que comparten propiedades fundamentales bajo la operacion del grupo.

Aunque las clases laterales en su forma moderna se formalizaron principalmente en la primera mitad
del siglo XX, el estudio de particiones de conjuntos y simetrias dentro de los grupos se remonta a los

trabajos pioneros de mateméaticos como Evariste Galois en el siglo XIX.

Durante el siglo XX, con el auge de la Teoria de Grupos y su aplicacion en diversas ramas de las ma-
tematicas, incluyendo la teoria de nimeros y la geometria, los conceptos relacionados con las clases
laterales adquirieron una importancia considerable. Los matematicos desarrollaron métodos sistematicos
para comprender la estructura interna de los grupos y la relacion entre sus elementos a través de las clases

laterales.

En particular, los trabajos de destacados matematicos como Emmy Noether® y Claude Chevalley® propor-

SEmmy Noether fue una destacada matemética alemana que dejé una profunda huella en el desarrollo de la teorfa algebraica
y la fisica tedrica en el siglo XX. Naci6 el 23 de marzo de 1882 en Erlangen, Alemania. A pesar de las barreras sociales y de
género que enfrentd en esa época, Noether demostrd su excepcional talento matematico desde joven.

Obtuvo su doctorado en matematicas en 1907 y, a lo largo de su carrera, realiz6 importantes contribuciones a la teoria de
nimeros, la teoria de invariantes, y especialmente, a la teoria de grupos y 4lgebras. Su teorema fundamental, conocido como
el Teorema de Noether, establece la relacion entre simetrias y leyes de conservacidn en fisica, y se ha convertido en un pilar
fundamental de la fisica tedrica.

A pesar de que Noether no tuvo acceso a cargos académicos oficiales debido a su género y ascendié en una época en la
que las mujeres tenian limitado reconocimiento en la academia, logrd influir profundamente en la comunidad matematica y
cientifica. Dio clases en la Universidad de Gotinga bajo la supervisiéon de David Hilbert y, mas tarde, se trasladd a los Estados
Unidos para ensefiar en la Universidad de Bryn Mawr.

Emmy Noether falleci6 el 14 de abril de 1935, pero su legado perdura. Su trabajo ha influido en diversas areas de las
matematicas y la fisica, y su impacto se refleja en la actualidad con el reconocimiento de la importancia de su contribucién a la
ciencia. Ademas, su valentia y perseverancia han inspirado a generaciones posteriores de mujeres en el campo STEM (ciencia,
tecnologia, ingenieria y matemaéticas). Consultar ( )

6Claude Chevalley fue un destacado matematico francés nacido el 11 de febrero de 1909 en Paris y fallecido el 28 de junio
de 1984 en Paris. Fue conocido por sus contribuciones significativas en algebra, teoria de nimeros y geometria algebraica.

Chevalley desempefié un papel crucial en el desarrollo de la teoria de grupos y algebras, y su trabajo en teoria de nimeros
algebraicos fue influyente. Contribuyd al estudio de estructuras algebraicas y formul6 la teoria de Chevalley sobre grupos
algebraicos lineales, que tuvo un impacto duradero en la teoria de grupos y la geometria algebraica.

Ademas de su destacada carrera académica, Claude Chevalley también fue profesor en instituciones prominentes como
la Universidad de Princeton y la Universidad de Paris. Su enfoque riguroso y sus ideas innovadoras han dejado una marca
duradera en la matematica del siglo XX. Chevalley también jugd un papel importante en la creacioén del grupo Bourbaki, una
colaboracidon matemaética que ha tenido un impacto significativo en la investigacién matematica contemporanea. Su legado
como matematico y educador continda siendo reconocido y apreciado en la comunidad matemaética. (s.f)



cionaron contribuciones fundamentales al entendimiento de las clases laterales y su aplicacion en 4lgebras
abstractas. Estos avances han influido significativamente en la forma en que se abordan y ensefian los con-

ceptos de la Teoria de Grupos en la actualidad.

Definicion 2.9.1:

Sea G un grupo y sea H un subgrupo de G.

1. Se llama clase izquierda de H en G, determinada por g € G, al conjunto

gH :={gh: he H}.

2. Se llama clase derecha de H en G, determinada por g € G, al conjunto

Hg :={hg : he H}.

Observacion 2.9.1.

Si se utiliza la notacion de grupo aditivo (G, +), entonces las clases izquierda y derecha de H en G,

determinadas por g € G, son respectivamente
g+H ={g+h:heH}

H+g:={h+g:he H}

En lo que sigue de, se trabajara con clases laterales izquierdas, ya que todos los resultados son andlogos

para las clases derechas.

Definicion 2.9.2:

Sea G un grupo y sea H un subgrupo de G. Se llama conjunto cociente de H en G, al conjunto
G/H :={gH :geG}.

En otras palabras, el conjunto cociente de H en G es el conjunto formado por todas las clases

laterales izquierdas de de H en G.

Observacion 2.9.2.

Si se usa la notacion de grupo aditivo (G, +), el conjunto cociente de H en G se escribe como

G/H :={g+H :geG}



Ejemplo 2.9.1.

Considere el grupo de Klein (V, o) estudiado en el ejemplo 2.1.16, donde V' := {e, h,r,v} y o es la
composicion de funciones. Sea H := {e, h}. Usando el teorema 2.7.3 es facil verificar que H es subgrupo

de V. Ademas. recuerde que la tabla del grupo de Klein es la siguiente:

ole|h|r|v

ele|h|r|v
hlh|le|lv|F

rlriloviel|h

viv|ir|hle

Para hallar las clases izquierdas de H en V se usa la definicion 2.9.1. Asi, la clase izquierda de H en V,

determinada por e, es
eH = {eoce,eoh} ={e,h} = H.

Similarmente, la clase izquierda de H en V', determinada por A, es
hH = {hoe, hoh} = {h,e} = H.
La clase izquierda de H en V', determinada por r, es
rH = {roe,roh} = {r,v}.
Finalmente, la clase izquierda de H en V', determinada por v, es

vH = {voe,voh} = {v,r}.

Observe que s6lo hay dos clases izquierdas: H y {v, r}. Por lo tanto, el conjunto cociente formado por
todas las clases izquierdas es
V/H ={H,{v,r}}.

Ejemplo 2.9.2.

Considere el grupo simétrico S; = {0, 6,, 03, 64, 05, 64} del ejemplo 2.1.30. Recuerde que la tabla de .S,



Sea H := {0,,04,05}. Usando el teorema 2.7.3 no es dificil verificar que H < S;. Ahora, las clases

izquierdas son

oyH = {o0,00,,0,00,,0005}={0,,04,05}=H
o,H = {0,00,,0,00,,0,005} = {0,,05, 0}
osH = {o0300,0;00,,03005} = {03,04,0,}
o,H = {o0400,0,00,, 0,005} ={04,05,0,} = H
osH = {os500,0500,,05005} = {05,0y,04} = H
ocH = {0400,,0400,, 0005} = {04,0,,0;}

Por lo tanto, el conjunto cociente de H en S; es
S;/H = {H, {62,0'3,0'6}} .

Ejemplo 2.9.3.

Considere el subconjunto H = 2Z. Observe que H es un subgrupo de R con la suma usual de nimeros

reales. Por ejemplo, la clase izquierda de 2Z en R determinada por el nimero 3 € R, es
34+42Z=1{3+2n : neZ}.
En general, para cualquier x € R, la clase izquierda de 2Z en R determinada por x € R, es

x+2Z={x+2n : ne”Z}.



Por lo tanto, el conjunto cociente, formado por todas las clases izquierdas, es
R/2Z = {x+2Z : x € R}.

Ejemplo 2.9.4.

Sea x € Z5 y observe que si [x] € Zs, entonces

[x] := {yGZ : yEx(modS)}
_ {yez : 5|(y—x)}
_ {yeZ:y—x=5k,k€Z}
= {yez:y=x+sk kez|
= x+5Z7.

Ahora, si se considera el subgrupo (57, +) de (Z, +), se puede inferir que la clase [x] modulo 5 es igual
a la clase izquierda de x en 5Z. Es decir
[x]=x+5Z.

Entonces, el conjunto de clases izquierdas de 5Z en Z es

Z/57

{x+SZ : xEZ}

{[x] médulo 5 : xez}
7

5

Observacion 2.9.3.

En general, de manera anéloga al ejemplo anterior, si # es un nimero entero se cumple que

Z/nZ =17,.

Teorema 2.9.1:

Sea G un grupo y sea H < G. Para cada g € G se tiene que




Demostracion. Se va probar que ‘ gH | = )H ) Para esto, es suficiente encontrar una funcion biyectiva de
H en gH. Sea g € G y defina la aplicaciéon ¢ : H — gH tal que

@(h) = gh
para todo h € H. Se debe probar que esta funcién es inyectiva y sobreyectiva.
= Para la inyectividad’, considere h,, h, elementos de H y suponga que
@(hy) = @(h,),

esto implica que
gh, = gH,.

Operando g~! por la izquierda de la igualdad tiene
-1 — oo
g ghy=gg hy.

Luego

Asi, la funcién @ es inyectiva.

= Para la sobreyectividad®, considere y € g H, entonces existe 4 € H tal que y = gh. Luego, observe

que @(h) = gh, es decir, la preimagen de y es A. Asi, la funcion @ es sobreyectiva.

Finalmente la funcion ¢ es biyectiva y se concluye que |gH ‘ = |H |

La prueba de que | H| = | HG]| es anéloga. O]

Teorema 2.9.2:

Sea G un grupoy H < G, entonces para cualquier par de elementos a, b de G se tiene que:
1. H esen si mismo una clase de H en G.
2. a€aH.

3. beaH siysolosia € bH.

"Recuerde que una funciéon f : A — B es inyectiva si y solo si para cada a,b € A se cumple que si a # b entonces
f(a) # f(b). O su contrapositiva, para cada a, b € A se cumple que si f(a) = f(b) entonces a = b.
8Recuerde que una funcién f : A — B es sobreyectiva si solo si para cada b € B existe a € A tal que f(a) = b.
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4. beaH siysolosibH =aH

5. SiaH NnbH # @ entonces aH = bH.

Demostracion. Se procede a demostrar los cuatro puntos del teorema anterior:

1. Considere el elemento neutro e € G, entonces
eH={eh:heH}={h.: heH}=H,
es decir, H es una clase en si mismo de H en G.

2. Como H < G entonces e € H. Luego, a = ae € aH, es decir,a € aH.

3. (=) Suponga que b € aH, se debe probar que a € bH. Ahora, como b € aH, entonces existe un
h € H tal que b = ah. Como H es un subgrupo de G, entonces existe el elemento inverso de h
denotado por A~! € H, el cual se opera en la igualdad b = ah resultando bh~! = a. Es decir, a se
obtiene de operar b con un elemento de H, entonces a € bH.

(<) Es analoga al anterior.

4. (=) Suponga que b € aH, se debe probar que bH = aH . Para tal efecto, primero se probara que
bH C aH yluegoque aH C bH.

= (C) Sea x € bH, entonces x = bh, para algin h; € H. Ademas, por hipotesis b € aH,
entonces b = ah, para algin h, € H. De estos dos resultados se obtiene que x = ah,h,, pero
h,h, debe estar en H pues H es un subgrupo de G, por lo tanto x € aH . Asi se cumple que
bH C aH.

= (2) Sea x € aH, entonces x = ah, para algin h; € H. Asimismo, por hipotesis b € aH,
entonces b = ah, para algin h, € H. Ahora, como H es un subgrupo de G, existe h;', el
cual se opera en la igualdad b = ah, de la forma bh;' = ah,h]', obteniendo bh;' = a. Este
resultado se cambia en x = ah, obteniendo x = bh;'h,, donde h;'h, es un elemento de H,
por lo tanto x = bh;lh1 es un elemento de bH, es decir, x € bH . Por lo tanto aH C bH.

Finalmente bH = aH.

5. Suponga que aH NbH # @, hay que demostrar que aH = bH. Ahora, como aH NbH # @, existe

al menos un elemento x € aH N bH, es decir, x € aH y x € bH, es decir, existen h,h, € H



tales que
X = ah, = bh,.

Abhora, se va demostrar que aH C bH.y bH C aH.

= (C) Sea y € aH, entonces existe h; € H tal que y = ah,. Ademas, como x = ah, facilmente

se infiere que xh]‘1 = a,y como x = bh,, entonces bhzhl‘1 = a. Con este tltimo dato note que
y = ahy = bhyh['hs,

donde hzhl‘lh3 es un elemento de H porque este es un subgrupo. Asi, y € bH yaH C bH.

= (2) Sea y € bH, entonces existe h, € H tal que y = bh,. El resto de la demostracion es
andloga, solo que esa vez debe concluir que

y =ahh; 'h,,
donde A h; 'h, es un elemento de H porque este es un subgrupo. Asi, y € aH y bH C aH.

Por altimo aH = bH.

Observacion 2.9.4.
Dado un grupo Gy H < G, entonces, del teorema anterior se puede notar lo siguiente:

1. Dos clases laterales de H en G o bien son disjuntas o bien son la misma clase. En otras palabras,

dos clases diferentes no pueden compartir elementos en comun, de lo contrario, son la misma clase.

2. Cada elemento de G esta exactamente en una sola clase.

Teorema 2.9.3:

Sea G un grupoy H < G, H # @, entonces G es la union de clases distintas de H en G, es decir,

G=UaH

aeG

Demostracion. Para probar la igualdad anterior Se probaran utilizando las dos relaciones de inclusién
GCU,qaH yU,qcaH CG.



(€) Sea x € Gy sea e el elemento neutro de G. Como H < G entonces e € H. Ahora, note que
x = xe € xH, es decir, x pertenece al menos a una clase lateral izquierda de H en G. Por lo tanto
x €U gaH.

(2) Sea x € |J,.; aH . Por definicion de unién de conjuntos

x € aH, paraalgina € G,

entonces

X = ah, paraalgin h € H y paraalgin a € G,
y como G es cerrado, ah € G. Por lo tanto x € G. U
Ejemplo 2.9.5.

En el ejemplo 2.9.1 se hallaron las clases izquierdas del subgrupo H := {e, h} del grupo de Klein. Estas

clases son H y {v,r}. Luego, note que la unioén de estas clases equivale a:
HuU{v,r} ={eh,vr}=aG,

lo cual verifica el resultado del teorema 2.9.3 anterior.

Ejemplo 2.9.6.

En el ejemplo 2.9.2 se considero el grupo simétrico S; = {0, 0,,03,0,4,05,04} y se hallaron las clases
izquierdas del subgrupo H := {o0,,0,,05}, las cuales son H y {o,,05,04}. Note que la union de estas

clases forma precisamente el grupo .S;.
Ejemplo 2.9.7.

Considere el grupo (Z, +) y su subgrupo (3Z, +) (ver teorema 2.7.2). Ahora, las clases izquierdas de 3Z

en Z bajo la suma son de la forma [x] = x + 3Z (tome como referencia el ejemplo 2.9.4), es decir:
[0]=0+372={...,-9,-6,-3,0,3,6,9,...} =3Z.

M=1+3Z={...,—8,-5,-2,1,4,7,10,...}.
R]1=2+3Z={...,~7,—4,—1,2,5,8,11,...}.

Note que 3Z U 1+3Z U 2+ 3Z = Z, verificando lo expuesto en el teorema 2.9.3.



2.9.1. El Teorema de Lagrange.

En la Teoria de Grupos, el Teorema de Lagrange se presenta como un resultado fundamental que aborda
la estructura de los subgrupos dentro de un grupo finito. De manera objetiva, este teorema, formulado por
Joseph-Louis Lagrange® en el siglo X VIII, establece una relacion crucial entre el orden de un grupo y el
orden de sus subgrupos. Esta breve introduccidn busca proporcionar una visidn sobria del Teorema de

Lagrange, resaltando su importancia en el anélisis de la estructura algebraica de los grupos finitos.

Definicion 2.9.3:

Sea G un grupo y sea H un subgrupo de G. Se llama indice de H en G, al nimero
|G : H] := |G/H‘

Es decir, el indice de H en G es el nimero de clases izquierdas (derechas) de H en G, el cual es

la cardinalidad del conjunto cociente
G/H :={gH : geG}

de la definicién 2.9.2.

Ejemplo 2.9.8.

Considere el ejemplo 2.9.2 sobre el grupo simétrico S5 y de su subgrupo

H :={o0,,04,05},

9Joseph-Louis Lagrange, nacido Giuseppe Lodovico Lagrangia el 25 de enero de 1736 en Turin, Italia, y fallecido el 10 de
abril de 1813 en Parfs, fue un matematico y fisico italo-francés que realiz6 contribuciones fundamentales en diversos campos
de las matematicas y la fisica.

Lagrange fue un prodigio matemético desde joven y, a la edad de 19 afios, ya habia realizado contribuciones significativas
a la teoria de nimeros. Trabaj6 en la teoria de ecuaciones, desarrollando el método de Lagrange para resolver ecuaciones
polinémicas generales.

En el ambito de la mecénica analitica, Lagrange formulé las ecuaciones de movimiento conocidas como las ecuaciones de
Lagrange, que son fundamentales en la descripcion de sistemas dindmicos. Su enfoque elegante y sistematico en la mecénica
analitica influy6 en el desarrollo posterior de la fisica tedrica.

Lagrange también desempefié un papel crucial en la teoria de nimeros, la teorfa de funciones analiticas y la teoria de grupos.
Fue un miembro destacado de la Academia de Ciencias de Paris y contribuyé al establecimiento de la notacién matematica
moderna.

Su vida transcurri6 en varios centros académicos europeos, incluyendo Turin, Berlin y Parfs. Lagrange fue nombrado conde
por Napoleén Bonaparte y se convirtié en senador. Su legado perdura en los numerosos teoremas y conceptos que llevan su
nombre, destacando la influencia duradera de sus contribuciones en las matematicas y la fisica. Consultar ( )



El conjunto cociente de H en S, es
S3/H = {H7 {0-2, 0—3966} },

entonces, el indice de H en S, es [S3 : H] = )53/H) = ‘{H, {0-2’63’66}}| =2.
Ejemplo 2.9.9.

Considere el grupo (Z, +) y el subgrupo 5Z < Z. Por el ejemplo 2.9.4, el conjunto cociente de Z en 5Z
es
Z/57 = Zs.

Entonces, el indice de 57 en Z es
[z : 52] = |z/52| = |z| = 5.

Ejemplo 2.9.10.

De forma analoga al ejemplo anterior, en general, si n € N, el indice de nZ en Z es

[Z : nZ] = |Z/nZ| =n.

Teorema 2.9.4:

Sea G un grupo finito y sea H < G. Entonces

6l

|G/H‘:|H|'

Es decir, si G es de orden finito, el orden de cualquier subgrupo divide al orden del grupo.

Demostracion. Como G es finito, el conjunto cociente G/ H debe ser finito. Entonces se puede escribir

G/H ={aH,a,H,...,a,H}

n



donde a,H Na;H = @ sii # j. Ademas, note que |G/ H| = n. Por otro lado observe que:

n

U a,H

|laejtl| +|a,H| + |a;H| + -+ + |a,H|
|H|+ |H|+ -+ |H|

n|H|

|G/HI|H]|.

|G|

por el teorema 2.9.3.

Observacion 2.9.5.

El teorema 2.9.4 se llama Teorema de Lagrange. Bisicamente, éste establece que dado un grupo finito G

y si H < G, entonces el orden de H divide al orden de G, es decir
|HI||G].
Ejemplo 2.9.11.

Considere el grupo (Z¢, +). Como |Z,| = 6, el cual es divisible por 1, 2, 3 0 6,es entonces Z s6lo puede
tener subgrupos de d6rdenes 1, 2, 3 o 6. Es importante recalcar que los subgrupos de orden 1 y orden 6

deben ser los triviales.
Ejemplo 2.9.12.

Considere el grupo (Z5, +). Como |Zs| = 5y solo es divisible por 1 y por 5, entonces Z s6lo puede tener
subgrupos de ordenes 1 o 5. De hecho, tienen que ser los dos subgrupos triviales, es decir, el subgrupo de

orden 1 es {[0]} y el de orden 5 es el mismo Z.
Ejemplo 2.9.13.

Considere el grupo de (Z;, -). Se sabe que |Z§| = 4, entonces los posibles 6rdenes de sus subgrupos 1,2

0 4. De hecho, los subgrupos de (Z;‘, -) son:

{ny, {0L B, (LM} y Z5

Ejemplo 2.9.14.
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Como |S;| = 3! = 6, entonces por el Teorema de Lagrange los subgrupos de S5 son de orden 1,2,3 0 6.

En efecto, por el ejemplo 2.7.7 los subgrupos de S5 son

{61}’ {0'1a63}’ {0'1a56}’ {0'1a52}’ {51754,55}’ S3-

m Grupos Ciclicos *

En el ambito de la Teoria de Grupos, los Grupos Ciclicos se destacan como entidades algebraicas notables

que han capturado la atencion de los matematicos a lo largo del tiempo. Un Grupo Ciclico, definido por su
capacidad para ser generado por un solo elemento, revela propiedades tnicas y estructuras fundamentales

bajo la operacién de composicién del grupo.

Definicion 2.10.1: Grupo Ciclico.

Sea G un grupo y sea g € G. Se llama conjunto generado por g al conjunto

(g) :={g" :nezZ}= {...,g'3,g_2,g'l,e,g,g2,g3,...},

Observacion 2.10.1.

Con la notacién de grupos aditivos (G, +), el conjunto generado por g € G es el conjunto

<g> = {ng ‘ne Z} = {'”7_3g7 _2g’ _gae’g’2g33g’ "'}'

Teorema 2.10.1:

Sea G un grupo y sea g € G. Entonces (g) es un subgrupo de G.

Demostracion. Sea g € Gy sean x, y € (g). Entonces
x=g" y=g" paraalgunos n,me Z.

Por el teorema 2.2.5 el inverso de y es

lo cual implica que



Como n—m € Z, entonces g"™™ € (g), es decir xy~! € (g) y por el teorema 2.7.1 se tiene que (g) es un

subgrupo de G. [

Observacion 2.10.2.

Dado un grupo G, note que e" = e para cualquier n € Z, entonces el subgrupo generado por el elemento

neutro e es {e}, es decir, el subgrupo trivial {e}. Por lo tanto
(e) = {e}.

Ejemplo 2.10.1.

Considere el grupo de Klein (V, o) estudiado en el ejemplo 2.1.16, donde V' := {e, h, r, v}. Recuerde que

la tabla del grupo de Klein es la siguiente:

Se va hallar el subgrupo generado por A. Para ello se opera A consigo mismo reiteradamente, esto es:

h = h

h* = hoh =
h* = hohoh = h
h* = hohohoh = e

Si se contintia operando A consigo mismo, siempre se obtiene los elementos e y A. Por lo que el subgrupo
generado por A es
(h) = {e, h}.

Similarmente, el subgrupo generado por r es

(r)y={er}



y el subgrupo generado por v es

(v) = {e,v}.
Ejemplo 2.10.2.

Considere el grupo (ZZ, ) y en particular tome el elemento [2], se va hallar el subgrupo generado por

dicho elemento. Para ello note que:

2] = [2]
(20* = [4]
(2n* = 3]
(2n* = [11

Observe que el subgrupo generado por [2] es el conjunto formado por cada elemento de Z%, es decir,
(12) = Z;.
Ejemplo 2.10.3.

Considere el grupo (Z,, +) y en particular tome el elemento [4], se va hallar el subgrupo generado por
dicho elemento, recordando que al ser un grupo aditivo se escribe n[x] en lugar de [x]" para n € Z,

entonces:

= [4]
= [2]
= [0]
= [4]
= [2]
= [0]

Asi, el subgrupo generado por [4] en el grupo (Z, +) corresponde a

([41) = {I0], [2], [41}.



Definicion 2.10.2:

Se dice que un grupo G es un grupo ciclico si existe g € G tal que

G =(g)

En tal caso, se dice que g es un generador de G.

Observacion 2.10.3.

Bésicamente, G es un grupo ciclico generado por g si para cada elemento a € G existe un n € Z tal que

n

a=g".
Ejemplo 2.10.4.

Tome como referencia el ejemplo 2.10.2 donde se determiné que ([2]) = Z: bajo el producto de clases

en moédulo 5, es decir (Z;‘, -) es generado por [2] y asi (Z;‘, -) se considera como un grupo ciclico.
Ejemplo 2.10.5.

Recuerde que el conjunto de unidades Uj esta formado por todos los [a] € Z; tales que (a,5) = 1, segin

se estudio en el ejemplo 2.1.22. Es decir,

Us = {[11.[2], [3]. [4]}.

De hecho y con fundamento en el ejemplo anterior, (Us, -) también es un grupo ciclico generado por [2].
Ejemplo 2.10.6.

Considere el grupo (Z,, +) y en particular tome el elemento [3], observe que:

= B3]

= [2]

= [1]
= [0]

Note que [3] genera a cada elemento de Z, bajo la suma de clases en mddulo 4, entonces (Z,, +) es un

grupo ciclico porque ([3]) = Z,.



Teorema 2.10.2:

Si G es un grupo ciclico, entonces G es un grupo abeliano.

Demostracion. Suponga que G es generado por el elemento g, es decir G = (g). Luego, sean a,b € G,

entonces existen m, n € Z tales que a = g” y b = g". De esta forma se tiene que

ab = a"b"

= g por la parte tres del teorema 2.2.5.

Por lo tanto ab = ba, lo cual implica que G = (g) es un grupo abeliano. ]
Observacion 2.10.4.

Si un grupo fuera abeliano, esto no implica de forma necesaria que sea un grupo ciclico. Para comprender

esto, considere el ejemplo 2.10.1 sobre el grupo de Klein, el cual es un grupo abeliano pero no es ciclico,
ya que
(hy ={e,h}, (r)={e,r}, (v)={ev}.

Ademas, no es dificil verificar que (e) = {e}. Por lo tanto, el grupo V" no es generado por ninguno de sus

elementos, concluyendo asi que V' no es ciclico.
Ejemplo 2.10.7.

Sea G un grupo ciclico generado por g € G, entonces G también es generado por su inverso g~!.

Demostracion. Sea a € G, entonces existe n € Z tal que a = g" puesto que (g) = G. Luego, usando la

parte tres de la definicién 2.2.1 se cumple que
a=g'=g ™=@,
y como —n € Z, entonces G es generado por g~ 1. ]

Ejemplo 2.10.8.



Considere el grupo (G, ), donde G := {1,—1,—i,i}, i* = —1, y “” es la multiplicacién de los nimeros

complejos, estudiado en el ejemplo 2.1.11. Note que

Como las potencias de i generan todos los elementos de G, se concluye que G es ciclico y que i es un
generador de G, es decir, (i) = G. Ademas, como —i es el inverso de i y por el resultado del ejemplo

2.10.7, se cumple que (—i) = G.
Ejemplo 2.10.9.

Considere el grupo (Z5,+) y el elemento [1], observe que

1] = [,
211] = [2]
311 = [0]

Esto significa que [1] genera Z, y por lo tanto Z = ([1]), asi (Z5, +) es ungrupo ciclico. También, como
[2] es el inverso de [1] y por el resultado del ejemplo 2.10.7, se tiene que ([2]) = G. De hecho, note que

Similarmente, en el caso de [2] tenemos

112] = [2],
2021 = [1]
3(2] = [0]

Ejemplo 2.10.10.

En el ejemplo 2.10.6 se prob6 que (Z,, +) es un grupo ciclico tal que ([3]) = Z,. Entonces se tendria que

([11) = Z, puesto que [1] es el inverso de [3].

Ejemplo 2.10.11.



En general, para cualquier n € N, el grupo (Z,, +) es ciclico con generador [1], pues

1] = [1],
2[1] = [2]
311 = [3]

(n=D[] = [n-1]
n[l] = [n]=10]

Asimismo, como [n — 1] es el inverso de [1] y por el resultado del ejemplo 2.10.7, se tiene que (Z,,, +)

también es generado por [n — 1], estoes ([n — 1]) = (Z,, +).
Ejemplo 2.10.12.
Muestre que el grupo (Q, +) no es ciclico.

Demostracion. Suponga por contradiccidon que (Q, +) es ciclico. Entonces existe g € Q tal que (g) = Q.

Como ¢ es un nimero racional, entonces q es de la forma g = %, donde a,b € Z — {0}. Entonces

=(2)=a

. , 1
Considere ahora el niimero % € Q. Como g genera todos los elementos de Q, entonces

% =kq = k%, para algin k € Z,
esto implica
ka = l,
2

lo cual no puede suceder, pues a, b € Z. Por lo tanto, se sigue que no existe g € Q tal que (g) = Q y asi

Q no es ciclico. O

Teorema 2.10.3:

Sea G un grupo y sea g € G. Entonces (g) es la interseccion de todos los subgrupos de G que

(&)=(H

iel

contienen a g. Es decir

donde g € H, < G, paratodoi € I.




Demostracién. Se va utilizar la relacién de inclusion para probar la igualdad (g) = (),., H,.

= (C) Sea x € (g), entonces x es de la forma g” para alglin n € Z. Como g € H, paratodoi € Iy
H, es cerrado por ser subgrupo de G, se cumple que g" € H, paratodo i € I, es decir x € H, para

todo i € I. Esto, a su vez, implica que x € (),.; H;.

» (Q)Seax €

contiene a g. Esto significa que (g) es uno de los H,, lo cual implica que x € (g).

.c; H;. Entonces x € H, paratodo i € I. Observe que (g) es un subgrupo de G que

Por lo tanto (g) = (,.; H;» § € H; < G, paratodo i € I. O

Teorema 2.10.4:

Sea G un grupo y sea g € G un elemento de orden |g| = n. Entonces

(g) = {e,g,g2,...,g"'l},

donde todos los elementos son distintos dos a dos.

Demostracion. Se utilizard larelacion de inclusidn para probar la igualdad. Para ello considere el conjunto

A= {e,g,gz,...,g”'l}

Se probard primero que (g) C Ay luego que (g) 2 A.

= (C) Sea x € (g). Entonces x es de la forma

x = g" paraalginm € Z.

Por el Algoritmo de la Division (teorema 1.1.3), existen g, r € Z tales que

m=qgn+r, con0<r<n.



Entonces,

= &

gn+r

qn . r

= g"g’,
&g,
= qur’

— r
- ega

r

= g.

N
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pues |g| =n

Como 0 < r < n, entonces g" € A lo cual implica que g” € A. Por lo tanto (g) C A.

= (C) Sea x € A, entonces, en particular, debe existirunn =0, 1,2, 3, ... tal que x = g", asi x € (g)

y por lo tanto A C (g).

Se debe probar ahora que los elementos del conjunto A son todos distintos dos a dos. Para ello suponga

por contradiccidn que existen dos elementos iguales de este conjunto, es decir,

g-=¢ donde O0<k<lI<n-1.

Entonces,

g'EH,
g'gh™,

g =gh

Pero como 0 < I — k < n, esto contradice el hecho de que n es el entero positivo més pequeio tal que

g" = e. Porlo tanto g'* # e, esto significa que g' # gFsil # ky asi todos los elementos de este

conjunto son distintos dos a dos.

]



Corolario 2.10.1:

Sea G un grupo y sea g € G. Si |g| = n, entonces ‘(g)’ = n.

Demostracion. Por el teorema 2.10.4 anterior se tiene que si |g| = n entonces
2 -1
<g>:{e’g’g ""’gn }'

Note (g) tiene n elementos, es decir ‘(g)‘ =n=]|g|. ]

Corolario 2.10.2:

Sea G un grupo finito con elemento neutro e. Para cada g € G se cumple

L. |gl]IG].

2. gl =e.

Demostracion.

1. Por el teorema 2.10.1 se sabe que (g) es un subgrupo de G. Luego, por el Teorema de Lagrange
(teorema 2.9.4) el orden de (g) divide al orden de G. Ademas, por el corolario anterior, [(g)| = |g]|,

por lo tanto |g|||G|.

2. Como |g|‘|G|, entonces |G| = k|g| para algin k € Z. Luego

g6 = gklsl = (g|g|)k —=e.

Teorema 2.10.5:

Todo subgrupo de un grupo ciclico, es ciclico.

Demostracion. Sea G un grupo ciclicoy sea H < G, se debe probar que H es ciclico.
Como G es ciclico, G tiene un elemento generador g € G, es decir, G = (g). En este punto existen

varios casos:
1. Si H = {e}, entonces H = (e) y es inmediato que H es ciclico.

2. Si H = G entonces H = (g) y por lo tanto H es ciclico.
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3. Si H # {e} y H # G. Entonces existe k € Z tal que g¢ € H y ademas g¢ # e. Ahora como

H < G, H es cerrado, entonces
9", (€% (g, ... e H.

De forma similar
€5 €N EH 7, ... eH.

Sea m el menor entero positivo para el cual g” € H. Se va a probar que (g”) = H mediante la
relacion de inclusion.

(C) Sea x € (g™), entonces x es de la forma x = (g")" para alginn € Z. Como g”" € H'y H es
cerrado, entonces (g”)" € H, es decir x € H y por lo tanto (g") C H.

(2)Seay € H.Como H < G = (g), entonces y es de la forma y = g", para algin n € Z. Por el

algoritmo de la division existen g, r € Z tales que

n=qgm+r, con 0<r<m. (2.10)
Entonces
g" = g"",
= g"g’,
asi
g = glgm

Como g" € Hy g % € H,entonces g"g"9" € H pues H es cerrrado y por lo tanto g" € H. Pero,
por la desigualdad en (2.10) y el hecho de que m es el menor entero positivo tal que g” € H, se

tiene que necesariamente r = 0, lo cual implica, de la igualdad en (2.10), que n = gm, entonces

g" = (g"".

De esta forma se cumple que g" € (g™), por lo tanto H C (g™). Finalmente se concluye que

H = (g")yasi H es ciclico.

Ejemplo 2.10.13.

Considere el grupo (Z,+). Este es un grupo ciclico con generador 1, es decir (1) = Z. Por el Teorema



2.7.2, todo subgrupo de Z es de la forma mZ, entonces, por el teorema anterior (mZ, +) es ciclico. Mas

aun, observe que (m) = mZ, es decir, m es un generador de mZ.

Teorema 2.10.6:

Sea G un grupo finito y ciclico, generado por un elemento g € G de orden |g| = n. Sea k € N tal

que (n, k) = 1, entonces (g") =G.

Demostracion. Como |g| = n, entonces, por el corolario 2.10.1, |{g)| = ny dado que, por hipétesis
G = (g), entonces
|G| =n (2.11)

Por otro lado, como G es finito y <g"> es subgrupo de G, entonces <g"> también es finito. Sea m el

orden de ( g"), es decir |< g">| = m. Para probar que ( gk> = G basta mostrar que que m = n, es decir,

|<g">| = |G|. Por la parte dos del corolario 2.10.2, se tiene

— (oK |<gk>| — (k\™
e= (") "1 =(g")".
Por otro lado, como |g| = ny g = (gk)™ = e, entonces, por la parte uno del teorema 2.6.1, n divide a

km 'y dado que por hipétesis (k,n) = 1, se cumple que
n|m. (2.12)
Similarmente, como |g*| = my (gk)" = (g")* = e* = e, entonces

m|n (2.13)

Luego, de las ecuaciones (2.12) y ( 2.13) se deduce que m = n. Lo anterior implica que ‘(gk >‘ = ny por

la igualdad 2.11 se tiene que | (g") | = |G]|. Esto significa que (gk> tiene la misma cantidad de elementos
que G y como < gk> < @G, entonces necesariamente, < gk> = @, lo cual habia que demostrar. ]
Ejemplo 2.10.14.

Considere el grupo finito (Z7, -
1. Verifique que (Z%, -) es un grupo ciclico generado por [3].

2. Use el teorema 2.10.6 anterior para hallar todos los generadores de Z7 bajo el producto de clases.

Solucion.



1. Observe que

(BD' =131, BD*=12, (3D’ =1[6), (IBD*=1[4], (3D’ =I[5], (3D°=I[1].
Por lo tanto [3] genera a Z; bajo el producto de clases, es decir ([3]) = Z3.

2. Usando la notacion del teorema 2.10.6 se tiene que g = [3] y ademas el orden es |[3]| = 6, que
precisamente también coincide con el orden de ZZ, entonces n = 6. Ahora, para hallar los elementos
de 7% que generan a (Z7, -) se debe encontrar los nimeros k € {1,2,3,4, 5,6} tales que (6, k) =1,

es decir, los nimeros menores que 7 que no tienen divisores en comin con 6, esto es:
= Sik =1 se tiene que (n, k) = (6,1) = 1, entonces, por el teorema 2.10.6 , {([3])') = Z7*, pero
(1([3D"') = ([3]). Esto implica que {[3]) = Z, lo cual ya se tenia.
= Los nimeros k € {2,3,4,6} se descartan porque si tienen divisores en comun con 6.

= Si k = 5 se tiene que (n, k) = (6,5) = 1, entonces, por el teorema 2.10.6 , {[3]°) = 77, pero
([31°) = ([2]). Esto implica que ([2]) = Z3. De hecho, por el resultado del ejemplo 2.10.7 se
sabe que si un elemento genera a un grupo, su inverso también. En este caso, note que [2] es

el inverso de [3].

Ahora, por el teorema 2.10.6, los elementos que generan a (Z%, -) son [2] y [3].

Observacion 2.10.5.

En el caso de la notacion de grupos aditivos (G, +) el teorema 2.10.6 se escribe de la siguiente forma: sea
(G, +) un grupo finito y ciclico generado por un elemento g € G de orden |g| = n. Sea k € N tal que
(n,k) = 1, entonces (kg) = G.

Aqui la expresion kg debe entenderse en el sentido de la definicién 2.2.1 y la observacién 2.2.1:

kg=g+g+g+-+g.
. J/

'
k—veces

Ejemplo 2.10.15.

Considere el grupo (Zg, +), el cual es finito y ciclico. Hallar todos los generadores de Z;.



Solucion. Para encontrar los generadores de Zg bajo la suma de clases se usa el teorema 2.10.6 y la

observacion anterior. Para ello recuerde que

Zg = {[0], [1],[2], [3], [4], [5], [6], [7]}.

Este grupo es de orden |Zg4| = 8, pues tiene 8 elementos. Ademas, Z; es ciclico y el elemento [1] y su
inverso [7] son generadores (ver resultado del ejemplo 2.10.7), es decir ([1]) = Zgy ([7]) = Z4. En
la notacién del teorema 2.10.6 anterior se tiene que n = 8 y g = [1] (también se pudo haber tomado
g = [7]), entonces, para hallar los elementos de Zg que generan a Zg bajo la suma se debe hallar los
nimeros k € {1,2,3,4,5,6,7} tales que (8, k) = 1, es decir, los nlimeros menores que 8 y que no tienen
divisores en comun con él. De hecho, estos niimeros son k € {1,3,5,7}. A continuacidn se analiza cada

caso:

» Si k = 1 se tiene que (n,k) = (8,1) = 1, entonces, por el teorema 2.10.6, (1[1]) = Z,, pero
(1[1]) = ([1]). Esto implica que ([1]) = Zj, lo cual ya se tenia.

Si k = 3 se tiene que (n,k) = (8,3) = 1, entonces, por el teorema 2.10.6, (3[1]) = Zg, pero
(3[1]1) = ([3]), por lo tanto {[3]) = Z;. Es decir, [3] también es un generador de Zj.

Si k = 5 se tiene que (n,k) = (8,5) = 1, entonces, por el teorema 2.10.6, (5[1]) = Z,, pero
(5[11) = ([5]), por lo tanto ([5]) = Zs. Es decir, [5] también es un generador de Z,.

Si k = 7 se tiene que (n,k) = (8,7) = 1, entonces, por el teorema 2.10.6, (7[1]) = Z,, pero
(7[11) = ([7]), por lo tanto ([7]) = Zg. Es decir [7] también es un generador de Zg, sin embargo,

ya este se tenia.

Como no hay mas primos relativos con 8, se concluye que los elementos [1], [3], [5], [7] son los genera-
dores de de Z;. Es decir,

([11) = (131 = I51) = ([7]) = Zs.

Ejemplo 2.10.16.
Halle todos los subgrupos de (Zg, +).

Solucion. Del ejemplo anterior se tiene que los subgrupos generados por [1], [3], [5], [7] son el mismo
Zg. Es decir:

(1) =131 =51 = ([7]) = Zs.

En este punto se debe analizar los otros casos, es decir, ([0]), ([2]), ([4]) y ([6]).



= Primero, note que el subgrupo generado por [0] es ([0]) = {[0]}, es decir, es un subgrupo trivial.

= Segundo, note que
D' =1121=[2], (2D =2[21=1[4], (12D°=3[21=1[6], (12D =4[2]=10]...
De acuerdo con esta informacion se tendria que

(121) = {101,121, (4], [6]},

el cual es un subgrupo ya que basta con observar que es cerrado (ver teorema 2.7.3). Ahora, se repite
el razonamiento de teorema 2.10.6 usado anteriormente para Zg, esta vez con el subgrupo de Zg
generado por [2]. En otras palabras, el subgrupo ([2]) juega el papel de Z en el ejemplo anterior.
Asi, se desea determinar cudles elementos de ([2]) generan a ([2]). Para ello, observe que ([2]) es
un subgrupo de orden |{[2])| = 4 pues tiene cuatro elementos. En la notacion del teorema 2.10.6,

n =4y g = [2]. Por otro lado, los primos relativos con 4 son k = 1, 3. De esta forma:

e Sik =1 setiene que (n, k) = (4,1) = 1, entonces, por el teorema 2.10.6, (1[2]) = ([2]), pero
(1[2]) = ([2]), por lo tanto ([2]) = ([2]), lo cual ya se sabia.

e Si k = 3 se tiene que (n, k) = (4,3) = 1, entonces por el teorema 2.10.6, (3[2]) = ([2]),
pero (3[2]) = ([2] + [2] + [2]) = ([6]), por lo tanto ([6]) = ([2]). Es decir, [6] también es un
generador de ([2]).

Dado que no hay més primos relativos con 4 (menores que 4), se cumple que [2] y [6] generan el

mismo subgrupo de Z,

= Tercero, no es dificil verificar que

([4]) = {10], [4]}

el cual es un subgrupo pues basta con notar que es cerrado (ver teorema 2.7.3). Luego, se repite
el razonamiento del teorema 2.10.6 con el subgrupo de Z; generado por [4]. En otras palabras, en
este caso, el subgrupo ([4]) juega el papel de Z; en el ejemplo anterior. Asi, se desea saber cuéles
elementos de ([4]) generan ([4]). En este caso ([4]) es un subgrupo de orden |{[4])| = 2 pues tiene
2 elementos. En la notacion del teorema 2.10.6, n = 2y g = [4]. Por otro lado, el Gnico primo
relativo con 2 (menor que 2) es k = 1. Pero si kK = 1 cumple que que (n, k) = (2,1) = 1, entonces
(1[4]) = ([4]), pero (1[4]) = ([4]), por lo tanto ([4]) = ([4]). lo cual ya se tenia.



= Cuarto, se debe analizar el subgrupo generado por [6], sin embargo, en el segundo paso se habia
concluido que {[6]) = ([2]).

De esta forma, se han encontrado los subgrupos que genera cada clase de Z:

(onp, 0D =ABH =51 =Th =Zs.  (2]) =([6]).  ([4]).

Por lo tanto, los subgrupos de Z; son

{101}, «2h. (4D, 2.

Observe que los 6rdenes de los subgrupos de Z; son 1,2,4 y 8, precisamente son divisores de 8, cum-

pliendo con el teorema 2.9.4 (Teorema de Lagrange). ]
Ejemplo 2.10.17.
Halle todos los subgrupos de (Z,g, +).

Solucién. Por el resultado del ejemplo 2.10.11 se sabe que (Z 4, +) es generado por [1] y por [17]. Ade-
mds, observe que Z ¢ es de orden 18 y los primos relativos con 18 y menores que 18 son 1,5,7,11, 13, 17.
Considerando que [1] genera al grupo (Z 4, +) y siguiendo el mismo razonamiento del ejemplo anterior

se tiene que

(1) =151y =71) = ([111) = ([13]) = ([17]) = Z3.

Ahora, se debe valorar qué ocurre con los generados por [0], [2], [3], [4], [6], [8], [9], [10], [12], [14], [15]
y [16].

= Primero, y evidentemente, el subgrupo generado por [0] es ([0]) = {[0]}.

= Segundo, se considera el conjunto generado por [2], el cual es:

(121) = {101, [2], [4], [6], [8], [101, [12], [14], [16]},

el cual es un subgrupo ya que es cerrado (ver teorema 2.7.3). Ahora, se determina cuales elementos
de ([2]) generan también a ([2]). En este caso el orden de ([2]) es 9, pues tiene 9 elementos. Los
primos relativos con 9, menores que 9, son 1,2,4, 5,7 y 8. De esta forma, por el teorema ?? se tiene

que:

o (1[2]) = ([2]). es decir {[2]) = ([2]), que ya se tenia.
e (2[2]) = ([2]), lo cual es equivalente a ([4]) = ([2]).



(4[2]) = ([2]), lo cual es equivalente a ([8]) = {([2]).

(5[2]) = ([2]), lo cual es equivalente a ([10]) = ([2]).

(712]) = ([2]), lo cual es equivalente a ([14]) = ([2]).

(8[2]) = ([2]), lo cual es equivalente a ([16]) = ([2]).

Por lo tanto, los elementos de Z,; que generan ([2]) son [2], [4], [8], [10], [14] y [16]. Es decir,

([2]) = ([4]1) = ([8]) = ([10]) = ([14]) = ([16]).

Tercero, se considera el conjunto generado por [3], el cual es:

([31) = {I01, [31,[6], [91, [12], [15]},

el cual es un subgrupo ya que es cerrado (ver teorema 2.7.3). Se va a determinar cudles elementos de
([3]) generan también a ([3]). Note que el orden de ([3]) es 6, pues tiene 6 elementos. Los primos

relativos con 6, menores que 6, son 1 y 5. De esta forma, por el teorema 2.10.6 se tiene que:

e (1[3]) = ([3]). Es decir ([3]) = ([3]), la cual ya se tenfa.
e (5[3]) = ([3]), lo cual es equivalente a ([15]) = ([3]).

Por lo tanto, los elementos de Z,4 que generan ([3]) son [3] y [15]. Es decir
([151) = «(I31) .

Cuarto, se considera el conjunto generado por [4], pero por el segundo paso se sabe que ([4]) =

([21).

Quinto, el conjunto que sigue por analizar es el generado por [6], mdis aun, en el tercer paso se
concluy6 que ([6]) = ([3]).

Sexto, se debe analizar el conjunto generado por [8], pero ya se tiene que ([8]) = ([2]) por el

segundo paso.

Séptimo, se considera el conjunto generado por [9], esto es:

([91) = {[01, [91}.



Es claro que es cerrado y por lo tanto es un subgrupo. Se quiere determinar cuales elementos de ([9])
generan también a ([9]). Pero como [0] no puede generar ([9]), entonces este subgrupo solamente

tiene como generador a la clase [9].

= QOctavo, por los datos obtenidos en los pasos anteriores ya se sabe que ([10]) = ([2]), ([12]) = ([3]),
([14]) = ([21), {[15]) = ([3]) y ([16]) = ([2])

En conclusion, los subgrupos de Z ¢ son los siguientes:

(o) = {[on.

(A = 51 =71 = [111) = [13]) = ([17]) = Zs.
(121) = ([4]) = ([8]) = ([10]) = ([14]) = {[16]) .

(131 = (015D

(191

Finalmente, los subgrupos de Z,; son

{on, (2, <31, (9, Z;.

Observe que el orden de cada subgrupo (1,2,6 y 9), corresponde a un divisor del orden del grupo, es

decir, son divisores de 18, cumpliendo con el teorema 2.9.4 (Teorema de Lagrange). Ol
Ejemplo 2.10.18.

El grupo (Z,,, +) tienes los siguientes subgrupos:

(on = {0},

1) = Zy,

2y = {0,2.4,...,16,18},
(4 = {0,4,8,12,16},
(Y = {0,510,15},

({101) = {0,10}.

Observe que el orden de estos subgrupos es 1, 20, 10, 5, 2, respectivamente y ademas el orden de cada
uno de estos subgrupos, corresponde a un divisor del orden del grupo, verificando el resultado del teorema

2.9.4 (Teorema de Lagrange).
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Subgrupos Normales *

Los subgrupos normales fueron introducidos por Evaristo Galois en el afio 1832. Basicamente, si H es

un subgrupo de G, H es un subgrupo normal si cada clase izquierda de este grupo es igual a la corres-

pondiente clase derecha.

El objetivo de esta seccidn es definir el grupo cociente G/ N, que consiste en el conjunto de clases izquier-
das inducidas por un subgrupo N. Si se considera el conjunto de clases que se obtienen de un subgrupo
en un grupo dado y se le trata a este conjunto de dotarlo de una estructura de grupos, en general no es

posible a menos que el subgrupo dado sea normal.

Definicion 2.11.1:

Sea G un grupo y sea N un subgrupo de G. Se dice que N es un subgrupo normal si para cada
x € G se tiene
x!NxCN

Si N es un subgrupo normal de G se denota N < G o bien N < G.

Observacion 2.11.1.

1. Recuerde que que el conjunto x~! N x se define por
x'Nx:={x'nx: xeG, ne N}.

Entonces, de acuerdo con la definicién anterior, N < G si para cada x € Gy cadan € N, se tiene
x~'nx € N.

2. En el caso de la notacion de grupos aditivos (G, +), un subgrupo N de G se llama normal si para
cada x € G se tiene
-x+N+xCN,

donde
—-x+N+x:={-x+n+x : xeG, ne N}.

3. Sea G un grupo y sea N un subgrupo normal de G. Esto es

x'Nx C N, paratodo x €G.



Como la inclusion anterior se cumple para todo x € G, también se cumple para x~!, es decir
(x")'NxT'C N,

por lo que
xNx™' C N, paratodo x €G.

En otras palabras, si N < G entonces se cumple tanto x "' Nx C N como xNx~! C N, para cada
x €G.

Ejemplo 2.11.1.

Considere el grupo de Klein K = {e, h,r,v} y considere el subgrupo N = {e, h}. Pruebe que N < G.

Demostracion. Se debe probar que para cada x € K, se tiene x"! Nx C N. En efecto,

e"'Ne = {e'oeoe, e'ohoe} ={e,h}) =N C N.
h"'Nh = {h'oeoh, h~'ohoh} = {e,h} = N C N.
r"'Nr = {rloeor, r-lohor}={e,h} =N C N.
v !Nv = {v'oeov, v-'ohov} ={e,h} =N C N.

Por lo tanto se cumple que N < K. L
Ejemplo 2.11.2.

Considere el grupo simétrico S; = {o,,0,, 05,04, 05,04} del ejemplo 2.1.30, donde tabla de S; con la

operacidon composicion usual de funciones corresponde a:

Sea H := {o,,0,,05}. No es dificil comprobar que H es un subgrupo de ;. Verifique que H es normal.



Demostracion. Se debe probar las seis conjuntos
-1 -1 -1 -1 -1 -1
o, Hoy,0, Ho,, 0, Hoy,0, Ho,, 0, Hos y o, Hog

son subconjuntos de H. Para ello, observe que

-1 _ -1 - - _ _
o6, Ho;, = {0, 00,00,06 06400,0, ocs00,} = {0,04,05} =H C H.
-1 _ -1 - - _ _
o, Ho, = {0, 00,00,,0, 06400,,0, 06500,} = {0|,05,0,} = H C H.
-1 _ - — - _ _
o, Hoy = {0; 00,005,0; 00,003,0; 005003} = {0,,05,04} = HC H.
-1 _ -1 -1 -1 _ _
o6, Ho, = {0, o0j00,,0, 00,004,060, ocs00,} = {0,,04,05} = H C H.
-1 _ -1 - - _ _
o, Hos = {05 00,005,065 004005,0; oos005} = {0),05,0,} = H C H.
-1 _ -1 - - _ _
o6, Hog = {0, 00,004,060, 004004,0, ocs004} = {0),05,0,} =H C H.
Por lo tanto se cumple que H < .5;. ]
Ejemplo 2.11.3.

Considere el mismo grupo simétrico S5 del ejemplo anterior. Sea H := {0, 6,}. No es dificil comprobar

que H es un subgrupo de .S;. Compruebe que H no es normal.

Demostracion. Para comprobar que H no es un subgrupo normal de .$; basta con encontrar un elemento

x € S, tal que x™' Hx ¢ H. Para ver esto, tome x = 6, y note que:

0;1H04 = {0';100'100'4, 0'4_100'60(74}
= {0y,0500400,}
= {o0y,0,00,}

= {0,055} € H.
Por lo tanto, H 4 S;. ]
Ejemplo 2.11.4.
Pruebe que H = {x € R : x =logb,b € Q"} es subgrupo normal de (R, +).

Demostracion. Primero se debe probar que H es un subgrupo de R* bajo la suma usual. Para ello, con-
sidere x = logby y = logc dos elementos en H, con a,b € Q7. Note que el inverso bajo al suma de

y=logces



—y=—logc =logc™! =10gl con Lear.
c c

Se debe probar que x + —y € H. En efecto,
1 b b +
x+—-y=Ilogh+log— =log— donde — € Q".
c c c
De es forma (H, +) < (R, +). Falta probar que H es normal, para lo cual sea z € R y note que
—z+H+z=-z+H+z=HCH.

Por lo tanto se concluye que (H, +) < (R, +). O

Teorema 2.11.1:

Sea (G, -) un grupo. Las siguientes afirmaciones son equivalentes
1. N es un subgrupo normal de G.
2. x'Nx = N, paratodo x € G.

3. xN = Nx, paratodo x € G.

Demostracion. Se debe probar que la afirmacién uno implica la afirmacién dos, que la dos implica la tres

y que la tres implica la uno:

(1) = (2). Suponga que N < G. Se va a probar que x"!Nx = N, para todo x € G. Ahora, como
N <1 G entonces x"! Nx C N para todo x € G. Falta probar la otra inclusion, es decir, falta probar que
N C x !Nx paratodo x € G. Paraello,sean € N y sea x € G, por el punto tres de la observacién

2.11.1 se tiene que xnx~' € N. Luego, con este resultado se cumple que
-1 -1 -1
x (xnx")x €x  Nx,

lo cual implica que n € x"' Nx, es decir N C x~! Nx. Por lo tanto, se concluye que x"' Nx = N, para
todo x € G.

(2) = (3). Suponga que x ' Nx = N, para todo x € G, se debe mostrar que xN = Nx, para todo
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x € G. Con este fin, observe que:

x'Nx = N
= x(x'Nx) = xN
= (xx H)Nx = xN
=> e(Nx) = xN
= Nx = xN.

(3) = (1). Suponga que xN = Nx, para todo x € G, realizando un proceso anilogo al anterior se
concluye que x"' Nx = N, para todo x € G, en particular x"' Nx C N, para todo x € G, lo que equivale
aque N 4G. ]

Ejemplo 2.11.5.

Considere nuevamente el grupo (S5, o), donde
S, = {0,,0,,05,04,05,04}.

Sea H := {0,,0,} yobserve que H < S, sin embargo, H no es un subgrupo normal de .S;. Para verificar

esto, en particular note que clase izquierda de H en .S; determinada por o5 es
o0;0H = {0500,,0500,} = {03,05}.
Ademas, la clase derecha de H en S5 determinada por o5 es
Hoo; = {0,005, 0,005} = {0;,0,4}

Es claro que o0; H # H o5,y por el teorema 2.11.1 anterior se concluye que H 4 .S;.

Teorema 2.11.2:

Si G es un grupo abeliano y N es subgrupo de G, entonces N es un subgrupo normal de G, es

decir, todo subgrupo de un grupo abeliano es normal.

Demostracion. Sea G un grupo abeliano y sea N < G, se debe probar que N < G. Para ello, sea x € G



y note que:

x'Nx = {x'nx : ne N},
= {x'xn : n€ N}, porqueG es abelianoy x,n € G.
= {n:neN}
= N.

Asi N es un subgrupo normal de G. [
Ejemplo 2.11.6.
Considere los siguientes ejemplos:

1. El grupo de Klein es abeliano, de modo que todos sus subgrupos son normales.

2. El grupo (Z,, +) es abeliano, por lo que todos sus subgrupos son normales.

3. El grupo (Z, +) es abeliano, de modo que todos sus subgrupos son normales.

4. Los grupos (Z;, )y (U,, -) son abelianos, entonces todos sus subgrupos son normales.

Teorema 2.11.3:

Sea G un grupo y sea H un subgrupo de G, de indice 2. Entonces, H es un subgrupo normal de
G.

Demostracion. Sea g € G, entonces puede ocurrir que g € H obien g & H:
» Sige H,secumpleque gH = H = Hg.

» Sig & H,esdecir,g € G— H, entonces gH N H = @3, y como solo hay dos clases laterales en que
el subgrupo H particiona a G, se concluye que gH =G — H = Hg.

En ambos casos gH = H g, por lo tanto y por la parte tres del teorema 2.11.1, H es un subgrupo normal
de G. []

Teorema 2.11.4:

Si H es un subgrupo finito de G y si H es el tinico subgrupo de orden tal que | H |= n, entonces
H<G.




Ny
IR A H
VAN

A

Demostracion. Sea g € G, se va probar primero que g~' H g es un subgrupo de G. Para ello, tome dos
elementos a, b € g~! H g, de esta forma se puede escribircomoa = g'h,gyb =g 'h,gconh,, h, € H,

entonces

ab” = (g7'hg) (g he)!
= (g7'hg)he) (g™
= (g7'hg)g 'h]'g)
= g 'nh}'g

Es decir, ab~! € g~'Hg, lo cual permite concluir que g~' Hg < G. Por otro lado, suponga que H =

{e,h,,...,h,_,}, entonces

g_ng = {g_leg’ g_lhlg’ ag_lhn—lg} = {e’ g_lhlg’ ’g_lh'n—lg}'

Observe que H y g~! Hg tienen la misma cardinalidad o ndmero de elementos, entonces por hipdtesis
le'Hg| = n = |H| y dado que H es el tnico subgrupo de G de orden n, se sigue que g~'.Sg = S.
Finalmente, como lo anterior se cumple para un elemento cualquiera g € G, entonces se puede concluir
que H < G. [

Observacion 2.11.2.

En un grupo no abeliano G, deben existir al menos un par de elementos tales que xy # yx. Sin embargo,
existen grupos no abelianos que tienen subgrupos abelianos, por ejemplo el elemento neutro conmuta con
cada elemento del grupo, con lo cual {e} es un subgrupo abeliano de G. Esta idea se extiende al considerar

el conjunto de los elementos de un grupo que conmutan con todos los elementos del grupo.

Definicion 2.11.2:

Sea G un grupo, se define el centro de G por

Z(G):={ge G . gx=xg, paratodo x € G}.

Un elemento g € Z(G) se llama un elemento central de G.

Ejemplo 2.11.7.

Si G es un grupo abeliano, entonces para cada g € G, se tiene gx = xg para todo x € G. Esto significa

que cada elemento de G pertenece al centro de G, por lo tanto Z(G) = G.



Ejemplo 2.11.8.

Considere el grupo (GL(2,R),-),donde GL(2,R) := {A € M(2,R) : det A # 0}. Este grupo se estudio
en el ejemplo 2.1.33. Halle el centro Z(GL(Z, [R)) de GL(2,R).

a b

Solucion. Sea A = (
c

> una matriz en el centro de GL(2,R) y sea

x=(""7
z w
una matriz GL(2, R). Como A € Z(GL(2,R)), entonces

AX = XA,

(o))

ax+bz ay+bw \ [ xa+yc xb+yd
cx+dz cy+dw za+we zb+wd |

Igualando las entradas respectivas se obtienen el siguiente sistema de ecuaciones lineales con incognitas

es decir,

lo cual equivale a

X, ), 2y W. )
ax+bz = xa+yc
ay+bw = xb+ yd
cx+dz = za+ wc

cy+dw = zb+ wd

S

el cual se simplifica quedando el sistema homogéneo de la forma

—cy+bz = 0
—bx+(@a—-d)yy+bw = 0
cx+(d—-az—cw = 0



De acé se concluye que a = d, b = ¢ = 0. Por lo tanto,
a 0

Z(GL2,R)) = {( 0 ) ; aeR}.
a

Ejemplo 2.11.9.

En el caso del grupo S, el tnico elemento de S5, que conmuta con todos los demas elementos de .55, es
o,. Entonces Z(S;) = {0, }.

Teorema 2.11.5:

Sea G un grupo, entonces se tiene que Z(G) es un subgrupo abeliano de G.

Demostracion. Primero se debe probar que Z(G) < G. Para ello se va utilizar la parte dos de la observa-

ci6én 2.7.2, esto es:
1. Sean a,b € Z(G) y sea x un elemento cualesquiera de G, note que
(ab)x = a(bx) = a(xb) = (ax)b = (xa)b = x(ab).

Por lo tanto ab € Z(G), es decir, la operacion es cerrada.

2. Seaa € Z(G) y sea x un elemento cualesquiera de G, note que ax = xa. Multiplicando por a™!

1

por la derecha y por la izquierda de ambos lados de la igualdad se tiene que a~'x = xa~!, con lo

cuala”! € Z(G).

Por lo anterior se concluye que Z(G) es un subgrupo de G. Ademas Z(G) es abeliano, pues sus elementos

conmutan con todos los elementos de G, luego, en particular, conmutan con los del centro de G. L]

Teorema 2.11.6:

Sea G un grupo, entonces Z(G) es un subgrupo normal de G.

Demostracion. Del teorema anterior se tienen que Z(G) < G, falta probar que es normal. Para ello note
que
§'Z(G)g =g 'zg : 2€ Z(G)}.



Luego, sea x € g~! Z(G)g, entonces, para algin z € Z(G) se cumple que

x=g'zg=¢g"'(z8) =g (gz2) = (g 'g)z=ez=1z.

Es decir, x € Z(G), por lo tanto g~!' Z(G)g € Z(G), lo que concluye que Z(G) < G. O]

Definicion 2.11.3:

Sea G un grupo y sea g € G, se define el centralizador de g en G por
Z,g) ={xeCG : xg = gx}.

Observe que el centralizador Z;(g) de g en G, es el conjunto de todos los elementos de G, que

conmutan con g.

Ejemplo 2.11.10.
Si G es un grupo abeliano y si g € G, es claro que xg = gx para cada x € G, entonces Z;(g) = G.
Ejemplo 2.11.11.
Considere el grupo simétrico (.53, o) del ejemplo 2.1.30, donde S5 = {0, 0,, 05,04, 05, 0¢}.
1. Puesto que todos los elementos de .S; conmutan con oy, se tiene que Z (6,) = Sj.
2. Los elementos de S5 conmutan con 6,, son 6, y 6,, por lo que Z (6,) = {0,0,}.

3. Los elementos de S5 conmutan con 63, son 6, y o3 por lo que Zg (03) = {0}, 03}.

4. Analogamente se tiene que:
ZS3(0'4)= {0'1,54,05}, ZS3(0'5)= {61’04»0'5}’ ZS3(66)= {51’66}-

Ejemplo 2.11.12.

Sea G un grupo y sea g € G, entonces Z;(g) es un subgrupo de G.

Demostracion. Para probar que Z;(g) < G se va a utilizar la parte dos de la observacion 2.7.2:

1. Seana,b € Z;(g), entonces ag = ga'y bg = gb. Con ello note que

(ab)g = a(bg) = a(gb) = (ag)b = (ga)b = g(ab).

Asi, ab conmuta con g y por lo tanto ab € Z;(g).
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2. Seaa € Z,(g), entonces ag = ga, se multiplica esta expresion por a~! tantos por la izquierda
y derecha y a ambos lados de la igualdad, obteniendo que ga~! = a~'g, es decir, el inverso de a
también conmuta con g, por lo tanto a=! € Z;(g).

Finalmente se concluye que Z;(g) < G. ]

Definicion 2.11.4:

Sea G un grupo y sea H un subconjunto no vacio de G. Se define el normalizador de H en G por

Ng(H) :={geG: g'Hg=H}

Ejemplo 2.11.13.

Considere el grupo (S;,0) y sea H := {0, 05}. Para hallar N, 53(H ), se necesita revisar todos los con-
juntos de la forma al.‘lSa,., paracadai =1,2,3,4,5,6, esto es:

= En el caso de o, se tiene que
-1 _ -1 -1 — —
o, Ho, = {06, 06,00,, o ooy00,} = {0,035} = H.
= En el caso de o, se tiene que

0'2_1Hc72 = {0'2_100100'2, 0'2_1063062} = {0,00,00,,0,00;00,} = {0,,04} # H.

= De forma similar, y para el resto de elementos, se tiene que:

6;1H0'3 = {0'3_100'100'3, 0'3_100'300'3} = {0500,00;, 05005005} = {0,,0,} = H.
04_1H0'4 = {0'4_100'10(74, 0'4_100'3004} = {o500,00,, 0500500,} ={0,,0,} # H.
GS_IHO'S = {0'5_100'1065, 0'5_100'3065} = {0,00,005, 0,005005} ={0,,0,} # H.
66_1HO'6 = {0'6_10(71066, 0'6_100'3066} = {o400,00,, 0.00500.} = {0,,0,} # H.

Por lo tanto, NS3(H) = {0,,05}.
Ejemplo 2.11.14.

Sea G un grupo abeliano y sea H un subgrupo de G. Por el teorema 2.11 se cumple que H < G, es decir,
g 'Hg = H paratodo g € G, entonces N;H)=G.



Observacion 2.11.3.

A partir del ejemplo anterior, se puede concluir que si G es un grupo (no necesariamente abeliano) y si
H es un subgrupo normal de G, entonces N,(H) = G, es decir, el normalizador de cualquier subgrupo

normal es el grupo completo.
Ejemplo 2.11.15.

Sea G un grupo y sea H un subconjunto no vacio de G. Mostrar que el normalizador N;(H) es un

subgrupo de G.

Demostracion. Para probar que N;(H) < G se va a utilizar la parte dos de la observacion 2.7.2:

1. Sean a,b € N (H), entonces a"'Ha = H y b"'Hb = H, se debe probar que ab € N;(H), es
decir, se debe probar que (ab)~! H(ab) = H . En efecto, note que

(ab)™' H(ab)

{(ab)”'s\(ab) : h, € H}

{(b7'aYhy(ab) : s, € H}

{b7' (@ 'ha)b) : s, € H}

{b'h,b 1 h,e H} porque a'Ha=H.
= {hy:hy€ H} porque b"'Hb=H.

= H.

2. Seaa € N;(H), es decir a"'Ha = H, se debe probar que a™' € N;(H). Para ello, sea h un
elemento cualquiera de H, entonces, por hipétesis, existe un h, € H tal que h = a~'h,a, esto a su

vez implica que aha™' = hy, lo que afirma que aHa™! = H y por lo tanto a™! € N (H).
Finalmente se concluye que N,(H) < G. ]
Ejemplo 2.11.16.

Sea G un grupo y sea H un subgrupo de G, mostrar que H es un subgrupo normal de N;(H).
Demostracion. La demostracion se divide en tres partes:

1. Primero, probar que H C N;(H). Para ello, sea h € H, es claro que h‘lhlh estd en H para
cualquier elemento h; € H, porlotanto h € N;(H)yasi H C N,(H).
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2. Segundo, probar que H < Nj;(H). Esto es inmediato ya que H en si mimso e€s un grupo por
hipoétesis y por el resultado del ejemplo 2.11.15, N;(H ) también en si mismo es un grupo y como
H C Ng;(H), entonces H < N (H).

3. Tercero, probar que H <A N;(H ). Para esto, como H es un subgrupo de G, entonces el normalizador
de H en G es precisamente el conjunto de todos los elementos g € G para los cuales g7 ' Hg = H,

que es precisamente la condicion que define a un subgrupo normal.

]

m Grupo cociente *

De acuerdo con la definicion 2.9.2, si G es un grupo y H es un subgrupo de G, el conjunto cociente de

G/ H es el conjunto de clases laterales determinadas por H y corresponde al conjunto
G/H :={gH : g € G}

El objetivo de este apartado es mostrar que este conjunto se puede dotar de una estructura de grupo cuando

H es un subgrupo normal de G.

Teorema 2.12.1:

Sea G un grupo y sea N un subgrupo normal de G. Se define sobre G/ N el producto de clases
dado por
xN -yN :=xyN, (2.14)

para todos xN,yN € G/N y para cada x,y € G. Entonces, con esta operaciéon, G/ N es un
grupo.

Demostracion. En lo que sigue, se escribird x NyN en lugar de xN - yN.

1. Primero se debe probar que que la operacion 2.14 esta bien definida. Sean xN,yN,zN,wN €
G/N con x,y,z,w € G tales que

xN=zN y yN=wN.

Ahora, como x N = zN entonces x € zN ycomo yN = wN entonces y € wN . De aqui se obtiene
que xy € zNwN = zwN. De forma similar zw € xNyN = xyN. Entonces xyN U zwN # @y



por el punto cinco del teorema 2.9.2, se tiene que
xyN = zwN,
lo que equivale a escribir que xNyN = zNwN, por lo tanto la operacién 2.14 esta bien definida.

2. Ahora se probara que la operacion 2.14 es cerrada sobre G/ N. Con este fin, considere x N, yN €
G/N, donde x,y € G. Luego, como G es grupo, entonces xy € G, lo cual implica que xyN €
G/N. Sin embargo, xyN = xNyN, lo que concluye que xNyN € G/N.

3. La operacion 2.14 es asociativa sobre G/ N. Para ver esto, considere xN,yN,zN € G/N con

X, ¥,z € G. Entonces,

(xNyN)zN = (xy)NzN
= (xy)zN
= x(yz)N por la asociatividad en G.
= xN((yz)N
= xN ( YyNzN )

4. El elemento neutro para el producto de clases en G/ N es N. En efecto, note que N = e N, entonces,

paracada xN € G/N, con x € G, se tiene que:
eNxN = (ex)N = xN.
De forma analoga xNeN = xN.

5. En cuanto a los inversos, para cada xN € G/N con x € G, existe el inverso entonces (xN)~! =
x~'N. En efecto,

xN(xN)™' = xNx'N
= xx'N
= eN
= N.

Similarmente x ! NxN = N.



De acuerdo con los cinco puntos anteriores, se concluye que G/ N es grupo con la operacion definida por
xNyN = xyN,donde x,y € G. O]

Definicion 2.12.1:

Sea G un grupo y N un subgrupo normal de G. El grupo G/ N, del teorema 2.12.1 anterior, se

llama grupo cociente de G sobre N.

Ejemplo 2.12.1.

Considere el grupo de los enteros con la suma usual denotado por (Z, +) y considere también el subgrupo
57Z. Como Z es un grupo abeliano entonces 5Z es subgrupos normal de Z, esto por el teorema 2.11.

Ademas, por el Teorema 2.12.1, se tendria que Z/5Z es un grupo con la suma de clases dada por
x+52)+(y+52)=(x+y)+5Z

para todos x + 5Z,y + 5Z con x,y € Z. De forma explicita, los elementos de Z/5Z son las clases

izquierdas dadas a continuacidn:

0+5Z = {...,-5,0,5,10,...} =5Z
1+5Z = {...,-4,1,6,11,...}
2457 = {..,-3,2,7,12,...}
3457 = {...,-2,3,8,13,...}
4452 = {...,-1,4,9,14,...}.

De esta forma, el grupo cociente de Z sobre 5Z esta dado por
Z/5Z ={0+5Z,1+52Z,2+52Z3 +5Z,4+5Z}.

Mas atin, la tabla de este grupo cociente es la siguiente:

+ 52 |1+5Z|2+5Z|3+5Z|4+5Z
57 57 | 1+5Z|2+5Z |3+5Z |4+5Z
1+5Z | 1+5Z|2+5Z |3+5Z|4+5Z2| 5Z
2457 |2+5Z|3+5Z(4+5Z| 5Z |1+5Z
3+5Z|3+5Z4+5Z| 5Z |14+5Z|2+5Z
4+57 \4+572| 5Z |1+5Z|2+4+57Z|3+5Z




Ejemplo 2.12.2.

SeaV := {e, h,r,v} el grupo de Klein y sea N el subgrupo de V" dado por N := {e, h}. Como V es un
grupo abeliano, por el teorema 2.11 se cumple que N es un subgrupo normal de V. En el ejemplo 2.9.1

se observo que las clases izquierdas determinadas por N son N y {r, v}, por lo que
V/N ={N,rN}

donde rN = {r,v} = vN. De esta forma, por el Teorema 2.12.1, V' /N es un grupo con el producto de
clases dado por
xNyN = (xoy)N

para todo x, y € V. De hecho, los posibles productos en '/ N son los siguientes
NN = eNeN =eeN =N
NrN = eNrN =erN=rNCN

rNN = rNeN =reN=rNCN
rNrN = rrN=eN=N

En este sentido, la tabla del grupo cociente (V' /N, -) esta dada por

N [N
N |N | IN
N | tN | N

Ejemplo 2.12.3.

Considere el grupo simétrico S; = {0}, 6,,03,04,05,0¢} y considere el subgrupo H = {o,,0,,05}, el

cual es normal (ver ejemplo 2.11.2). Ademas, del ejemplo 2.9.2, el conjunto cociente de H en S; es
S;/H = {H, {o,, 0'3,0'6}} .
Ademas, por el Teorema 2.12.1, S5/ H es un grupo con el producto de clases dado por

xHyH = (xoy)H
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para todo x, y € .S;. De hecho, algunos de los posibles productos en .S;/H son los siguientes:

Observacion 2.12.1.

o HoH (6,00))H o H H
oc,Ho,H (6,00,)H o, H {0,,05,06}
o,HoH (o,00,)H o3 H {0,,05,06}
oc,Ho H (6,00,)H o H H
oc,HosH (0,005)H osH H
oc,HocH (0,00 H osH {0,,05,06}
o,Ho, H (o,00,)H o H H
o,Ho H (0,005)H o H H
o,Ho,H (0,00,)H osH {0,,05,06}
o,HosH (o,005)H osH {0,,03,04}
o,HoocH (o,000)H osH H
oysHoyH (03005)H o H H
oyHo H (0500,)H osH {0,,05,06}
oy;HosH (05005)H o, H {0,,03,04}
osHogH (05004)H o H H
o,Ho,H (o,00,)H osH H
o,HosH (o4005)H o H H
o,Ho,H (o,004,)H o H {0,,05,06}
osHosH (05005)H o, H H
osHooH (o500c)H o, H {0,,03,04}
ccHooH (og004)H o H H

En el teorema 2.12.1 no se puede omitir la condicién de ser normal, sobre el grupo N. Para entender esto
considere el grupo simétrico S5 := {0,,0,,03,04,05,04} y €l subgrupo H := {o,,0,} de S;. Note que
H no es un subgrupo normal de S;. Para verificar esto, es suficiente probar que las clases o, H y Ho,
son diferentes, en efecto:

o3H = {0500,,0500,} = {03,054}

Por otro lado

Ho, = {0,005,0,005} = {05,0,}

Dado que o5, H # H o;, se concluye que H no es un subgrupo normal de S;. Ahora se va a probar que la



operacion en S5/ H no esta bien definida. Para ello, las clases laterales en .S,/ H estan dadas por

o H
o, H
oy H
o, H
osH
ocH

{0,00,,0,00,} = {0,,0,}
{0,00,,0,00,} = {0},0,}
{0300,,0500,} = {0},0,4}
{0,00,,0400,} = {06,,0,}
{0500/,0500,} = {05, 04}

{o400,,0000,} = {05, 04}

Segun los datos anteriores, se puede verificar que

Sin embargo, observe que

o3;HosH = (05005)H = 0, H

y ademas que

o3;HocH = (0500,)H =0, H

Es evidente que oc;HosH # o;HooH, pero osH = o4H, lo cual se considera como una indefinicion.

Por lo tanto, la operacion 2.14 no esta bien definida en S;/H, donde H = {o,,0,}.

Ejemplo 2.12.4.

Sea N < Gy seax? € N para cada x € G. Muestre que N < G y que el grupo cociente G/N es un

grupo abeliano.

Demostracion. Primero se debe probar que N es un subgrupo normal de G, es decir, si x € G, se debe
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mostrar que x_! Nx C N. Para verificar esto, sea y € x~! Nx, entonces existe un n € N tal que

y =x"'nx

=x"'(x"'x)nx
=(x"'x"Nxnx
=(x""2(n""'n)xnx

=(x~")*n~" (nx)(nx)

=(x"! )zn'l (nx)2.

Por hipotesis (x~!)? y (nx)? son elementos N, entonces (x~!)?n~!(nx)? es un elemento de N, por lo que
y € N. Conello, se concluye que x"' Nx C N y por lo tanto N es un subgrupo normal de G. Para probar
que el grupo cociente G/ N es abeliano, se usara el resultado del ejercicio 2.8.5, es decir, se probard que
(xN)? = N para cada x € G. En efecto,

(xN)> = xNxN = xxN = x*N.

Por hipétesis x> € N, entonces, para algtin n € N se tiene que
x*N =nN = N.
Esto obedece a que N es cerrado y que
nN ={nn;, :ny€N}={n, :n,€ N} =N.

Finalmente (xN)?> = N, con lo cual el grupo cociente G/ N es abeliano. ]



m Ejercicios

@ Ejercicio 2.13.1 (Orden de elementos y grupos factores)

Halle el orden de los siguientes elementos y grupos factores:

R/p.315

~

El grupo cociente Z,/(3)

El grupo cociente (Z, X Z,,)/(2) X (2)

El grupo cociente (Z, X Z,)/{(2,2))

La clase 5 + (4) como elemento del grupo factor

Z,/{4)

@ Ejercicio 2.13.2 (grupo y subgrupo normal)
Seana,b€R, a#0, f,, : R > R tal que x - (ax + b)
ysean G = {f,,la,beR}, a#0, y N = ({f ,|beR} Muestre que:

R/ p.321

(G, o) es un grupo donde o denota la operacidon de composicidn de funciones,

N es un subgrupo normal en G,

S = {f,,|a € Q} es un subgrupo normal de G.

@ Ejercicio 2.13.3 (grupo y subgrupo normal)

b
Sea el grupo GL(2,R) muestre que el conjunto siguiente: T = {( ¢ J ) | ad —

subgrupo normal de GL(2, R).



R/ p.329

R/ p.331

R/ p.332

R/p.333

R/ p.334

@ Ejercicio 2.13.4 (grupo y subgrupo normal)
Si H<GyK < H. ;Qué se puede decir de K < G?.

Halle los normalizadores de {1, r}, {1, ry, ry, ¥}, {1, d,}.

@ Ejercicio 2.13.5 (grupo y subgrupo normal)
Muestre que si S es un subgrupo de indice 2 de un grupo finito G, entonces las clases izquierdas y las

derechas correspondientes son las mismas, en otras palabras S es un subgrupo normal del grupo G.

@ Ejercicio 2.13.6 (grupo y subgrupo normal)
Si N es un subgrupo normal de un grupo finito G, ;Cual es la relacion entre los drdenes de los grupos
G,G/N, N?

@ Ejercicio 2.13.7 (grupo y subgrupo normal)
Demostrar que si A < G, donde G es un grupo y B es un grupo normal de G, entonces A B es un subgrupo
de G.

@ Ejercicio 2.13.8 (grupo y subgrupo normal)
Sean a,b € G, G grupo y definase:
[a,b] = aba™'b7".

Se le llama a este el conmutador de a y b. Si C denota el conjunto de todos los productos finitos de

conmutadores, entonces pruebe que:



C es un subgrupo de G (conocido como subgrupo conmutador o el grupo derivado de
G

Muestre que C es normal en G,

Muestre que el grupo G /C es un grupo abeliano.

Demostrar que el inverso de un conmutador es un conmutador.

@ Ejercicio 2.13.9 (grupo y subgrupo normal) R/ p.339

Muestre que si H y K son subgrupos normales de un grupo G tales que

HnNnK = {e},
entonces hk = kh, Vhe Hy k e K.
hkh='k=' = h(kh='k7h).
@ Ejercicio 2.13.10 (grupo y subgrupo normal) R/ p.340

Sea G un grupo el cual contiene al menos un subgrupo de un orden fijo dado s. Muestre que la interseccion

de todos los subgrupos de orden s es un subgrupo normal de G.

@ Ejercicio 2.13.11 (grupo y subgrupo normal) R/ p.341
Muestre que si H < Gy N <Gy N es un subgrupo normal en G, entonces H N N es un subgrupo

normal de H. De un ejemplo de que H N N no necesariamente es normal en G.



R/p.343 @ Ejercicio 2.13.12 (grupo y subgrupo normal)

Pruebe que cada grupo G es normal en si mismo, ademas pruebe que G/G = G.

R/p.344 @ Ejercicio 2.13.13 (grupo y subgrupo normal)
Muestre que si N es un subgrupo normal de G y H < G, entonces
HN :={hn : he Hne N, }

es un subgrupo de G.

R/p.345 @ Ejercicio 2.13.14 (grupo y subgrupo normal)

Muestre que si N es un subgrupo normal de G y N es un subgrupo G, entonces N es un subgrupo
normal de H N

R/p.347 @ Ejercicio 2.13.15 (grupo y subgrupo normal)
Sean H y K subgrupos de G, muestre que:

H K sea un subgrupo normalde G < HK = KH

Si H es normal, entonces H K es un subgrupo

Si H y K son normales, entonces H K es un subgrupo normal.




@ Ejercicio 2.13.16 (grupo y subgrupo normal) R/ p.350
Determine el conjunto de conmutadores del grupo siguiente grupo

G L a) o ber b20
= a, , )
0 b

@ Ejercicio 2.13.17 (grupo y subgrupo normal) R/ p.352
Sea Z X Z si se define (a,b)(c,d) = (a + c(—=1)°,b + d). Muestre que G es un grupo no abeliano y

determine el conjunto de los conmutadores de este grupo.

@ Ejercicio 2.13.18 (grupo y subgrupo normal) R/ p.354
Si N es un subgrupo normal de un grupo G tal que N NG’ = {e} donde G’, es el conjunto de conmuta-

dores del grupo G, muestre que N C Z(G).

@ Ejercicio 2.13.19 (grupo y subgrupo normal) R/ p.355
Si N < Gytalque |N| = 2, muestre que N es un subconjunto del centro del grupo G.

@ Ejercicio 2.13.20 (grupo y subgrupo normal) R/ p.356
Si M y N subgrupos normales de un grupo Gy MNN = {e}. Muestre que mn = nm; Vm &€ M, n €
N, me M.



R/p.357 @ Ejercicio 2.13.21 (grupo y subgrupo normal)
Muestre que es imposible que 2| Z(G)| = |G].

R/p.358 @ Ejercicio 2.13.22 (grupo y subgrupo normal)

Diga en cada caso si es verdadero o falso:

) ¢, Tiene cada subgrupo de orden 4 clases izquierdas?

) ( Puede no tener clases izquierdas un subgrupo finito de un grupo infinito?

) (Es un subgrupo de un grupo una clase izquierda en si mismo?

) (Solamente los subgrupos de grupos finitos pueden tener clases izquierdas?

) El nimero de clases izquierdas de un subgrupo de un grupo finito divide al orden del grupo?
) (Es cada subgrupo de un grupo abeliano un subgrupo normal?

) (Es cada grupo cociente de un grupo finito un grupo finito?

) ¢ Es abeliano cada grupo cociente de un grupo abeliano?

AN AN A/ /A A

) ( Es no abeliano cada grupo cociente de un grupo no abeliano?



m Homomorfismos de Grupos *

En el 4ambito de la Teoria de Grupos, los homomorfismos emergen como herramientas fundamentales

que proporcionan una perspectiva estructural profunda sobre las relaciones entre grupos algebraicos. De-
finidos de manera abstracta, los homomorfismos son funciones que respetan la operacion del grupo, es
decir, si f: G, = G, es un homomorfismo entre los grupos (G,, -) y (G, *), entonces para cualesquiera
elementos x, y € G, se cumple que f(x-y) = f(x) * f(y). Esta propiedad esencial captura la esencia de
las transformaciones entre grupos, preservando sus operaciones fundamentales y, por ende, su estructura

algebraica.

La relevancia de los homomorfismos radica en su capacidad para revelar y analizar patrones algebraicos.
A través de ellos, es posible entender cdmo se relacionan intrinsecamente diferentes grupos, facilitando
la comparacién y transferencia de propiedades entre ellos. Los homomorfismos permiten descomponer
problemas complejos en componentes mas manejables al estudiar la imagen y el nicleo del homomorfis-
mo, proporcionando informacidn sobre la estructura interna de los grupos y las formas en que pueden ser

mapeados entre si.

Ademés, los homomorfismos son cruciales para la construccion de nuevas teorias y métodos dentro de la
algebra abstracta. Permiten definir conceptos como subgrupos normales, cocientes y productos directos,
los cuales son fundamentales para la comprension avanzada de la teoria de grupos. En resumen, los ho-
momorfismos no solo facilitan una comprensién mas profunda de las estructuras algebraicas existentes,

sino que también abren puertas a nuevas formas de pensar y resolver problemas dentro de la Matematica.

Definicion 2.14.1:

Sean (G, -) y (G,, *) dos grupos. Una funcién f : G, — G, se llama homomorfismo (de grupos),

si para cualesquiera x, y € G, se tiene

f&x-y)=f)* f(y).

Si existe tal homomorfismo, se dice que que (G, -) y (G,, *) son grupos homomorfos.

Observacion 2.14.1.

En la definicion anterior, también se usa la notaciéon f: (G,,-) — (G,,*) con el fin de enfatizar las
operaciones respectivas sobre G, y G,. Sin embargo, siempre que no haya ambigiiedad, se pueden omitir
los simbolos “-” y “x”, es decir, se puede escribir f(xy) = f(x)f(y) enlugarde f(x-y) = f(g) * f(h).



Ejemplo 2.14.1.

Sea G un grupo y considere la funcién identidad I : G — G definida por

I(x) :=x paratodo x € G.

Entonces I es un homomorfismo llamado homomorfismo identidad.

Demostracion. Sean x,y € G. Por la definicioén de f se tiene

I(xy) = xy
I(x)1(y)

Con ello se prueba que I es un homomorfismo de G en G.
Ejemplo 2.14.2.

Sea G, y G, dos grupos. Sea e el elemento neutro de G,. La funcién Sea f : G, — G,, definida por
f(x) :=e, paratodo x € G,

es un homomorfismo.

Demostracion. Sean x,y € G,. Dado que f es constante

hixy) = e
= ee

ff ),

por lo tanto f es un homomorfismo y se dice que el grupo G, es homomorfo al grupo G,.
Ejemplo 2.14.3.
Sea f: (R,+) —» (R — {0}, -) definida por

f(x) :=a*, paracadax € R,cona > 0,a # 1.

Entonces, la funcién f es un homomorfismo.



Demostracion. Sean x, y € R. Por las propiedades de la funcidn exponencial y la definicidn de f se tiene

fx+y) = a™

= a'a

= ff ).
Por lo tanto f es un homomorfismo. También se puede escribir que (R,+) y (R — {0}, ) son grupos
homomorfos. []
Ejemplo 2.14.4.

Considere la funcion f : (R*,-) - (R, +) definida por
f(x) :=1Inx.

La funcién f es un homomorfismo.

Demostracion. Sean x,y € R*. Por las propiedades de la funcién logaritmo se tiene

f(xy) = In(xy)
= Inx+1Iny
= fG)+ ).
De esta forma f es un homomorfismo y por lo tanto (R*,-) y (R, +) son grupos homomorfos. O]

Ejemplo 2.14.5.

Sea G un grupo abeliano y defina f : G — G tal que f(x) := x? para cada x € G. Entonces la funcion

f es un homomorfismo
Demostracion. Sean x,y € Gy observe que
fxy) = Gy
= x%y* porque G es un grupo abeliano,
= f)fW).
Con ello, f es un homomorfismo. O

Ejemplo 2.14.6.



Sea G un grupo y a € G un elemento fijo. Defina f, : G — G tal que f,(x) := axa™! paracada x € G.

Asi, f es un homomorfismo.

Demostracion. Sean x,y € G y verifique que

foxy) = a(xya™

= a(xa'ay)a™

= (axa™')aya™)

= f.)f.(p).

Por lo tanto, f, es un homomorfismo. O]
Ejemplo 2.14.7.
En el ejemplo 2.1.33 se prob6 que GL(n,R) := {A € M(n,R) : det A # 0} es un grupo y considere la

funcién f : (GL(n,R),-) - (R — {0}, -), donde “-” denota el producto de matrices para el dominio y el

producto usual de nameros reales para el codominio, tal que
f(A) :=det A,

para cada A € G L(n, R). Entonces, la funcién f es un homomorfismo.

Demostracion. Sean A, B € G L(n, R). Porladefinicion de f y las propiedades del determinante se puede

ver que
f(AB) = det(AB)
= det Adet B
= f(Af(B).
Por lo tanto f es un homomorfismo y se puede establecer que (G L(n, R), -) es homomorfo al grupo dado
por (R — {0}, ). u
Ejemplo 2.14.8.

Sean € Nydefina f: (U,,-) - (U,,-) por f([x]) := [x]*. La funcién f es un homomorfismo.



Demostracion. Sean [x],[y] € U, entonces

f(x1lyD = f(xy]) por ladefinicion de producto de clases,
= [xy]® por la definicién de f,
= [xy][xy][xy] por ladefinicion 2,2,1,
= ([xIlyDUx][yD({x]ly]) por la definicién de producto de clases
= [x][x][x][y][¥][y] Pues U, es abeliano y por asociatividad
= [xP’[y]* por la definicién 2,2,1,
= SfxDsSAyD

De esta manera f es un homomorfismo. ]
Ejemplo 2.14.9.

Considere el grupo del ejemplo 2.1.9 dado por
S'i={(x,y) ER* | x* +y* =1}
con la operaciéon

(X1, Y1) * (X9, ¥5) 1= (X1X5 = Y1 V2, X1 Yy + V1 X5).

Defina la funcién f : (R,+) — (S!, %) tal que f(x) := (cos(x), sin(x)). Mostrar que f es un homomor-
fismo.

Demostracion. Sean x,y € R y note que:

f(x+y) = (cos(x+ y),sen(x + y))
= (cos(x)cos(y) — sen(x) sen(y), sen(x) cos(y) + cos(x) sen(y))
= (cos(x), sen(x)) * (cos(y), sen(y))
= f(x)* f(y),
lo cual concluye que f es un homomorfismo entre (R, +) y (S!, *). O
Ejemplo 2.14.10.

Sea G un grupo y sea N un subgrupo normal de un grupo de G. Se define la funcién 7z : G - G/ N tal

que 7(x) := xN. La funcién z es un homomorfismo llamado el proyeccion canénica G en G/ N.



Demostracion. Sean x,y € G, entonces,

n(xy) = xyN
= xNyN porel teorema 2.12.1.
= z(x)z(y).

Por lo tanto 7 es un homomorfismo. ]
Ejemplo 2.14.11.

Sea f: (Z,+) — (Z,+) definida por f(x) := x + 1 para cada x € Z. La funcion f no es un homomor-
fismo de grupos.

Demostracion. Es suficiente encontrar un contragjemplo. Para este fin, note que
fQ)=2+1=3

fBG)=3+1=4

De esta forma f(2) + f(3) = 7, pero por otro lado
fQ+3)=f08)=5+1=6.

Es decir, f(2)+ f(3) # f(2+3), con lo cual se comprueba que f no es un homomorfismo de grupos. [

Teorema 2.14.1:

Sean G, y G, dos grupos cualesquiera y sea f : G, — G, un homomorfismo. Sean e,, e, los

elementos neutros en G, y G, respectivamente. Entonces
1. f(e) =e,.
2. fxTH=(fe!

Demostracion. A continuacion se detalla la demostracion en dos partes:

1. Note que
fle) = flee)) = fle))f(ey).

Con esto claro, opere el elemento (f(e;))™! a ambos extremos de la igualdad anterior

fle)(fe)™ = flenfle)(fle),



Usando el hecho que que f(e;) € G, se concluye que
e, = f(e)).
2. Sea x € Gy, se sabe que xx~! = e, y que f es un homorfismo, entonces
FOSxh = fxx™) = fey).
Por la parte 1 de este teorema se concluye que
ff(xh) =e,.
Ahora, aplique (f(x))~! a ambos lados de la igualdad, esto es:
SN ST = (f(x) ey,

lo cual implica que

FOTh = (o™

Definicion 2.14.2:

Sea f: (G,,-) = (G,, *) un homomorfismo de grupos.
1. f se llama monomorfismo si es inyectivo.
2. f se llama epimorfismo si es sobreyectivo.

3. f se llama isomorfismo si es biyectivo. En este caso se dice que (G4, -) y (G,, *) son iso-

morfos y se denota G, = G,.

4. Un automorfismo es un isomorfismo de un grupo en si mismo. El conjunto de automorfis-

mos de un grupo G se denota Aut(G). Es decir

Aut(G) :={f: G- G| f esisomorfismo} .

Ejemplo 2.14.12.

Sea f: (R*,:) - (R — {0}, -) definido por f(x) := x°. Entonces f es un monomorfismo.
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Demostracion. Primero se debe mostrar que que f es un homomorfismo. Para ello, considere x, y € R*,

entonces

fxy) = (xp),
— x2y2

J W)

Por lo tanto f es un homomorfismo. Ahora se debe probar que f es inyectivo, para lo cual sean x, y € R*
tales que f(x) = f(), entonces, por la definicién de f, esto implica que x> = y?, de lo cual se obtiene que

|x| = |y|,perox > 0y y > 0, porlo que x = y. Porlo tanto, f es inyectivay asi es un monomorfismo. []
Ejemplo 2.14.13.

En el ejemplo 2.14.6 se probd que si G un grupo y si a es un elemento fijo de G, entonces la funcién
f,(x) : G — G definida por

. -1
f(x) :=axa
para cada x € G, es un homomorfismo. De hecho, es un automorfismo.

Demostracion. En en el ejemplo 2.14.6 ya se verific que f es un homomorfismo. Falta verificar que f

sea inyectiva y sobreyectiva.

= Recuerde que una funcién f es inyectiva si f(x) = f(y) implica que x = y. Asi, sean x,y € G y
suponga que
fa(x) = fo(),

esto implica que

axa ! = aya_l.

Ahora, como a es un elemento de G, este se puede operar convenientemente para concluir que

X =y.

= Una funcién es sobreyectiva si para todo y en el codominio, existe un x en el dominio tal que
f(x) = y. En este sentido, sea y € G y construya el elemento x = a~'ya, el cual pertenece a G

porque @ € G y G es un grupo. De acé se deduce que axa™! = y, es decir, f,(x) = y.
De esta forma f, es un automorfismo. O]

Observacion 2.14.2.



Otra forma de probar que la funcion f, presentada en el ejemplo 2.14.13 anterior es un automorfismo
es mostrar que f, posee inversa para cualquier elemento x en G. Considere la funcién -, : G - G
definida por

f(x) = a'xa

y observe que

(faof-(x) Jolf 1 (%))
= fa(a_lxa)

a(a'xa)a™!

= (aa Hx(aa™)

= X.
De forma similar se prueba que

(forof)(x) = x,
lo que implica que f,-i es la inversa de f, y por lo tanto f, es un automorfismo.
Ejemplo 2.14.14.

Sea f : (Z,+) = (Z,.+), definida por f(x) := [x],, donde [x], denota la clase de x en mddulo n. La

funcién f es un epimorfismo.

Demostracion. Se debe probar que f es un homomorfismo y que es sobreyectiva. Para el primer caso,

nean x, y € Z, entonces

fix+y) = [x+yl,
= [x],+ ],
S+ f()

Para probar f es sobreyeiva, sea [y], € Z,, por el algoritmo de la division, existen ¢g,r € Z tales que

y=gn+rcon(0 <r < n Entonces
v, =lgn+rl, =lgnl, +[rl, =1[rl,
por lo que puede tomar r € Z como la preimagen de [y],, pues

f(r)=1[r], =[m],.



Por lo tanto f es un epimorfismo. ]
Ejemplo 2.14.15.

El homomorfismo llamado proyeccion canénica y estudiado en el ejemplo 2.14.10talque z : G — G/ N
con z(x) :=xN y N <G, es un epimorfismo.

Demostracion. Sea xN € G /N una imagen en el dominio tal que x € G. Observe que z(x) = xN, es

decir, x es la preimagen. Por lo tanto, 7 es sobreyectiva y asi es un epimorfismo. ]
Ejemplo 2.14.16.

Considere el conjunto G, := {—1, 1} con la operacion “-” determinada por la siguiente tabla

1{-1
-1 -1 1
1| 1]-1

[I34d

y considere el conjunto G, := {0, 1} con la operacion “x” cuya tabla es la siguiente

01
0]0
1110

Demostrar que (G4, -) y (G,, *) son grupos isomorfos.

Demostracion. Para probar que (G, -) y (G,, *) son grupos basta con observar que son conjuntos finitos
y ademas las operaciones son cerradas. Ahora, para mostrar que son grupos isomorfos, defina la funcién
[ G, = G,tal que

f =0, f(=) =1

Con esto, note que

f(1-1 = f1) =0 = 0x0 = f(1)=*f(Q).

f(=1-1) = f(=1) 1 10 = f(=1= f(D).
f(=1-=1) = f() 0 = 1x1 = f(=D=f(-D.
fA--1) = f(-1) =1 = 0x1 = f()= f(-1).

Con los datos anteriores, se concluye que la funcién f es un homomorfismo. Ademaés, observe que f es

una funcion biyectiva, entonces G, = G,. [



Ejemplo 2.14.17.

Sea G un grupo abeliano de orden n. Sea k € Z tal que (n,k) =1y defina f : G — G por
fx) 1= xF,
para todo x € G. Asi, la funcion f es un isomorfismo.

Demostracion. Para probar que f es un homomorfismo, sean x, y elementos de G y como G es abeliano,

entonces (xy)¢ = x*y* =. Con ello note que

fxy) =) = x5 = FOf ).

Falta probar que f es un isomorfismo, para ello, f es una funcién entre conjuntos finitos, es suficiente
probar que f es sobreyectiva para que sea biyectiva. Con este fin, por el teorema 1.1.4 existen 5,7 € Z
tales que ks + nt = 1. Ahora, sea x € G (en el codominio de f) y tome x* € G (en el dominio de f),

entonces,

f(xS) — (xS)k
— (XS)ket
= (x)"(x") pues G esdeorden n.

— xksxnt

— xks+nt
= xl

= X.

Es decir, para cualquier elemento del codominio se encontré una preimangen en el dominio, esto prueba

que f es sobreyectiva y por lo tanto que f es un isomorfismo. O]
Ejemplo 2.14.18.

El homomorfismo del ejemplo 2.14.3 es un monomorfismo.

Demostracion. Se debe probar que f es inyectiva. Para ello, observe que la derivada de f con respecto a
x esta dada por
f'(x)=Ina-a* >0, Vx € R,
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esto significa que f es estrictamente creciente y por consiguiente es inyectiva. Entonces, como f es
homomorfismo inyectivo, es decir, f es un monomorfismo. Otra forma de probar que f se inyectiva es

suponer que f(x) = f(y) y facilmente se concluye que x = y. U
Ejemplo 2.14.19.

Sea G, el grupo definido en el ejemplo 2.1.29 dado por
G ={y:R->R : yx)=mx+b, mbeR, m>0},

G, es el grupo conformado por el conjunto de ecuaciones de las rectas estrictamente crecientes, con la

composicion de funciones. Sea G, el grupo de matrices

a b
G, = ,a>0, a,beR .
0 1

con el producto usual de matrices. Entonces, G, y G, son isomorfos.

Demostracion. Para probar que G, es isomorfo a G, considere la funcion f : G, — G, definida por

b
f(ax+b)=<g 1 ) donde a > 0.

Primero se probara que f es un homomorfismo y luego que es biyectiva.

1. Para probar que f es un homomorfismo Considere y,,y, € G, talesque y;, = a;x + b, y y, =

a,x + b,, con a;,a, € R*, entonces:

f (y109,) = fl(a;x + by)o(a,x + by)] fla,(a,x + by) + b,]

f(a,a,x +ab, + b))

b,+b
< aloa2 a 21 1 > , donde se cumple que a,a, > 0.

_ a, b a, b,
N o 1 0 1

SODS (o).

2. Ahora se probara que f es inyectiva. Sean y,, y, € G tales que

yiy=ax+b yy,=a,x+b, cona,a €R"



y suponga que

S = F(yy).
Entonces
a, b [ % b,
o1/ \o 1)
de donde
a, =a,y b, =b,,
por lo que

a;x+b, =a,x+b,,

lo que implica a su vez que

V1= Y2
Por lo tanto f es inyectiva. Falta verificar que f sea sobreyectiva. Pare este fin, tome un y € G,
a b
tal que y = o1 ) Se debe encontrar un y € G, tal que f(y) = )/, el cual claramente es

y =ax + b. Asi f es sobreyectiva.
Finalmente se concluye que G, y G, son isomorfos. ]
Ejemplo 2.14.20.

SeaV = {e, h,r,v} el grupo de Kleiny H = {¢’, g} un grupo de orden 2. Defina la funcién f : V - H

por
flep = ¢,
fhy = ¢,
fry = g
fwy = s

Muestre que A4 es un epimorfismo.

Demostracion. Primero se prueba que es un homomorfismo. Para ello, y por facilidad de notacion, en vez

de escribir, por ejemplo, hor, se escribe hr. Con esto claro, note que:
» f(hr)= f(v) = g, mientras que f(h)f(r) =e'g = g, es decir, f(hr) = f(h)f(r).
= f(eh) = f(h) = ¢, mientras que f(e)f(h) =e'e’ = ¢, es decir, f(eh) = f(e)f(h).

= f(vv) = f(e) = ¢, mientras que f(v)f(v) = gg = €, es decir, f(vv) = f(v)f(v).



= f(vh) = f(r) = g, mientras que f(v)f(h) = ge’ = g, es decir, f(vh) = f(v)f(h).

En total, se deben probar 16 productos, quedando pendiente 12 maés, lo cual le queda al lector. Con ello,
se concluye que f es un homomorfismo. Ademas, note que cada elemento del codominio, en este ca-
so el conjunto H = {¢’, g}, esta correspondido, lo que implica la sobreyectividad de f. Asi, f es un

epimorfismo. []
Ejemplo 2.14.21.

El grupo de Klein V' := {e, h,r,v} es isomorfo a Z, X Z, con la suma directa definida en la observacion
2.1.3.

Demostracion. Recuerde que por el ejemplo 2.1.15 y por la observacion 2.1.3, el producto directo de
grupos es un grupo con la suma directa, por lo cual Z, X Z, es grupo. Ahora, defina la funcién dada por
f:V > 2Z,x7Z,tal que

f(e)=(0,0),
f(h)=(1,0),
f(r)=(0,1),
f)=(1,1).

Para verificar que f es homomorfismo se debe probar que f(xoy) = f(x) + f(y) para cualesquiera

x,y € V. En efecto,

f(eca) = f(a) = (1,0) = (0,0) + (1,0) = f(e) + f(a).

De forma anéloga se prueban las igualdades

fleoh) = f(e)+ f(h), f(eor)= f(e)+ f(r), [f(eov)= f(e)+ f(v).

Abhora bien, utilizando el hecho de que la suma es en modulo 2, se tiene que

f(hoh) = f(e) =(0,0) = (1,0) + (1,0) = f(h) + f(h).

De forma similar se prueban las igualdades

flror) = f(r)+ f(r), f(vov) = f(v) + f(v).

Por otro lado note que

f(hor) = f(v) =(1,1) =(1,0) + (0, 1) = f(h) + f ().



f(rov) = f(h) =(1,0) = O+, 1) = f(r) + f(v).

Las demas igualdades se obtienen usando el hecho de que el grupo de Klein es abeliano. Esto concluye la
prueba de que f es un homomorfismo. Finalmente, no es dificil observar que f es inyectivay sobreyectiva,

por lo tanto f es un isomorfismo y asi, el grupo de Klein V' := {e, h,r,v} es isomorfoa Z, X Z, ]
Ejemplo 2.14.22.

Considere el grupo Gy el grupo Klein, denotado por V', cuyas tablas se aprecian a continuacién de forma

respectiva.
e [ x | x*| X3 e|h|r|v
e e | x | x*|x° ele|h|r|v
x | x [x*| x| h|h|e|lv|r
X xr x| | x ririv|ielh
X3 |e | x | x? viv|r|hle

Muestre que G y V' no son isomorfos.

Demostracion. Por contradiccion, suponga que existe un isomorfismo f : C — V. Por la parte uno
del teorema 2.14.1 se debe cumplir que f(e’) = e. Ademas, como f es un isomorfismo, en particular es

inyectiva, entonces debe darse solo una de las siguientes opciones:

fx)=h, f(x)=r, o f(x)=v.

Sin pérdida de la generalidad, suponga que sucede que f(x) = h. De acuerdo con la tablas del grupo C'y

el grupo V se tiene que

[ (%) =fGxx)= f)f(x) = hh =e.

Por lo tanto, se tiene que la imagen e tiene dos preimagenes, siendo estas e’ y x?, lo cual es una contra-

diccién porque se supone que f es inyectiva. [

Teorema 2.14.2: Teorema de Clasificacion de Grupos Ciclicos

Sea G un grupoy sea g € G.
1. Si |g| = o0, entonces (g) = Z.
2. Si|g| = n, entonces (g) = Z,.

En este caso, las operaciones sobre Z 'y Z,, son la suma usual de enteros y la suma de clases modulo

n respectivamente.
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Demostracion. A continuacion se detalla las dos partes de la demostracion:

1. Para la primera parte, suponga que |g| = co. Ademas, recuerde que (g) = {g" : m € Z}. Defina

la funcién
f:{(g)—>7Z talque f(g*)=k.

Se debe probar que f es un isomorfismo, para lo cual primero que demuestra que f es un homo-

morfismo.

Sean gh1, gk2 € (g), para algunos k,, k, € Z. Entonces

f(ghgh) = f(ght)
= k, +k,

= f(g")+r(g),
lo cual prueba que en efecto f es un homomorfismo.

Abhora, se verifica que f es inyectiva. Sean g*1, gh2 € (g) tales que

f(g")=r(g%).
entonces, por la definicion de f, se tiene k, = k,, lo cual implica gkt = gha,

Para probar que f es sobreyectiva, para cada k € Z observe que la preimagen de k es g& € (g),

pues f(g*) = k, por lo que f si es sobreyectiva.
De lo anterior, se concluye f es un isomorfismo y por lo tanto (g) y Z son isomorfos, es decir,

(g) = (Z,+).

2. Supongamos que |g| = n. Esto significa que (g) es un conjunto finito de la forma

(&) ={e.s.g%e,....e""}

Defina la funcién
h:(g)— (Z,+) talque h(g")=I[k]

ne

Se debe probar que f es un isomorfismo, para lo cual primero se muestra que es un homomorfismo.



Sean gh1, gk2 € (g), para algunos k,, k, € Z. Entonces

h <gk1gk2) - 1 (gkl+k2)
= [k, +k,],
= [k, + [k,
= h(g")+h(g")

lo cual prueba que £ es un homomorfismo.

Abhora se verifica que h es inyectivo. Sean g1, g~ € (g) tales que

h(g")=h(g"),

entonces, por la definicidn de A se tiene que [k,], = [k,],, es decir k; = k,(mod n), donde, por la

parte dos del teorema (2.6.1), se tiene gkt = gk,

Para probar que & es sobreyectiva, considere [k] € Z, y observe que h(g*) = [k], es decir, cada
elemento del codominio posee una preimagen. Finalmente, 2 es un homomorfismo biyectivo y se

concluye que (g) y Z, son isomorfos, que se denota como (g) = Z,,.

Corolario 2.14.1:

Sea G un grupo ciclico generado por g € G.
1. Si |G| = oo, entonces G = Z.

2. Si |G| =nentonces G = Z,,.

Demostracion. Es una consecuencia inmediata del teorema anterior, ya que si G es ciclico generado por
g € G, entonces (g) = G. [

Observacion 2.14.3.

De acuerdo con la parte uno del corolario anterior, todos los grupos ciclicos de orden infinito son isomorfos
entre ellos. Ademas, de acuerdo con la parte dos, dos grupos ciclicos del mismo orden son isomorfos entre

ellos.

Ejemplo 2.14.23.



En el ejemplo 2.10.5 se determin6 que el conjunto de unidades (Us, -) tal que Uy = {[1],[2],[3],[4]} es
un grupo ciclico, ademas note que es de orden 4. Por su parte, en el ejemplo 2.10.8 se establecié que
(G,-),donde G := {1,—1,—i,i}, i* = —1, también es un grupo ciclico y es de orden 4. Por el teorema y
el corolario anterior, Us y G son grupos isomorfos a Z,, por lo tanto Uy y G son grupos isomorfos entre
si. Es decir

Us=Z7,=20G.

Ejemplo 2.14.24.

Considere el grupo Z, X Z, con la suma directa de grupos vista en la observacion 2.1.3. Ademas, note
que
ZZ X Z3 = {(Oa 0)9 (O’ 1)’ (Os 2)9 (1’ O)’ (13 1)9 (1’ 2)}

Luego, operando el elemento (1, 1) consigo mismo reiteradamente se tiene

1(1,1) = (1,1),

2L = (1L,H+1,1) = (,2),

3(1,1) = (L,H+{,H+(,1) = (,3),

41,1) = 3(1,H+{1,1) = 1,00+(,1) = (0,1),
5(1,1) = 40,H+ (1,1, = O, H)+{1,1) = (1,2),
6(1,1) = 5(1,1)+(1,1) = (0,0).

De esta forma se tiene que (1, 1) genera a Z, X Z5, por lo que este grupo es ciclico. Por otro lado, como

|Z, x Z4| = 6, por el corolario anterior se concluye que Z, X Z, = Z,.

Teorema 2.14.3:

Sean G| y G, dos grupos tales que G, = G,, entonces Aut(G,) = Aut(G,).

Demostracion. Recuerde que Aut(G) es el conjunto de automorfismos de un grupo G. Por su parte, como

G, = G,, existe un isomorfismo f : G, = G,. Luego, para cualquier 4 € Aut(G,) defina la funcion
T, : Aut(G,) - Aut(G,) talque T,(h) := fohof™".

Se debe probar que T es un isomorfismos, de la siguiente forma:



1. Primero se probara que Tf es un homomorfismo, para lo cual sean h,, h, € Aut(G,), entonces

T,(hjohy) = fo(h,ohy)of""
= (fohpo(f o f)o(hyof™")
= (fohyof o(fohyof™)
= T,(h))oT;(hy)

Por lo tanto, en efecto T, esun homomorfismo.

2. Segundo, se prueba que T es un isomorfismo, es decir, se debe probar que T, es biyectiva. Para
este caso se usard la misma estrategia de la observacion 2.14.2, la cual consiste en probar que T
tiene inversa. Para ello, como f es biyectiva, entonces existe f~!. Luego, para h € Aut(G,) se tiene
que Ty (h) = f~lohof y no es dificil verificar que (T;oT,-1)(h) = h = (T;-10T;)(h), con lo cual

T -1 €8 la funcién inversa de T -

Finalmente, segin lo demostrado anteriormente, se concluye que Aut(G,) = Aut(G,). U

m Nucleo e Imagen de un homomorfismo *

En esta seccidn se introducen dos de los conceptos mas importantes de la teoria de grupos: el nicleo y

la imagen de un homomorfismo. El concepto de nicleo es especialmente significativo, ya que permite
derivar teoremas fundamentales que, mediante el uso del concepto de isomorfismo, facilitan establecer

relaciones entre estructuras de grupos que inicialmente pueden parecer diferentes.

Definicion 2.15.1:

Sean G, y G, dos grupos y sea f : G; = G, un homomorfismo.

1. Se define el nicleo de f por

ker(f) :={x € G, : f(x)=e,, donde e, es el elemento neutro de G, }.

2. Se define la imagen de f por
Im(f) :={f(x) : x € G,}.

Observacion 2.15.1.

1. Es importante notar que el nicleo de un homomorfismo f : G, — G,, es un subconjunto de G,,

mientras que la imagen es un subconjunto de G,.



2. Por la parte uno del teorema 2.14.1, se tiene que f(e,) = e,, donde e, y e, son los elementos neutros
de G, y G, respectivamente, entonces al menos existe el elemento e, en el nucleo de f. Por lo tanto,

el nicleo de un homomorfismo siempre es un conjunto no vacio.
Ejemplo 2.15.1.
Sea f: (R/{0},-) = (R, +) definida por
f(x) :=1Inx.

Ya se probo en el ejemplo 2.14.4 que f es un homomorfismo. Pruebe que el nicleo de f es

ker(f) = {1}.

Demostracion. Se va utilizar la relacidn de inclusion para probar que ker(f) = {1}, esto es:

= (2) Como f(1) =In(1) = 0y dado que el cero es el neutro en (R, +), se tiene que 1 € ker(f), por
lo que {1} C ker(f).

= (C) Sea x € ker(f), entonces, por definicién de nicleo f(x) = 0, es decir
Inx =0,

y esto sucede si x = 1, lo cual implica que x € {1}.
Por lo tanto ker(f) = {1}. O
Ejemplo 2.15.2.

Considere la funcién f : (Z,+) = (Z,,+) tal que f(x) := [x],. En el ejemplo 2.14.14 se prob6 que f

es un homomorfismo. Determine el niicleo de f.

Soluciéon. Por la definicién del nicleo de un homomorfismo se tiene que

ker(f)={xeZ: f(x)=[0],}
={xeZ: [x],=[0],}

Recuerde que si [x], = [0], entonces x = nk con k € Z. De esta forma se puede establecer que

ker(f)=1{nk : ke Z} =nZ.



Ejemplo 2.15.3.

Considere la funcién f : (R,+) — (S, *) tal que f(x) := (cos(x),sin(x)). En el ejemplo 2.14.9 se

comprobé que f es un homomorfismo, determine su nucleo.

Solucién. Recuerde que S! := {(x,y) € R? | x> + y* = 1} y ademis que

(1, y1) * (X0, ¥0) 1= (X1 Xy — Y1 V2, X1 V5 + Y1 X5).

Asimismo, en el ejemplo 2.1.9 se obtuvo que el elemento neutro de (S!, ) es el par ordenado (1,0) € S'.

Con esto claro, sea x € ker(f), entonces f(x) = (1, 0), es decir,
(cos(x), sen(x)) = (1,0).

De acé se deduce que cos(x) = 1y sen(x) = 0, esto equivale respectivamente a x = 2kx y x = kx, con
k € Z. Sin embargo, para que ambas condiciones se cumplan simultdneamente, se necesita que x = 2k,

donde k € Z. Por lo tanto, el ntcleo de f es

ker(f) = {2kn : k€ Z}.

Teorema 2.15.1:

Sea f: G, — G, un homomorfismo. Entonces f es inyectiva si y solo si ker(f) = {e,}, donde

e, es el elemento neutro en G,.

Demostracion. Primero se probara que si f es inyectiva, entonces ker(f) = {e,}. Luego se demostrara

que si ker(f) = {e,}, entonces f es inyectiva.

= (=) Lahipdtesis corresponde a que f es un homomorfismo inyectivo y se debe probar que ker(f) =
{e,}. Para este fin, por contradiccion, suponga que existe un elemento g, € G|, g, # e, tal que
g, € ker(f). Entonces, f(g,) = e,, donde e, es el neutro de G,. Por el teorema 2.14.1 se tiene que
f(e) = e,, de esta forma f(g,) = f(e,), pero como f es inyectiva, es inmediato que g, = e,, lo

cual contradice que g, # e,. Asi, ker(f) = {e, }.



» (<) En este caso las hipétesis son que f es un homomorfismo y que ker(f) = {e, }, se debe probar

que f es inyectiva. Para ello, sean x, y € G, tales que

f)=fW),

entonces

fUON ™ = fMUEON™,

lo cual implica que

FESFON ™ =e,.

Por otro lado, como f es homomorfismo se tiene que
fxy™) =e,
y dado que por hipétesis ker(f) = {e,}, se cumple que xy~! € ker(f) = {e,}, es decir,
Xy~ =ey,

por lo que x = y. Por lo tanto, f es inyectiva.

Ejemplo 2.15.4.

En el ejemplo 2.15.1 se probd que f : (R*,-) = (R, +) tal que f(x) := Inx es un homomorfismo con
nidcleo ker(f) = {1}, donde el nimero 1 es el neutro de (R, -). Entonces, por el teorema 2.15.2 se

concluye que f es inyectiva.
Ejemplo 2.15.5.

En el ejemplo 2.15.2 se hall6 el nicleo del homomorfismo f : (Z,+) = (Z,,+) tal que f(x) := [x]

n°

donde ker(f) = nZ # {[0],}. Entonces, por el teorema 2.15.2, se concluye que f no es inyectiva.
Ejemplo 2.15.6.

En el ejemplo 2.15.3 se hall6 el niicleo del homomorfismo f : (R,+) — (S!, %) defino por el criterio
f(x) 1= (cos(x), sin(x)), donde ker(f) = {2kx : k € Z} # {(1,0)}. Entonces, por el teorema 2.15.2, se

concluye que f no es inyectiva.

Ejemplo 2.15.7.



Considere el grupo M (2, R) con la suma usual de matrices. Defina f : (M(2,R,+)) —» f(M(2,R),+)
tal que
7 a b\ f(a-d O
c d] 0 b-c)
Muestre que f es un homomorfismo de grupos y determine si f es inyectiva a partir del nucleo de f.

a b a b
Demostracion. Paraprobar que f es un homomorfismo, tome ( a’) y (
c

a b a b a+d b+Vb
f + ! !/ = f / /
c d ¢ d c+c d+d
a+d —-d-d 0
0 b+b —c—-¢

B a—d 0 N a-d 0
B 0 b—c 0 b —-c
a b
f )

Para hallar el nicleo de f, este se define como

) a”) elementos de M (2, R)
c

y note que:

ker(f) = {A € M(2,R) : f(A)=0,,}.

Asiscad =% ") eker(f) esdecir. £ ¢ ° 0 ) 1o que impli
si, sea A = er(f), es decir, = , lo que implica que
c d d d 00 E pread
a—d O 00
f = -
0 b-c 00
a—d=0
b—c=0 "~
de donde se deduce que a = d y b = c. De esta forma

e { )en) ()

De aci se construye el sistema



de donde también se deduce que f no es inyectiva. ]

Ejemplo 2.15.8.
Considere el grupo ciclico de orden 3 dado por G = {e, g, g*} cuyo cuadro de operaciones se aprecia a
continuacion:
e | g 2
e |e | g | g
g |8 |8
g8 |e |z

Ademas, considere el grupo simétrico S5 del ejemplo 2.1.31 y defina la funcién f : (G, ) — (55, 0) por

f@=0, fl@=0, [f(g)=o0s

Muestre que f es un homomorfismo y establezca si es inyectiva o no a partir de su ntcleo.
Demostracion. Para probar que f es un homomorfismo note que:
» fle-e)=f(e) =0, =000 = f(e)of(e)
fle-g) = f(g) =04=0,00,= f(e)of(g).
fle-g%) = f(g") =05 = 0,005 = f(e)of(g).

De forma andloga ocurre para f(g - e) = f(g)of(e) y f(g* - e) = f(g*)of (e).
f(g-8) = f(g) =05=0400,=f(g)of(g)
f(g-g) = f(e) =0, = 0,005 = f(g)of(g")
f(&*-g) = fle) =0, = 6500, = f(g)of(g).

f(g*- g5 = f(g) =0, =0s5005 = f(g*)of(g?).

De acuerdo con lo anterior se puede asegurar que f es un homomorfismo. Para hallar su nicleo, se tiene

que
ker(f)={x€G : f(x)=o0,}.

Es decir, ker(f) = {e} y por lo tanto, f si es inyectiva. El ejercicio no lo pide, pero es claro que

Im(f) = {f(g) : g €G}={0,,0,05}.



Teorema 2.15.2:

Sean G, y G, dos grupos y sea f : G; = G, un homomorfismo. Entonces
1. ker(f) es un subgrupo normal de G,.

2. Im(f) es un subgrupo de G,

Demostracion.

1. Por facilidad, denote por K el nucleo de f, es decir, K = ker(f). Se debe probar que para cualquier
g € G, se tiene g7'Kg C K. Paraello, sea x € g"!K g, entonces x es de la forma x = g~'kg para
algin k € K. Ahora, note que:

fx) = f(g 'ke)
= f(g")f(k)f(g) pues f esunhomomorfismo.
= f@) ' fk)f(g) por el teorema 2.14.1.
= f(g)'e,f(g) pues k € K y donde e, es el neutro de G,.

= f(®'f(®

= e2-

Esto prueba que x € K y como x = g 'Kg es arbitrario, se tiene g~'Kg C K. Por lo tanto
ker(f) < G,.

2. Sean y,,y, € Im(f), se debe probar que ylyg1 € Im(f). Ahora, como y,,y, € Im(f), existen
X, X, € G, tales que f(x;) =y, y f(x,) = y,. Entonces

Y1y2_1 = f(x1)f(3€2)_1
f(x))f(x;") por el teorema 2.14.1.

= flx; D) pues f es un homomorfismo.

2
preimagen de y,y;" es x,x;", lo cual prueba que y,y;' € Im(f). Por lo tanto, por el teorema 2.7.1,

Luego, dado que x,,x, € G, se cumple x,x;' € G, y como f(x;x;') = y,y;', se deduce que la

se concluye que Im(f) < G,.
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Ejemplo 2.15.9.

En el ejemplo 2.15.2 se hall6 el nicleo del homomorfismo f : (Z,+) = (Z,,+) tal que f(x) := [x],,
donde ker(f) = nZ. Entonces, por el teorema 2.15.2 se concluye que nZ es un subgrupo normal de
(Z,+).

Ejemplo 2.15.10.

En el ejemplo 2.15.7 se concluy6 que

a b
ker(f) = {(b a) : a,beR}

es el nucleo del homomorfismo f : (M(2,R,+)) - f(M(2,R),+) tal que
7 a b\ [a-d 0
cd] \ 0 b-c)

b
Por lo tanto, por el teorema 2.15.2 se establece que { <[a) > sabe [R} es un subgrupo normal de
a

MQ2,R,+)).

mnoremas de isomorfismos : * :

En el marco de la Teoria de Grupos, los teoremas de isomorfismos constituyen herramientas esenciales

que permiten comprender las relaciones estructurales entre diferentes grupos. De manera objetiva, estos
teoremas establecen conexiones algebraicas sustanciales al revelar correspondencias biyectivas entre gru-

pos bajo ciertas condiciones.

La historia de los teoremas de isomorfismo en la Teoria de Grupos se remonta a desarrollos fundamen-
tales a lo largo del siglo XIX y XX en el campo matematico. Aunque el concepto de isomorfismo, que

establece una correspondencia biyectiva preservando la estructura algebraica entre dos grupos, era cono-



cido, fue Emil Artin!® y Richard Brauer !! quienes, en la década de 1930, formalizaron y generalizaron

estos teoremas para una amplia gama de grupos.

La contribucién clave de Artin y Brauer permiti6 establecer conexiones mas profundas entre grupos, fa-
cilitando la comprensidn de sus propiedades comunes. Los teoremas de isomorfismo se volvieron funda-
mentales para la clasificacion de grupos, simplificando el estudio de sus propiedades sin perder la esencia

de su estructura algebraica.

A lo largo del tiempo, los teoremas de isomorfismo han evolucionado y se han convertido en un com-
ponente central de la Teoria de Grupos moderna. Han encontrado aplicaciones no solo en Matemaéticas

puras, sino también en 4reas como la teoria de nimeros, la criptografia y la fisica tedrica

19Emil Artin fue un eminente matematico austriaco nacido el 3 de marzo de 1898 en Viena y fallecido el 20 de diciembre
de 1962 en Hamburgo. Su vida y obra dejaron una marca indeleble en la matematica del siglo XX.

Artin realiz6 contribuciones fundamentales en diversas areas de las mateméticas, destacando en éalgebra, teoria de ntimeros
y geometria algebraica. Después de completar su doctorado en Viena en 1921, Artin trabaj6 en varias universidades europeas
antes de emigrar a los Estados Unidos en 1938 debido al ascenso del nazismo.

En su carrera, Artin desarrollé conceptos cruciales en algebra abstracta y teoria de nimeros. Introdujo la nocién de anillos
noetherianos y noetherianos, establecio la teoria de cuerpos de clases y contribuy6 significativamente a la teoria de formas
cuadraticas.

Artin también desempefié un papel vital en la formacién de futuros matematicos. Fue profesor en la Universidad de Gotinga
y, mas tarde, en la Universidad de Princeton, donde influy6 en la formacién de la escuela algebraica de Gotinga. Su trabajo y
método en la ensefianza impactaron a generaciones de matematicos.

Emil Artin fue un miembro destacado del grupo Bourbaki y un colaborador activo en el desarrollo de la teoria de ntimeros
algebraicos. Su legado incluye teoremas y conceptos esenciales en dlgebra moderna que contintian siendo fundamentales en la
investigacién matemaética contemporanea. Consultar ( )

HRichard Brauer fue un eminente matemético aleman nacido el 10 de febrero de 1901 en Charlottenburg, Alemania, y
fallecido el 17 de abril de 1977 en Belmont, Massachusetts, Estados Unidos. Su carrera en matematicas abarcé una variedad
de 4reas, destacdndose en la teoria de grupos y la teoria de representacion.

Después de completar su doctorado en 1925 bajo la supervisién de Issai Schur en la Universidad de Gotinga, Brauer trabajo6
en varias instituciones académicas europeas antes de huir de la persecucion nazi y establecerse en los Estados Unidos en 1937.

Brauer realiz6 contribuciones significativas en la teoria de grupos finitos y desarroll6 la teoria de bloques, que proporciona un
marco para entender los caracteres y representaciones de grupos finitos. También hizo aportes cruciales a la teoria de nimeros
algebraicos y la teorfa de algebras asociativas.

Durante su carrera, Brauer fue profesor en la Universidad de Toronto y luego en la Universidad de Harvard. También fue
miembro clave del grupo Bourbaki y desempefié un papel crucial en la expansion y desarrollo de la teoria de grupos finitos.

Su trabajo ha tenido un impacto duradero en la teoria de nimeros y en la teoria de grupos. Brauer recibié numerosos
reconocimientos a lo largo de su carrera, incluyendo la Medalla Nacional de Ciencia de los Estados Unidos. Su legado perdura
a través de sus contribuciones a la Matematica y su influencia en las generaciones futuras de matematicos. Consultar

( )



Teorema 2.16.1: Primer teorema de isomorfismos de grupos

Sea f : G; = G, un homomosfismo de grupos con nucleo ker(f) y con imagen Im(f). Entonces

G,/ ker(f) = Im(f) (2.15)

Demostracion. Por simplicidad de escritura se usard la letra K para denotar el ntcleo de f, es decir
K = ker(f). Observe que por el teorema 2.15.2 ya se tiene que K es un subgrupo normal de G, entonces
por el teorema 2.12.1 el cociente G, /K es un grupo. Con esto claro, defina la funciéon ¢ : G,/K — Im(f)
tal que

@(xK) = f(x), paratodo x € G,.

Primero se probara que ¢ es funcidn, en otras palabras que ¢ esta bien definida. Para ello, sean x, y € G,
tales que xK = yK en G, /K. Por la parte cuatro del teorema 2.9.2 se tiene que x € yK, es decir, x = yk,

para algtin k € K, lo cual implica que

f) = fyk)
= f(»)f(k) puestoque f es un homomorfismo.

= f(y)e, puesto que k estd en el nicleo de f.

= f(),

es decir, f(x) = f(»), entonces se tiene que p(xK) = @(yK), lo que implica que ¢ estd bien definida.
Ahora, se probara que ¢ es un homomorfismo. Sean xK, yK € G, /K. Por la definicién de la operacion

en G, /K (teorema 2.12.1) se tiene que

p(xKyK) = @(xyK)
= f(xy)
= f)f(»)
= @(xK)p(yK).

Entonces, p(xKyK) = p(xK)@p(yK), lo que permite establecer que @ es un homomorfismo. También,
se debe probar que ¢ es inyectiva, para lo cual recuerde que el elemento neutro en G,/K es K y por

el teorema 2.15.1 la funcién ¢ es inyectiva si y solo si ker(¢) = K. En este sentido, se mostrard que



ker(p) = {K} = {ker(f)}. Luego, note que

ker(¢p) ={xK € G,/K : p(xk) =e,}
={xK € G,/K : f(x) =e,} puesto que p(xk) = f(x),

donde e, es el elemento neutro en la Im(f). Ademas, por el teorema 2.15.2 se tiene que Im(f) es un
subgrupo de G,, por lo que también e, € Im(f). De esta forma, si f(x) = e,, entonces x debe ser un

elemento del nicleo de f, es decir, x € K, y por lo tanto xK = K, de donde se deduce que

kerp ={xK € G,/K : f(x)=e,}
={K € G,/K : x € K}
={K},

con lo cual se concluye que @ es inyectiva. Finalmente, ¢ es sobreyectiva por la definicién de f, con lo
cual @ es biyectiva. En resumen, ¢ : G,/K — Im(f) es una funcién que corresponde a un isomorfismo

y por lo tanto

G,/ ker(f) = Im(f).

Observacion 2.16.1.

Si f : G, —» G, es un homomorfismo sobreyectivo, es decir, Im(f) = G,, entonces el teorema anterior
establece que
G,/ ker(f) = G,.

Ejemplo 2.16.1.

Sea f: (R*,-) - (R, +) definida por
f(x) :=1Inx.

En el ejemplo 2.15.1 se probd que f es un homomorfismo con nicleo ker(f) = {1}. También se prob6
en el ejemplo 2.15.4 que f es inyectiva y como f es una funcion estrictamente creciente, f es biyectiva.
En particular f es sobreyectiva, es decir, Im(f) = R, entonces por el primer teorema de isomorfismos de
grupos (teorema 2.16.1) se tiene que

R*/{1} ~R.

Ejemplo 2.16.2.



Considere el homomorfismo f : (Z,+) — (Z,,+) tal que f(x) := [x], donde ker(f) = nZ (ver ejemplo
2.15.2). Muestre que
Z|nZ = 7,.

Demostracion. De acuerdo con la observacion 2.16.1 solo basta verificar que f sea sobreyectiva, es decir,
que sea un epimorfismo. En efecto, si dado [x], en el dominio Z,, la preimagen es x € Z, asi f es

sobreyectiva y por el primer teorema de isomorfismos de grupos (teorema 2.16.1) se cumple que

Z/nZ =7,.

Ejemplo 2.16.3.

Considere el grupo de matrices n X n ortogonales con determinante igual a uno definido por
SL(n,R) :={Ae€ GLn,R)| det(A) =1} (verejercicio ??).

Demostrar que GL(2,R)/SL(2,R) = R — {0}.

Demostracion. Se va a utilizar el primer teorema de isomorfismos de grupos (teorema 2.16.1), para lo

cual defina la funcién
f : (GL2,R),:) - (R - {0},-) talque f(A) :=det A.

En el ejemplo 2.14.7 se mostré que f es un homomorfismo (tome n = 2). Luego, se procede a hallar el
nucleo de f. Con este fin, observe que una matriz A € GL(2,R) estd en el nicleo de f si f(A) =1, es

decir, si det A = 1, por lo que

ker(f) {A€GLQ2,R) : det A=1)

SL(2,R).

Por otro lado, f es un homomorfismo sobreyectivo. Para ver esto, note que dada una arbitraria imagen

0
x € R — {0}, entonces la matriz < ; : ) € GL(2,R) es una preimagen de x puesto que

fxO _detxo _
o1 /) 01 /)



Por lo tanto, por el primer teorema de isomorfismos de grupos se concluye que

GL(2,R)/SL(2,R) = R — {0}.

Ejemplo 2.16.4.

Demostrar que
Z2/27 = {-1,1}.

Demostracion. Considere la funcion f @ (Z,+) - ({—1, 1}, -) definida por

f(x):={ 1 s% X €s par.

—1 si x esimpar.

No es dificil verificar que la funcién f es un homomorfismo de grupos y que es sobreyectiva, con nicleo

ker(f) = 2Z. Entonces, por el primer teorema de isomorfismos se cumple que Z/27Z =~ {—1,1}. U
Observacion 2.16.2.

Por la observacion 2.9.3 se tiene que Z/2Z = Z,, entonces, por el ejemplo anterior el grupo (Z,, +) es

isomorfo al grupo ({—1,1}, ).

Teorema 2.16.2: Segundo teorema de isomorfismos de grupos.

Sean G un grupo y sean N un subgrupo normal de G y H un subgrupo de G, entonces

H/HNN=~HN/N. (2.16)

Demostracion. Definag: H - HN /N por
@(h) :=hN,

Por el primer teorema de isomorfismos de grupos (teorema 2.16.1) basta probar que ¢ esta bien definida,

que es un homomorfismo, que es sobreyectiva y que ker(¢) = H N N.

1. Para mostrar que ¢ estd bien definida equivale a probar que ¢ es funcion. Para ello, considere
x,y € H tales que x = y. Esto implica que xN = yN y seglin como esta definido ¢, se cumple

que @(x) = @(y). Por lo tanto ¢ esta bien definida.
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2. Para probar que @ es un homomorfismo, sean x, y € H, entonces

@(xy) (xy)N

= XxNyN recordando que N < G y usando el teorema 2.12.1.

P(x)@(y).
Esto comprueba que ¢ en efecto es un homomorfismo.

3. Para verificar que @ es sobreyectiva considere xN € HN con x € H y observe que @(x) = xN,

es decir, la preimagen de x N es x, lo cual prueba que @ es sobreyectiva.

4. Para probar que a ker(¢) = H N N se mostrard que se cumplen las inclusiones ker(p) C HN N y
ker(p) 2 HN N.

= (C) Sea x € ker(¢) entonces @(x) = N pues N es el elemento neutro en el grupo cociente
H N /N. Ademas, por la definicién de ¢ se cumple que xN = N, de donde se induce que
x € N. Por otro lado, x € H porque es parte del dominio de @, entonces x € H N N. Por lo
tanto ker(¢p) C H N N.

= (2)Seax € HN N, en particular x € N, entonces p(x) = xN = N, es decir, x € ker(p),
por loque H N N C ker(g). De lo anterior se concluye que H N N = ker(¢). Ademés, por

el teorema 2.15.2 se cumple que H N N es un subgrupo normal de H.

Finalmente, por el primer teorema de isomorfismos se tiene que

H/HNN = H/ker(p) = Im(p) = HN/N.

Ejemplo 2.16.5.

Considere el grupo Z con la suma usual y considere H := 6Zy N := 4Z. Observe que 6Z < Z'y
47 <« Z. Ademas 6Z N47Z =127y 6Z + 47 = 2Z. Entonces, por el segundo teorema de isomorfismos
se tiene que

6Z/(6ZN4Z)=(6Z+42)/4Z,

es decir,
67/127 =27 /47.



Teorema 2.16.3: Tercer teorema de isomorfismos de grupos.

Sean G un grupoy N y H subgrupos normales de G tales que N es subgrupo de H. Entonces

(G/N)/(H/N)=~G/H (2.17)

Demostracion. Defina ¢ : G/N — G/H por
»(gN) :=gH.
Por el primer teorema de isomorfismos de grupos (teorema 2.16.1) es suficiente probar que ¢ esta bien

definida, que es un homomorfismo, que es sobreyectiva y que ker(¢) = H/N.

1. Para probar que @ esta bien definida equivale a verifcar que @ es funcién. Para ello considere
xN,yN € G/N, con x,y € G, tales que xN = yN. Entonces, por la parte cuatro del teore-
ma 2.9.2 se tiene que x € yN, es decir, existe un n € N tal que x = yn. Pero como N < H por
hipétesis, entonces n € H, asi

X = yn paraalginn € H.

Esto equivale a que x € yH lo cual implica que xH = yH . Ahora, por la definicion de ¢ esto es

@(xH) = o(yH).

Por lo tanto ¢ esta bien definida.
2. Para probar que @ es un homomorfismo, considere x N, yN € G/ N, entonces,
@(xNyN) = ¢@(xyN)
= xyH por la definicion de ¢.
= xHyH
= @(xN)p(yH),
lo que comprueba que ¢ es un homomorfismo.

3. Para probar la sobreyectividad de ¢ considere xH € G/ H, con x € G. Observe que una preimagen

de xH es xN € G/N pues o(xN) = xH, lo cual muestra que @ es sobreyectiva.

4. Para mostrar que ker(p) = H /N se usara la definicién de igualdad de conjuntos, con lo cual se
debe probar que ker(p) C H/N y ker(p) 2 H/N.
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= (C) Sea xN € ker(p). Dado que el neutro en G/H es H se tiene que ¢(xN) = H, que a
su vez, por la definicién de ¢, se cumple que xH = H. Esto implica que x € H por lo que
xN € H/N. Por lo tanto ker(p) C H/N.

= (D)SeaxN € H/N conx € H. Como H es el elemento neutroen G/H y x € H entonces
@(xN) = xH = H. Esto quiere decir que xN € ker(@), por lo que H/N C ker(p). De
lo anterior se concluye que H/N = ker(¢). Ademas, por el teorema 2.15.2 se cumple que
H /N es un subgrupo normal de G/N.

Finalmente, por el primer teorema de isomorfismos se tiene que

(G/N)/(H/N) = (G/N)/ker(¢) = Im(¢) = G/H.

Ejemplo 2.16.6.

Considere el grupo G := Z con la suma usual. También considere los subgrupos H :=2Zy N :=10Z
con la suma de clases respectivas. Como Z es abeliano, entonces 2Z y 10Z son subgrupos normales de
Z. Ademas, observe que 10Z es un subgrupo de 2Z. Entonces por el tercer teorema de isomorfismos se
cumple que

(Z2/102)]2Z]/102) = 7 /2Z.

Descomposicidon canénica de un homomorfismo de grupos *

De acuerdo con lo que se ha estudiando hasta ahora, es posible que un homomorfismo de grupos se pueda

expresar como la composiciéon de un monomorfismo, un isomorfismo y un epimorfismo. Esta descom-
posicion es atil para analizar y entender la estructura de homomorfismos entre grupos. Para explicar la
descomposicién candnica, considere un homomorfismo de grupos f : G, = G,, ademds, por simplici-
dad de escritura se usara la letra K para denotar el nacleo de f, es decir K = ker(f). La descomposicion

se realiza en tres pasos:

1. Por el teorema 2.15.2 se tiene que K <1 G, y por los ejemplos 2.14.10 y 2.14.15 la funcion definida

porz : G, - G,/K tal que z(x) := xK es un epimorfismo.

2. Por el primer teorema de isomorfismos de grupos (teorema 2.16.1), se cumple que la funcién dada
por @ : G,/K — Im(f) tal que p(xK) := f(x), para cada x € G, es un isomorfismo.



3. Considere el homomorfismo dado por la funcién inclusion I @ Im(f) — G, tal que I(x) := x
para cada x € Im(f'). En este caso, como Im(f) C G,, entonces I es inyectivo y por lo tanto es un

monomorfismo.

Luego, observe que:

(Togor)(x) = I(p(7(x)))
= I(e(xK))
= 1(f(x)
= f(x).

Por lo tanto, f(x) = ({og@or)(x), la cual es llamada descomposicién candnica de un homomorfismo de

grupos. En forma resumida y de esquema se puede expresar de la siguiente manera:

G, ! s G,
4 I
\L
G,/K 5 » Im(f)

w(x) = xK, para cada x € G, es un epimorfismo.
@(xK) = f(x), para cada x € G, es un isomorfismo.

I(x) = x, para cada x € Im(f), es un monomorfismo.

Figura 2.11: Descomposicion canonica del homomorfismo f

Fuente: Elaboracion propia

Ejemplo 2.17.1.

Considere el homomorfismo f : (GL(2,R),-) - (R — {0}, -) definido por
f(A) :=det A

como en ejemplo 2.14.7 con n = 2, donde “-” denota el producto usual de matrices para el dominio y el



producto usual de nimeros reales para el codominio. En la demostracion del ejemplo 2.16.3 se determind
que
ker(f)=SLR2,R)={Ae€ GL2,R) : det A=1}.

Ademas, note que Im(f) = R — {0}. De esta forma, la descomposicién candnica del homomorfismo
f 1 (GL2,R),-) = (R —{0},-) es la siguiente:

» 7: GLQ2,R) > GL(2,R)/SL(2,R) definida por z(A) = A - SL(2,R), paracada A € GL(2,R),

que es un epimorfismo.

= ¢ : GL2,R)/SL2,R) - R — {0} tal que (p(A - SLQ2, R)) = f(A) = det A, esto para cada
A € GL(2,R), que es un isomorfismo.

= [ : R—-{0} > R—- {0} tal que I(x) = x, para cada x € R — {0}, que es un monomorfismo.

Con esto se tiene que

(Togom)(A) = I(p(n(A)))
=I(p(A - SL(2,R)))
= f(A)
= I(det A)
=det A
= f(A).

Ejemplo 2.17.2.

Considere el homomorfismo del ejemplo 2.14.14 definido por f : (Z,+) = (Z,,+),tal que f(x) := [x],,
donde [x], denota la clase de x en modulo n. Ademds, en el ejemplo 2.15.2 se concluy6 que ker(f) = nZ.
También es importante recordar que por la observaciéon 2.9.3 se tiene que si n es un nimero entero,
entonces

Z/nZ =17,.

Por otro lado note que Im(f) = Z,. Asi, la descomposicién candnica del homomorfismo dado por f :
(Z,+) = (Z,,+) es la siguiente:

= 7. Z— Z,tal que n(x) = [x],, para cada x € Z, que es un epimorfismo.

=@ Z,— Z,tal que (p([x]n) = f(x) = [x],, esto para cada x € Z, que es un isomorfismo.



w [ :7,— Z,tal que I([x],) = [x],, para cada [x], € Z,, que es un monomorfismo.

Con esto se tiene que

(Togor)([x],) = I(e(x([x],)))
= I(o([x,])
= 1(f(x)
= I([x],)
= [x],

= f(x).
Ejemplo 2.17.3.

En el ejemplo 2.14.9 se prob6 que f : (R, +) — (S!, ) tal que f(x) := (cos(x), sin(x)) es un homomor-

fismo y en el ejemplo 2.15.3 se determind que
ker(f) = {2kn : k€ Z}.

Ademas note que Im(f) = S'. De esta forma, la descomposicién canénica del homomorfismo definido

por f : (R,+) = (S!, %) es la siguiente:
» 7 . R/ker(f) - R tal que n(x) = xker(f), para cada x € R, que es un epimorfismo.

» ¢ : R/ker(f) — S! tal que (p(x ker(f)) = f(x) = (cos(x), sen(x)), esto para cada x € R, que es

un isomorfismo.
s I :S'"—> S!'talque I(x,y) = (x, ), para cada (x, y) € S', que es un monomorfismo.

Adicionalmente, note que

(Togorm)(x) = I(p(n(x)))
= I(p(xker(f))
=I(f(x)
= I(cos(x), sen(x))
= (cos(x), sen(x))

= f ().



m Ejercicios
R/p.360 @ Ejercicio 2.18.1 (Homomorfismo)
Considere [ : (Z,+) — (Z,,+) definida por f(x) = [x].

Verifique que f es un homomorfismo de grupos. ]

Halle ker(f). ]

R/p.362 @ Ejercicio 2.18.2 (Homomorfismo)
Considere la funcién f : (R X R, +) — (R, +) definida por f(x,y) = x + y.

Muestre que f es un homomorfismo de grupos. ]

Muestre que ker(f) = {(x,—x) : x € R}. ]

R/ p.364 @ Ejercicio 2.18.3 (Homomorfismo)
SeaneNyseaf: (U,-) = (U,-), definida por

f(Ik1) == [k]"

Muestre que f es un homomorfismo.

R/ p.366 @ Ejercicio 2.18.4 (Homomorfismo)
Considere el grupo Z, X Z,, con la operacion ([a], [b]) + ([c], [d]) := ([a] + [c], [b + d][]). Considere
también el grupo de unidades Ug = {[1], [3], [5],[7]}, con la multiplicacion de clases mddulo 8. Defina
f:Z,x7Z,— Ugpor
f([al, [b]) :=[3"5"]

Muestre que f es un homomorfismo.



@ Ejercicio 2.18.5 (Homomorfismo) R/ p.368
Sea (G, ) un grupo. Muestre que el conjunto Aut(G), de automorfismos de G en G, es un grupo con la

composicion de funciones.

@ Ejercicio 2.18.6 (Homomorfismo) R/ p.370
Sean G y H dos grupos tales que G = H. Muestre que el conjunto Aut(G) = Aut(H).

Sugerencia: Como G = H, existe un isomorfismo f : G — H.Defina T, : Aut(G) — Aut(H), por
T;(h) = fohof™".

@ Ejercicio 2.18.7 (Homomorfismo) R/ p.372
Considere los siguientes enunciados sobre Homomorfismos de Z,

Si G esun grupo,n € Ny @ : Z, — G es un homomorfismo, muestre que

@([kD) = p([1])

para todo k € Z. Concluya que @([1])|n

Si¢': Z, — G es otro homomorfismo, muestre que ¢ = ¢’ siy solo si @(1) = ¢'(1).

Si g € G muestre que la funcién ¢ : Z, — G dada por @([k]) = g* esté bien definida si

y solo si |g||n. En tal caso muestre que @ es un homomorfismo.

Concluya que el conjunto de homorfismos de Z, en G esté en biyeccion con {g € G :

|glln}.

Liste todos los homomorfismos de Z,, en Z,s




R/p.375 @ Ejercicio 2.18.8 (Homomorfismo)

Sean G, y G, grupos y sea ¢ : G, = G, un isomorfismo.

Muestre que si g y A conmutan en G, entonces @(g) y ¢(h) conmutan en G,.

Si g € G, muestre que g y ¢(g), tienen el mismo orden.

Muestre que G, es Abeliano si y solo si G, es Abeliano.

x* = g tiene el mismo ndmero de soluciones en G, que f(g) = x* en H.

G, y G, tienen la misma cardinalidad, es decir, el mismo nimero de elementos.

R/ p.377 @ Ejercicio 2.18.9 (Homomorfismo)

Muestre que el conjunto de matrices

b
GI2,R) = ? la,b,c,d €R,donde ad—be £ 0 5.
d
C

GI1(2,R) con la multiplicacion usual de matrices y el grupo (R, +) no son isomorfos.

R/p.378 @ Ejercicio 2.18.10 (Homomorfismo)
Muestre que el grupo (Q — {0}, -) no es isomorfos a (Z, +).

R/p.379 @ Ejercicio 2.18.11 (Homomorfismo)
Muestre que el grupo (R — {0}, -) no es isomorfo a (R, +).



@ Ejercicio 2.18.12 (Homomorfismo) R/ p.381
Se define el conjunto SL(n,R) :={A € GL(n,R) : det A = 1}.

Muestre que S L(n, R) es subgrupo de G L(n, R).

Muestre que GL(n,R)/SL(n,R) 2 R—{0}, (aqui R— {0} es grupo con la multiplicacién

usual)

@ Ejercicio 2.18.13 (Homomorfismo) R/ p.382
Considere los grupos (Z,,, +) , (Zm, +) tales que m|n. Defina la funcién f: Z, — Z,, por

f([kl,) 2= [k,

donde [k], y [k], denotan las clases de k, modulo n y modulo m, respectivamente.

Muestre que f es un homomorfismo.

Muestre que ker(f) = ([m],).

Muestre que f es sobreyectiva.

Concluya que Z,/([m],) = Z,,

@ Ejercicio 2.18.14 (Homomorfismo) R/ p.385

Muestre que si G = (g) es ciclico de orden finito, entonces A(g") = g~ es un automorfismo de G en G.



R/ p.386

R/ p.388

R/ p.390

R/ p.392

R/ p.393

@ Ejercicio 2.18.15 (Homomorfismo)
Seah : (R,+) - GL(2,R) definido por

h(x) = C?s(x) sin(x)
—sin(x) cos(x)
Muestre que A es un homomorfismo sobreyectivo.

@ Ejercicio 2.18.16 (Homomorfismo)

Encuentre todos los subgrupos no triviales Z, X Z,.

@ Ejercicio 2.18.17 (Homomorfismo)

(Cuéles de los siguientes grupos son isomorfos entre si?

(Z,+), QZ,+), (Z,y,+), (QF,+), (Q*,"), (Z4,+), D,, GL2,R).

@ Ejercicio 2.18.18 (Homomorfismo)

Muestre que no es posible hallar un isomorfismo entre los grupos (R, +) y (R — {0}, -).

@ Ejercicio 2.18.19 (Homomorfismo)
Muestre que la condicion de ser isomorfismo entre grupos, define una relacion de equivalencia sobre el

conjunto de todos los grupos.



Capitulo

Aplicaciones

Las matemadticas son la poesia del

universo logico

Albert Einstein

La teoria de grupos, una rama importante de las matematicas, tiene aplicaciones extensas y diversas en
diversas disciplinas como la criptografia, la fisica, la quimica, la biologia, la musica y la ingenieria. A con-
tinuacion se hara una descripcion de algunas aplicaciones que presentan el uso de dicha teoria, haciendo

énfasis en la criptografia.

En el contexto de la composicién musical, la teoria de grupos ofrece una perspectiva estructurada para

analizar las relaciones entre acordes' y progresiones arménicas. Una aplicacion interesante es la mo-
delacion de la transposiciéon musical como una operacién de grupo, lo que permite estudiar de manera

sisteméatica como varian los acordes al desplazar todas sus notas en la escala.

Para ilustrar esta idea, se adopta una representacion simplificada en la que cada acorde se modela co-
mo un vector en un espacio tridimensional?, donde cada componente codifica la presencia o ausencia de

una nota esencial del acorde®. Aunque en aplicaciones més generales se emplean espacios de mayor di-

'Un acorde es un conjunto de tres o mas notas que se tocan simultdneamente, generando una sonoridad .2propiada"para el
oido.

2Se considera un espacio vectorial de dimension tres, adecuado para representar acordes formados por tres notas.

3En este ejemplo se utiliza una codificacién binaria: el nimero 1 indica la presencia de la nota, mientras que el 0 indica su
ausencia.



mension (por ejemplo, considerando las 12 notas de la escala cromética), este modelo resulta adecuado

para ilustrar la idea central.

Es importante aclarar que la escala cromatica esta compuesta por 12 notas: C, C#, D, D#, E, F, F#, G, G#,
A, A#y B. Un posible modelo visual para representar esta escala es el circulo cromatico, en el cual las

12 notas se disponen de manera equidistante sobre una circunferencia. Por ejemplo:

®» 9 @
©
®
©
ONFNO

Figura 3.1: Escala cromatica representada en el circulo cromético.

Fuente: Elaboracion propia

Con esta representacion, se puede definir la operacion de transposicion como el desplazamiento uniforme
de todas las notas de un acorde por una cantidad fija de semitonos*. En nuestro modelo, este desplaza-

miento se puede interpretar como la suma de un vector constante a la representacion del acorde.
Ejemplo 3.1.1.

Supdngase que se estd componiendo una cancion y se desea analizar la relacion entre los acordes

utilizados. Considere la siguiente progresion: C mayor (C), G mayor (G) y F mayor (F).

= Paso 1: Identificacion de Acordes: Se identifican los acordes presentes en la progresion: C mayor,

G mayor y F mayor.

4La transposicién consiste en desplazar cada nota de un acorde o melodfa por el mismo niimero de semitonos, preservando
las relaciones relativas entre ellas.



= Paso 2: Representacion Vectorial: Cada acorde se representa mediante un vector en R>. Por ejem-
plo, tomando una codificacién simplificada, el acorde C mayor, compuesto por las notas C, E y G,

se puede representar como el vector [1, 1, 1]°.

= Paso 3: Aplicacion de la Transposicion: Se define la transposicion como una operacién que des-
plaza todas las notas de un acorde por un nimero fijo de semitonos. Sea 7, la transposicion por k

semitonos yseav el vector que representa un acorde. Entonces:
T()=v+k-d,

donde d es el vector unitario que representa el desplazamiento en nuestro modelo. Por ejemplo, para
transponer C mayor ([1, 1, 1]) por un tono completo (equivalente a dos semitonos, es decir, k = 2),
se tiene:

,(1,1,1D=[1,1,1]1+2-4d.

Esto implica que cada nota del acorde se eleva en dos semitonos, transformando C mayor en D
mayor (compuesto por las notas D, F# y A). Para visualizar este desplazamiento, se muestra el
siguiente grafico:

Nota del acorde original (C mayor)
—  Transposicién 7T,
@)

Figura 3.2: Transposicion 7, aplicada a C mayor en el circulo cromatico.

Fuente: Elaboracion propia

Ademas, esta operacion satisface las propiedades de un grupo:

SEsta representacion es una abstraccién; en contextos mas avanzados se emplean codificaciones que consideren la totalidad
de las 12 notas del sistema cromatico, identificando los acordes con subconjuntos de Z,.



o Cierre: La composicion de dos transposiciones es otra transposicion, es decir, T oT) =
Ty 14,
¢ Elemento Neutro: Existe la transposicion neutra 7, que deja inalterado el acorde.

e Inversos: Para cada transposicion 7}, existe un inverso T_,, de modo que T, 07T_, =T,,.

Este conjunto de transposiciones se identifica con el grupo ciclico Z,,%, 1o cual refleja la naturaleza

ciclica de la escala musical occidental.

= Paso 4: Identificacion de Patrones: Al analizar como se transforman los acordes mediante la
transposicion, se pueden identificar patrones y relaciones estructurales. Por ejemplo, se observa

que la “forma” interna del acorde se conserva, aunque sus notas se trasladen en el espectro sonoro.

= Paso 5: Creacion de Variaciones: Con este entendimiento, el compositor puede generar variacio-
nes coherentes en la progresion armonica, explorando otras operaciones del grupo que mantengan

la integridad estructural de los acordes.

Este enfoque conecta de forma efectiva conceptos mateméticos con la practica musical. En la préctica, se
recurre al grupo ciclico Z,, para modelar las transposiciones que abarcan la totalidad de las notas de la

escala cromatica, ofreciendo asi una representacion precisa de las transformaciones musicales.

En este contexto, cada transposicidn se representa mediante la funcién 7, definida formalmente por:
ToT; = T jy mod 125

lo que refleja la naturaleza ciclica y estructurada de las operaciones musicales. A continuacion, se ilustra

la tabla de composicién del grupo Z,, en el modelo de transposicién 7}:

®El grupo ciclico Z, modela las transposiciones en la misica, considerando que hay 12 semitonos en una octava.



Tk \Tj TO Tl T2 T3 T4 TS T6 T7 T8 T9 TlO Tll
TO TO Tl T2 T3 T4 TS T6 T7 TS T9 Tl 0 Tl 1
Tl Tl T2 T3 T4 TS T6 T7 T8 T9 Tl 0 Tl 1 TO
T2 T2 T3 T4 TS T6 T7 TS T9 Tl 0 Tl 1 TO Tl
T3 T3 T4 TS T6 T7 T8 T9 Tl 0 Tl 1 TO Tl T2
T4 T4 TS T6 T7 TS T9 Tl 0 Tl 1 TO Tl T2 T3
TS TS T6 T7 T8 T9 Tl 0 Tl 1 TO Tl TZ T3 T4
T6 T6 T7 T8 T9 Tl 0 Tl 1 TO Tl T2 T3 T4 TS
T7 T7 T8 T9 TlO Tll TO Tl TZ T3 T4 TS T6
TS TS T9 Tl 0 Tl 1 TO Tl T2 T3 T4 TS T6 T7
T9 T9 Tl 0 Tl 1 TO Tl TZ T3 T4 TS T6 T7 T8
Tl 0 Tl 0 Tl 1 TO Tl T2 T3 T4 TS T6 T7 TS T9
Tl 1 Tl 1 TO Tl T2 T3 T4 TS T6 T7 TS T9 Tl 0

Cuadro 3.1: Tabla de composicion del grupo Z, en el modelo de transposicion T,

Fuente: Elaboracion propia

En particular:

» La fila y la columna etiquetadas con Tj, representan la transposicion neutra, ya que T,oT; = T}y
T, oT, =T,.

» Cada entrada T, ;) 44 12 S€ Obtiene sumando los indices de la transposicion correspondiente a la
fila y a la columna, y luego reduciendo médulo 12. Por ejemplo, en la interseccion de la fila 7, y la
columna T;, se obtiene:

1,01, = T(4+9) mod 12 = Ti3mea 12 = T

= Esta tabla refleja la estructura ciclica del grupo Z,,, fundamental para modelar las transposiciones

en la musica occidental, donde existen 12 semitonos por octava.

Esta presentacion permite visualizar de forma clara la composicion de transposiciones y resalta la simetria

y las propiedades grupales inherentes al sistema.



m Teoria de Grafos

La teoria de grafos es una rama de las matematicas que estudia las relaciones entre objetos a través de

estructuras denominadas grafos’. Esta disciplina ofrece herramientas para analizar la conectividad y pro-
piedades estructurales de las redes, y se utiliza para resolver problemas como la busqueda de caminos méis
cortos, la deteccion de ciclos y el andlisis de la estructura global de la red. A continuacidn se presentan

algunas definiciones fundamentales:

= Nodo (Vértice): Una entidad u objeto representado en el grafo®.
= Arista: La conexi6n entre dos nodos’.

= Grafo Dirigido: Un grafo en el que cada arista tiene una direccidn especifica, indicando un flujo

de un nodo a otro.

= Grafo No Dirigido: Un grafo en el que las aristas no tienen direccién y simplemente conectan pares

de nodos.

= Grafo Ponderado: Un grafo en el que a cada arista se le asigna un valor numérico (peso), que

puede representar, por ejemplo, la distancia o el tiempo de viaje entre dos nodos.

Entre los problemas clasicos de la teoria de grafos se encuentran la bisqueda de caminos mas cortos, la

deteccion de ciclos, el andlisis de la conectividad y el estudio de las propiedades estructurales de las redes.
Ejemplo 3.2.1.

Imagine un grafo ponderado que representa una red de ciudades conectadas por carreteras. Cada ciudad se
modela como un nodo, y cada carretera se representa mediante una arista ponderada (por ejemplo, seglin

la distancia o el tiempo de viaje).

= Paso 1: Representacion del Grafo.
Cada ciudad se modela como un nodo y las carreteras se representan mediante aristas entre estos

nodos. El siguiente grafico ilustra un ejemplo sencillo:

7Un grafo es una coleccién de nodos (o vértices) y aristas que conectan pares de nodos.

8Un nodo es un punto que representa, por ejemplo, una ciudad, una persona o un dato en un conjunto.

9Una arista es una linea que une dos nodos. Puede ser dirigida (con una direccidn definida) o no dirigida (sin direccién),
y a menudo se le asigna un peso que cuantifica una medida asociada, como la distancia entre dos ciudades.



Figura 3.3: Ejemplo de grafo ponderado que representa una red entre las ciudades A, B, C y D en términos
de su distancia en kilometros

Fuente: Elaboracion propia

= Paso 2: Grupo de Automorfismos.
La teoria de grupos se relaciona con la teoria de grafos mediante el estudio de los automorfismos'°.
El conjunto de todos los automorfismos de un grafo, bajo la operaciéon de composicion, forma el

grupo de automorfismos del grafo.

Considere el caso de la figura 3.3, en que el grafo tiene la forma de un cuadrado, lo que implica
una alta simetria. En este escenario, el grupo de automorfismos es isomorfo al grupo diedral D,
(de orden 8). La siguiente tabla resume los elementos del grupo, indicando su notacion, una breve

descripcion de la operacion y el inverso de cada elemento:

Elemento Notacion Descripcion Inverso
e (A)(B)(C)(D) Identidad: no altera los nodos. e
r (ABCD) Rotacién 90° en sentido horario. r
r? (AC)(B D) Rotacion 180°. r?
r (ADC B) Rotacion 270° en sentido horario. r
S (AB)(C D) Reflexion sobre el eje vertical. S
t (AD)BC) Reflexion sobre el eje horizontal. t
u (B D) Reflexion sobre la diagonal que fija Ay C. u
v (AC) Reflexion sobre la diagonal que fija By D. v

Cuadro 3.2: Propiedades del grupo de automorfismos del grafo simétrico (isomorfo a D,).

Fuente: Elaboracion propia

En este contexto, la permutacion
r=(ABCD)

10Un automorfismo de un grafo es una biyeccién de los nodos que preserva la conectividad, es decir, las aristas se mantienen
entre los nodos correspondientes.



corresponde a rotar el cuadrado 90° en sentido horario, mientras que la reflexion

s = (A B)(C D)

intercambia las ciudades de la parte superior con las de la inferior, manteniendo la conectividad
del grafo. La operacién en este grupo es la composicidon de permutaciones, la cual es asociativa; el

elemento neutro es e y cada automorfismo posee un inverso, como se muestra en la tabla.

= Paso 3: Propiedades de Simetria y Aplicaciones.
El andlisis del grupo de automorfismos permite identificar simetrias en la red. Esto implica que
ciertas ciudades pueden intercambiarse sin afectar la conectividad o las distancias en el sistema, lo
que resulta util para simplificar problemas de optimizacidn, como la biisqueda de rutas méas cortas

o la planificacién eficiente.

= Paso 4: Relacion con la Optimizacion de Rutas.
Al reconocer conjuntos de nodos equivalentes a través de los automorfismos, es posible reducir la
complejidad de problemas de optimizacion. Por ejemplo, si dos ciudades son equivalentes desde el
punto de vista estructural, pueden tratarse de manera similar en algoritmos que buscan minimizar

el costo de una ruta.

A continuacidn, se presenta un grafico que ilustra un ejemplo de grafo simétrico y una posible

permutacion automdorfica:

Figura 3.4: Grafo simétrico y un ejemplo de permutacion automorfica.

Fuente: Elaboracion propia

Esta integracion de conceptos de teoria de grafos y teoria de grupos proporciona herramientas analiticas
poderosas para comprender la estructura y simetria de las redes. El estudio de los automorfismos es fun-
damental tanto en el anélisis tedrico de grafos como en aplicaciones practicas, tales como la optimizacion

de rutas y el disefio de redes eficientes.



m Simetria en Fisica : * .

La simetria es una propiedad fundamental en la Fisica, ya que muchas leyes y ecuaciones fisicas se man-

tienen invariantes bajo ciertas transformaciones. La teoria de grupos proporciona el marco matematico
para clasificar y estudiar estas transformaciones, conocidas como operadores de simetria.

En Fisica, se consideran, por ejemplo:

1. Grupos de Simetria: Estos grupos estan formados por todas las transformaciones que dejan inal-
terado un sistema fisico. Dichas transformaciones pueden ser rotaciones, reflexiones, traslaciones,
etc. Cada elemento del grupo puede representarse mediante una matriz que describe su accion sobre

estados fisicos (por ejemplo, funciones de onda).

2. Invariancia de las Ecuaciones Fisicas: Muchas ecuaciones fundamentales (por ejemplo, las de la
mecanica cudntica) son invariantes bajo operaciones del grupo de simetria asociado. Esto implica
que, al aplicar una transformacién, la forma de la ecuacion permanece igual, lo que nos brinda

informacion sobre las propiedades del sistema.

3. Aplicaciones Practicas: La simetria se utiliza, por ejemplo, para derivar reglas de seleccién en
espectroscopia (determinando qué transiciones son permitidas o prohibidas) y para clasificar la
estructura de cristales. En Fisica de particulas, aunque se utilizan conceptos mas avanzados como los

grupos de Lie, la idea basica es la misma: la simetria guia la formulacién de teorias fundamentales.
Ejemplo 3.3.1.

Para ilustrar estos conceptos, consideremos el ejemplo de la molécula de agua, que pertenece al grupo

puntual C,,. Este grupo tiene cuatro operaciones de simetria:
» FE: Laidentidad (no realiza ninguna transformacion).
= C,: Rotacion de 180° alrededor de un eje perpendicular al plano de la molécula.
= ¢,: Reflexion en el plano de la molécula.
= ¢/: Reflexi6n en un plano perpendicular a la molécula.

A continuacién, se muestra una tabla que resume estas operaciones junto con ejemplos visuales que ilus-

tran el efecto de cada transformacidn sobre una representacion simplificada de la molécula de agua.



N
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Operacion y Descripcion Ejemplo Visual

E (Identidad): No se realiza ninguna trans- :

formacion. e e

C, (Rotacién 180°): Rotacién de 180° sobre @ c Q
un eje perpendicular al plano de la molécula. 2

o, (Reflexion en el plano de la molécula):
Refleja la molécula a lo largo del plano don-

de se encuentran los &tomos. En una repre-

sentacion bidimensional, la imagen perma-
nece igual (ya que la molécula se encuentra

en ese plano).

o’ (Reflexion en un plano perpendicular):

Refleja la molécula a través de un plano per- E

pendicular al plano molecular. En este ejem- Q i,’,) Q

plo, el plano de reflexion es vertical (linea e e E e e
discontinua), lo que intercambia la posicion :

de los 4tomos de hidrégeno.

Cuadro 3.3: Operaciones de simetria en la molécula de agua (Grupo C,,)
Fuente: Elaboracion propia

En tal caso, el grupo C,, es isomorfo al grupo de Klein, por lo que todas sus operaciones cumplen la
propiedad conmutativa y cada elemento es de orden 2 (es decir, su composicion consigo mismo da la

identidad). La tabla de composicion se puede definir de la siguiente forma:

o | E C o, o
E|E C, o, o
¢G,|C E o o,

v ; 0'; E C,
'lo o, C, E

Cuadro 3.4: Tabla de composicién del grupo C,, (simetria de la molécula de agua).



Esta tabla permite al lector visualizar de forma clara como se combinan las operaciones de simetria en
el grupo C,,. Cada celda de la tabla representa el resultado de la composicién (denotada por o) de la
transformacion que figura en la fila con la de la columna correspondiente. La figura 3.5 permite visualizar
cOmo se combinan una rotacién y una reflexion en la molécula de agua, facilitando la comprension de la

composicion de operadores de simetria en el contexto de la teoria de grupos aplicada a la Fisica.

I —
G Oy 6, =0,0C,

Figura 3.5: Ejemplo de combinacion de transformaciones en la molécula de agua: la primera imagen

muestra la rotaciéon C, (180°), la segunda la reflexién o, (en el eje vertical) aplicada a la configuracion
original, y la tercera el resultado de la composicion, ¢”.

Fuente: Elaboracion propia



m Computacion

En el disefio de algoritmos de ordenamiento se pueden aplicar conceptos de permutaciones, las cuales

forman un grupo. Un ejemplo clasico es el algoritmo de ordenamiento por burbuja!!, que puede inter-
pretarse como una serie de intercambios (transposiciones) entre elementos adyacentes en una lista. Cada
intercambio se representa como una permutacion en el conjunto de indices, y el conjunto de todas estas
permutaciones forma el grupo simétrico .S,, cuya identidad es la permutacion que no altera el orden de

los elementos.

Para ilustrar este enfoque, se describen a continuacion los pasos basicos del algoritmo de burbuja aplicado

a una lista de nimeros:

1. Representacion de Permutaciones: Cada operacion de intercambio de dos elementos adyacentes
se representa mediante una transposicion. Por ejemplo, intercambiar los elementos en las posiciones

1 y 2 se denota como (1 2).

2. Grupo de Permutaciones: El conjunto de todas las permutaciones posibles de los indices forma
el grupo simétrico .S,. En este grupo, la operacion es la composicion de permutaciones (que es

asociativa) y cada transposicion es su propio inverso.

3. Aplicacion del Algoritmo: El algoritmo de burbuja recorre la lista comparando elementos adyacen-
tes y, si estan en el orden incorrecto, los intercambia. Cada intercambio corresponde a la aplicacion

de una transposicion en S,,.

4. Complejidad: La cantidad total de intercambios (transposiciones) realizados depende del niimero
de inversiones presentes en la lista, lo cual influye directamente en la complejidad temporal del

algoritmo.

Ejemplo 3.4.1.

Suponga que se desea ordenar la lista [5, 2, 8, 3] en orden ascendente. El algoritmo de burbuja procede de

la siguiente forma:
= Iteracion 1:

e Comparar 5y 2: Como 5 > 2, se intercambian. La lista se actualiza a [2, 5, 8, 3]. (Intercambio:
(12))

I1E] ordenamiento de burbuja es un método intuitivo de reubicar elementos en una lista mediante intercambios sucesivos de
pares adyacentes. Aunque no es el mas eficiente, es ampliamente usado en cursos introductorios de programacion para ilustrar
conceptos basicos.




e Comparar 5y 8: 5 < 8 — no se realiza intercambio.

e Comparar 8 y 3: Como 8 > 3, se intercambian. La lista se actualiza a [2, 5, 3, 8]. (Intercambio:

(34))
= Iteracion 2:

e Comparar 2y 5: 2 < 5 — no se realiza intercambio.

e Comparar 5y 3: Como 5 > 3, se intercambian. La lista se actualiza a [2, 3, 5, 8]. (Intercambio:

(23))

= Iteracion 3: No se realizan intercambios, ya que la lista se encuentra ordenada.

En este ejemplo, los intercambios realizados fueron: (12), (34) y (2 3). Cada uno de estos intercambios

es una transposicion en .S, (el grupo de permutaciones de 4 elementos).

Para visualizar uno de estos intercambios, considere el intercambio (1 2) en la lista [5, 2, 8, 3]. La Figu-

ra 3.6 muestra la configuracion original y la lista resultante después de aplicar la transposicion.

s 2] [s] [

(12)

2] 5] 8] [3

Intercambio (12)

Figura 3.6: Visualizacion del intercambio (1 2) en la lista [5, 2, 8, 3].
Fuente: Elaboracion propia



El siguiente fragmento de c6digo en Python implementa el algoritmo de burbuja y permite verificar el

proceso de ordenamiento:

1 |def bubble sort(lst):

2 n = len(lst)

3 # Bucle principal para cada iteracion

4 for i in range(n):

5 # Bucle interno para comparar elementos adyacentes
6 for j in range(0, n - i - 1):

7 if 1st[j]l > 1stl[j + 1]:

8 # Intercambiar elementos (transposicion)
9 1st[jl, 1st[j + 11 = 1st[j + 11, 1st[j]
10 return 1st

11

12 |# Ejemplo de uso:

13 |1lista = [5, 2, 8, 3]

14 |print ("Lista ordenada:", bubble_sort(lista))

El algoritmo de burbuja, aunque no es el més eficiente para grandes volimenes de datos, ilustra de manera
sencilla como se aplican conceptos de permutaciones y grupos en el disefio de algoritmos. Cada inter-
cambio es una transposicion, y el conjunto de todas estas transposiciones forma parte del grupo simétrico
S ,. Este enfoque muestra como la teoria de grupos proporciona una perspectiva matematica para analizar

y entender procesos algoritmicos.



m Criptografia y Teoria de Grupos: Un Vinculo Profundo

.

Agradecimiento especial en esta seccion a los estudiantes Miguel Castillo, Jose Manuel Sandoval y

Andy Torres del Instituto Tecnolégico de Costa Rica por el aporte de las ideas.

La criptografia, en términos generales, es el estudio y la prictica de técnicas seguras para comunicar
informacioén de manera confidencial y protegerla contra manipulaciones no autorizadas. Esta disciplina
se basa en la aplicacion de algoritmos matematicos y protocolos especificos con el objetivo de garantizar

la privacidad, autenticidad e integridad de la informacién en entornos donde la seguridad es fundamental.

En su esencia, la criptografia aborda la problematica de la seguridad de la informacién mediante el de-
sarrollo y la aplicacién de métodos que permiten a las partes autorizadas entender el contenido de un
mensaje mientras lo mantiene oculto a terceros no autorizados. Se distinguen dos categorias principales
de criptografia: la criptografia simétrica, donde se utiliza una clave compartida para cifrar y descifrar in-

formacion, y la criptografia asimétrica, que emplea un par de claves (publica y privada) para este proposito.

La criptografia desempeina un papel crucial en la seguridad de las comunicaciones electronicas, las tran-
sacciones financieras en linea y la proteccion de datos sensibles. Su evolucién continua se debe a la cons-
tante bisqueda de métodos mas robustos frente a los avances tecnologicos y las amenazas emergentes en

el ambito digital.

3.5.1. Historia

Segun la historia de la criptografia, y como lo relata Communications (2024), en la antigua Esparta del
siglo V a.C. se datan los primeros usos de dicha técnica para cifrar mensajes, conocida como la escitala
espartana. Este método de encriptacion de informacién surgi6 debido a las continuas guerras, como las

guerras médicas y del Peloponeso.



La escitala consistia en una vara alrededor de la cual se enrollaba una cinta de tela con el mensaje. A
simple vista, el mensaje parecia indescifrable. Solo aquellas personas que contaran con una vara del mismo

tamafio y grosor podian leer el mensaje, al volver a enrollar la cinta sobre esta vara idéntica.

Figura 3.7: Escitala espartana utilizada para cifrar mensajes en la antigua Grecia.
Fuente: Luringen. (2007). Skytale [Fotografia]. Wikimedia Commons.
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Skytale.png

De esta manera, cuando los espartanos necesitaban enviar un mensaje, lo escribian en una cinta enrollada
alrededor de una vara designada. Una vez listo el mensaje, enviaban a un mensajero que llevaba la cinta y
la guardaba o la usaba como accesorio, ya sea en la cintura o en la mufieca. Al llegar al destinatario, este
simplemente desenrollaba la cinta y la enrollaba en una vara idéntica para poder leer el mensaje. De este
modo, si el mensajero era capturado por el enemigo, aunque se obtuviera la cinta, el mensaje permanecia

ilegible, ya que solo podia descifrarse con una vara del mismo grosor que la original.

Otro de los primeros sistemas de cifrado fue utilizado por el gobernante Julio César, en el siglo I a.C.
Segin Hornetsecurity (2024), el cifrado de César se basaba en un método simple de sustitucién, en el
cual cada letra del mensaje era reemplazada por otra, determinada mediante un desplazamiento fijo en
el alfabeto. Por ejemplo, si se establecia un desplazamiento de cuatro lugares a la derecha, para cifrar la
palabra “GRACIAS” se obtenia “CNWYEWO?”. Este método impedia que personas no autorizadas des-
cifraran el mensaje sin conocer la clave del desplazamiento; sin embargo, un atacante con conocimientos

del sistema solo necesitaba realizar 25 intentos para descubrir la clave.

El cifrado de César también puede representarse mediante adlgebra modular, transformando primero las


https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Skytale.png

letras en nimeros (por ejemplo, A =0, B=1,C =2, ..., Z = 26). De este modo, el cifrado de una letra

x con un desplazamiento fijon € {0, 1, ...,25}, se expresa matematicamente como:

E,(x) = (x + n) (mod 26),

mientras que el proceso de desencriptacion se define como:

D,(x) = (x — n) (mod 26).

Por ejemplo, si A = 0, se tiene
E;(0) = (0+0) =0 (mod 26)

E,(0)=O+1)=1 (mod 26)
E,(0) =(0+2) =2 (mod 26)
E;(0) = (0+ 3) = 3 (mod 26)

significa que cada letra A avanza 0, 1, 2 y 3 posiciones en el alfabeto, lo cual equivale a una codificacion de
A por A,B,C o D en funcién de n = 0, 1, 2, 3 respectivamente. Por otro lado, y considerando que A = 0,
se tiene

Dy(0) = (0—0) = 0 (mod 26)

D,(0)=(0-1)=(26—-1) =25 (mod 26)
D,(0) =(0—-2) = (26 —2) = 24 (mod 26)
D;(0) = (0—-3) = (26 — 3) = 23 (mod 26)

significa que cada letra A retrocede 0, 1, 2 y 3 lugares en el alfabeto, lo cual equivale a una codificacion

de A por A,Z.Y o X en funcién de n = 0, 1, 2, 3 respectivamente.
Ejemplo 3.5.1.

En un sistema de cifrado César, cada letra del alfabeto se desplaza un nimero fijo de n = 3 posiciones
hacia adelante, considerando que el alfabeto es ciclico. Si el desplazamiento es de 3 posiciones y el men-
saje original es CRIPTOGRAFIA, determine el mensaje cifrado. Se utiliza Ginicamente letras mayusculas y

se considera un alfabeto de 27 caracteres, incluyendo la letra N'2.

12Este ejemplo es una adaptacién para incluir la letra fi, distinguiéndolo del estandar histérico (26 letras latinas).



Solucion:

Primero, se asigna un nimero a cada letra del alfabeto espafiol:
A=0, B=1, C=2, .., Z=26.

Para el mensaje CRIPTOGRAFIA, se asocia cada letra a su correspondiente niimero:

C R1 P T OGU RATFTIA
2 17 8 15 19 14 6 17 0 5 8 0

El mensaje original se representa como la secuencia numérica:
2, 17, 8, 15, 19, 14, 6, 17, 0, 5, 8, 0.

Aplicando el desplazamiento de 3 posiciones hacia adelante (utilizando la operacién médulo 27 para

mantener la circularidad del alfabeto):

Letra Original Operacion cripotografica Letra Codificada
C (24 3) =5 (mod 26)
(17 + 3) = 20 (mod 26)
(8+3) =11 (mod 26)
(15 + 3) = 18 (mod 26)
(19 + 3) = 22 (mod 26)
(14 + 3) = 17 (mod 26)
(6 +3) =9 (mod 26)
(17 + 3) = 20 (mod 26)
(0+3) =3 (mod 26)
(5 +3) = 8 (mod 26)
(8+3) =11 (mod 26)
(0+3) =3 (mod 26)

=R QIO IN|m (I~ ™
|- |Oc|l—|® E|wcclH

Reemplazando los niimeros por las letras correspondientes, el mensaje cifrado es:

FULSWRJUDILD.



Segun Academy (2023), conforme avanzaron la ciencia y la curiosidad del ser humano, las civili-
zaciones sintieron la necesidad de desarrollar métodos para resolver cddigos y cifrados. Asi nacié el
criptoanalisis, que llegd a compararse con una ciencia primitiva, al igual que la criptografia. En este con-
texto, Al-Kindi, un matematico arabe, creé en el afio 800 d.C. el andlisis de frecuencia, una técnica que
dejo vulnerables a los cifrados por sustitucion, como el cifrado de César. Esto obligé a la criptografia a

evolucionar para mantener su utilidad.

Figura 3.8: Disco de cifrado de Alberti utilizado para la codificacion polialfabética
Fuente: Buonafalce, A. (2008). Alberti cipher disk [Fotografia]. Wikimedia Commons https:
//es.wikipedia.org/wiki/Cifrado_de_Alberti#/media/Archivo:Alberti_cipher_disk.JPG

En el afio 1465, Leone Alberti desarroll uno de los primeros cifrados polialfabéticos para combatir el
analisis de frecuencia. Este cifrado empleaba dos alfabetos distintos: uno para escribir el mensaje original
y otro diferente para mostrar el texto codificado. Con este nuevo método, la seguridad del cifrado mejor6

considerablemente en comparacion con los métodos de sustitucion tradicionales.

Mas adelante, en el siglo XVI, el diplomatico y criptégrafo francés Blaise de Vigenere perfeccioné el
cifrado polialfabético. Su método consistia en elegir una palabra clave, cuya primera letra determinaba el
alfabeto utilizado para cifrar la primera letra del mensaje, y asi sucesivamente. Si el texto era mas largo
que la clave, esta se reutilizaba tantas veces como fuera necesario para cubrir todo el mensaje (Hornetse-
curity, 2024).


https://es.wikipedia.org/wiki/Cifrado_de_Alberti#/media/Archivo:Alberti_cipher_disk.JPG
https://es.wikipedia.org/wiki/Cifrado_de_Alberti#/media/Archivo:Alberti_cipher_disk.JPG

Para decodificar el cifrado Vigenere, se utilizaba una tabla especifica, como la mostrada en la figura 3.9.

NIN<mMOLUOAWELOIZ~=,Mad5SZ0oa0Ox nkHD»>R X >
N <P U AN REKOID —~~=,MAadSZ0A0XKnED> R X
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Figura 3.9: Clave del cifrado de Vigenere
Fuente: Adaptado de Larragan (2015)

La tabla de Vigenere, representada en la figura, es un entramado geométrico que materializa la esen-

cia del cifrado polialfabético. Cada celda de esta matriz no es mas que la cristalizacion de un principio

algebraico: el grupo ciclico (Z,s, +), donde las letras del alfabeto, de la A a la Z, se traducen en nimeros

del 0 al 25.

La primera fila, coronada por la letra A, acttia como un espejo que refleja el alfabeto intacto, pues corres-

ponde al desplazamiento nulo, el elemento identidad de este sistema. A partir de alli, cada fila sucesiva



gira el alfabeto como un engranaje perfecto: la fila B avanza una posicioén (B ocupa el lugar de C, C el
lugar de D, y asi hasta sucesivamente hasta Z, que retrocede a la posicidon de A), la fila C gira dos posicio-

nes, y este patron se repite hasta la fila Z, que desplaza el alfabeto completo en 25 pasos, cerrando el ciclo.

Esta estructura no es arbitraria. Cada letra del texto plano, al intersectarse con una clave especifica (una
fila de la tabla), se transforma en un simbolo cifrado mediante una suma modular. Por ejemplo, si la letra
E (valor 4) se cifra con la clave B (valor 1), el resultado sera F (valor 5), operacion que en Z,5 se escribe
como 4 + 1 = 5. Para descifrar, basta con restar el valor de la clave en este mismo universo modular,

donde cada elemento tiene un inverso aditivo que garantiza la reversibilidad del proceso.

Lo fascinante yace en su simetria matematica: la tabla es un catalogo completo de todas las posibles
traslaciones en Z,s, un sistema cerrado donde ninguna operacion escapa de los limites del alfabeto. Esta
elegancia no solo permiti6 a criptografos del Renacimiento proteger mensajes con claves repetidas, sino
que también revela, siglos después, como la criptografia clasica se sustenta en pilares abstractos del 4l-
gebra moderna. Cada fila es una manifestacion de un grupo ciclico, cada columna un recordatorio de que

incluso en el arte secreto de los codigos, subyace el orden inmutable de las matemaéticas.
Ejemplo 3.5.2.

Para ilustrar el procedimiento de descifrado por medio de la tabla de Vigenére, se considera el siguiente

mensaje cifrado:
kevsyjms
y la palabra clave:
casa

En primer lugar, se distribuye la clave bajo cada letra del texto cifrado. Dado que la palabra casa

consta de cuatro letras, se repite tantas veces como sea necesario para cubrir todas las posiciones:

Textocifrado: k e v s y j m s

Clave: cCc a s a c a s a

A continuacioén, se recurre a la tabla de Vigenere para descifrar cada caracter de la siguiente manera:

1. Se localiza la fila correspondiente a la letra cifrada (por ejemplo, “k”).

2. Se identifica la columna asociada a la letra de la clave (en este caso, “c”).



N,

Ny
IR A H

AR

A

3. En la interseccion de esa fila y columna, se obtiene la letra descifrada.

A C
E :
; i
(D)o ;«g)
M
S

Figura 3.10: Descripcidn visual de los pasos en el descifrado de Vigenere
Fuente: Elaboracion propia

Este procedimiento se repite para todas las letras, avanzando de manera simultinea sobre el texto

cifrado y la clave. Al concluir, se obtiene:

Textocifrado: k e v s y j m s
Clave: c a s a ¢

Textoplano: m e n s a j e s

De esta manera, se recupera la palabra original que es mensajes. Un ejemplo por pasos y con deco-

dificacion inversa se presenta a continuacion.

Ejemplo 3.5.3.
Utilizando el cifrado de Vigenere, se requiere cifrar y descifrar el siguiente mensaje con la clave

“CRIPTO™:
= Mensaje original: “CRIPTOGRAFIA ES SEGURA”.
= Clave: “CRIPTO”.

Se plantea:

1. ¢(Cudl es el mensaje cifrado?

2. ;Como se puede descifrar el mensaje utilizando la clave?



Solucion

El cifrado de Vigenere utiliza una clave repetitiva para transformar el mensaje. El proceso de cifrado

se rige por la siguiente formula:
C. = (M, + K,)(mod 26),

donde:
= M, es el valor numérico de la i-ésima letra del mensaje.
= K, es el valor numérico de la i-ésima letra de la clave (repetida seglin sea necesario).

= C, es el valor numérico de la letra cifrada.

Paso 1: Asignacion de valores numéricos Se asigna un valor a cada letra del alfabeto:
A=0, B=1, C=2, .., Z=25

El mensaje original:
CRIPTOGRAFIA ES SEGURA

se convierte en la siguiente secuencia numérica:

CRTIPT OGRAFIAE S S EGURA
2 17 8 1519 14 6 17 0 5 8 0 4 18 18 4 6 20 17 O

La clave “CRIPTO” se repite para cubrir todo el mensaje. La representacion numérica de la clave es:

CRTIT P T O
2 17 8 15 19 14

y se repite segin sea necesario: CRIPTO CRIPTO CRIPTO, etc.



Paso 2: Cifrado del mensaje Se cifra cada letra sumando el valor correspondiente de la clave y apli-

cando el modulo 25. Se detalla a continuacion:

Letra Original con su letra clave Operacion cripotografica Letra Codificada

Cc, © (24 2) =4 (mod 25) E
C, (R (171 + 17) = 8 (mod 25) I
Cc, ) (8 + 8) = 16 (mod 25) Q
c, (P (15 + 15) = 4 (mod 25) E
Cs (T (19 + 19) = 12 (mod 25) M
C, (0 (14 + 14) = 2 (mod 25) C
C, (O) (6 +2) = 8 (mod 25) I
C; (R (17 + 17) = 8 (mod 25) I
C, () (0 + 8) = 8 (mod 25) I
Co (P) (5 + 15) = 20 (mod 25) U
¢, (I (8+19) = 1 (mod 25) B
C, (0O (0+ 14) = 14 (mod 25) (0]
C,; (O) (4+2) =6 (mod 25) G
C., (R (18 + 17) =9 (mod 25) J
Cs ) (18 + 8) = 0 (mod 25) A
Ce (P) (4 + 15) = 19 (mod 25) T
c, M) (6 +19) = 25 (mod 25) Z
Cys (0 (20 + 14) = 8 (mod 25) I
C,y (O) (17 +2) = 19 (mod 25) T
C,, (R (0+ 17) = 17 (mod 25) R

Por lo tanto, el mensaje cifrado es:

EIQEMCIIIUBOGJATZITR.

Paso 3: Descifrado del mensaje El proceso de descifrado utiliza la férmula inversa:

M, = (C, — K;) (mod 25)

Aplicando esta formula a cada letra del mensaje cifrado, se obtiene:



Letra Codificada Operacion cripotografica “inversa” Letra Original

M, (E) (4 —2) =2 (mod 25) C
M, ) (8 —17) = 17 (mod 25)
M, (Q) (16 — 8) = 8 (mod 25) I
M, (E) (4 —15) = 15 (mod 25) P
M, (M) (12 = 19) = 19 (mod 25) T
M, (C) (2 —14) = 14 (mod 25) 0]
M, ) (8 —2) = 6 (mod 25) G
Mg (1) (8 = 17) = 17 (mod 25) R
M, 1) (8 = 8) = 0 (mod 25) A
M,, @U) (20 — 15) = 5 (mod 25) F
M, (B) (1 -=19) = 8 (mod 25) I
M, (O) (0 —14) = 14 (mod 25) A
M,; (G) (6 —2) =4 (mod 25) E
M, ) (9 —17) = 18 (mod 25) S
M5 (A) (0 —8) = 18 (mod 25) S
M,  (T) (19 — 15) = 4 (mod 25) E
M, (Z) (25 - 19) = 6 (mod 25) G
M, 1) (8 = 14) = 20 (mod 25) U
M,, (T) (19 = 2) = 17 (mod 25) R
M,, (R) (17 = 17) = 0 (mod 25) A

Al convertir los valores numéricos de vuelta a letras, se obtiene el mensaje descifrado:
CRIPTOGRAFIA ES SEGURA.

Con lo anterior, se comprueba que el proceso de cifrado y descifrado con el cifrado de Vigenere

utilizando la clave “CRIPTO” es correcto.

La Criptografia en el siglo XIX y XX

Segtn Sidhpurwala (2023), a inicios del siglo XIX comenzaron a introducirse herramientas electrd-
nicas, lo que permiti6 a Hebern disefar la maquina de rotor. Este dispositivo empleaba un disco giratorio
con una clave que codificaba una tabla de sustitucion, de manera que cada pulsacion de tecla generaba un

resultado cifrado.



Este avance marco el inicio de maquinas més eficientes para el cifrado, lo que llevd al ingeniero
aleman Arthur Scherbius a desarrollar la maquina Enigma hacia el final de la Primera Guerra Mundial.
Enigma se convirtié en una herramienta crucial durante la Segunda Guerra Mundial, ya que permitia a
los alemanes comunicar sus estrategias de manera segura. Su sistema utilizaba tres o cuatro rotores que
giraban a distintas velocidades segun se digitaban las letras, generando un cifrado que se considero practi-
camente indestructible. La clave de cifrado dependia del ajuste inicial de los rotores y se modificaba cada

24 horas, lo que dificultaba su descifrado.

Sin embargo, en el bando contrario, el matemético e informatico britanico Alan Turing emprendio
en 1945 la tarea de descifrar Enigma. Para ello, disen6 la maquina de Turing, considerada el primer orde-
nador, capaz de determinar la clave diaria de Enigma y, con ello, decodificar los mensajes alemanes. Este
logro, segtn historiadores, fue revolucionario, ya que contribuy6 a acortar la guerra y salvar millones de

vidas humanas.

En 1948, el matematico e ingeniero Claude Shannon publicé su obra A Mathematical Theory of Com-
munication, en la que abordo la transmision de informacién a través de canales de comunicacion. En este
trabajo, introdujo el concepto de entropia de la informacion'?, una medida fundamental en la teoria de la
informacion que permite cuantificar la incertidumbre o imprevisibilidad en un sistema de comunicacion.
Sus aportes revolucionaron el campo, proporcionando bases solidas para la criptografia y la comprension

de los datos, raz6n por la cual es considerado el padre de la criptografia moderna (Pires, 2024).

Con el avance de la tecnologia, surgieron nuevos métodos de encriptacion y desencriptacion, los cua-
les han evolucionado con el tiempo. Uno de los primeros enfoques fue la criptografia simétrica, que utiliza
una Unica clave secreta tanto para cifrar como para descifrar mensajes. Sin embargo, este método presen-
taba un problema fundamental: la necesidad de compartir la clave entre los participantes, lo que podia
comprometer la seguridad. Para solucionar esta limitacion, se desarrollo la criptografia asimétrica, que
emplea un par de claves: una publica, accesible para todos, y una privada, conocida solo por su propietario.
Este modelo redujo significativamente los riesgos asociados a la distribucion de claves (Communications,
2024).

13La entropia de la informacién, refleja la "sorpresa. informaciéngontenida en un mensaje o evento. A mayor entropia, mayor
incertidumbre y méas informacidn se requiere para describir o predecir el evento. La entropia se relaciona con la probabilidad,
siendo alta cuando los eventos son igualmente probables y baja cuando un evento es mucho mas probable que otros. Con
aplicaciones en campos como la compresion de datos, criptografia, procesamiento del lenguaje natural e inteligencia artificial,
la entropia es una herramienta poderosa para cuantificar la incertidumbre y la informacién en un conjunto de datos, revelando
que a mayor entropia, més impredecible es el sistema y més informacidn se necesita para comprenderlo.



Dentro de la criptografia asimétrica destacan dos algoritmos ampliamente utilizados. El primero es
el algoritmo RSA, cuyo nombre proviene de los apellidos de sus creadores (Rivest, Shamir y Adleman).
Su seguridad se basa en la dificultad de factorizar niimeros extremadamente grandes, lo que lo convierte
en un sistema resistente a ataques. El segundo es la criptografia de curva eliptica, considerada atin més
segura y eficiente, lo que la hace especialmente dificil de vulnerar por parte de los hackers cibernéticos

(Communications, 2024).

En la actualidad, uno de los avances mis notables en este campo es el uso de la criptografia en cripto-
monedas, que emplean principios criptograficos para garantizar la seguridad de las transacciones y regular
la creacion de nuevas unidades. Entre ellas, Bitcoin es la mas reconocida. Ademas, la criptografia cuan-
tica ha surgido como una nueva frontera en el area, gracias a los avances en la computacidn cuantica.
Estos sistemas estin disefiados para resistir ataques potenciales de computadoras cuénticas, aunque ain

se encuentran en fase de desarrollo y representan el futuro de la criptografia.

3.5.2. Encriptacion Simétrica y Asimétrica

La encriptacion es un proceso fundamental en la seguridad de la informacion y se clasifica principal-
mente en dos categorias: encriptacion simétrica y encriptacion asimétrica. Ambos métodos se basan
en principios matematicos y utilizan funciones especificas para transformar un mensaje original en un
texto cifrado.

Matematicamente, el proceso de encriptacion E se define como:

¢ = E(k, m)

donde c es el texto cifrado, m es el mensaje original y k es la clave utilizada en el cifrado. Para recuperar

el mensaje original, se aplica la funcion de desencriptacion D:

m = D(k,c)

La relacion entre E'y D debe cumplir que sean funciones inversas:

D(k, E(k,m)) = m



Encriptacion Simétrica

La encriptacidn simétrica utiliza una tnica clave k compartida entre el emisor y el receptor para cifrar
y descifrar la informacién. Uno de los algoritmos més utilizados en este tipo de encriptacion es el AES
(Advanced Encryption Standard), el cual emplea operaciones matematicas avanzadas, como la multi-
plicacion en un campo finito y sustituciones de bytes. AES permite el uso de claves de 128, 192 o 256

bits, proporcionando distintos niveles de seguridad.

Sin embargo, la seguridad de este método depende de la confidencialidad de la clave. Si un atacante
obtiene acceso a ella, puede descifrar toda la informacién protegida. Para mitigar este riesgo, es recomen-

dable el uso de claves largas y aleatorias, asi como su renovacion periodica.

Encriptacion Asimétrica

A diferencia de la encriptacion simétrica, la encriptacion asimétrica (o criptografia de clave publica)

utiliza un par de claves:
= Clave publica k,: Puede ser compartida libremente.
= Clave privada k ,: Se mantiene en secreto y solo la conoce el propietario.

El proceso de encriptacion y desencriptacion se define matematicamente como:

¢ = E(k,,m)

m = D(k,,,c)

Una propiedad clave de la encriptacion asimétrica es que es computacionalmente dificil determinar

k,. apartirde k,y m:

D(k

pr’

E(k,,m)) =m

Un ejemplo clésico de encriptacidn asimétrica es el algoritmo RSA, cuyo nivel de seguridad se basa
en la dificultad de factorizar nimeros compuestos muy grandes. Ademads, este tipo de encriptacion permite
funciones avanzadas como las firmas digitales, donde un remitente firma un mensaje con su clave privada,

permitiendo que cualquiera lo verifique utilizando su clave publica.



Comparacion matematica entre encriptacion simétrica y asimétrica

Desde un enfoque matematico, la encriptacion simétrica y asimétrica presentan diferencias fundamen-

tales:

Caracteristica Encriptacion Simétrica Encriptacion Asimétrica

Uso de claves  Una sola clave secreta k Par de claves: k, (ptblica) y

k,. (privada)

Rapidez Répida y eficiente Mas lenta, requiere mas recur-

sos computacionales

Seguridad Riesgo si la clave es compro- Mayor seguridad al no com-

metida partir clave privada

Aplicaciones Cifrado de datos en reposo y Autenticacion, firmas digita-
transmision de datos les, SSL/TLS

Cuadro 3.5: Comparacidn entre encriptacion simétrica y asimétrica

3.5.3. Algoritmo de Exponenciacion Rapida

En muchos sistemas criptograficos, como los criptosistemas RSA y Diffie-Hellman, es necesario cal-
cular grandes potencias de un niimero g médulo otro nimero N, donde N puede tener cientos de digitos.
Un célculo ingenuo de g# mediante multiplicaciones repetidas es ineficiente. Por ejemplo, calcular g™

de forma directa tomaria més tiempo que la edad estimada del universo.

Una solucion mas eficiente proviene de la exponenciacion rapida, que se basa en la descomposi-
cidn del exponente en su representacion binaria y el uso de cuadrados sucesivos para reducir la cantidad

de operaciones.

Relacion con Teoria de Grupos

En el contexto de la teoria de grupos, este método es fundamental en el estudio de grupos ciclicos y
exponentes en grupos finitos. Si consideramos un grupo finito G de orden » con un generador g, entonces
cualquier elemento del grupo puede escribirse como g* para algtn entero k. La exponenciacién réapida
permite calcular eficientemente potencias de g, lo que es til en algoritmos criptogréficos y en el estudio

de isomorfismos entre grupos ciclicos.

Dado un grupo G, el subconjunto generado por g es un subgrupo ciclico de G, denotado como:



(g)=1{g" | ke z}

Si G es ciclico de orden n, la exponenciacion rapida permite determinar la equivalencia de elementos y
calcular eficientemente exponentes modulo #n, facilitando la verificacion de isomorfismos entre grupos

ciclicos.
Ejemplo 3.5.4.

Suponga que se quiere calcular 3>'® mod 1000. El primer paso es expresar 218 en base 2:

218 =2" + 23 + 24420 4+ 27

Entonces, se reescribe la potencia:

3218 _ 321 . 323 . 324 . 326 . 327

Se calcula las potencias por cuadrados sucesivos:

32 (mod1000)

3

9

81

561

721

841

281

961
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Ahora, se usa esta tabla para seleccionar las potencias necesarias:

3218 = 32" .32 . 32" .32 132" = 9.56].721-281-961 (mod1000)

Realizando las multiplicaciones médulo 1000, se obtiene:

3218 = 489 (mod1000)

Algoritmo de Exponenciacion Rapida

El algoritmo de exponenciacion ripida se estructura en tres pasos:



1. Expansion binaria del exponente: Se expresa A en su forma binaria:
A=A+ A 2+ A, - 22+ A,- 2+ 4+ A2
donde Ay, ..., A, € {0,1} y A, =1.

2. Calculo de las potencias intermedias: Se calculan las potencias g% (modN) mediante cuadrados
sucesivos:
a, = g (modN)

a, = ag (modN)

a, = a; (modN)

a, = a’_, (modN)

Esto requiere r multiplicaciones.

3. Calculo de g* mod N: Se usa la expansion binaria para seleccionar los valores de @, donde A, =
y multiplicarlos:

Ag+A; 24+ Ay 2244 A, 2"

gt=g

— A 2\A 22\ A 2'\A,

=g"-(g)" - (g7)"7 - (g7)

— Ay A A A,

=a, -a, -a, a’r (modN)
Este método optimiza el calculo exponencial en grupos ciclicos y se usa en criptografia moderna. Ademas,
permite estudiar isomorfismos entre grupos, ya que si G y H son grupos ciclicos, entonces G = H
si comparten la misma estructura de orden y exponentes, lo cual se puede verificar eficientemente con

exponenciacion rapida.
Ejemplo 3.5.5.

A continuacién se presenta un ejemplo concreto que ilustra el algoritmo de exponenciacidn rapida,

siguiendo los tres pasos dados originalmente.

1. Expansion binaria del exponente



Sea A = 13. Su representacion en base 2 es:
13,, = 1101,,

lo que se descompone como:
13=1-2+1-2240-2"+1-2°

Por lo tanto, se tienen los coeficientes:

2. Calculo de las potencias intermedias

Sea g =3y N = 17. Se definen las potencias intermedias mediante cuadrados sucesivos:

= Paso 2.1:
ay=g(mod N) = a,=3(mod 17), o simplemente g, = 3
= Paso 2.2:
a, = aé (mod N) = aq, = 32 (mod 17) = 9 (mod 17), o bien a =9
= Paso 2.3:

a, = af (mod N) = a,= 92 (mod 17) = 81 (mod 17)

Como 81 = 17 - 4 + 13, se tiene:
a, =13

Paso 2.4:
a;=a,(mod N) = a; =13 (mod 17) = 169 (mod 17).

Dado que 169 = 17 - 9 + 16, se obtiene:
a; =16

3. Calculo de 3'* mod 17

Utilizando la expansion binaria del exponente, se multiplican las potencias intermedias correspondientes



a los digitos binarios que son 1:

313 — 3120402141 2%412° _ JAo | AL oA A
0

Sustituyendo los valores (recordando que A, =1, 4, =0, 4, =1y A; = 1):

31 (mod 17) = a; - a) - a} - a; (mod 17) =3 -1- 13- 16 (mod 17)

Realizando las operaciones:
3-13=39, 39-16=624.

Para hallar 624 (mod 17), se observa que:
624 =17 -36+ 12,

por lo que:
624 = 12 (mod 17)

Finalmente,
313 =12 (mod 17)

De esta forma, el proceso del célculo se divide en tres pasos fundamentales:

1. Expansion binaria del exponente: Se representa el exponente A en base 2. En este ejemplo, 13 se

expresa como 1101,.

2. Calculo de las potencias intermedias: Se calculan los valores g, a,, a,, ..., a, mediante la técnica

de cuadrados sucesivos, tal como se realizo para obtener a, = 3, a;, =9, a, = 13y a; = 16.

3. Calculo final mediante multiplicacion: Se usan los digitos binarios de A para seleccionar y mul-

tiplicar las potencias intermedias correspondientes, obteniéndose asf 3! (mod 17) = 12.

3.5.4. El problema del logaritmo discreto

El problema del logaritmo discreto surge en el contexto de los grupos ciclicos, desempefiando un papel
fundamental en criptografia. Consideremos un grupo ciclico finito G, generado por un elemento g, lo que
significa que todo elemento del grupo puede expresarse como una potencia de g. Matematicamente, esto

se traduce en que, para cualquier 2 € G, existe un entero x tal que:



h=g"

El valor x en esta ecuacidn se conoce como el logaritmo discreto de /4 en base g y se denota como:

log,(h) = x.

El problema del logaritmo discreto consiste en determinar x dado g y A, es decir, resolver la ecuacion:

h = g* (mod p),

donde p es un ndmero primo (en el caso del grupo multiplicativo Z;), 0 mis generalmente, encontrar el

exponente x en un grupo finito arbitrario.

Dificultad computacional

Calcular g* (modp ) mediante exponenciacion modular es una tarea eficiente, ya que se puede realizar
con el algoritmo de exponenciacion rapida. Sin embargo, el problema inverso, es decir, encontrar x dado
g y h, es significativamente mas dificil. Se recomienda consultar a Menezes, van Oorschot y Vanstone
(1996)

Esta dificultad es precisamente lo que hace atractivo al problema del logaritmo discreto en aplicacio-
nes criptograficas. En criptografia, es esencial que ciertas operaciones sean faciles de realizar, mientras
que su operacidn inversa sea lo suficientemente dificil de calcular sin informacion adicional. El logaritmo

discreto cumple con esta condicidn, ya que:

= Es facil calcular g* (mod p).

= Es computacionalmente dificil recuperar x a partir de g* (mod p) sin conocer Xx.

Aplicaciones en criptografia

El problema del logaritmo discreto es la base de seguridad de diversos sistemas criptograficos, entre los

que destacan:

= El protocolo de intercambio de claves de Diffie-Hellman.

= El algoritmo de cifrado ElGamal.



El protocolo de intercambio de claves de Diffie-Hellman El algoritmo de Diffie-Hellman resuelve el pro-
blema de cdmo dos partes pueden generar una clave secreta compartida a través de un canal de comunica-
cion inseguro. Suponga que Alice y Bob desean compartir una clave secreta, pero cualquier informacion
que intercambien puede ser observada por un atacante, Eve.

El protocolo se basa en el hecho de que el problema del logaritmo discreto en el grupo multiplicativo Z;

es dificil de resolver. El procedimiento es el siguiente:

1. Alice y Bob acuerdan un nimero primo grande p y un generador g de Z;. Estos valores son publicos.
2. Alice elige un nimero secreto a y calcula:

A = g (mod p).

3. Bob elige un nimero secreto b y calcula:

B = g’ (mod p).

4. Alice y Bob intercambian A y B a través del canal publico.

5. Abhora, cada uno calcula la clave secreta compartida:
S = B = (g = g* (mod p), (calculado por Alice)
S = A’ = (g%)? = g (mod p), (calculado por Bob)

Ambos obtienen el mismo valor S sin haber transmitido directamente la clave secreta. Eve, que conoce
los valores publicos p, g, A y B, no puede calcular .S sin resolver el problema del logaritmo discreto, lo

cual es computacionalmente inviable si p es suficientemente grande.

En sintesis, el intercambio de claves Diffie-Hellman se fundamenta en el problema del logaritmo dis-
creto en grupos ciclicos, lo que lo convierte en un mecanismo seguro para el establecimiento de claves
compartidas. Por otro lado, los sistemas basados en curvas elipticas aprovechan la estructura de estos cuer-
pos, donde los puntos sobre la curva forman un grupo abeliano. La dificultad para resolver el logaritmo

discreto en estos grupos incrementa la seguridad del algoritmo.

Ejemplo 3.5.6.



Sea p = 56509 un nimero primo, y g = 2 una raiz primitiva modulo p. Se desea calcular el logaritmo
discreto de h = 38679, es decir, encontrar x tal que:
2* = 38679 (mod 56509).

El dnico método inmediato seria calcular:

22,2%,2%. 2% ... (mod 56509)

hasta encontrar un valor igual a 38679. Utilizando una computadora, se encuentra que:

log,(38679) = 11235.

Se puede verifica esto calculando:

21235 (mod 56509).

Considere nuevamente el problema en donde Alice y Bob desean compartir una clave secreta nuevamente

con valores numéricos:
Ejemplo 3.5.7.

Alice utiliza un sistema RSA para firmar digitalmente un mensaje y enviarselo a Bob. Se le asignan los

siguientes parametros:
= Clave publica: (e, n) = (7, 55).
= Clave privada: d = 23.
= Mensaje a firmar: M = 15.
Se requiere:
1. Determinar la firma digital generada por Alice utilizando su clave privada.

2. Verificar, desde la perspectiva de Bob, la autenticidad del mensaje recibido.

Solucion

1. Generacion de la firma digital Alice firma el mensaje M utilizando su clave privada d mediante la
férmula:
S = M? (mod n).



Dadoque M =15,d =23y n =55, se tiene:
S = 15% mod 55.

Utilizaremos el método de exponenciacion rapida para calcular 152 (mod 55).

Calculo mediante potencias sucesivas:
= 15' =15 (mod 55).

= Observe que

15% = 225

(225 — 4 - 55)(mod 55)
(225 — 220)(mod 55)

Como 225 — 220 = 5 (mod 55) entonces

15% = 5225 — 220 = 5 (mod 55)

= DE la misma manera
15* = (15%?% = 52 (mod 55) = 25 (mod 55).

m Similarmente

158 = (15%)?% = 25% (mod 55)

pero

625 = (625 — 11 - 55) (mod 55) = 20 (mod 55).

Entonces

158 = 20 (mod 55)

s Finalmente

15 = (15%)? = 20% (mod 55) = 400 (mod 55)



pero
400 = (400 — 7 - 55) (mod 55) = 15 (mod 55)

por lo que
15'% = 15 (mod 55)

Ahora, dado que 23 = 16 +4 + 2 + 1, se tiene:
15 =15'%-15% - 157 - 15" (mod 55).
Sustituyendo los valores obtenidos:
152 =15-25-5- 15 (mod 55).

Realizando las multiplicaciones:

15-25 = 375=375-6-55) (mod 55) = (375 — 330) (mod 55) = 45 (mod 55),

45-5

225 = (225 =4 -55) (mod 55) = (225 — 220) (mod 55) = 5 (mod 55),

5-15

75 = (75 — 1 -55) (mod 55) = 20 (mod 55).
Por lo tanto, la firma digital generada por Alice es:

S =20.

2. Verificacion de la firma (Desde la perspectiva de Bob) Bob verifica la autenticidad del mensaje

recibido utilizando la clave publica, calculando:
M’ = S° (mod n).
Con § =20,e=7yn=>55, se tiene:
M’ =207 (mod 55).

Procedamos a calcular 207 (mod 55) mediante potencias sucesivas:

= 20' =20 (mod 55).



s 202 = 20% = 400 = (400 — 7 - 55) (mod 55) = (400 — 385) (mod 55) = 15 (mod 55).

» 20 = (20%)? = 152 (mod 55) = 225 (mod 55)

Pero

225 = (225 -4 -55) (mod 55) = (225 — 220) (mod 55) = 5 (mod 55).

Por lo que
20* = 5 (mod 55)

Como7=4+2+1, setiene:
207 = 20*-20% - 20" (mod 55).

Sustituyendo los valores:
20" =5-15-20 (mod 55).

Realizamos las multiplicaciones:
5:15=75=75-1-55=20 (mod 55),

20-20 =400 =400 —7 - 55 =400 — 385 = 15 (mod 55).

De este modo:
M’ =15.

Dado que M’ = 15 coincide con el mensaje original M, Bob confirma la autenticidad del mensaje firma-
do.

Conclusion: La firma digital generada por Alice es S = 20y, al ser verificada mediante la clave publica,

se recupera el mensaje original M = 15, lo que garantiza la integridad y autenticidad del mensaje.

Resistencia frente a ataques

Existen varios algoritmos que intentan resolver el problema del logaritmo discreto de manera eficiente,

entre ellos:

= Método baby-step giant-step.

= Algoritmo de Pollard rho.



= Algoritmo de descenso numérico en cuerpos finitos.

Sin embargo, estos métodos tienen costos computacionales elevados y su eficiencia decrece rapidamen-
te conforme aumenta el tamafio del grupo. Por esta razon, los grupos finitos utilizados en aplicaciones

21024

criptograficas suelen tener tamafios en el orden de 0 mayores, lo que hace que los ataques conocidos

sean impracticables con la tecnologia actual.

Relacion con teoria de grupos

En la teoria de grupos, el logaritmo discreto esta estrechamente vinculado con la estructura de los grupos

ciclicos y los isomorfismos. Dado un grupo ciclico G = (g), podemos definir el homomorfismo:

Q. 7Z->G, @k =g

Este homomorfismo es sobreyectivo y si G es finito de orden n, entonces induce un isomorfismo entre
Z/nZ y G. Resolver el logaritmo discreto equivale a encontrar la preimagen x bajo este isomorfismo, lo
que es computacionalmente dificil en ciertos grupos.

En el contexto de criptografia, la eleccion del grupo adecuado es crucial para la seguridad del sistema. Si
bien algunos grupos permiten resolver el logaritmo discreto en tiempo subexponencial, otros, como los

grupos de curvas elipticas, ofrecen mayor resistencia a ataques.

3.5.5. Estandares de Cifrado de Datos. Conexion con teoria de Grupos y Estruc-

turas Algebraicas

La criptografia ha evolucionado significativamente con el tiempo, impulsada por la necesidad de proteger
informacion sensible contra ataques. En el contexto de los grupos ciclicos y la teoria de nameros, los
estandares de cifrado han aprovechado problemas mateméticos dificiles, como la exponenciacion modu-
lar y el logaritmo discreto, para garantizar la seguridad de los sistemas modernos. A continuacion, se

presentan algunos de los principales estdndares criptograficos utilizados en la actualidad.'*

El Estandar de Cifrado de Datos (DES)

El Data Encryption Standard (DES) es un algoritmo de cifrado simétrico desarrollado en la década

de 1970 y publicado por el National Bureau of Standards (NBS) en 1977. Su objetivo era proteger da-

141os algoritmos de cifrado modernos no solo garantizan la confidencialidad de la informacién, sino que ademas se funda-
mentan en profundas estructuras algebraicas. RSA, AES, Diffie-Hellman y otros protocolos utilizan, respectivamente, grupos
ciclicos, cuerpos finitos y grupos abelianos (en el caso de las curvas elipticas) para asegurar que operaciones matematicas
aparentemente sencillas sean, desde el punto de vista computacional, dificiles de revertir sin la clave adecuada.



tos electronicos gubernamentales no clasificados. DES emplea una clave de 56 bits para cifrar bloques de

datos de 64 bits mediante un conjunto de permutaciones y sustituciones basadas en estructuras algebraicas.

Sin embargo, debido a los avances tecnologicos, el tamafio de la clave de DES se volvio insuficiente.
A medida que la capacidad computacional aument6, la seguridad del algoritmo disminuyd drasticamente.

La siguiente tabla ilustra la progresion de ataques exitosos contra DES:

Afo Evento

1973 Publicacién del estandar por el NBS.

1997 Primera desencriptacion publica de un mensaje cifrado con DES.
1998 Clave DES descifrada en 56 horas.

1999 Clave DES descifrada en 22 horas y 15 minutos.

2017 Clave DES descifrada en 25 segundos.

Cuadro 3.6: Cronologia de la vulnerabilidad del algoritmo DES

Debido a estas vulnerabilidades, surgid la necesidad de desarrollar algoritmos de cifrado mas robustos,

lo que llev6 al establecimiento de nuevos estandares criptograficos.

AES: Advanced Encryption Standard

Tras la obsolescencia de DES, se introdujo el Advanced Encryption Standard (AES) como reemplazo.
AES es un cifrado simétrico, lo que significa que utiliza la misma clave para cifrar y descifrar los datos. Su
principal ventaja radica en su eficiencia y seguridad, logradas mediante el uso de operaciones matriciales
sobre cuerpos finitos, lo que estd directamente relacionado con la teoria de grupos.

AES cifra bloques de datos de 128 bits utilizando claves de 128, 192 o 256 bits. Dependiendo de la lon-
gitud de la clave, el cifrado se realiza en 10, 12 o 14 rondas, en las cuales se aplican operaciones de
sustitucién, permutacion y combinacion de datos. Estas operaciones estan fundamentadas en el algebra

modular y la teoria de cuerpos finitos, lo que garantiza una transformacion irreversible sin la clave correcta.

Actualmente, AES es ampliamente utilizado en:
» Cifrado de datos en discos y sistemas de archivos.
= Seguridad en redes inaldmbricas (como WPA?2).

= Protocolos de comunicacion segura en internet.



En sintesis, aunque es un algoritmo simétrico, AES opera sobre bloques de datos mediante operaciones que
se desarrollan en cuerpos finitos, concretamente en G F(28). Las operaciones de sustitucién y permutacion,
esenciales para la difusion y confusion del algoritmo, se basan en célculos en este cuerpo finito, lo que

evidencia la relacion con la teoria de grupos y el dlgebra modular.

RSA: Rivest-Shamir-Adleman

El algoritmo RSA (Rivest-Shamir-Adleman) es un sistema de cifrado asimétrico basado en la dificultad
de factorizar nimeros grandes, un problema fundamental en la teoria de nimeros. A diferencia de AES,

RSA utiliza un par de claves:
= Clave publica (k,): Se utiliza para cifrar los datos.
= Clave privada (k,): Se usa para descifrar los datos.

Matematicamente, RSA se basa en el hecho de que es facil calcular:
¢ =m° (mod N),

pero es dificil invertir el proceso sin conocer la factorizacién de N, es decir, hallar m a partir de:
m = c? (mod N).

donde N = pq, con p y ¢ nimeros primos grandes.
Dado que el cifrado y descifrado implican exponenciacién modular, el uso de exponenciacion rapida es
crucial en la implementacién de RSA, optimizando los célculos en grupos ciclicos. RSA se usa princi-

palmente en:
= Seguridad de comunicaciones en internet (HTTPS).
= Firmas digitales y autenticacion.
= Intercambio seguro de claves en sistemas hibridos que combinan RSA con AES.

En sintesis, Este algoritmo se apoya en el grupo multiplicativo de enteros médulo » (donde n = pq es el
producto de dos primos grandes). La seguridad de RSA se fundamenta en la dificultad de factorizar n 'y,
en particular, en la complejidad de invertir la exponenciacién modular en un grupo ciclico sin conocer la

descomposicidn en factores primos.



3.5.6. Uso de la Tecnologia en Criptografia

La criptografia ha evolucionado desde métodos simples, como el Cifrado de César, hasta sistemas avan-

zados basados en problemas matematicos complejos, como se ha visto.

Hoy en dia, tecnologias modernas han adaptado este principio, permitiendo su visualizacién en linea.
Un ejemplo es la herramienta Invent with Python, donde los usuarios pueden experimentar con la clave

de cifrado para encriptar mensajes:

https://inventwithpython.com/cipherwheel/

3.5.7. Perspectivas Futuras de la Criptografia

El futuro de la criptografia se dirige hacia métodos resistentes a la computacién cudntica. Actualmente, se
investiga la criptografia poscuantica, basada en problemas matematicos que las computadoras cuanticas

no pueden resolver eficientemente. Entre las técnicas en desarrollo destacan:
= Cifrado basado en redes euclidianas y logaritmos en curvas elipticas.
= Algoritmos de firma digital resistentes a la computacién cuéntica.
= Protocolos de intercambio de claves utilizando criptografia cuantica.

Estos avances garantizaran la seguridad de los sistemas de informacién en la era de la computacién cuan-

tica, asegurando la proteccidn de datos sensibles en el futuro.


https://inventwithpython.com/cipherwheel/
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Soluciones

E“ Soluciones de la seccién 1.3

Ver p.12  Solucién 1.3.1 (Divisibilidad)

Como a, b € Z tales que a|b se tiene que

s ")

alb e b=ak.k€Z e b=(-a -k, k€Z & b=—ar,r=-k€Z < |-a|b]

alb s b=ak,k € Z < —b=—(ak) ke Z < —b=a(—k),k € Z S —b=amm=

—keZe[a|(=b)
alb b=ak,k € Z & —b=—(ak),k € Z & —b = (-a)k,k € Z <[(=a) | (=b)

Ver p.12  Solucién 1.3.2 (Divisibilidad)

En efecto

alb © b= ak,k € Z & cb = cak,k € Z & cb = a(ck),k € Z & cb=al,ck =1 €

7 o [ale)

alb & b =ak,k, € Z. Luego a|c & ¢ = ak,,k, € Z. Se sigue que bc = (ak,)(ak,) =
a’k,k =k k, € Z & |a* | bc

Ver p.12  Solucién 1.3.3 (Divisibilidad)

La solucion de este ejercicio radica en la implementacion de la induccidon matematica. Puede definir
P(n) : n’ + 2n = 3k, para algtn k € Z.
Hay que mostrar que
Pin+1): (n+1P°+2(n+1)=3rparaalgin r e Z
Note que (n+ 1)* +2(n + 1) = (n® + 2n) + 3(n*> + n + 1) es divisible por 3 porque n* + 2n lo es (gracias

a la hipétesis de induccién) y 3(n*> + n + 1) también lo es (porque es 3 veces un niimero entero). Por lo
tanto, la suma también es divisible por 3.



Soluciones

Solucién 1.3.4 (Divisibilidad) Ver p.12
Seaa=2k+1yb=2l+1,k,l € N. Luego el término a* — b* se puede escribir como

a—b=@@+b(a-b) =4(k—=Dk+1+1))

el cual es divisible por 8 si (k + 7+ 1) o (k —I) es divisible por 2. Si k — [ es par, se termina la prueba. Si
k — 1l esimpar, k — [+ 1 es par, y por lo tanto k +/ + 1 = (k — [ + 1) + 2/ es par y también se termina la
prueba. En cualquier caso, (k — [)(k + [ + 1) es divisible por 2 y, por ende, a> — b* es divisible por 8.

[

Solucién 1.3.5 (Residuo) Ver p.12

Sea a = 2k + 1, donde k es un nimero entero. Luego:

Qk+ 1)’ =4k> +4k+1=4K>*+ k) + 1

Si k es par sucede que k? + k es miltiplo de dos y conello 4(k*> + k) + 1 =4Q2r)+1 =8+ 1,re Z

con lo cual el residuo es 1.

Si k es impar sucede que k*> + k es miltiplo de dos también y con ello 4(k> + k) + 1 = 42p) + 1 =
8p+1,p € Z conlo cual el residuo es 1.

En cualquier caso, si a es impar, al dividir este nimero por 8 el residuo es 1.

Solucién 1.3.6 (Divisibilidad) Ver p.13

Esta es una prueba que se hace en dos direcciones. Esto es:

1.Suponga que a|b. Esto significa que existe un entero k tal que b = a - k. Dividiendo ambos lados

por d, se tiene
b _a-k

d d

Dado que d divide a a (es decir, a = d - m), se puede reescribir la expresion como

b_d-m-k
d d

Simplificando



N
Soluciones

lo que implica que £ b
q plicaque — -
2.Suponga que %'3 Esto significa que existe un entero m tal que

QU

b
d
Multiplicando ambos lados por d, se tiene que b = a - m. Esto demuestra que a|b.

Con ambas explicaciones se completa el ejercicio.
Ver p.13  Soluciéon 1.3.7 (Divisibilidad)
Sea a = 2k + 1, donde k es un ntimero entero. Luego:
2k + 1>+ 2k +1+2)* + 2k + 1 +4)* + 1 = 12k* + 36k + 36 = 12(k* + 3k + 3)
Mostrando lo solicitado.

Ver p.13  Solucion 1.3.8 (Divisibilidad)

Para este ejercicio se toma+1n dos casos

1.Sea a = 2k + 1, donde k es un nimero entero. Luego:
Rk+DRk+1+1)=2Qk+ 1) k+1)

Mostrando lo solicitado.

2.Sea a = 2r, donde r es un nimero entero. Luego:
@2rQ2r+1)=2(rnN2r+1)

Mostrando lo solicitado.

Ver p.13  Solucién 1.3.9 (Algoritmo de la division)

La afirmacion se refiere al algoritmo de la division. Para ello se debe probar la existencia y unicidad.
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1.Existencia: Primero, se prueba la existencia de g y r que satisfacen la condicién dada. Considere

la siguiente expresion:

a=qgb+r

Donde q es el cociente y r es el residuo tal que 2b < r < 3b. Se puede reescribir la desigualdad

como b < r < 2b. Ahora, dividiendo ambos lados por b se obtiene:

1<l<2
b

Dado que /b es el cociente y es un nimero entero, esto significa que el cociente debe ser 1. Por lo

tanto, ¢ = 1 y r = a — b. Entonces, la existencia de q y r estd demostrada.

2.Unicidad: Se debe probar que no puede haber otros valores para g y r que cumplan con la condicién
dada.

Suponga que existen dos conjuntos distintos de valores q,,r, y q,,r, que satisfacena = ¢,;b+r, y
a=qgb+r,con2b<r <3by2b<r, <3b

Restando las dos ecuaciones se tiene:

(@ —g)b+(ri—ry)=0

Esto implica que b divide a (r; — r,). Dado que 2b < r,,r, < 3b, la inica manera en que b puede

dividir (r; —ry) essir, = r,.

Por lo tanto, se prueba que si hay dos conjuntos distintos de valores q,,r, y ¢,, F, que satisfacen la
condicion dada, entonces r, = r,. Pero esto contradice la condicién de unicidad de los residuos en
la divisién, lo que significa que no puede haber dos conjuntos distintos de valores. Por lo tanto, los

valores ¢ y r son Unicos.

Se ha demostrado tanto la existencia como la unicidad de los enteros g y r que cumplen con la condicion
dada en el algoritmo de la divisién para este ejercicio.
[

Solucion 1.3.10 (Divisibilidad)
La afirmacidn se refiere al algoritmo de la division. Para demostrar que b|a siy solo si el residuo de dividir

a por b es igual a cero, se deben analizar ambas direcciones.

Ver p.13
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1.b]la = Residuo = 0: Suponga que b|a, es decir, a = bq para algin entero g. Utilizando la definicién

de divisibilidad, esto implica que existe un cociente g tal que a es divisible por b.

Expresando a en términos de b y g:

a=bg

Al aplicar el algoritmo de la division, el residuo () es igual a cero.

Por lo tanto, se demuestra que si b|a, entonces el residuo de dividir a por b es igual a cero.

2.Residuo = 0 = b|a: Ahora, suponga que el residuo de dividir a por b es igual a cero, es decir, existe
un entero q tal que a = bg + 0.
Esto implica que a = bq y, por lo tanto, b|a segtn la definicion de divisibilidad.
Entonces, se demuestra que si el residuo de dividir a por b es igual a cero, entonces b|a.

Conclusion:

Al combinar ambas direcciones, se prueba el enunciado.

Ver p.13  Solucién 1.3.11 (Divisibilidad)

Para demostrar que cualquier nimero entero de la forma 6k 45 es también de la forma 3m+2, se establece

una relacion entre k' y m.
=Demostracion de 6k + 5 es 3m + 2:

eTome un nimero entero de la forma 6k + 5, donde k es cualquier niimero entero.
eDivida 6k + 5 por 3 y observe los posibles residuos.

eSi k es par, es decir, k = 2r para un entero r, entonces 6k +5 = 6(2r) +5 = 12r + 5 =
34r)+5=3@r)+3+2=3m+2conm=4r+ 1, es decir, 6k es multiplo de 3 y el residuo
al dividir 6k + 5 por 3 sera 2.

eSi k es impar, es decir, k = 2r + 1 para un entero r, entonces 6k +5 = 6(2r + 1) + 5 =
12r+6+5=34r)+9+4+2=34r+3)+2 =3m+ 2 conm = 4r + 3, es decir, al dividir

6k + 5 por 3 el residuo serd 2 también.
Asi, se demuestra que cualquier nimero de la forma 6k + 5 se puede expresar como 3m + 2.

=Demostracion de que lo contrario no sucede:
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eSuponga que 3m + 2 es de la forma 6k + 5, donde m y k son nimeros enteros.

e Al restar 2 de ambos lados se obtiene 3m = 6k + 3.

eDividiendo ambos lados por 3, se obtiene m = 2k + 1.

eEsto significa que m es impar. En efecto: suponga que k pueda ser par o impar.

oSi k es par (k = 2/ para [ entero), entonces m = 2(2/) + 1 = 4/ + 1 representa un impar.

oSi k es impar (k = 2s + 1 para s entero), entonces m = 2(2s + 1) + 1 = 4s + 3 representa un

impar.

eEn ambos casos, 2k + 1 siempre es un nimero impar, lo cual contradice la suposiciéon de que

m puede ser cualquier nimero entero.

Por lo tanto, no se puede expresar cualquier nimero de la forma 3m + 2 como 6k + 5.

Solucién 1.3.12 (Divisibilidad) Ver p.14

Considere un niimero entero #, y se examina el cuadrado de #, denotado como n?.
=Caso 1: n es miltiplo de 3:

¢Si n es un multiplo de 3, entonces n puede expresarse como 3k para algin entero k.
El cuadrado de n es n> = (3k)* = 9k2, que es un multiplo de 3 (9k* = 3 - 3k?).

ePor lo tanto, en este caso, n’> se puede expresar como 3k.
nCaso 2: n deja un residuo de 1 al dividirse por 3:

¢Si n deja un residuo de 1 al dividirse por 3, entonces n puede expresarse como 3k + 1 para

algtin entero k.

oEl cuadrado de n es n> = 3k + 1)> = 9k? + 6k + 1, que es de la forma 3k + 1 (9k* + 6k =
3 - (3k? + 2k)).

oEn este caso, n? se puede expresar como 3k + 1.
=Caso 3: n deja un residuo de 2 al dividirse por 3:

¢Si n deja un residuo de 2 al dividirse por 3, entonces n puede expresarse como 3k + 2 para

algin entero k.



Ver p.14

Ver p.14
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El cuadrado de n es n> = (3k + 2)> = 9k> + 12k + 4, que es de la forma 3k (9k> + 12k =
3 - (3k? + 4k)).

oEn este caso, n’ se puede expresar como 3k.

Por lo tanto, para cualquier nimero entero n, el cuadrado de n puede expresarse de la forma 3k o 3k + 1.
O

Solucién 1.3.13 (Divisibilidad)
Suponga por contradiccion que existen enteros a y b tales que a+b = 100y (a, b) = 3, donde (a, b) denota

el maximo comun divisor (mcd) de a y b.

Note que si (a,b) = 3, entonces 3 divide tanto a a como a b, ya que 3 es el maximo comun divisor.

Por lo tanto, a y b son multiplos de 3.

Dado que a + b = 100, se pueden considerar las posibles combinaciones de a y b médulo 3, esto es

Caso1:Sia = 0 (mdéd 3) y b = 0 (mdd 3), entonces a + b = 0 (mdd 3), lo cual no es posible ya que

a+b=100=1 (mdd 3).

Caso2:Sia=1 (méd 3) y b =2 (mdd 3), o viceversa, entonces a + b = 0 (mdd 3), lo cual también es

incompatible con a + b =100 =1 (mdd 3).

Cas03:Sia=2 (mod 3)yb =1 (mdd 3), o viceversa, entonces a+b = 0 (mdd 3), lo cual es incompatible

cona+b=100=1 (mdd 3).

En todos los casos, se llega a una contradiccion, ya que no es posible que la suma de a 'y b sea 100 mddu-

lo 3. Por lo tanto, la suposicion inicial de que existen enteros a 'y b que cumplen ambas condiciones es falsa.

Se concluyen que no existen enteros a 'y b tales que a+ b = 100y (a, b) = 3. O]

Soluciéon 1.3.14 (Divisibilidad)

Suponga que (a, b) = 1, es decir, los nimeros a y b son primos relativos.

Considere el maximo comun divisor d = (2a + b, a + 2b).

Caso 1:Suponga que d = 1. Esto significa que 2a+b 'y a+2b son primos relativos, ya que no tienen factores

primos comunes.
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Caso 2:Suponga que d = 3. Esto implicaria que 2a + b y a + 2b son miltiplos de 3, pero uno de ellos no
puede ser divisible por 3 ya que a y b son primos relativos ((a, b) = 1). Por lo tanto, ambos 2a + b

y a + 2b deben ser divisibles por 3.
Ahora, note que 2a + b + (a + 2b) = 3a + 3b = 3(a + b). Esto implica que 3 divide a la su-

ma 2a + b + (a + 2b). Por lo tanto, 3 divide tanto a 2a + b como a a + 2b, y en consecuencia,
d=Qa+b,a+2b) =3.

En resumen, se ha demostrado que si (a, b) = 1, entonces (2a + b, a + 2b) es igual a 1 o 3. O

Soluciéon 1.3.15 (Divisibilidad) Ver p.14

Consideremos el maximo comun divisor d = (a + b, ab).

Suposicion por Contradiccion:

Suponga por contradiccion que d > 1. Esto implica que d tiene que ser un nimero primo, ya que cualquier
factor comin de a + b y ab seria también un factor comin de a y b, lo cual contradice la premisa de que
(a,b) =1.

Analisis:

Dado que d > 1, se puede decir que d es un factor comin de a + b y ab. Esto implica que d divide

tanto a a + b como a ab.

Recuerde que a + beslasumade ay b,y ab es el producto de a y b.
Si d divide a a + b, entonces d divide a a y b por separado.

Si d divide a ab, entonces d divide a a 0 b 0 ambos.

Esto contradice la suposicion inicial de que (a,b) = 1, ya que si d divide a a, b o ambos, entonces d

seria mayor que 1.

Por lo tanto, se llega a la conclusién de que nuestra suposicion inicial es incorrecta, y d = (a + b, ab)

debe serigual a 1.
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Se ha demostrado que si (a, b) = 1, entonces (a + b, ab) = 1.

Conclusion:

Ver p.14  Solucién 1.3.16 (Divisibilidad)

Observe que

2456 = (—1) - (—1234) + 222
—1234 = (=6) - 222 + 68
222 =368 + 18
68 =318+ 14
18=1-14+4
14=3-4+2

4=2-[2]+0

El ultimo residuo no nulo es 2. De esta forma, el maximo comun divisor es 2, o bien
(2456, —1234) = 2.

Observe que

7098 = 1 - 5096 + 2002
5096 = 2 - 2002 + 1092
2002 = 1 - 1092 + 910
1092 = 1-910 + 182
910=5- +0

El altimo residuo no nulo es 182. De esta forma, el maximo comun divisor es 182, o bien
(5096, 7098) = 182.
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Observe que

12321 = (1) - (8658) + 3663
8658 = (2) - 3663 + 1332
3663 = (2) - 1332 + 999
1332 = (1) - 999 + 333

999 = 3. +0

El altimo residuo no nulo es 333. De esta forma, el maximo comun divisor es 333, o bien
(12321, 8658) = 333.

Observe que

1740 = 11 - 156 + 84
156 =1-84+72
84=1-72+12

72=6-[12]+0

El ultimo residuo no nulo es 12. De esta forma, el maximo comun divisor es 12, o bien
(156, 1740) = 12.

Solucién 1.3.17 (Divisibilidad)

Para hallar s y 7 tales que (56, 72) = 565 + 72¢, se puede aplicar el algoritmo de la division

Ver p.15
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de Euclides de la siguiente manera:

72=1-56+16
56=3-16+8
16=2-8+4+0

En tal caso (72,56) = 8. Ahora, se trabaja hacia atras para expresar cada residuo como

combinacion lineal de 56 y 72:

8§=56-3-16
=56-3-(72-56-1)
=4.56-3.72

Por lo tanto, | s = 4 \ y \ t = =3 y se cumple la igualdad (56, 72) = 56s + 72t.

Para hallar s y 7 tales que (24, 138) = 24s + 138¢, podemos aplicar el algoritmo de la

division de Euclides de la siguiente manera:

138=5-24+18
24=1-18+6
18=3-6+4+0

En tal caso (24, 138) = 6. Ahora, se trabaja hacia atras para expresar cada residuo como

una combinacion lineal de 24 y 138:

6=24-1-18
=24—-1-(138-5-24)
=6-24—-1-138
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Por lo tanto, | s = 6 ‘ y \t = —1| y se cumple la igualdad (24, 138) = 24s + 138t.

Para hallar s y 7 tales que (119,272) = 1195 + 272t, aplicamos el algoritmo de la divisién
de Euclides:

272=2-119+34
119=3-34+17
34=2-17+0

En tal caso (119,272) = 17. Ahora, se trabaja hacia atras para expresar cada residuo como

combinacion lineal de 119 y 272:

17=119-3-34
=119-3.(272-2-119)
=7-119-3.272
Por lo tanto, | s =7 \ y \t = —3 |, y se cumple la igualdad (119,272) = 119s + 272¢.
O
Soluciéon 1.3.18 (Divisibilidad) Ver p.15

Dado que ab = 0 (méd p), significa que p divide a ab exactamente. Esto se puede

expresar como ab = kp, donde k es un entero.

Ahora, si p divide al producto de dos enteros, entonces p debe dividir al menos a
uno de los dos enteros. Es decir, si p divide a ab, entonces p debe dividir a a o a b (o

ambos).

Considere dos casos:

Caso 1:Si p divide a a, entonces se puede escribir a = mp, donde m es un entero. Ahora,
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ab = kp se convierte en (mp)b = kp, lo que implica que b = kb. Esto significa que

p divide a b.

Caso 2:Si p divide a b, entonces se puede escribir b = np, donde n es un entero. Ahora,
ab = kp se convierte en a(np) = kp, lo que implica que a = kn. Esto significa que

p divide a a.

En ambos casos, se demuestra que si p divide a ab, entonces p debe dividir a @ o a b. En
términos de congruencia modular, esto se expresa como [a] = [0] o [b] = [0] cuando
ab =0 (mod p).

Dada la congruencia ab = ac (mdd p), se puede restar ac de ambos lados de la congruen-
cia:
ab—ac=0 (mdd p)

Factorizando a del lado izquierdo, se obtiene:

alb—c)=0 (mdd p)
Dado que [a] # [0], esto implica que a no es divisible por p, es decir, p no divide a a. Por
lo tanto, p debe dividir al factor (b — ¢) en el lado izquierdo de la congruencia. Es decir
(b—c)=0 (mdd p)

Y bien

b=c¢ (mdd p)

En otras palabras, b y ¢ son congruentes modulo p, lo que se expresa como [b] = [c].

Recuerde que si dos nimeros tienen el mismo cuadrado médulo p, entonces son con-
gruentes mddulo p o tienen una relacién de congruencia médulo p con sus negativos.
Asi, dada la congruencia a*> = b*> (médd p), se puede restar b*> de ambos lados de

la congruencia:
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a—-b =0 (mdd p)

Factorizando el lado izquierdo como (a + b)(a — b), se obtiene:

(a+b)a—b)=0 (mdd p)
Ahora, hay dos posibilidades:

1.(a+b) =0 (mdd p): En este caso, a+b es divisible por p, lo que implicaque a = —b
(méd p). Por lo tanto, [a] = —[b].

2.Si (a — b) = 0 (mdd p): En este caso, a — b es divisible por p, lo que implica que
a = b (mod p). Por lo tanto, [a] = [b].

En ambos casos, si a> = b> (mdd p), entonces [a] = [b] o [a] = —[b].

Solucién 1.3.19 (Divisibilidad) Ver p.15
La congruencia a = b (mdd n) implica que n divide a (a — b). Esto significa que existe un entero k tal

que a — b = kn.
Ahora, multiplicando ambos lados por ¢ se tiene que
c(a—b)=ckn

Esto se puede expresar como ca — ¢b = ckn, o bien, se puede interpretar que cn divide a ca — cb, es decir

ca = cb (mod cn).

Observacion: Como ¢ > 0 se tiene que cn > 0 haciendo viable la division.

Solucion 1.3.20 (Divisibilidad) Ver p.15
Dado que @ = b (mdd n), se sabe que n divide a a — b. Ademas, dado que a y b son divisibles por d, se
puede expresar ay bcomo a =md y b = nd donde m,n € Z.

La congruencia a = b (mdd n) implica que n divide a a — b, entonces:

n|(a—b)
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Sustituyendo a = md y b = nd en la expresion anterior:

n| (md — nd)

Factorizando d se obtiene:

n|d(im-—n)

Ahora, dado que n y d son ambos divisibles por d, se puede cancelar el factor comin d en ambos

lados de la congruencia:

gl(m—n)

Esto significa que yl divide a m — n. En términos de congruencia modular, se puede expresar esto

COmo:

mEn<m6d ﬁ)
d

Ahora, utilizando la definicién de congruencia modular, se puede escribir la Gltima expresiéon como:

2Eé<m(’)dﬁ>
d d d

O
Ver p.16 Solucién 1.3.21 (Divisibilidad)
Tomen=15,a=4yb=11.
s Al calcular a? y b? se tiene:
42=16=1 (mdd 15)
11’°=121=1 (mdd 15)

sObserve que a* = b*> (mdd 15) ya que ambos son congruentes a 1 modulo 15.

=Sin embargo, a Z b (mdd 15) yaque 4 # 11 (mod 15).
[

Ver p.16 Solucién 1.3.22 (Divisibilidad)

Dada la congruencia a = b (mod n), esto significa que n divide a a — b. De esta forma, se puede expresar
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esta divisibilidad como a — b = nk para algtn entero k.

Ahora, considere el maximo comun divisor de a y n, es decir, (a, n). Se sabe que (a, n) divide aa y n, por lo

tanto, también debe dividir a cualquier combinacidn lineal de a y n. En particular, (a, n) debe dividir a a—b.

Similarmente, el médximo comun divisior de b y n divide a a — b, ya que n también divide a a — b (por la

congruencia dada).

Entonces, tanto (a, n) como (b, n) dividen a a — b, es decir

(a—Db)l(a,n)y (a—Db)|(b,n)

Esto implica que ambos comparten los mismos factores primos (o potencias de los factores primos) que

dividen a a — b.

En resumen, si a = b (mdd n), entonces (a, n) = (b, n).
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E“ Soluciones de la seccién 2.3

Ver p.68 Solucién 2.3.1 (Grupo)
Se tiene que

Se intenta probar que (R, *) es un grupo y se revisa si falla alguna de las condiciones
asociadas. Esto es:

»Cerradura: ya se indica en el enunciado.

= Asociatividad: observe que para a, b, c € R se tiene que

ax(b*xc)=ax(xbc)=rna(rbc) = n(wab)c = n(a * b)c = (a * b) * c.

=Neutro: se puede llegar a mostrar que el neutro es e = 1 ya que
7
xa==() (Z)=ax;
—xa=n(—)a=a=nma(—)=ax* —.
P2 T 7 /2

. . 1
sInverso: se puede llegar a mostrar que el inverso para cualquier a # O es a=! = —=

wea

En este caso, existe el 0 como namero real que no tiene inverso, por lo cual la estructu-
ra dada no es un grupo. Si el cero no se toma en cuenta si se cumple que la operacion
con el conjunto dado forman un grupo.

En tal caso

2

pafre (o d)] 0222
4

Nota: observe que
a2=a>ka=7raa=7ra2.

@ =axa*a=nra®*a=n(ra’)a=r’d.
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ad=axaxaxa=rnaxna® =n(xwa®)(xa®) = r’a’.

Solucién 2.3.2 (Grupo) Ver p.69

En primer lugar, observe que 1 es el neutro en A, ya que para todo x € A se cumple que
x-1=x.

No obstante, para cualquier valor de x menor a la unidad, este no tiene inverso multiplicativo ya que
1 > 1, quedando por fuera de A. Por ejemplo, % € A pero 2 ¢ A. En dicha situacién, no se cumple la
X
propiedad de cierre al calcular inversos.

[]

Solucién 2.3.3 (Grupo) Ver p.69

Se intenta probar que (R X R*, -) es un grupo y se revisa si falla alguna de las condiciones

asociadas. Esto es:

sCerradura: dado que b # 0y d # 0 se tiene que 2bd # 0. Esto es suficiente para
justificar que si (a, b)) € RxXR*y (¢,d) € RXR* entonces (a+c—4,2bd) € RxR*.

= Asociatividad: observe que para (a, b), (c,d), (e, f) € R X R* se tiene que
(a,b)-((c,d)- (e, f)) =(a,b)-(c+e—4,2df)=(a+c+e—8,4bd f).
Por otro lado
((aab) : (C’d)) : (e7f) = (a+C _472bd) : (e’f) = (a+C+e—8,4bdf),
lo cual prueba esta propiedad.
1
2

sNeutro: se puede llegar a mostrar que el neutro es e = (4 ) ya que

(@, b) - (4, %) = (a, B).

sInverso: se puede llegar a mostrar que el inverso para cualquier elemento es
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(a,b)~! = (8 —a, i) ya que

4b
w0 (8- )= (43)

En este caso, el conjunto con la operacion indicada si forman un grupo.

En tal caso

- [(0d) 0] (o)

Nota: Observe que
(aa b)2 = (aa b) : ((1, b) = (2a - 45 2b2)

(a,b)® = (a,b) - (a,b) - (a,b) = (a,b) - 2a — 4,2b*) = 3a — 8,4b°).

Ver p.69 Solucién 2.3.4 (Grupo)

Se intenta probar que (]0, +oo[—{1}, *) es un grupo y se revisa si falla alguna de las condiciones asociadas.

Esto es:

sCerradura: dadoque a > Oya # 1 yb > 0y b # 1 se tiene que a™® > 0y a"® # 1. Esto es

suficiente para justificarque sia € Gy b € G entonces a * b € G.
= Asociatividad: observe que para a, b, c € G se tiene que
a % (b " C) =a % (bIHC) — aln(bl"c) — alnc-lnb'

Por otro lado

(a*b) % c=a" % c = (ad")ne = ghtine,

lo cual prueba esta propiedad.

=Neutro: se puede llegar a mostrar que el nimero e es el neutro. En efecto

axe=a<sa" =a.
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De igual forma

exa=a<s " =aq.

sInverso: se puede llegar a mostrar que el inverso para cualquier elemento es a~! = e!/™¢ ya que
1/1 L Ine
a % el/]na = a]ne/na = dna Ine = @dha = a]Ogae = e.

En este caso, el conjunto con la operacion indicada si forma un grupo.

Solucion 2.3.5 (Grupo) Ver p.70
Se probara que (P(U), A) es un grupo. Esto es

1.Cerradura: dado que A, B C U, entonces tanto A— B como B— A son subconjuntos de U. La unién
de subconjuntos de U también es un subconjunto de U. Por lo tanto, A A B=(A—- B)U (B — A)

es un subconjunto de U, y por ende, pertenece a P(U). Esto demuestra la propiedad de cerradura.

2.Asociatividad: para probar la asociatividad, considere tres conjuntos A, B,y C en P(U). Se necesita
mostrar que (A A B) A C = A A (B A C). Para ello se usala definicién de diferencia simétrica,
esto es:
(AAB)AC=[(AAB)—CJU[C—-(A A B)].

Sustituyendo A A B = (A — B) U (B — A), se obtiene:
(AAB)AC={[(A-B)U(B—-A)]-C}U{C—[(A-B)U(B - A)}.
De forma similar se concluye que
AABAC)={A-[(B-C)U(C-B)}U{[(B-C)U(C—B)]—A}.
Ambas expresiones se simplifican a:
(AAB)AC=(AUBUC)-[(ANB)U(BNC)U(CN A)],

AABAC)=(AUBUC)-[(ANB)U(BNC)u(Cn Al

Por lo tanto, dado que la operacion A se define en términos de uniones y diferencias de conjuntos,
y se sabe que las operaciones de unién y diferencia de conjuntos son asociativas, se concluye que

la operacidn A también es asociativa.



N
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3.Neutro: el elemento neutro en este caso es el conjunto vacio §, yaque A— 3 = Ay @ — A = 0@.
Porlo tanto, A A f = (A—@)u (@ — A) = AU = A. Esto muestra que el conjunto vacio es el

elemento neutro.

4.Inverso: el inverso de un conjunto A con respecto a esta operacion es el mismo conjunto A, ya que

AAA=(A-A)U(A-A)=0uU@ =0.Esto significa que cada elemento es su propio inverso.

En este caso, el conjunto con la operacion indicada forma un grupo.

Ver p.70 Solucién 2.3.6 (Grupo)

0
Note que la matriz nula 0, = 0 0 > no estd en G. Ahora, se probard que G es un grupo con la

multiplicacion usual de matrices, esto es:

1.Cerradura: dadas dos matrices en G,

el producto AB es

a b c d ac—bd ad+ bc
-b a —-d c —bc —ad ac—bd

Para que AB € G, se necesita que (ac — bd)? + (ad + bc)* # 0. Pero (ac — bd)* + (ad + bc)? =
(@® + b*)(c* + d?), donde cada factor es no nulo. Por lo tanto, AB € G, cumpliendo la propiedad de

la cerradura.

2.Asociatividad: la asociatividad es una propiedad general de la multiplicacién de matrices, por lo

que se cumple sin necesidad de demostracidn especifica. Es decir, es una propiedad heredada.

3.Neutro: el elemento neutro bajo la multiplicacién de matrices es la matriz identidad I, definida por

10
I= :

que pertenece a G ya que 12 + 0> = 1 £ 0.



-
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a b
A= ,

su determinante es a*> + b?, el cual es distindo cero, asi posee inversa, la cual estd dada por

Al = 1 a —b
a2+b2\ b a )

4.Inverso: para cada matriz en G,

que también pertenece a G. Ademas, note que AA™! = A7 = [,.
En este caso, el conjunto con la operacion indicada forma un grupo. O]
Solucién 2.3.7 (Grupo) Ver p.70

Se probara que (Z X Z, %) es un grupo, esto es:

1.Cerradura: Sean (a, b), (c,d) € Z X Z. Entonces,
(a,b) % (c,d)=(a+c,(=1)b+4d).

Como a + ¢ y (—1)°b + d son ambos enteros (la suma y producto de enteros son enteros, y by d se
multiplican o suman por enteros), el resultado pertenece a Z X Z. Esto demuestra la propiedad de

cerradura.

2.Asociatividad: observe que

((a,b) % (c,d)) = (e, f)=(a+c,(=1)b+d) = (e, )
=((a+c)+e,(=D((-Db+d)+ f)
=(a+c+e, (=D)b+(=1)d+ f)
=(a+(c+e),(=D)*b+(=1)d+ f)
=(a,b) * (c+e,(=1)°d + f)
=(a,b) * ((¢,d) * (e, f))

Esto demuestra que la operacion * es asociativa.

3.Neutro: el elemento neutro bajo esta operacion debe satisfacer (a, b) * (e;,e,) = (a, b) para todo
(a,b) € Z X Z. Esto significaque a+ e, = ay (—=1)b+ e, = b. Por lo tanto, e, debe ser 0 (ya
que a + 0 = a) y para que (—1)1b = b, e, puede ser cualquier entero par, pero dado que también se

necesita que e, no altere b, e, debe ser 0. Asi, el elemento neutro es (0, 0).
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4.Inverso: para encontrar el inverso de un elemento (a, b), se necesita (a, b) * (c¢,d) = (0,0). Esto
implicaque a+c =0y (—=1)°b+d = 0. Por lo tanto, ¢ = —a. Para satisfacer (=1)"“b+d = 0,
se requiere que d = (—1)?b, cuando a es impar, o simplemente d = —b, cuando a es par, lo que

siempre da un par (¢, d) € Z X Z que funciona como inverso para (a, b).

En este caso, el conjunto con la operacion indicada forma un grupo.

Ver p.70 Solucién 2.3.8 (Grupo)
Se probara que (A, +) forma un grupo bajo la multiplicacion usual de matrices, tal que A = {a € Z
a = 0(mod 3)}. Esto es:

1.Cerradura: dado que a,b € A, ambos son divisibles por 3, es decir, existen enteros k,/ tales que
a=3kyb=3l.Lasumaa+ b =3k + 3] = 3(k + /) también es divisible por 3, lo que significa
que a+ b= 0(mod3) y, por lo tanto, a + b € A.

2.Asociatividad: la asociatividad es una propiedad inherente de la suma de nlimeros enteros, es decir,
para cualquier a, b, ¢ € Z, se cumple que (a + b) + ¢ = a + (b + ¢). Dado que todos los elementos

de A son nimeros enteros, la operacion de suma en A también es asociativa.

3.Neutro: dado que O es divisible por 3, 0 € A, cumpliendo con la definicidon de elemento neutro

dentro del conjunto A, ya que a + 0 = a para cualquier entero a.

4.Inverso: para cada elemento a € A, se necesita encontrar un elemento b € A tal que a + b = 0.
Dado que a es divisible por 3, es decir, a = 3k para algin entero k, el inverso de a es —a = —3k,
que también es divisible por 3, y por lo tanto, —a € A. Esto demuestra que cada elemento tiene un

inverso en A.

En este caso, el conjunto con la operacion indicada forma un grupo.

Ver p.70 Solucién 2.3.9 (Grupo)
Para probar que B no es un grupo con la operacién de suma usual de nimeros enteros, se debe verificar que
Bno satisface alguna de las cuatro propiedades fundamentales de un grupo con respecto a la operacion:
cerradura, asociatividad, existencia de elemento neutro y existencia de inverso para cada elemento. La
suma de enteros es bien conocida por ser asociativa, asi que se debe hacer un enfoque en las otras tres

propiedades.
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1.Cerradura: tome dos elementos arbitrarios a,b € B, entonces a = 1 (mod 3) y b = 1 (mod 3).

Ahora, es necesario cuestionar si su suma a + b también pertenece a B.

Sia=1 (mod 3)y b =1 (mod 3), entonces a = 3k + 1y b = 3m + 1 para algunos enteros
kym. Porlotanto,a+b=3k+1+3m+1=3(k+m)+ 2. Estoimplica que a + b = 2 (mod 3)
y no 1 (mod 3) como se requiere para que un elemento pertenezca a B. Esto muestra que B no es

cerrado bajo la operacién de suma.

2.Neutro: el elemento neutro en el contexto de la suma de enteros es 0, pero 0 # 1 (mod 3), por lo
que O & B. Esto significa que no existe un elemento neutro dentro de B que satisfaga la propiedad

para todo elemento en B bajo la suma.

3.Inverso: atn si se intentara encontrar inversos dentro de B, el hecho de que B no es cerrado bajo
la suma y la ausencia de un verdadero elemento neutro dentro de B hace imposible cumplir esta

propiedad.

Por lo tanto, se ha demostrado que B no es un grupo bajo la suma usual de nimeros enteros.

Solucién 2.3.10 (Grupo)

Para el caso de la suma usual de matrices se tiene que

1.Cerradura: sean A, B € Sym(n,R) con A = A’y B = B'. Considere C = A + B. Para demostrar
que C es simétrica, note que C' = (A+ B)' = A'+ B' = A+ B = C. Dado que C' = C, la cerradura

queda mostrada.

2.Asociatividad: la suma de matrices siempre es asociativa, por lo que para cualesquiera A, B,C €
Sym(n,R),setiene A+ (B+C)=(A+ B)+C.

3.Neutro: La matriz nula cuadrada 0,, donde todas sus entradas son 0, es el elemento neutro para
la suma de matrices. Por definicién, 0, = 0!, lo que significa que la matriz cero es simétrica y
pertenece a Sym(n, R). En consecuencia, A + 0, = A para cualquier A € Sym(n, R), cumpliendo

la propiedad del elemento neutro.

4.Inverso: Para cada A € Sym(n,R), la matriz —A es su inverso aditivo, ya que A + (—A) = 0.
Como A es simétrica, (—A)' = —A" = — A, mostrando que —A también es simétrica y pertenece a

Sym(n,R). Esto cumple la propiedad de tener inverso para cada elemento.

Ver p.71
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Se concluye que para el caso de la suma usual de matrices el conjunto dado si forma un grupo. Ahora
para el caso del producto de matrices se tiene que la propiedad de cerradura no es viable. En efecto, la
multiplicacion de dos matrices simétricas A y B no garantiza una matriz simétrica como resultado. Es-
pecificamente, AB = (AB)' solo si Ay B conmutan, es decir, AB = BA, lo cual no es cierto en general

para cualquier par de matrices simétricas.

Conclusion:

1.Sym(n,R) si es un grupo bajo la suma de matrices, ya que cumple con todas las propiedades re-

queridas: cerradura, elemento neutro, inverso y asociatividad.

2.S5ym(n, R) no es un grupo bajo la multiplicacion de matrices, principalmente porque no cumple con
la propiedad de cerradura y porque no todas las matrices tienen inversos que también sean matrices

simétricas en Sym(n, R).

Ver p.71 Solucién 2.3.11 (Grupo)

Se probara que (G, *) es un grupo. En efecto:

1.Cerradura: sean a, b € G. Entonces, a # —1 y b # —1. Observe que

axb=a+b+ab
=(a+ab)+b
=(a(l1+b)+5b

Como a # —1, entonces 1+b # 0. Por lo tanto, a(1+5b) es un nimero real diferente de
—1. Ademas, b también es un namero real diferente de —1. La suma de dos nimeros
reales diferentes de —1 es un nimero real diferente de —1. Por lo tanto, a * b # —1,

lo que significa que la operacidn * es cerrada en G.

2.Asociatividad: para demostrar que la operacion * es asociativa, se debe verificar

que para cualquier a, b, ¢ € G, se cumple la siguiente igualdad:

(@axb)xc=ax=(b=*c)
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Asi, con el lado izquierdo de la ecuacidn se tiene

(@axb)xc=(a+b+ab)=*c
=(@a+b+ab)+c+ (a+ b+ ab)c
=a+b+ab+c+ ac+ bc+ abc

Ahora, desarrollando el lado derecho de la ecuacién:

ax(bxc)=a=*x(b+c+ bc)
=a+b+c+bc+alb+ c+ be)
=a+b+c+bc+ab+ ac+ abc

Observe que ambos lados de la ecuacidn son idénticos. Por lo tanto, la operacion

es asociativa.

3.Neutro: considere e = 0. Se tiene que

exa=0+a+0a

=a

axe=a+0+a-0

=a

En ambos casos, el resultado es a. Por lo tanto, e = 0 es el elemento neutro de (G, *).

4 Inverso: considere b = —2—. Se tiene que:
a+1
—a —a
axb=a+ S
a+1 a+1

—a
=a+——(+
a a+1( @)

=a-—a

=0
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+a+
a+1 a+1
—a —a

= + a+a
a+1 a+1

—a
=——(~0+a)+
a+1( e

bxa=

=—a+a

=0

En ambos casos, se obtiene la identidad. Por lo tanto, cada a € G tiene un inverso
=
a+1’

En este caso, el conjunto con la operacion indicada forma un grupo.

Observe que

Sxx%2=85xxx2x21=8x2"!

SS5%xx=8x%

2+1

@5*x=8>x<—_2
) )
S5k x=8+—+8% —
* X 3 * =

SS5%xx=2

o5 w5%x=5"1%2

=—— %2
& X 5+1*
-5
Sx=—=x2
X 3 %
=5 )
Sx=—+24+—=x2
X 6 6 *
1
S x=—=

2
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Solucién 2.3.12 (Grupo)
Se probara que (G, o) es un grupo. Aqui, la operacidn es la composicion de funciones, lo que significa
que si se tiene dos funciones L,y L, de G, su composicién L, oL, también debe ser un elemento de G.

En efecto:

1.Cerradura: para demostrar la cerradura, considere dos elementos arbitrarios L,y L, de G, donde
a,b € G. La composiciéon de L,y L, es una funcién L,oL, : G — G definida por (L,0L,)(x) =
L, (Ly(x)) = L,(bx) = a(bx) para todo x € G. Dado que G es un grupo, se sabe que ab € G,
y por lo tanto, a(bx) = (ab)x, lo cual es simplemente la accion de L, en x. Esto muestra que
L,oL, = L,,loqueimplica que la composicion de cualquier par de elementos en G resulta en otro

elemento de G, satisfaciendo la propiedad de cerradura.

2.Asociatividad: la asociatividad en G proviene directamente de la asociatividad en G. Si se tiene
tres elementos L,, L,,y L, en 5, entonces para todo x € G, (L,o(L,oL, ))(x) = L,((L,oL.)(x)) =
L,(L,(L.(x))) = a(b(cx)) = (ab)c)x = ((L,0L,)oL )(x), lo que muestra que la composicioén de

funciones en G es asociativa.

3.Neutro: el elemento neutro en G es un elemento e tal que eg = ge = g paratodo g € G. La funcién
correspondiente en G es L,, donde L, (x) = ex = x para todo x € G. Esto muestra que L, actia
como el elemento neutro en G porque la composicion de L, con cualquier L, € G resulta en L,.
Es decir, L,oL, = L,oL, = L, paratodo g € G.

4 Inverso: para cada g € G, existe un inverso g~! € G tal que gg=' = g7'g = e, donde e es
el elemento neutro en G. La funcién correspondiente a g~' en G es L,-:, y para cualquier x €
G, se tiene que L,oL,(x) = L(L,1(x)) = L(g7'x) = (gg7")x = ex = x, y similarmente
L,-1oL (x) = x. Esto significa que L, es el inversode L, en G, cumpliendo la propiedad de tener

inverso para cada elemento.

En este caso, el conjunto con la operacion indicada forma un grupo.

Solucién 2.3.13 (Grupo)

Se probara que (G, o) es grupo con la composicioén de funciones. En efecto:

1.Cerradura: se debe demostrar que la composicion de dos funciones en G también pertenece a G.

SeanT,,y T, , dos funciones en G, donde a, ¢ # 0. La composicion T, ,oT, ; se define como:

(Ta,boTC’d)(x) = Ta’b(Tc,d(x)) = Ta’b(cx +d)=a(cx+d)+ b=acx+ (ad + b)

Ver p.71

Ver p.71
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Dado que ac # 0 (porque tanto a como ¢ son distintos de cero), la funcion compuesta T, ,;.,

pertenece a G, cumpliendo la propiedad de cerradura.

2.Asociatividad: la asociatividad para la composicion de funciones siempre se mantiene. Si se tiene

tres funcionesen G, T,,, T, 4, y T, ;, entonces para todo x € R:

((Ta,b OTC’d)OTe’f)(x) = (Ta’bO(Tc,d °Te,f))(x)

Esto se debe a que la composicion de funciones es inherentemente asociativa, cumpliendo dicha

propiedad.

3.Neutro: el elemento neutro e en este grupo es una funcion tal que e(x) = x para todo x € R. La
funcion T ; actda como el elemento neutro, ya que T ;(x) = 1x+0 = x. Por lo tanto, para cualquier

funcién T, , € G, se tiene:

(T, ;0T ))(x) =T, ,(x) = (T} 0T, ,)(x)

Lo que indica que T , no cambia el efecto de cualquier otra funcion en G, cumpliendo la propiedad

del elemento neutro.

4.Inverso: para cada funcién T, , € G, se necesita encontrar otra funcién en G tal que su composicion
devuelva el elemento neutro T . La funcion inversa T, ,, debe satisfacer:
(T, 50Ty y)(x) =T, o(x) = x

Resolviendo para a’ y b’, se encuentra que la composicién T, (T, ,(x)) = ax + b donde x =
T, ,(x) = a'x + b’ debe igualar x. Esto se satisface sia’ = 1/ay b’ = —b/a, demostrando que cada

funcidén en G tiene un inverso en G.

En este caso, el conjunto con la operacion indicada forma un grupo.

Ver p.72 Solucién 2.3.14 (Grupo)

Para demostrar que el conjunto K junto con la operacion * forma un grupo, se debe verifi-

car que cumple con las cuatro propiedades que definen a un grupo: cerradura, asocialtivi-
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dad, existencia de elemento neutro y existencia de inverso. Dado que K es un subconjunto
de G, y G, es un grupo, la propiedad de asociatividad se hereda directamente para los

elementos en K, asi que el enfoque se hara en las otras tres propiedades.

1.Cerradura: se debe demostrar que si g, h € K, entonces g * h € K. Por definicién

de K, se tiene que @(g) = ey @(h) = e. Usando la propiedad de de ¢, se tiene que:

pg*xh)=@(g) - -ph)=e-e=e

Esto muestra que g * A también cumple con la condicién para estar en K, por lo

tanto, K es cerrado bajo la operacion .

2.Neutro: dado que G, es un grupo, existe un elemento neutro e en G, tal que para
cualquier elemento g € G, se tiene g * e = e * g = g. Para que K sea un grupo, e
también debe ser el elemento neutro en K. Debido a la propiedades de ¢, se cumple

que:

ple)=e

Esto significa que e € K, ya que su imagen bajo ¢ es el elemento neutro en G,,
cumpliendo asi con la definicion de K. Por lo tanto, el elemento neutro de G, tam-

bién sirve como elemento neutro en K.

3.Inverso: para cualquier g € K, se necesita encontrarun g~! € K talque g * g~! =
g ! % g = e, donde e es el elemento neutro en G, (y por lo tanto en K). Se sabe que
@(g) = e, y se quiere mostrar que ¢(g~!) = e, donde g~! es el inverso de g en G,.
Dado que G, es un grupo, se sabe que cada elemento tiene un inverso. Usando la

propiedad de g, se tiene:

P plg ) =pgxg)=pl)=¢

Pero dado que ¢(g) = e, esto implica que:

e-pgh=e
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Por las propiedades de los grupos, esto significa que @(g~!) = e, por lo tanto, g~! €
K.

En este caso, el conjunto con la operacion indicada forma un grupo.

Para demostrar que R junto con la operacion - forma un grupo, se debe verificar que cumple
con las cuatro propiedades fundamentales de los grupos: cerradura, asociatividad, existen-
cia de elemento neutro, y existencia de inverso. Dado que R es un subconjunto de G, y
G, es un grupo, la propiedad de asociatividad se hereda directamente para los elementos

en R, asi que el enfoque se hara en las otras tres propiedades

1.Cerradura: para demostrar la clausura, se necesita mostrar que si 4,k € R, en-
tonces h - k € R. Por definicién de R, existen g, g’ € G, tales que @(g) = hy
@(g’) = k. Usando la propiedad de ¢, se tiene que:

pgxg)=0@) - oE)=h-k

Dadoque g * g’ € G,y p(g * g') = h - k, esto significa que & - k es la imagen bajo

@ de algun elemento en G, y por lo tanto, / - k € R, lo que demuestra la clausura.

2.Neutro: el elemento neutro en G, es e. Para que R sea un grupo bajo la operacion

-, e debe estar en R. Debido a las propiedades de ¢ se tiene que:
ple) =e

Esto significa que el elemento neutro de G,, e, es la imagen de e € G, bajo @, y por

lo tanto, e € R.

3.Inverso: para demostrar que cada elemento en R tiene un inverso en R, tome cual-
quier h € R. Por definicion de R, existe un g € G, tal que ¢(g) = h. Dado que G,
es un grupo, g tiene un inverso g-! € G, tal que g x g™' = g7! * g = ¢, donde e es

el elemento neutro en G,. Utilizando la propiedad de ¢, se tiene que:

P@) - pgH=pgxg ) =p)=¢
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Y también:
Pg™) - pg) = p(g™ *g) =gle)=¢
Esto significa que ¢(g~!) es el inverso de 4 en G,, y dado que g7!' € G, p(g™!) es

la imagen de algtin elemento en G, 1o que implica que el inverso de A, p(g™'), estd
en R.

En este caso, el conjunto con la operacion indicada forma un grupo.

Solucién 2.3.15 (Grupo)

Para demostrar que (F(R), +) es un grupo, se debe verificar que cumple con las cuatro
propiedades que definen a un grupo: cerradura, existencia de elemento neutro, existencia

de inverso y asociatividad. En efecto:

1.Cerradura: sea f, g € F(R), entonces para todo x € R, (f + g)(x) = f(x) + g(x).
Ya que la suma de dos nimeros reales es otro nimero real, (f + g)(x) € R. Por lo

tanto, f + g es una funcién de R en R, lo que implica que f + g € F(R).

2.Asociatividad: Sean f, g, h € F(R). Entonces, para todo x € R,
(f +8) +h)x) =(f +x)+ h(x) =(f(x) + &)+ h(x) =
J() + (&%) + h(x)) = (f + (g + h)(x)
Esto muestra que la operacidn de suma es asociativa.

3.Elemento Neutro: el elemento neutro en este grupo es la funcion constante 0, de-
notada como e(x) = 0 para todo x € R. Para cualquier funciéon f € F(R), se tiene
que (f +e)(x) = f(x) + e(x) = f(x)+ 0 = f(x) para todo x € R. Esto demuestra
que f + e = f, lo que significa que e es el elemento neutro del grupo.

4.Inverso: para cualquier f € F(R), se define g(x) = —f(x) para todo x € R.
Entonces (f + g)(x) = f(x) + g(x) = f(x) — f(x) = 0, lo que es igual a e(x) para
todo x. Por lo tanto, g es el inversode f,y g € F(R).

En este caso, el conjunto con la operacion indicada forma un grupo.

Ver p.72
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Para mostrar que (F(R),-) no forma un grupo, basta con encontrar un caso en el que
no se cumpla alguna de las propiedades necesarias para ser un grupo. Las propiedades
necesarias para ser un grupo son: cerradura, asociatividad, elemento neutro y elemento
inverso. Aunque la operacion de multiplicacion es cerrada y asociativa en F(R), y existe
un elemento neutro e(x) = 1 para todo x € R (ya que f(x) - 1 = f(x) para toda funcién
f), el problema surge al considerar la existencia de elementos inversos para todas las
funciones en 7 (R). En efecto, considere la funcién constante f(x) = 0 para todo x € R.
Esta funcion pertenece a F(R). Para que (F(R), -) sea un grupo, debe existir un inverso
multiplicativo g € F(R) tal que f(x) - g(x) = 1 para todo x € R. Sin embargo, no existe

tal funcién g porque para todo x,

0-g(x)=04# 1.

Esta contradiccion muestra que no todas las funciones en 7 (R) tienen un inverso multi-
plicativo, lo cual es necesario para la definicion de un grupo. Por lo tanto, (F(R), -) no es

un grupo debido a la violacion de la propiedad del elemento inverso.

Para demostrar que (C°(R), +) es un grupo, se debe verificar que cumple con las cuatro
propiedades fundamentales de los grupos con respecto a la operacion de suma: cerradura,

asociatividad, elemento neutro e inverso. En efecto:

1.Cerradura: sean f, g € C°(R), lo que significa que f y g son continuas. La suma
de dos funciones continuas, f + g, definida por (f + g)(x) = f(x) + g(x) para todo
x € R, es también una funcion continua. Esto se debe a que la suma de funciones

continuas es continua. Por lo tanto, f + g € C°(R).

2.Asociatividad: la asociatividad de la suma en (C°(R), +) se deriva directamente de

la asociatividad de la suma en R. Sean f, g, h € C°(R). Entonces, para todo x € R,
(f +8)+h)(x)=(f +8)x)+ h(x) = (f(x) + g(x)) + h(x) =

J() + (&%) + h(x)) = (f + (g + h)(x)
Esto muestra que la operacién de suma es asociativa para funciones en C°(R).

3.Neutro: el elemento neutro en este grupo es la funcién constante 0, denotada como




Soluciones

e(x) = 0 para todo x € R. Esta funcién es claramente continua. Para cualquier
funcion f € C°(R), se tiene que (f + e)(x) = f(x) + e(x) = f(x) + 0 = f(x) para
todo x. Esto demuestra que f + e = f, confirmando que e es el elemento neutro del

grupo.

4 Inverso: para cualquier f € C°(R), se define g(x) = —f(x) para todo x € R.
La funcién g es continua, ya que la negacion de una funcion continua es continua.
Entonces, (f + g)(x) = f(x) + g(x) = f(x) — f(x) =0, lo que es igual a e(x) para
todo x. Esto demuestra que g es el inverso de f,y g € C°(R).

En este caso, el conjunto con la operacion indicada forma un grupo.

Para demostrar que (F/(R), +) es un grupo, se necesita verificar que cumple con las cuatro
propiedades fundamentales de los grupos con respecto a la operacion de suma: cerradura,

asociatividad, neutro e inverso. En efecto:

1.Cerradura: sean f,g € F!(R), lo que significa que f(—x) = —f(x) y g(—x) =

—g(x) para todo x € R. Considere la suma f + g y evaluando en —x:

(f +8)(=x) = f(=x) + g(=x) = = f(x) = g(x) = =(f (%) + g(x)) = =(f + &)%)
Esto muestra que f + g € F/(R), cumpliendo la propiedad de cerradura.

2.Asociatividad: la asociatividad de la suma en F/(R) se deriva directamente de la

asociatividad de la suma en R.

3.Neutro: el elemento neutro es la funcion e(x) = 0 para todo x € R. Es facil verificar
que e pertenece a F/(R) porque e(—x) = 0 = —0 = —e(x). Para cualquier funcion

f € FI(R), se tiene que f +e = f, satisfaciendo la propiedad del elemento neutro.

4 Inverso: Para cada f € F!(R), se define g(x) = —f(x). Es claro que g € F!(R)

porque g(—x) = —f(—x) = —(—f(x)) = f(x). Ademas, f + g = 0 = e, lo que
muestra que cada elemento tiene un inverso aditivo en F!(R).

En este caso, el conjunto con la operacion indicada forma un grupo.
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Para demostrar que (F*(R),-) es un grupo y que (F*(R),+) no es un grupo, se debe
analizar cada estructura con respecto a las propiedades de un grupo: cerradura, elemento

neutro, elemento inverso y asociatividad.

(F*(R),-) como grupo Observe que se cumplen todas las propiedades respectivas.
A saber:

1.Cerradura: para cualquier f,g € F*(R), donde f(x) > 0y g(x) > 0 para todo
x € R, el producto f - g, definido como (f - g)(x) = f(x)g(x), también es mayor
que cero para todo x € R. Esto se debe a que el producto de dos nimeros positivos

es positivo. Por lo tanto, f - g € FT(R).

2.Asociatividad: la multiplicacion de funciones reales es asociativa. Por lo tanto, para
cualquier f,g,h € F*(R),setieneque (f -g)-h=f-(g-h).

3.Neutro: el elemento neutro en esta operacion es la funcion constante e(x) = 1 para

todox € R,yaquel >0y f(x)-1 = f(x) para cualquier funcién f € F*(R).

4.Inverso: para cada f € FT(R), existe un inverso g € F*(R) tal que f(x)g(x) =1,
definido por g(x) = ﬁ Dado que f(x) > 0, g(x) > 0 también, lo que implica que
g € F*(R).

Estas propiedades demuestran que (F*(R), -) es un grupo.
(F*(R), +) no es grupo

Para demostrar que (F*(R),+) no es un grupo, basta con encontrar una propiedad

de los grupos que no se cumpla.

Cerradura: aunque para cualquier f,g € F*(R), la suma f + g, definida como
(f + 2)(x) = f(x) + g(x), también resulta en una funcién donde f(x) + g(x) > O para
todo x € R, lo cual satisface la propiedad de cerradura, el problema surge con el elemento
inverso.

Elemento inverso: para que F*(R),+) sea un grupo, cada elemento f € F*(R) debe
tener un inverso aditivo g € F*(R) tal que f(x) + g(x) = e, donde e es el elemento

neutro. Sin embargo, el elemento neutro para la adicién seria una funcion e(x) = 0 para
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todo x € R, pero este e(x) no pertenece a F*(R) ya que no es estrictamente mayor
que cero. Ademas, no existe una funciéon g € F*(R) tal que la suma de g y cualquier
funcidn positiva f resulte en cero o en otra funcién positiva constante, ya que f(x) >0y

g(x) deberia ser negativa para restar f(x) a cero, lo cual contradice la definiciéon de F*(R).

Por lo tanto, (F*(R),+) no satisface la propiedad de tener un elemento inverso pa-

ra cada elemento en el conjunto, lo que significa que no es un grupo.

Solucién 2.3.16 (Grupo)

Después de realizar las operaciones de multiplicacion de matrices, se obtienen los siguien-

tes resultados:

-1 0
=Para i, j, k?, todos resultan en < 0 1), lo que demuestra que i’ = j* = k? =

0 i 0 -
=Para ij, se obtiene < ) (l)), que es precisamente K, y para ji, se obtiene < ) Ol>’
i —i
que es —k. Esto confirma que ij = —ji = k.

i 0 —-i 0
=Para jk, se obtiene <(l) '>, que es i, y para Kkj, se obtiene < 01 _>, que es —i.
—i i

Esto verifica que jk = —kj =i.

0

1
sFinalmente, para ki, se obtiene ( 0), que es j, y para ik, el resultado es

0 -1
(1 7 ), que es —j. Esto muestra que ki = —ik = j.

Estos resultados demuestran las propiedades especificadas del grupo de cuaterniones, uti-

lizando la multiplicacién de matrices para i, j, k y sus combinaciones.

Para demostrar que el conjunto Qg := {-1, -1, —j, -k, 1,1, j,k} forma un grupo con la

operacion de multiplicacion de matrices, se debe verificar las siguientes propiedades de

un grupo: cerradura, asociatividad, elemento neutro y elemento inverso. En efecto:

Ver p.73
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1.Cerradura: basado en la demostracion anterior, donde se probo que i = j*> = k> =

—1,ij = —ji = k, jk = —kj =i, y ki = —ik = j, es facil verificar que multiplicar
cualquiera de los elementos de Qg por otro elemento de Qg resulta en otro elemento
dentro de Q. Por ejemplo, —i - —i = i* = —1, que es equivalente a —1, que estd en

Os.

2.Asociatividad: la asociatividad se cumple debido a la naturaleza de la multiplica-
cién de matrices, que es asociativa. Por lo tanto, no se necesita verificar cada posible

combinacion de elementos en Qg para demostrar esta propiedad.

3.Neutro: El elemento 1 actiia como el elemento neutro, ya que la multiplicacion de
cualquier elemento de Qg por 1 da como resultado el mismo elemento, por ejemplo,

i-1=iy-i-1=-i

4.Inverso: cada elemento en Qg tiene un inverso dentro del conjunto. Por ejemplo, el
inversodeies —iyaquei-—i = —1 = —1, y el inverso de j es —j, y asi sucesivamente

para los demas elementos.

Dado que Qg cumple con todas las propiedades requeridas para ser un grupo bajo la ope-
racion de multiplicacion de matrices, se concluye que Q; es efectivamente un grupo.
Este grupo es conocido como el grupo de cuaterniones, que juega un papel importante en
la Matematica y la Fisica, especialmente en el estudio de rotaciones en el espacio tridi-

mensional.

Ver p.73 Solucién 2.3.17 (Grupo)

Recuerde que:
nZs es el conjunto de clases de equivalencia de los enteros modulo 5, con la operacion de suma:

{0,1,2,3,4}.

nZ es el conjunto de elementos invertibles en Zs bajo la multiplicacion, es decir, elementos con

inverso multiplicativo: {1,2,3,4}.

=, generalmente se refiere al grupo de unidades de Zs. No obstante como la cantidad se refiere a

un namero primor sucede que Us, - coincide con Zs *, -.

nZ, es el conjunto de clases de equivalencia de los enteros modulo 6, con la operacion de suma:
{0,1,2,3,4,5}.
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De esta forma:

+(0]1]2(3]4
0(0|1|2]3]4
nTabla de grupo para (Z;, +) Lj1]2]3]410
2(2(3|14(0]1
3(3[(4(0[1]2
41410123
11234
1111234
s Tabla de grupo para (Z%, -) Lj1j2)34
21214113
3(3(1(4|2
41413211
* 01112345
0/0|1|2(3]4]|5
1]1]2(3]4]|5/|0
sTabla de grupo para (Z,,+)| 2 |2 |3 |4 |50 |1
313[4(5/0]1|2
414 15/0]1(2|3
5/5(0|1(2|3|4
[
Solucion 2.3.18 (Grupo) Ver p.73

Dado que xz = yz, se desea manipular esta ecuacion para ¢ancelar"z de ambos lados. Para hacerlo, se

utiliza la existencia del inverso de z, denotado como z~!.

1

De esta manera, se multiplica ambos lados de la ecuacion xz = yz por z=' a la derecha. Debido a la

asociatividad, podemos reorganizar los paréntesis sin cambiar el resultado. Esto es:

1

(x2)z7! = (yz2)z7!

Aplicando la asociatividad:

x(zz™H = y(zz7)
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Abhora, se sabe que zz~!

= e, donde e es el elemento identidad en G. Entonces, reemplazando:
xe = ye
Y, dado que el elemento de identidad e tiene la propiedad de que ae = ea = a para todo a € G, se tiene:

X=Yy

Esto completa la demostracion.

Ver p.73  Solucién 2.3.19 (Grupo)
Dadas las condiciones:

l.a® =e,
2.b* =e,
3.ab = ba>,

Se quiere demostrar
1.a%*b = ba,
2.ab® = b’a?,

Demostracion de b = ba

Se comienza multiplicando la ecuacién ab = ba® por a a la izquierda:

a(ab) = a(ba®)
a’b = (ab)a® (por asociatividad y definicién )
a*b = (ba*)a® (condicién dada ab = ba?)

a*b = ba® (definicién)

6

Como a’ = e, entonces aa’ = a® = ae = a lo que simplifica la expresion a:

a*b = ba (definicién y condicion dada)
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Esto demuestra lo primero.
Demostracion de ab® = ba?

Con base en el resultado anterior, se multiplica la ecuacién a*b = ba por b* a la izquierda:

b*(a®b) = b*(ba)

(b’a*)b = b*a  (definicion y asociatividad )
Como b* = e se tiene que:

(b’a*)b = ea (definicién y condicién dada)

(b°a®)b = a (definicién de neutro ae = ea = a)
Ahora, se multiplicamos la ecuacién (b*a®)b = a por b* a la izquierda:

(B>aHb)b® = ab’
(b*a®)b* = ab® (definicién)
(b*a®)e = ab® (condicién dada)

b’a®> = ab® (definicién de neutro ae = ea = a)

Se demuestra que a’h = ba 'y ab® = b’a’.
Observacion: La ecuacion ab = ba® se conoce como ecuacion de Schreier. Esta ecuacion se utiliza
en la teoria de grupos para estudiar la estructura de los grupos.

[]

Solucién 2.3.20 (Grupo) Ver p.73

La demostracion se divide en dos partes: la implicacién directa(a-b=c-b=>a=c)y

la implicacion inversa (a =c = a-b=c - b).

Implicacion directa (a-b=c-b= a=c)
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Hipotesis: Supongaquea-b=c - b.

Prueba: Dado que G es un grupo, para cualquier elemento b € G, existe un inver-
sob' € Gtalque b-b~! = b~ - b= e, donde e es el elemento identidad de G. Con base
en esto, se multiplica ambos lados de la ecuacién a - b = ¢ - b por b~! a la derecha. El
resultado es (a - b) - ™! = (¢ - b) - b~!. Usando la propiedad asociativa para reorganizar
los paréntesis sin cambiar el resultado se obtiene a - (b - b~') = ¢ - (b - b7!). Como
b-b! = e, la ecuacion se simplifica a a - e = ¢ - e. Por altimo, dado que el elemento

identidad e tiene la propiedad de que x-e = x para cualquier x € G, se concluye que a = c.
Implicacion inversa: (a =c=>a-b=c-b)
Hipaotesis: Suponga que a = c.

Prueba: Dado que a = ¢, se multiplica ambos lados de esta ecuacion por b a la

derecha. Esto da como respuestaa - b =c - b.

Por tanto, se ha demostrado que en un grupo G,a-b=c-bsiysolosia = c.

La demostracion se divide en dos partes: la implicacion directa (b-a=b-c =>a=1c)y

la implicacién inversa(a =c=>b-a=b-c).
Implicacion directa (b-a=b-c = a=c)
Hipotesis: Supongaque b-a=5b-c.

Prueba: Dado que G es un grupo, para cualquier elemento b € G, existe un inver-
sobleGtalque b-b! =b~' - b = e, donde e es el elemento identidad de G. Con base
en esto, se multiplica ambos lados de la ecuacién b - a = b - ¢ por b~! a la izquierda. El
resultado es b= - (b-a) = b~' - (b - ¢). Usando la propiedad asociativa para reorganizar
los paréntesis sin cambiar el resultado se obtiene (b™! - b) - a = (b™' - b) - c. Como
b=' - b = e, la ecuacion se simplifica a e - a = e - c. Por tltimo, dado que el elemento

identidad e tiene la propiedad de que e-x = x para cualquier x € G, se concluye que a = c.
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Implicacion inversa: (a =c=>b-a=b-c)

Hipotesis: Suponga que a = c.

Prueba: Dado que a = ¢, se multiplica ambos lados de esta ecuacién por b a la

izquierda. Esto da como respuestab-a=5b - c.

Por tanto, se ha demostrado que en un grupo G, b-a=>b-csiysolosia = c.
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E“ Soluciones de la seccion 2.8

Ver p.101 Solucién 2.8.1 (Grupo Abeliano)
Para demostrar que el conjunto de matrices (M (m, n, R) con la operacién de suma es un grupo abeliano,

se debe verificar cinco propiedades: cerradura, asociatividad, existencia del elemento neutro, existencia

del inverso y la conmutatividad.

1.Cerradura: dado que se esta considerando la suma de matrices en M (m, n, R), la suma de dos ma-
trices en este conjunto también es una matriz en M (m, n, R). Por lo tanto, la propiedad de cerradura

se cumple.

2.Asociatividad: la suma de matrices es asociativa, es decir, para cualesquiera matrices A, B, C en
M(m,n,R), se cumple (A+ B)+ C =A+ (B+ ().

3.Neutro: la matriz nula O, , sirve como el elemento neutro para la suma en M (m, n, R). Para cual-

quier matriz A en M (m, n, R), se cumple A+ O,,,, = A.

4.Inverso: Cada matriz A en M (m, n, R) tiene un inverso aditivo, que es la matriz opuesta —A. Esto

se cumple yaque A + (—A) = O,

5.Conmutatividad: la operacion es abeliana porque la suma de matrices es conmutativa, es decir,

A + B = B + A para cualquier par de matrices A, B en M (m, n, R).

Ver p.101  Solucién 2.8.2 (Grupo Abeliano)
Para demostrar que el conjunto G con la operacién de composicion de funciones es un grupo abeliano, se
debe verificar cinco propiedades: cerradura, asociatividad, existencia del elemento neutro, existencia del

inverso y la conmutatividad.

1.Cerradura: considere y,(x) = a;x + b, y y,(x) = a,x + b, con a,, a, > 0, entonces

(yioy)(x) = y;(1,(x)) = y,(a,x + by) = a,(a,x + b,y) + b, = a,a,x + (a;b, + b)).
Como a,a, > 0, se sigue que y oy, € G.

2.Asociatividad: la composicién de funciones es naturalmente asociativa. Es decir, para cualquier

yl’ y2’ y3 € G?
(J’1°)’2)°.V3 = y1°()’2°)’3)~
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3.Neutro: el elemento neutro en este grupo es la funcién e(x) = x, que corresponde a tomara =1y

b = 0. Comprobar que e(x) = x actia como neutro es directo:

(yoe)(x) = y(x) 'y (eoy)(x) = y(x).
4.Inverso: si y(x) = ax+b, suinverso y~'(x) debe satisfacer (yoy~!)(x) = x. Resolviendo ax+b =y
para x, se obtiene que x = i y considerando que x = y~!(x) se tiene que
a

_ —b
y =222
a

Se verifica que y~! € G porque 1 > 0.
a

5.Conmutatividad: para que G sea Abeliano, debe cumplirse que y,oy, = y,oy, para todo y,,y, €

G.Tome y,(x) = a;x+ b, y y,(x) = a,x + b,:
(yio,)(x) = a,(a,x + by) + b, = aya,x + (a,; b, + b)),
(3,0y)(x) = ay(a;x + b)) + b, = a;a,x + (a,b; + b,).

Observe que (y,0y,)(x) = (y,0¥,)(x) sty solo si a;b, + b, = a,b, + b,. En general, esto no es cierto para
todos los valores de a,, a,, b,, b, en los reales. Por lo tanto, G no es Abeliano. En resumen, G es un grupo

bajo la composicién de funciones, pero no es un grupo Abeliano.
O

Solucion 2.8.3 (Grupo Abeliano)
Para demostrar que el conjunto (Q, %) es un grupo Abeliano, se necesita verificar primero que es grupo

bajo la operacién definida p % g = % y luego mostrar que esta operacion es conmutativa:

1.Cerradura: si p,q € Q* y ambos son positivos, entonces pq también es positivo. Por lo tanto, %

también es positivo y pertenece a Q.

2.Asociatividad: para p, g,r € Q%, se tiene:

(p*q)*r:<ﬂ>*r: =
2 2 4

Ver p.101
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r
px(q*r)=p* (%)
Esto demuestra que (p * q) * r = p * (q * r).

3.Neutro: el elemento neutro e debe cumplir e % p = p % e = p. Esto implica:
e
?p=p2>ep=2p:e=2
Por lo tanto, el elemento neutro es 2 que pertenece a los nimeros racionales positivos.
4 Inverso: el inverso de p, denotado p~!, debe satisfacer p * p~! = 2. Esto implica:

-1
4
144 =2=ppl=4=pl=2

Dadoque pe Qtyp>0,p' = j—) también es positivo y pertenece a Q.
5.Conmutatividad: la operacion es conmutativa porque:
pra=2=Lcgup
2 2

para todo p,q € Q.

Dado que (Q7, %) cumple todas las propiedades de un grupo y la operacion * es conmutativa, se puede

concluir que (Q*, %) es un grupo Abeliano. [

Ver p.101  Solucién 2.8.4 (Grupo Abeliano)
"(«)"Si G es Abeliano, entonces (ab)’ = a’b?

Suponga que G es un grupo Abeliano. Esto implica que para todos a, b € G, ab = ba. Ahora
(ab)? = ab - ab = abab
Dado que el grupo es Abeliano, se pueden reorganizar los términos ab y ba libremente, por lo tanto:
abab = aabb = a*b*

Esto demuestra que si el grupo G es Abeliano, entonces (ab)? = a’b>.
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("=") Si (ab)* = a*b* para todo a, b € G, entonces G es Abeliano

Suponga que para cualesquiera a, b € G, se cumple que (ab)> = a*b*. Se desea demostrar que ab = ba,

lo que haria a G un grupo Abeliano.

Dado que (ab)? = ab?, se tiene:
abab = aabb

Ahora, usando la propiedad de cancelacidn en grupos (la cual es vilida porque todo grupo tiene in-
versos multiplicativos), se puede operar la igualdad anterior por los inversos respectivos tanto por en la
izquerda de la igualdad como por la derecha, obteniendo que ba = ab.

Conclusion

Por lo tanto, G es un grupo Abeliano si y solo si (ab)? = a?b* para todos a, b en G.

Solucion 2.8.5 (Grupo Abeliano)
Para probar que el grupo G es abeliano, tome dos elementos arbitrarios a, b € G y se tiene que mostrar

que ab = ba.

Dado que a> = ey b* = e, se puede escribir que a’h*> = e. Ademés, usando la misma hipoétesis, y

como ab € G, entonces (ab)* = e. Con ello se deduce que
a’b? = (ab)?,

luego use el ejercicio anterior y se concluye que G es Abeliano.

Observacion: Este ejercicio se usard mas adelante para el ejemplo 2.12.

Solucién 2.8.6 (Grupo Abeliano)
Considere un grupo (G, -) con |G| = 3. Como G tiene exactamente tres elementos, denote a estos por por

e (el elemento neutro), a, y b.

e a
ele a b
a® ab

Ver p.101

Ver p.102
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Analizando la tabla, los productos posibles son:
1.a* y b* son los inversos de a y b respectivamente, porque a®> = ey b* = e.

2.Siab o ba fuesen igual a e, a, 0 b, por las propiedades del grupo y la necesidad de que los productos

estén cerrados dentro de G, se debe tener ab = ba.

Luego, la conmutatividad se sigue de la restriccién de que cualquier producto como ab o ba debe resultar
en un elemento del grupo, y dado que los elementos son limitados y el grupo esta cerrado bajo la operacidn,
se tiene:

ab = ba

Lo que implica que G es Abeliano.

Observacion: La Tabla de Cayley es una herramienta utilizada en teoria de grupos para visualizar la
estructura de operaciones de un grupo. Es esencialmente una tabla que representa la operacién de grupo y
muestra como los elementos del grupo interactiian entre si bajo esta operacion. La tabla toma su nombre
del matemaético britanico Arthur Cayley, quien fue uno de los primeros en desarrollar este concepto en el
siglo XIX.

[]

Ver p.102  Solucién 2.8.7 (Subgrupo)

Para probar que AS = S para cualquier 2 € .S, donde S es un subgrupo de un grupo, se

siguen los siguientes pasos:

1.hS C S:Seah € Sys € S. Entonces hs € S porque .S es un subgrupo, y por
definicion de subgrupo, el producto de dos elementos de .S debe también estar en

S. Por lo tanto, cada elemento de AS estaen .S.

2.8 C hS:Denuevo, sea h € Sy considere cualquier s € .§. Como S es un subgrupo,
el inverso de h, denotado ~~!, también estd en S. Entonces para cualquier s € .S,
podemos escribir s como hh~!s. Observe que h~'s € S porque ambos ~A~! y s estan
en S y S es cerrado bajo la operacion del grupo. Por lo tanto, s = h(h~'s) estd en

hsS. Esto muestra que cada elemento de .S estd en A.S.

Habiendo demostrado que A4S C S'y S C AS, se concluye que AS = S.
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Por otro lado, para probar que S = Sh para cualquier A~ € §, donde S es un sub-

grupo de un grupo, se siguen pasos similares a los anteriores:

1.Sh C S: Siguiendo un razonamiento similar, para cualquier s € Sy h € S, el
producto sh estd en .S debido a que S es un subgrupo. Asi, cada elemento de Sh

estaen .S.

2.S C Sh: Nuevamente, como h~' € S, para cualquier s € S, el elemento s = sh™'h
puede ser reescrito como (sh~')h. Aqui, sh € S porque sy h esténen Sy S es
cerrado bajo la operacion. Entonces, s € Sh. Esto muestra que cada elemento de .S

también esta en Sh.

Con esto, Sh C .Sy .S C Sh, se concluye que Sh = S.

Sea .S es un subgrupo de un grupo, para mostrar que x_'y € S si y solo si x.5 = Sy, se

deben probar dos implicaciones:

Parte 1: (=) Si x~'y € S, entonces xS = Sy
Suponga que x~'y € S. Se quiere mostrar que xS = Sy:

En efecto, como x~!y € S, entonces existe un ¢t € .S tal que x~'y = ¢. Multipli-
cando ambos lados de esta igualdad por x, se tiene que y = xt. Ahora, tome cualquier

elemento de Sy, por ejemplo sy, donde s € S.Entonces:
sy = (xt)s = x(ts) = xs’ donde s’ =ts € S.

Esto muestra que sy = x(s’) donde s’ € S. Como existe una igualdad, se concluye que
xS = Sy.

Parte 2: (<) Si xS = Sy, entonces x'y € S
Ahora suponga que xS = Sy. Se quiere demostrar que x~'y € S

Dado que xS = Sy, cualquier elemento de Sy estd en x.S. En particular, el ele-

mento y € Sy (tomando s = e donde e es el elemento neutro en S’y y = ey). Entonces,
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como y € x5, existe un s € .S tal que y = xs.

Multiplicando ambos lados de esta igualdad por x~! desde la izquierda, se obtie-
ne:

X y=s.

Como s € S, se tiene que x'y € S.

Esto completa la prueba de que x~'y € § < x5 = Sy.

Ver p.102 Solucién 2.8.8 (Grupo y subgrupo)

Para mostrar que Z X Z es un grupo bajo la operacion (a, b) + (¢,d) = (a+c,b+ d), se

verifica que cumple las cuatro propiedades fundamentales de un grupo:

1.Cerradura: sean (a,b) € ZX Z y (c,d) € Z X Z. Entonces,

(a,b)+ (c,d)=(a+c,b+d).

Puestoque a+c € Zy b+d € Z (porque Z es cerrado bajo la suma), se sigue que
(a+c,b+d) e ZxZ.Porlo tanto, Z X Z es cerrado bajo la suma.

2.Asociatividad: Se debe verificar que para todos (a, b), (c,d), (e, f) € Z X Z,
((a,b) + (c,d)) + (e, f) = (a,b) + (¢, d) + (e, ).
Calculando ambos lados:
((a, b))+ (c,d)+ (e, f)=(a+c,b+d)+(e,f)=({a+c)+e (b+d)+ f)

=(a+c+eb+d+ f),
(a,b)+ ((c,d)+ (e, f) =(a,b)+(c+e,d+ f)=(a+(c+e),b+(d+ [)
=(a+c+eb+d+ f).

Dado que ambas expresiones son iguales, se cumple la propiedad asociativa.
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3.Neutro: se debe encontrar un elemento neutro e € Z X Z tal que para cualquier
(a,b)e Zx Z,
(a,b) + e = (a,b).

Considere e = (0, 0). Entonces,

(a,b)+(0,0) =(a+0,b+0) = (a,b).

Por lo tanto, (0, 0) es el elemento neutroen Z X Z.

4.Inverso: para cada (a,b) € Z X Z, se debem encontrar un inverso (c¢,d) € Z X Z
tal que
(a,b) + (c,d) =(0,0).

Considere (¢, d) = (—a, —b). Entonces,

(a,b) + (—a,—b)=(a—a,b—b)=(0,0).

Asi, para cada (a, b) € Z X Z, (—a, —b) es su inverso.

Por lo tanto, Z X Z es un grupo con la suma definida.

Para demostrar que H := {(m,n) € ZX Z . 2m —3n = 0} es un subgrupo de Z X Z, se
debe verificar que H cumple las condiciones de ser un subgrupo. En particular, se debe

mostrar que:
1.H es no vacio.
2.H es cerrado bajo la operacién de grupo.
3.H contiene los inversos de sus elementos.
En tal caso

1.Para probar que H es no vacio, se debe encontrar al menos un elemento en H.

Considere (m, n) = (3k, 2k) para cualquier k € Z. Entonces,

2(3k) — 3(2k) = 6k — 6k = 0.
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Por lo tanto, cualquier (3k,2k) € H. En particular, (0,0) € H yaque2-0-3-0 = 0.

Esto muestra que H es no vacio.

2.Para mostrar que H es cerrado bajo la operacion de grupo, considere dos elementos
(my,n,)y (m,,n,) en H. Esto significa que 2m, —3n, = 0y 2m, —3n, = 0. Se debe
probar que (m; + m,,n, +n,) € H.

Observe que:
2(m; + m,) —3(n, +n,) = 2m; —3n,) + 2m, —3n,) =0+ 0 =0.

Por lo tanto, (m; + m,,n, +n,) € H, lo que muestra que H es cerrado bajo la suma.

3.Para mostrar que H contiene los inversos de sus elementos, considere un elemento

(m,n) € H. Esto significa que 2m — 3n = 0. Se debe probar que (—m,—n) € H.
Calculando:
2(—m) —3(—n) = -2m+3n=—-2m—-3n)=-0=0.

Por lo tanto, (—m,—n) € H, lo que muestra que H contiene los inversos de sus

elementos.

Por lo tanto, H es un subgrupo de Z X Z.

Ver p.102  Solucién 2.8.9 (Subgrupo)
Para demostrar que H es un subgrupo de Q*, se necesita verificar que H cumple las siguientes propieda-

des:

1.H es no vacio.
2.H es cerrado bajo la operacion de grupo (multiplicacion).

3.H contiene los inversos de sus elementos.

En tal caso:

1.Se puede observar que H contiene el elemento 1, que es un nimero racional no nulo. Por lo tanto,

H es no vacio.
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2.Para mostrar que H es cerrado bajo la multiplicacion, tome dos elementos cualesquieraay ben H.
Por la definicién de H, estos elementos pueden ser expresados como potencias de 2 o fracciones
con potencias de 2:

a=2" 'y b=2"

donde m y n son enteros (positivos, negativos o cero). Debe mostrar que el producto a - b € H.
Luego
a-b=2".2"=2""

Dado que m + n es un entero, 2"*" es una potencia de 2, lo cual implica que 2"*" € H. Por lo tanto,

H es cerrado bajo la multiplicacion.

3.Para mostrar que H contiene los inversos de sus elementos, considere un elemento a € H. Por la

definicion de H, este elemento puede ser expresado como una potencia de 2:
a=2"

donde m es un entero. El inverso de a en Q* es a~!:

a—l — (Zm)—l =m
Dado que —m es también un entero, 2" es una potencia de 2 o su inverso, lo cual implica que

27" e H. Por lo tanto, H contiene los inversos de sus elementos.

Por lo tanto, H es un subgrupo de Q*.

Solucion 2.8.10 (Subgrupo) Ver p.103
Como V es fiito, para demostrar que H < V solo basta verificar que H cumple la propiedad de cerradura,
esto es: connsidere los elementos de H, que son e y r. Se necesita verificar que el producto de cualquier

par de elementos en H también estd en H. Se usa la tabla de Cayley del grupo de Klein para V':

ole h v r
ele h v r
hilh e r v
viv r e h
rir v h e

Observe las combinaciones posibles dentro de H:



Ver p.103

N
Soluciones

meoe = ¢
meor =r
mroe =r
mjyor = e

Todos estos productos estan en H. Por lo tanto, H es cerrado bajo la operacion o. Por lo tanto, H es un
subgrupo de V', y se escribe:
H<V

Solucién 2.8.11 (Subgrupo)
Para demostrar que SO(n, R) es un subgrupo de G L(n, R) bajo la multiplicacién usual de matrices, se

necesita verificar las siguientes propiedades:
1.Cerradura: Para todos A, B € SO(n,R), AB € SO(n,R).
2. Elemento identidad: El elemento identidad de G L(n, R) esta en SO(n, R).
3.Inversos: Para cada A € SO(n, R), el inverso de A esta en SO(n, R).

Recuerde que el grupo SO(n, R) se define como el grupo de todas las matrices ortogonales A de tamaiio

n X n con determinante 1:
SOn,R)y={A € GL(nR) | ATA=1 y det(A) = 1}.

Con base en este se tiene:

1.Sean A, B € SO(n,R). Se debe mostrar que AB € SO(n, R).

Ortogonalidad: A”A = I y BT B = I. Entonces,
(AB)"(AB)=B"A"TAB=B"IB=B"B=1.
Asi, AB es ortogonal.

Cerradura:
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Determinante: det(A) = 1 y det(B) = 1. Entonces,
det(AB) =det(A)det(B)=1-1=1.
Por lo tanto, A B tiene determinante 1.
Con estas dos propiedades, AB € SO(n, R), demostrando el cierre.
2.El elemento identidad en G L(n, R) es la matriz identidad I. Claramente
I"'T=1 y det()=1.
Por lo tanto, I € SO(n, R).
3.Sea A € SO(n, R). Se debe mostrar que A~! € SO(n, R).
Ortogonalidad: AT A = I implica que A~' = A”. Entonces,
(AHTA = (A" AT = AA" =1,
asf que A~! es ortogonal.

Determinante: det(A) = 1. Se sabe que

1
det(A) 1

det(A™") =

Por lo tanto, A~! tiene determinante 1.

Con estas dos propiedades, A~! € SO(n, R).

Por lo tanto, SO(n, R) es un subgrupo de G L(n, R).

Solucion 2.8.12 (Grupo y subgrupo)

Ver p.103
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Para probar que (R* X R, *) es un grupo bajo la operacién definida por
(a,b) * (c,d) = (4ac,b+d + 3),

se necesita verificar las siguientes propiedades: cerradura, asociatividad, neutro e inverso.

En efecto:
1.Cerradura: dado (a, b), (c,d) € R* X R, se tiene

(a,b) % (c,d) = (4ac, b+ d + 3).

Claramente, 4ac € R* yaque ay c son elementos nonulosde R,y b+d +3 € R.
Por lo tanto, (4ac,b + d + 3) € R* x R. Esto muestra que el conjunto es cerrado

bajo la operacion .

2.Asociatividad: para verificar la asociatividad, se toma (a, b), (¢, d), (e, f) € R*XR

y se comprueba que

(a,b) * ((c,d) * (e, f)) = ((a,b) * (¢, d)) * (e, f).
En efecto, en primer lugar se observa que
(c.d) % (e, f) = (4ce.d + f +3)
Luego
(@) (a,b) * (4ce,d + [ +3) = (4a-4ce, b+(d+ f +3)+3) = (16ace, b+d + f +6)

Por otro lado,
(a,b) * (¢,d) = (4ac,b+ d + 3).

Luego
(b) (4ac,b+d+3) * (e, f) = (4-4ac-e,(b+d+3)+ f+3) = (16ace, b+d + f+6)

Note que (a) y (b) son expresiones iguales. Esto muestra que la operacion es asocia-

tiva.
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3.Neutro: se busca (e, e,) € R* X R tal que para todo (a, b) € R* X R,
(e, e,) * (a,b) = (4e,a,e, + b+ 3) = (a, b).
Esto ofrece las ecuaciones:
deja=a y e, +b+3=0b.

o 0L o 1 .,
De la primera ecuacion, (4e;, = 1), se tiene e; = T De la segunda ecuacion, se

obtiene e, + 3 = 0, lo que da e, = —3. Por lo tanto, el elemento identidad es
1

(3:-3)
4

4.Inverso: para cada (a, b) € R* X R, se busca (d’, b’) € R* X R tal que
(a,b) = (d',b') = (4ad', b+ +3) = (% —3) :
Esto genera las ecuaciones:
/ 1 /
4aa =2 y b+b +3=-3.

o oz 1 ., ,
De la primera ecuacién, a' = o De la segunda ecuacion, b’ = —6 — b. Asi, el
a

inverso de (a, b) es (?ia’ -6 — b), que estd en R* X R.

Por lo tanto, (R* X R, *) es un grupo.

Para verificar que H = {(x,—3) | x € R*} es un subgrupo de R* X R bajo la operacién =
definida por
(a,b) * (c,d) = (4ac,b+d + 3),

se necesita demostrar que H cumple con las propiedades de un subgrupo:
1.Cierre: para todos (a, —3),(c,—3) € H, (a,-3) % (c,—3) € H.
2.Elemento identidad: el elemento identidad del grupo (R* X R, ) estien H.

3.Inversos: para cada (a,—3) € H, el inverso (da’, b’) € H tal que (a, —3) * (d’,b’) =

e, donde e es el elemento identidad del grupo.

Con base en esto se tiene:
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1.Cerradura: considere dos elementos (a, —3) y (¢, —3) en H. Se calcula su producto

bajo la operacion =, es decir
(a,-3) * (c,—3) = (4ac, -3 + (—3) + 3) = (4ac, -3).

Dado que 4ac € R*, se tiene que (4ac,—3) € H. Por lo tanto, H es cerrado bajo la
operacion .
2. .Elemento identidad: el elemento identidad de (R* X R, ) es G, -3 > Claramente,

(i, —3) € H. Asi, H contiene el elemento identidad del grupo.

3.Inversos: para cada (a, —3) € H, se debe encontrar su inverso (a’, —3) € H tal que

(©=3) & (=5 = (% —3) .

De esta forma:

(a,=3) % (d’,-3) = (4ad’, -3 + (-3) + 3) = (4ad’, -3).

Para que esto sea igual a (i, —3), se necesita que:

4ad = l
4

e

Por lo tanto, @’ = —.
16a

Asi, el inverso de (a, —3) es (%{m, —3), que estien H.

Por lo tanto, H es un subgrupo de (R* X R, ) y se escribe

H < R*xR.

Ver p.103  Solucién 2.8.13 (Subgrupo)
Para mostrar que H = {x € G : x" = e} es un subgrupo de G, donde G es un grupo abeliano con

elemento neutro e y n es un entero positivo, se necesita verificar las siguientes propiedades:
1.Cerradura: paratodos x,ye H,x-y € H.

2.Elemento identidad: e € H.
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3.Inversos: para cada x € H, el inverso x~! € H.

Con base en esto se tiene:

1.Cerradura: tome x, y € H. Entonces, por definiciéon de H, se tiene:

Se necesita mostrar que (x - y) € H, es decir, que (x - y)" = e. Dado que G es abeliano, se puede

usar la propiedad conmutativa para escribir:
(x-y)"=x"-)y"
Como x" = ey )" = e, se tiene:
(x-y)'=e-e=e.
Por lo tanto, x - y € H.

2.Elemento Identidad: el elemento identidad e de G debe satisfacer la condicion para pertenecer a

H . Verificando:

(ya que multiplicar el elemento identidad consigo mismo cualquier nimero de veces sigue siendo

e). Por lo tanto, e € H.

3.Inversos: Sea x € H. Se necesita mostrar que x~' € H. Se Sabe que x € H implica

y se quiere ver si (x~1)" = e.

Primero, considere el producto x - x~! = e. Elevando ambos lados de esta igualdad a la poten-

cia n, se obtiene:

(x-x7 ) =e".

Dado que e" = e, se sigue que:
(x-xY =e.

Dado que G es abeliano, se puede usar la propiedad conmutativa para escribir:

(x . x—l)n = x". (x—l)n'
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Como x" = e, esto se simplifica a:
_ —1\n _ —1\n
e=¢e-(x)'=(x")".
Por lo tanto, x~! € H.

Por lo tanto, H es un subgrupo de G y se escribe

H < G.

Ver p.103  Solucién 2.8.14 (Subgrupo)
Para demostrar que H = ﬂ:;l H,; es un subgrupo de G, donde H,, H,, ..., H, son subgrupos de G, se

necesita verificar que H cumple con las propiedades de un subgrupo:
1.Cerradura: paratodos x,y€ H,x -y € H.
2.Elemento identidad: el elemento identidad e € H.
3.Inversos: para cada x € H, el inverso x~' € H.

Con base en lo anterior se tiene:

1.Cerradura: sean x, y € H. Esto significa que x,y € H, paratodos i = 1,2, ...,n. Dado que cada
H,; es un subgrupo de G, y los subgrupos son cerrados bajo la operacién del grupo, se tiene que
x -y € H, paratodosi=1,2,...,n Porlotanto, x -y e [|_, H, = H.

2.Elemento identidad: dado que cada H, es un subgrupo de G, el elemento identidad e de G pertenece
a cada H,. Por lo tanto, e € H, paratodos i = 1,2, ..., n, lo que implica que e € ﬂ:’zl H,=H.

3.Inversos: sea x € H. Esto significa que x € H, paratodosi = 1,2, ...,n. Dado que cada H, es un

subgrupo, el inverso x~' € H, paratodosi = 1,2, ...,n. Por lo tanto, xle ﬂ:’zl H, =H.

Por lo tanto, H es un subgrupo de G, o bien,

H = H, <G

n

i=1
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Solucién 2.8.15 (Subgrupo) Ver p.104

Para demostrar que H = |, _, H, es un subgrupo de G, donde H, C H, C H, C --- es una sucesion de

neN
subgrupos de G, se debe verificar que H cumple con las tres propiedades de un subgrupo:

1.Cerradura: paratodos x,y€ H,x-y € H.

2.Elemento Identidad: el elemento identidad e € H.

3.Inversos: para cada x € H, el inverso x~! € H.
Con base en lo anterior se tiene:

1.Cerradura: sean x, y € H. Por la definicion de H, existen m,n € Ntalesquex € H,yy € H,,.
Sin pérdida de generalidad, suponga que m < n. Dado que H,, C H,, se tiene x € H,. Dado que
H, es un subgrupo, el producto x - y € H,. Como H, C H, tenemos x - y € H. Esto prueba el
cierre de H.

2.Elemento Identidad: dado que cada H, es un subgrupo, el elemento identidad e de G pertenece a

cada H,,. Por lo tanto, e € H, para todo n € N, lo que implicaque e € H.

3.Inversos: sea x € H. Entonces, existe algin n € N tal que x € H,. Dado que H,, es un subgrupo,

el inverso x~! € H,. Como H, C H, se tiene que x' € H.

Por lo tanto, H es un subgrupo de G, o bien,

H=|]JH,<G.

neN

Solucion 2.8.16 (Subgrupo) Ver p.104
Para demostrar que si K es un subgrupo de H y H es un subgrupo de G, entonces K es un subgrupo de

G, se necesita verificar que K cumple con las propiedades de un subgrupo en G:
1.Cerradura: paratodos x,y € K, x -y € K.
2 Elemento identidad: el elemento identidad e;; € K.
3.Inversos: para cada x € K, el inverso x~! € K.

En efecto



Ver p.104
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1.Cerradura: dado que K es un subgrupo de H, K es cerrado bajo la operacién en H. Esto significa

que paratodos x,y € K, x -y € K.

Dado que H es un subgrupo de G, la operacion en H es la misma que la operaciéon en G. Por
lo tanto, para todos x, y € K, el producto x - y en G esta en K. Asi, K es cerrado bajo la operacién
en G.

2.Elemento identidad: Dado que H es un subgrupo de G, contiene el elemento identidad e, de G.

Dado que K es un subgrupo de H, también contiene el elemento identidad de H . Pero el elemento

identidad de H es el mismo que el de G porque H es un subgrupo de G. Por lo tanto, e; € K.

3.Inversos: Dado que K es un subgrupo de H, para cada x € K, su inverso x~' € K.

Dado que H es un subgrupo de G, la operacion de tomar el inverso en H es la misma que en G.

Por lo tanto, para cada x € K, el inverso x~! en G también esta en K.

Por lo tanto, K es un subgrupo de G, o bien,

K <G.

Solucion 2.8.17 (Subgrupo)

Para demostrar que H U K es un subgrupo de G siy solosi H C K o K C H, se necesita considerar
ambas direcciones de la implicacion.

Direcion: Si H U K es un subgrupo de G, entonces H C Ko K C H.

Suponga que H U K es un subgrupo de G. Se quiere demostrarque H C Ko K C H.

Dado que H U K es un subgrupo de G, es cerrado bajo la operacion del grupo, tome h € Hy k € K.
Como H U K es un subgrupo, el producto A - k debe estaren H U K.

Considere los siguientes casos:

mCasol: he HnK.
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Sih € HnN K, entonces h € Hy h € K. En este caso, no hay nada que demostrar, ya que h

pertenece a ambos subgrupos.

wCaso2:he H-Kyke K- H.
Suponga que existe h € H — Ky k € K — H. Entonces, considere el producto A - k. Como
h-k e H UK, se tiene dos subcasos:

eSih-k € H,entonces k = h™'-(h-k) € H (porque h~! € H y H es cerrado bajo la operacion
de grupo), lo que implica que k € H, una contradiccidn porque se asumié que k € K — H.

o-Sih-k € K, entonces h = (h-k)-k~' € K (porque k~! € K y K es cerrado bajo la operacion

de grupo), lo que implica que 4 € K, una contradiccion porque se asumid que 7 € H — K.

Por lo tanto, no puede haber elementos h € H — Ky k € K — H. Esto implicaque H C K o
KCH.

Direccion: Si H C K o K C H, entonces H U K es un subgrupo de G.

Suponga que H C K o K C H. Sin pérdida de generalidad, suponga que H C K. (El argumento es
similar si K C H.)

Si H C K, entonces H U K = K. Dado que K es un subgrupo de G, K es cerrado bajo la opera-
cién de grupo, contiene el elemento identidad y contiene los inversos de sus elementos. Por lo tanto, K

es un subgrupo de G,y como H U K = K, se sigue que H U K es un subgrupo de G.

Se ha demostrado que H U K es un subgrupode Gsiysolosi H C Ko K C H.

Solucién 2.8.18 (Subgrupo)
Para demostrar que si H y K son subgrupos de un grupo abeliano G, entonces H K es un subgrupo de G,

se necesita verificar que H K cumple con las propiedades de un subgrupo:
1.Cerradura: Paratodosa,b e HK,a-b € HK.
2.Elemento identidad: El elemento identidad e € H K.
3.Inversos: Paracadaa € HK,elinversoa™' € HK.

Con base en lo anterior se sigue que:

Ver p.104
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1.Cerradura: Sean a,b € HK. Entonces existen h,,h, € Hy k,,k, € K talesque a = hk, y
b = h,k,. Se quiere demostrar que a - b € HK:

Dado que G es abeliano, se pueden reordenar los factores:

Como H y K son subgrupos, h h, € H y k,k, € K. Por lo tanto, h,h, € H y k,k, € K, lo que
implica que:

Esto muestra que H K es cerrado bajo la operacion del grupo.

2.Elemento identidad: El elemento identidad e de G pertenece a H y a K porque H y K son sub-

grupos. Entonces, e - e = e € H K. Por lo tanto, H K contiene el elemento identidad.

3.Inversos: Sea a € H K. Entonces, existe h € H y k € K tales que a = hk. Se quiere demostrar
quea! € HK.

Dado que G es abeliano, el inverso de a es:
al=mk) ' =k

Como H y K son subgrupos, h~! € H y k™' € K. Dado que G es abeliano, se pueden reordenar
los factores:
a'=k'n'=n"k" e HK.

Esto muestra que H K contiene los inversos de sus elementos.

Por lo tanto, H K es un subgrupo de G, o bien,

HK < G.

Ver p.104  Solucién 2.8.19 (Subgrupo)
Para demostrar que H K es un subgrupo de G siy s6lo si HK = KH, donde H y K son subgrupos de
G, se probardn ambas direcciones de la implicacidn.
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Direccion 1: Si HK < G, entonces HK = KH

Dado que H K es un subgrupo de G, paracada h € H y k € K, el producto hk € HK. Como HK es
un subgrupo, es cerrado bajo la operacién de grupo y contiene los inversos de sus elementos. Considere
un elemento arbitrario hk € H K. Se quiere mostrar que cualquier elemento en H K también puede es-

cribirse como un producto de un elemento de K y un elemento de H, es decir, que hk € KH.

Con base en lo anterior, sea hk € HK. Ya que H K es un subgrupo, (hk)™' € HK. Pero,
(hk)™ = k'
Dadoque h™! € Hy k™' € K, se tiene que k"'h~! € KH.

Como H K es un subgrupo, contiene todos los productos y sus inversos, y por tanto,
k'h'e HK = (k"'h™")™' € HK.

Pero,
(k"' = hk.

Esto muestra que hk € KH. Asi, HK C KH.

De manera similar, tomando cualquier kh € KH, se puede mostrar que kh € HK. Por lo tanto,
KH C HK.

Se concluye que HK = KH.
Direccion 2: Si HK = KH, entonces HK < G
Suponga que H K = K H. Se quiere demostrar que H K es un subgrupo de G.

Para ser un subgrupo, H K debe satisfacer las siguientes propiedades:

1.Cierre: Paratodos x,y € HK, xy € HK.
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2.Elemento identidad: El elemento identidad e € HK.
3.Inversos: Paracadax € HK, x™' € HK.
Con base en lo anterior se sigue que

1.Cerradura: Seaa,b € HK. Entonces, a = h,k, y b = h,k, paraalgunos h,h, € Hyk,, k, € K.

Se quiere mostrar que ab € HK.

Considere:
ab = (h,k,)(hyk,).

Dado que KH = HK, se puede reordenar k h, € KH como k,h, = h;k; para algin k; € Ky
h, € H. Por lo tanto,

ab = h,(k h,))k, = h|(h;k;)k, = (h h;)(k;k,).

Como h hy, € H 'y K;k, € K, se tiene que ab € H K. Esto muestra que H K es cerrado bajo la

operacion de grupo.

2.Elemento identidad: El elemento identidad e de G pertenece a ambos H y K porque son subgru-
pos. Por lo tanto,
e=cee€ HK.

Esto muestra que el elemento identidad e € HK.

3.Inversos: Sea x € HK. Entonces, x = hk para algin 2~ € H y k € K. Se quiere mostrar que
x e HK.

Considere:
x V=)' =kthl

Dado que k™! € Ky h™! € H, y utilizando la propiedad H K = K H, se puede escribir:
k'hn'=h"'k"' € KH = HK.

Por lo tanto, x™! € HK.

Se ha demostrado que H K es un subgrupo de G siy solosi HK = KH.
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Solucion 2.8.20 (Centralizador y Subgrupo) Ver p.105
Para demostrar que el centro Z(G) de un grupo G es un subgrupo de G, se necesita verificar que Z(G)

cumple con las tres propiedades de un subgrupo:
1.Cerradura: Para todos a, b € Z(G), ab € Z(G).
2.Elemento identidad: El elemento identidad e € Z(G).
3.Inversos: Para cada a € Z(G), el inverso a~! € Z(G).
Con base en lo anterior se tiene:

1.Cerradura: Sea a, b € Z(G). Esto significa que a y b conmutan con todos los elementos de G, es
decir,
ax=xa y bx=xb paratodox € G.

Se quiere demostrar que ab € Z(G), es decir, que (ab)x = x(ab) para todo x € G. Considere:
(ab)x = a(bx).
Dado que b € Z(G), se sabe que bx = xb. Sustituyendo esto en la ecuacion anterior se obtiene:
(ab)x = a(xb).
Dado que a € Z(G), se sabe que ax = xa. Aplicando esto, se obtiene:
a(xb) = (ax)b = (xa)b = x(ab).

Por lo tanto, (ab)x = x(ab) para todo x € G, lo que implica que ab € Z(G). Esto demuestra que

Z(G) es cerrado bajo la operacion de grupo.

2.Elemento identidad: El elemento identidad e de G conmuta con todos los elementos de G. Es
decir, para todo x € G,

ex = xe = X.
Por lo tanto, e € Z(G).

3.Inversos: Sea a € Z(G). Esto significa que a conmuta con todos los elementos de G, es decir,

ax =xa paratodox € G.



Ver p.105
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Se quiere demostrar que a~! € Z(G), es decir, que a”!

x = xa~! paratodo x € G.

Considere:

Multiplicando ambos lados de la ecuacién ax = xa por a~! a la izquierda, se obtiene:
a '(ax) = a ' (xa).
Simplificando, se tiene:
a'(ax) = a ' (xa) © (a'a)x = a” ' (xa) © x = a” ' (xa)
Multiplicando ambos lados por a~! a la derecha se obtiene:
1 1 -1

xa'=a'(xa)a' @ xa' = (@ 'x)aa) @ xa ' =a'x

Por lo tanto, a! € Z(G).

Por lo tanto, Z(G) es un subgrupo de G, es decir,

Z(G) <G.

Solucién 2.8.21 (Centralizador y Subgrupo)
Para demostrar que el centralizador C;(A) de A en G es un subgrupo de G, se necesita verificar que C;(A)

cumple con las tres propiedades de un subgrupo:
1.Cerradura: Para todos x,y € C;(A), xy € C;(A).
2.Elemento identidad: El elemento identidad e € C;(A).
3.Inversos: Para cada x € C;(A), el inverso x e C;(A).
Con base en lo anterior se tiene

1.Cerradura: Sean x, y € C;(A). Esto significa que x y y conmutan con todos los elementos de A,

es decir,

xa=ax y ya=ay paratodoa € A.
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Se quiere demostrar que xy € C;(A), es decir, que (xy)a = a(xy) para todo a € A. Considere:
(xy)a = x(ya).
Dado que y € C;(A), se sabe que ya = ay. Sustituyendo esto en la ecuacion anterior se tiene:
(xy)a = x(ay).
Dado que x € C;(A), se sabe que xa = ax. Aplicando esto, se tiene:
x(ay) = (xa)y = (ax)y = a(xy).

Por lo tanto, (xy)a = a(xy) para todo a € A, lo que implica que xy € C;(A). Esto demuestra que

C;(A) es cerrado bajo la operacion de grupo.

2.Elemento identidad: El elemento identidad e de G conmuta con todos los elementos de G y, por

lo tanto, con todos los elementos de A. Es decir, para todo a € A,
ea = ae = a.

Por lo tanto, e € C;(A).

3.Inversos: Sea x € C;(A). Esto significa que x conmuta con todos los elementos de A, es decir,
xa =ax paratodoa € A.

1

Se quiere demostrar que x~! € C;(A), es decir, que x~'a = ax! para todo a € A.

Considere:

Multiplicando ambos lados de la ecuacién xa = ax por x~! a la izquierda, se obtiene:
x H(xa) = x71(ax).

Simplificando, se tiene:

(x'x)a = x"Yax) © a = x"Y(ax)
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Multiplicando ambos lados por x~! a la derecha, se obtiene:

ax ' =xNax)x ' @ ax' = (x o) xx ) @ ax ! =x7la
Por lo tanto, x™! € C4(A).
Por lo tanto, C;(A) es un subgrupo de G, o bien,
Cs;(A) <G.
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E“ Soluciones de la seccién 2.13

Soluciéon 2.13.1 (Orden de elementos y grupos factores) Ver p.155

Para hallar el orden del grupo cociente Z,/(3), se siguen los siguientes pasos:

1.Identificar el subgrupo (3):

En el grupo Z, el elemento 3 genera el subgrupo (3), que consiste en todos
los multiplos de 3 en Z:
(3) =1{0,3}

Aqui, 0 y 3 son los tnicos multiplos de 3 en Z,.

2.Determinar los elementos del grupo cociente Z,/(3):

El grupo cociente Z,/(3) consiste en las clases laterales de (3) en Z. Las

clases laterales son conjuntos de la forma a + (3), donde a € Z,.

Las clases laterales son:

0+ (3) = {0,3}
1+ (3) = (1,4}
2+ (3) = {2,5)

34 (3)={3,0} = {0,3} =0+ (3)
44+(3)=1{4,1} =1+ (3)
54+(3)={52} =2+ (3)

Observe que 3+ (3), 4+ (3), y 5+(3) ya estan representados por las clases laterales
0+ (3), 1 +(3),y 2+ (3), respectivamente. Por lo tanto, se tienen 3 clases laterales
distintas:

{0+ (3),1+(3),2+ (3)}

3.Calcular el orden del grupo cociente Z/(3):

El orden del grupo cociente Z,/(3) es igual al nimero de clases laterales de
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(3) en Zg, que se han determinado, es decir 3.

Por lo tanto, el orden del grupo cociente Z/(3) es 3.

Para hallar el orden del grupo cociente (Z, X Z,,)/(2) X (2), asi como el orden de sus

elementos y grupos factores, se procede de la siguiente manera:

1.Entender la estructura del grupo original y del subgrupo:

El grupo Z, X Z,, consta de pares de elementos, donde el primer compo-
nente proviene de Z, y el segundo de Z,,. Es decir, cada elemento del grupo se
puede expresar como (a,b) cona € {0,1,2,3} yb e {0,1,2,...,11}.

El subgrupo (2) X (2) se refiere a los elementos generados por (2, 0) en Z,
y (0, 2) en Z,,. Este subgrupo contiene los elementos (2k,2j) donde k = 0, 1 (dado
que 2 tieneorden2en Z,)y j =0,1,2,...,5 (dado que 2 tiene orden 6 en Z,,).

2.Determinar los elementos del subgrupo (2) x (2):

El subgrupo es:
(2) x(2) ={(2k,2j) | k=0,1;j=0,1,2,3,4,5}

Esto incluye 2 valores para k y 6 valores para j, asi que el subgrupo tiene 2xX6 = 12

elementos.

3.Calcular el orden del grupo cociente (Z, X Z,,)/(2) X (2):

4.El orden del grupo original es 4X12 = 48, y el orden del subgrupo es 12. El orden del

grupo cociente, segun el teorema de Lagrange, es el cociente de estos dos drdenes:

4 _a
12

5.Encontrar las clases laterales del subgrupo en el grupo:
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Para simplificar, considere elementos representativos de cada clase lateral de
la forma (a, b) + (2) X (2) donde @ € {0,1} y b € {0, 1} porque los multiplos de
2 en cada coordenada ya estan en (2) X (2). Esto da las siguientes clases laterales

posibles:

0,00 +(2) x(2), (LO)+(2)x(2), (O.D+(2)x(2), (1, 1)+(2)x(2)

6.0rden de los elementos en el grupo cociente:

Cada elemento en el grupo cociente es una clase lateral. El orden de un ele-
mento (a,b) + (2) X (2) en el grupo cociente es el menor nimero n tal que
n(a,b) € (2) x (2). Dado que el orden del grupo cociente es 4 y es pequefio, se
puede deducir que el orden de cada elemento podria ser 1, 2, o 4 dependiendo de

como se combinan a y b con las propiedades de Z, y Z,,.

El grupo cociente (Z, X Z,)/(2) X (2) es por tanto un grupo de orden 4.

Para analizar el grupo cociente (Z, X Z,,)/{(2,2)), primero se identifica la estructura y
orden del subgrupo generado por el elemento (2,2), y luego se calcula el orden del grupo

cociente y las propiedades de sus elementos y subgrupos.

1.Identificar el subgrupo ((2,2))

El elemento (2,2) pertenece al grupo producto Z, X Z,,. Para entender el
subgrupo generado por (2,2), se debe considerar la periodicidad de cada compo-

nente:

La primera componente, 2 en Z,, se repite cada 2 operaciones, yaque 2+ 2 = 0
mod 4.

La segunda componente, 2 en Z,,, se repite cada 6 operaciones, ya que
2x6=12=0 mdd 12.

Asi, el elemento (2,2) tiene un orden que es el minimo comdn miltiplo de

los ordenes de sus componentes, 2 y 6, que es 6. Esto significa que el subgrupo
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((2,2)) es:
(2,2)) =

{(0,0),(2,2),(4,4),
(6,6) = (2,6) = (2,0),
(8,8) = (0,8) =(0,8),

(10,10) = (2,10) = (2,10)}

Pero se simplifica por las congruencias en cada componente:
((2,2)) = {(0,0),(2,2),(0,4),(2,6),(0,8),(2,10)}
2.Calcular el orden del grupo cociente (Z, X Z,)/{(2,2))

El orden del grupo original, Z, X Z,,, es 4 X 12 = 48. El subgrupo ((2,2))
tiene 6 elementos. Utilizando el Teorema de Lagrange, el orden del grupo cociente

€S:
48 _

8
6

3.Caracteristicas de los elementos en el grupo cociente

El grupo cociente consistird en las clases laterales de ((2,2)) en Z, X Z,,.
Cada clase lateral puede representarse sumando un elemento del grupo original que
no esta en ((2,2)) a cada elemento del subgrupo. Los representantes de las clases
podrian elegirse de manera sistematica considerando los residuos menores posibles

en ambas coordenadas que no estan ya en (2, 2)).

El grupo cociente (Z, X Z,,)/{(2,2)) es un grupo de orden 8.

Para hallar el orden del elemento 5 + (4) en el grupo cociente Z,,/(4), se siguen estos

pasos:

1.Identificar el subgrupo (4) en Z ,:
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El subgrupo (4) esta generado por 4 en Z,, que contiene los miltiplos de 4:

(4) ={0,4,8}

2.Determinar las clases laterales de (4) en Z ,:

El grupo cociente Z,,/(4) consiste en las clases laterales de (4):
0+ (4) ={0,4,8}

14 (4) = {1,5,9}
2+ (4) = {2,6,10}

34+ (4) = {3,7,11)

3.Encontrar el orden del elemento 5 + (4):

Para hallar el orden de 5 + (4) en Z,,/(4), se necesita encontrar el menor

entero positivo z tal que n(5 + (4)) = (4).

Se multiplica el representante 5 por n y se observa cuiando se vuelve un mul-
tiplode 4 en Z,:
n-5=0 mod 4

Resolviendo esta congruencia,se busca el menor # tal que:
Sn=0 mod 4

Para que esto ocurra, n debe ser un multiplo de 4, ya que 5 y 4 son coprimos. Por lo

tanto, n debe ser 4. Verificando:
5-4=20=0 mod 12

Asi, el orden del elemento 5 + (4) es 4.

El orden del elemento 5 + (4) en el grupo cociente Z,/(4) es 4.
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Para determinar el orden del grupo cociente Z,/(4) y sus elementos, se procede de la

siguiente manera:

1.Analizar el subgrupo (4):

En Z,,, el subgrupo generado por el elemento 4, (4), incluye todos los mul-
tiplos de 4 modulo 12:
(4) =1{0,4,8}

Este subgrupo tiene 3 elementos.
2.Calcular el orden del grupo cociente Z,,/(4)
Dado que el subgrupo (4) tiene 3 elementos, el orden del grupo cociente, se-

gun el Teorema de Lagrange, es el cociente entre el orden del grupo original Z, y

el orden del subgrupo:

Orden de Z
Ordende Z,,/(4) = ————— 2 = 2 _ 4
Orden de (4) 3

Por lo tanto, el grupo cociente Z,,/(4) es un grupo de orden 4.

3.Describir los elementos del grupo cociente y sus érdenes

Los elementos del grupo cociente son las clases laterales de (4) en Z,,. Ca-

da clase lateral se puede describir como sigue:
0+ (4) ={0,4,8}

14 (4) = {1,5,9}
2+ (4) = {2,6,10}

34+ (4) = {3,7,11}

4.Paso 4: Orden de cada elemento en el grupo cociente:

Para hallar el orden de un elemento como a + (4) en Z,,/(4), se busca el

menor nimero positivo # tal que na = 0 mod 12, donde a es un representante de
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la clase lateral.

Por ejemplo, el orden de 1 + (4) es el menor n tal que » - 1 es un midltiplo

de 4 (que son los elementos de (4)):
n=0 méd4=>n=4

Asi, el orden de 1 + (4) es 4. Similarmente, los otros elementos 2 + (4) y 3 +
(4) también tendran orden 4, ya que 12 es el primer multiplo comin de 4 y estos

nameros.

El grupo cociente Z,, /(4) es un grupo de orden 4. Cada elemento no trivial del grupo

cociente (diferente de la clase lateral O + (4)) tiene orden 4.

Solucién 2.13.2 (grupo y subgrupo normal)

Para mostrar que (G, o) es un grupo, donde o denota la operacién de composicion de
funciones, se debe verificar que G satisface las cuatro propiedades de un grupo: cerradura,

asociatividad, existencia de un elemento identidad, y existencia de elementos inversos.

1.Cerradura: Para mostrar la cerradura, se necesita demostrar que la composicion de
dos funciones en G también pertenece a G. Sean f,, y f,, dos elementos de G.

La composicion f, ,of, , se define por:

(fa,bo a’,b’)(x) = fa,b(fa’,b’ (X))

Primero se evalda f, ,(x):
fa/’b/(X) = alx + b/

Luego se evalda f, , en este resultado:
fap@x+b)=a(d'x+b)+b=adx+ab' +b

Por lo tanto:
(fapOfwp)(x) = ad'x + (ab’ + b)

Ver p.155
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Note que aa’ # 0 porque a # 0y a’ # 0, y tanto aa’ como ab’ + b son niimeros
reales. Asi, f,, .1, €8 una funcion de la misma forma que los elementos de G, lo

que demuestra que f,,0f, , € G. Por lo tanto, G es cerrado bajo la composicion.

2.Asociatividad: La composicion de funciones es asociativa por definicién. Para cual-
quier fa,b’ fa’,b” fa”,b” € Gt

(fapoUwpy oS arp))(X) = (fo50f v )0 S ar pr)(X)

Esto se sigue de la propiedad de la composicién de funciones.

3.Identidad: Para la existencia de un elemento identidad, se necesita una funcion f, ,

tal que, para cualquier f_, € G:

fe,fo a,b=fa,b° e,f=fa,b

Considere la funcion f| ((x) = 1x + 0 = x. Para cualquier f, ,(x) = ax + b:
(f1,0° a,b)(x) = f1,o(fa,b(x)) = f1,o(ax +b)=ax+b= fa,b(x)

(fa,bofLo)(x) = fa,b(fho(x)) = fa,b(x) =ax+b= fa,b(x)

Asi, f,, actia como el elemento identidad en G.
4.Inversos: Para cada f,, € G, se necesita encontrar una funcién f, , € G tal que:
fa,bo ap = fa’,b/ofa,b = fl,()

Para f,,(x) = ax + b, se busca f, ,(x) = a’x + b’ tal que:

(fapoSfwp)X) = f1o(x) =x

aldx+b)+b=x

Esto se descompone en:

adx+ab +b=x
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Para que esto sea igual a x, se necesita que aa’ = 1y ab’ + b = 0. Esto da:

aI:l y bI:_é
a a

Asi, la funcion inversa de f,, es f,__ _», y se nota que esta también pertenece a G
’a

porque a~! # 0.

Por lo tanto, (G, o) es un grupo con la operacion de composicion de funciones.

Para mostrar que N es un subgrupo normal de G, se necesita verificar dos cosas:

1.N es un subgrupo de G.
2.N es un subgrupo de G

Recuerde que G es el conjunto de todas las funciones de la forma f, ,(x) = ax + b con

a# 0,y N es el conjunto de todas las funciones de la forma f; ,(x) = x + b.

Para que N sea un subgrupo de G, debe cumplir con las siguientes propiedades:
sCerradura: La composicion de dos elementos en N también estd en N.
sIdentidad: Existe un elemento identidad en N.
sInversos: Cada elemento en N tiene un inverso en N.

Con base en lo anterior se tiene:

sCerradura: Sean dos elementos en N. Su composicion es:
1.5, 1.6,

(fl,blofl,bz)(x) = f1,b1(f1,b2(x)) = f1,b1(x + bz) =(x+ bz) + bl =x+ (b1 + bz)

La funcion resultante f; , ., estd en N porque es de la forma x + (b; + b,).

wIdentidad: La funcion identidad en N es f| ,(x) = x. Para cualquier f, ,(x) = x+b
en N:

(f100f1)(X) = f1o(x+Db)=x+Db
(f1p0f10)(x) = fi1,(x)=x+b

Asi, f| actia como la identidad en N.
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sInversos: Para cada f| ,(x) = x+ben N, se tiene que la funcidn f| _, es su inverso.

En efecto:

(f1p001_p)(X) = f1_pof15(x) = x

ya que
(f],b°f1,_b)(x) = fl,b(x —b)=x-b+b=x

(f1p0f1)x) = f1(x+b)=(x+b)—-b=x

Por lo tanto, f| _, es el inverso de f , y estien N.

Ahora, para mostrar que N es un subgrupo normal de G, se debe demostrar que para
cualquier g € Gyn € N, el conjugado de n por g estien N. Es decir, se necesita mostrar

que gonog~! € N.

-1
ab’

Seag = f,,cona#0yn= f . Considere el conjugado f,,0f; .o

Primero, encuentre fa‘;. Se sabe que f, ,(x) = ax + b, asi que su inverso es:

x—0>b

£l =
Abhora, calcule el conjugado:
(fa,bofl,cof;;)(x) = fa,b(fl,c(f;; (x)))
Primero se evalda f;bl (x):

x—0>b
a

[y (x) =

Luego se evalta f, , en este resultado:

fLC(x—b):x—b_*_c

a

Finalmente, se evaltia f,, en este resultado:

x—>b

fab< +c>=a(x_b+c>+b=(x—b)+ac+b=x+ac
’ a
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Asi, se tiene que:
—
(fapoS1c0f0p)(X) = x +ac

Note que x + ac es de la forma f ,.(x), que estd en N. Esto muestra que gonog™ € N

para cualquierg € Gyn € N.

Se ha demostrado que N es un subgrupo normal de G, ya que es cerrado bajo la
composicidn, contiene la identidad, tiene inversos, y es invariante bajo conjugacién por

cualquier elemento de G.

Para mostrar que S = {f,, | a € Q,b € R} es un subgrupo normal de G = {f,, | a €

R,b € R,a # 0}, se siguen los siguientes pasos:
1.Mostrar que S es un subgrupo de G.
2.Mostrar que S es normal en G.

Para que S sea un subgrupo de G, se debe verificar las tres propiedades de un subgrupo:

cerradura, existencia de identidad e inversos.
sCerradura: Sean f,, y S dos elementos de S, donde a,c € Qy b,d € R. Se

quiere ver si la composicién f, o f. , también estd en S.

(fapofe)X) = fop(fea(X) = foplex +d) = alex +d) + b = (ac)x + (ad + b)

Dado que a y ¢ son racionales, su producto ac también es racional. Ademas, ad + b

es real porque es una combinacion de nimeros reales. Por lo tanto, f,. .., € S.

sIdentidad: La funcion identidad en G es f|4(x) = x. Dadoque 1 e Qy0 € R, la
identidad f) , estaen S.

=Inversos: Para cada f,, € S, se necesita encontrar un f, ,, € S tal que:

f@bo ab ==f&lﬂof;ﬁ ==f}p

Se sabe que f, ,(x) = ax + by se quiere que f,,0f, y = fio. Considere f, ,(x) =
x—b,

a

Sap© a’b’(x):fab<x_b>:a<x_b)+b:x—b+b:x
’ ’ ’ a a
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Joyofaps(X) = fyylax+b)= %b_b = % =Xx

Entonces, f, ,(x) = XT_b es el inverso de f,,. Dado que a € Q, y se tiene que
a = i € Q, y dado que b € R, entonces —% € R. Por lo tanto, el inverso de f,,

estaen .S.

Para mostrar que S es un subgrupo normal de G, se debe demostrar que para cualquier
g € Gy s € 5, el conjugado de s por g esta en .S. Es decir, se necesita mostrar que

gosog~l € S.

Seag = f,;, € Geona € R, € Ra#0ys =f,, € Scona € Q,b € R.

. . q
Considere el conjugado f, 50 f,,0f, ;-

Primero, encuentre fa‘/l}. Se sabe que f, 4(x) = ax + f, asi que su inverso es:

faw =21

Ahora, calcule el conjugado:

(fap©asofn)X) = fop(Fup(frs(D)

Primero se evaltia fa‘/‘,(x):
x—p

fop(x) =

Luego se evalua f,, en este resultado:

fa,b(x;ﬂ> =a<x;ﬁ>+b=a(xa_ﬁ)+b

Finalmente, se evalaa f, ; en este resultado:

fup <@+b) :a<a(x_ﬂ)+b>+ﬁ:a(x—ﬁ)+(xb+ﬁ=ax—aﬁ+ab+ﬁ

a

Simplificando la expresion:
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Sap© a’bofa',;(x) =ax+ (ab—af + p)

Note que el coeficiente de x sigue siendo a, que es racional, y el término constante
ab — af + p es real porque es una combinacion de numeros reales. Asi, la funcién

resultante estd en S, ya que es de la forma f, ;5,4 cona € Q.

Se ha demostrado que S = {f,, | @ € Q,b € R} es un subgrupo normal de G,
ya que es cerrado bajo la composicion, contiene la identidad, tiene inversos, y es

invariante bajo conjugacién por cualquier elemento de G.

Solucién 2.13.3 (grupo y subgrupo normal)
Para demostrar que el conjunto 7" es un subgrupo normal de G L(2, R), se necesita primero verificar que

T es un subgrupo y luego demostrar que es normal en GL(2, R).
Verificacion de Subgrupo

Se Define el conjunto T' como:

()

Se quiere verificar que T' cumple con las propiedades de un subgrupo:

1.Cierre: Paratodos A, Be T, ABe&T
2.Elemento identidad: El elemento identidad I € T.

3.Inversos: Paracada A € T, el inverso A™! € T.
Con base en lo anterior se tiene:

1.Cierre: Sea A, B € T'. Esto significa que A y B son matrices de 2 X 2 con determinantes no nulos.

Se quiere demostrar que AB € T, es decir, que el determinante de A B es no nulo.

Recuerde que para cualquier par de matrices A 'y B de 2 X 2, se cumple la propiedad del deter-

minante:
det(AB) = det(A) - det(B).

Ver p.155



N
Soluciones

Dado que A, B € T, se tiene que det(A) # 0y det(B) # 0. Entonces,
det(AB) = det(A) - det(B) # 0.

Por lo tanto, AB € T.

2. .Elemento identidad: El elemento identidad en GL(2, R) es la matriz identidad:

(o )

El determinante de la matriz identidad es:

det(l) =1#0.

Porlotanto, I € T.

3.Inversos: Sea A € T. Esto significa que A es una matriz de 2 X 2 con determinante no nulo. Se

quiere demostrar que A~! € T, es decir, que el inverso de A tiene un determinante no nulo.

Se sabe que para cualquier matriz invertible A, su inverso A~! existe y se cumple:

1

det(A™") = TS

Dado que A € T, se tiene que det(A) # 0. Entonces,

1
det(A)

det(A™") = #0

Por lo tanto, A~! € T.

Verificacion de Normalidad

Para demostrar que T es un subgrupo normal de GL(2,R), se necesita mostrar que para cualquier A €
GL(2,R)y cualquier B € T, el conjugado ABA™' € T.

Sea A € GL(2,R)y B € T. Se quiere demostrar que ABA™' € T.
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Para ello, se calcula el determinante del conjugado:
det(ABA™") = det(A) det(B)det(A™)).

Recuerde que para cualquier matriz A, se cumple:

1
det(A)

det(A™") =

Entonces,

det(ABA™Y) = det(A) det(B)ﬁm = det(B).

Dado que B € T, se tiene que det(B) # 0. Por lo tanto,
det(ABA™") = det(B) # 0.

Esto implica que ABA™! € T. Por lo tanto, T es un subgrupo normal de GL(2, R).

Solucién 2.13.4 (grupo y subgrupo normal) Ver p.156
La respuesta es que no se puede generalizar la transitividad para subgrupos normales. Para ello considere

el grupo alternado A,, a H un subgrupo de A, el cual se define como:
H = {I,(12)(34), (13)(24), (14)(23)}

y a K el siguiente subgrupo de H:
K ={I,(12)(34)}

Observe que el subgrupo H consiste en la identidad y las tres transposiciones dobles. Se verificard que

H es un subgrupo normal de A,.

Normalidad de H en A,:

sDadoque H C A,y H esnormal en .S, H también es normal en A, porque cualquier conjugacion

en A, es también una conjugacion en S,.

Por lo tanto, H es normal en A,, o bien,
H<A,
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Ahora se quiere verificar si K es un subgrupo normal de H.

Normalidad de K en H:

= K es normal en H porque H es un grupo abeliano. En un grupo abeliano, todos los subgrupos son

normales.
»Para cualquier h € Hy k € K, hkh™' = khh™' = k. Por lo tanto, K < H.
(Kesnormal en A,?:
mHay que verificar si K es normal en A, considerando la conjugacion por elementos en A,.

sTome k = (12)(34) € Ky a = (123) € A,. Se calcula el conjugado:

aka™' = (123)(12)(34)(132) = (13)(24)

nEl resultado (13)(24) noestien K yaque K = {I,(12)(34)}.
Esto muestra que K no es normal en A,:
K 4 A,

Este contraejemplo muestra que, aunque K sea normal en H y H sea normal en G = A,, no necesaria-

mente implica que K sea normal en G = A,.

A continuacion, se calcularan los normalizadores de varios subconjuntos en un grupo de simetrias,

que para fines ilustrativos, se trata del grupo de simetrias de un cuadrado (grupo diédrico D,).

1.Normalizador de {1,r,}

sSubgrupo: {I,r,} contiene la identidad y una rotacién de 90°.

sNormalizador: Dado que r; no conmuta con todas las reflexiones o rotaciones que no sean
de 90° multiplos (como r, o r3), su normalizador estara formado por elementos que al actuar

por conjugacion sobre r; den como resultado r; o rl‘l.

sResultado: N,({1,r,}) = {I,r,,r,,7r3}, que son todas las rotaciones.
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2.Normalizador de {I,r,,r,, 75}

sSubgrupo: {I,r,,r,,r;} es el subgrupo de todas las rotaciones.

sNormalizador: Cualquier elemento del grupo D, conjugando un elemento de este subcon-
junto resulta en otro elemento dentro del subconjunto, debido a la naturaleza abeliana de las

rotaciones dentro de D,.

sResultado: N;({1,r,,r,,r;}) = D,.
3.Normalizador de {1,d,}

sSubgrupo: {I,d,} incluye la identidad y una reflexién especifica.

=Normalizador: Los elementos que al actuar por conjugacion sobre d, lo mantienen o invier-

ten. En el caso del grupo diédrico, las reflexiones son conjugadas de otras por rotaciones.

sResultado: N({,d,}) incluira las dos reflexiones que son simétricas respecto al eje de d,
y las rotaciones que son simetrias respecto a ese eje, es decir, {1, r,,d,,d;} donde r, es una

rotacion de 180° y d, es la reflexion perpendicular a d,.

Estos célculos asumen un entendimiento estandar del grupo diédrico D, y sus operaciones de simetria.
[]

Solucién 2.13.5 (grupo y subgrupo normal)
Para demostrar que un subgrupo S de indice 2 en un grupo finito G es normal, es decir, que las clases
izquierdas y derechas son las mismas, se puede seguir un argumento basado en la estructura de las clases

laterales y la aritmética de grupos.

Propiedades de los subgrupos de indice 2

1.Indice de un subgrupo: El indice de un subgrupo S en G, denotado [G : 5], es el nimero de
clases laterales distintas de .S en G. Si .8 tiene indice 2 en G, entonces hay exactamente dos clases

laterales de .S en G.

2.Clases Laterales: Las clases laterales de .S en G pueden ser izquierdas o derechas. Dado que §
tiene indice 2, esto significa que ademas de .S mismo, hay exactamente una otra clase lateral, ya sea

izquierda o derecha. Si a & .S, entonces las clases laterales son:

Ver p.156
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sClase lateral izquierda: a.§

nClase lateral derecha: Sa

Demostracion de que .S es Normal

Suponga que a ¢ S: Si esto sucede, entonces, como S tiene indice 2, las clases laterales de .S de-
ben cubrir todo G. Esto significa que G se puede escribir como la unién disjunta de S'y a8 (o Sa). Es
decir, G =S UaS =SUSa.

Demostracion de que las clases izquierdas y derechas son iguales: Dado que G es finito y .S tiene

indice 2, cada elemento de G que no estd en S debe estar en aS y en Sa. Por lo tanto, aS = Sa.

Si aS = Sa, entonces para cualquier elemento s € S, as € aS y as € Sa. Esto implica que aSa™! = S
La igualdad aSa™' = S muestra que para cualquier a € G, aSa™! € S. Como Sy aS (o Sa) cubren
todo G,y S = aSa™!, S es normal en G.

Conclusion

Dado que S tiene indice 2 en G, las clases laterales izquierdas aS' y las clases laterales derechas Sa
son iguales para cualquier a € G. Esto implica que .S es normal en G (es decir, aSa~! = S para todo
a € G). En términos grupales, un subgrupo de indice 2 es siempre normal porque sus clases laterales
(izquierda y derecha) coinciden necesariamente, cubriendo todo el grupo sin solapamiento mas alla de .S

mismo. OJ

Soluciéon 2.13.6 (grupo y subgrupo normal)
Cuando N es un subgrupo normal de un grupo finito G, hay una relacién muy especifica entre los rdenes
de G, el grupo cociente G/ N,y N. Esta relacion es expresada por el teorema de Lagrange se clarifica

mediante el concepto de grupo cociente, es decir:
ord(N) divide a ord(G)

Dado que N es un subgrupo normal de G, se puede formar el grupo cociente G/ N.

Este grupo estd compuesto por las clases laterales de N en G. Cada elemento de G/N es una clase

lateral de la forma g N para algin g € G.
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Asi, el orden del grupo cociente G/ N, que se denota como ord(G/N), es igual al nimero de clases

laterales de N en G. Segtn el teorema de Lagrange, se tiene que:

ord(G)
ord(N)

ord(G/N) =

Se concluye que el producto del orden del subgrupo normal N y el orden del grupo cociente G/N es
igual al orden de G, o bien
ord(G) = ord(N)ord(G/N)

Solucién 2.13.7 (grupo y subgrupo normal)

Para demostrar que AB es un subgrupo de G, donde A es un subgrupo de G y B es un subgrupo nor-
mal de G, se siguen los pasos estdndares para demostrar que un subconjunto de un grupo es, de hecho,
un subgrupo. En particular, se debe demostrar que AB cumple con las tres propiedades basicas de un

subgrupo:
1.Cierre: Si x,y € AB, entonces xy € AB.
2.Identidad:: El elemento identidad de G, denotado como e, debe estar en AB.
3.Inversos: Si x € AB, entonces x~! € AB.

Con base en lo anterior se tiene

1.Cierre: Sean x y y dos elementos arbitrarios de AB. Por definicién de AB, existen a,a’ € Ay
b,b' € Btalesque x = aby y = d’'b’. Se debe mostrar que su producto, xy, también pertenece a
AB.
xy = (ab)(d'b') = abd' b/’

Dado que B es normal en G, se puede reorganizar los términos que involucran elementos de B. La
normalidad de B implica que paratodo g € Gy b € B, ghg~! € B. Por tanto, se puede escribir
ba’ = d"b" para algunos @’ € Ay b’ € Byaqued € A C Gy A es un subconjunto de G.
Entonces,

xy = aba't' = a(d'b)b' = ad"b"b’ = (ad" bV

Como ad” € A (porque A es subgrupo y cerrado bajo la operacion), y b”b’ € B (porque B es
subgrupo y cerrado bajo la operacion), entonces xy = (aa”)(b"b’) € AB. Por lo tanto, AB es

cerrado bajo la operacion.

Ver p.156
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2.Identidad: El elemento identidad e de G debe estar en A B. Note que e = ee, donde e es también el
elemento identidad para A y B, ya que ambos son subgrupos de G. Como e € Ay e € B, entonces
e € AB.

3.Inversos: Sea x € AB, entonces x = ab para algiina € Ay b € B. Se quiere demostrar que x~!

también estd en A B. Note que

x'=(ab)y ' =b"a"!

Dado que B es normal y a™! € G, b™'a™! = d'b’ para algunos @’ € Ay b’ € B. Por lo tanto,
x~1 € AB.

Por lo tanto, se ha demostrado que A B es un subgrupo de G.

Ver p.156 Solucién 2.13.8 (grupo y subgrupo normal)

Para probar que el conjunto C, definido como el conjunto de todos los productos finitos

de conmutadores de elementos de G, es un subgrupo de G, se necesita verificar que C

satisface las propiedades de un subgrupo:
1.Cierre: Si x, y € C, entonces xy € C.
2.Identidad: El elemento identidad e de G debe estar en C.
3.Inversos: Si x € C, entonces x~' € C.

Con base en lo anterior se tiene

1.Cierre: Considere x y y en C. Por definicién, x y y son productos finitos de con-

mutadores en G. Es decir,

x = lay, b,1la,, b,] ... [a,,b,]

y=lc,dllcy, ds] ... [c,,d,]

donde a.,b.,c.,d, € G.

i>Yir YoM
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El producto xy sera:
xy = [ay, b|1la,, b,] ... [a,, b,1lc,,d][c,,d,] ... [c,,d,]
Como xy también es un producto finito de conmutadores en G, xy pertenece a C.

Esto demuestra que C es cerrado bajo la operacién de multiplicacion de G.

2.Identidad: El elemento identidad e en G se puede expresar como un conmutador

de cualquier elemento consigo mismo. Es decir,

1 1

e=la,al=aa aa =e
Asi que e es también un conmutador, y por tanto, e € C.

3.Inversos: Sea x un elemento de C. Entonces,
x = [ay, b,1la,, b,] ... [a,,b,]
El inverso de x se calcula como:

x'=(la,,b,]" ... [a), b,] '[a,, b, 1)

Dado que el inverso de un conmutador [a, b] = aba='b~! es [a,b]™' = [b, a], que

1 =1l

también es un conmutador, cada [a, b,.]‘1 en x— es [b,,a;], y por lo tanto x™" es

1

también un producto finito de conmutadores. Esto significa que x~! € C.

Por lo tanto, C es un subgrupo de G.

Para demostrar que el subgrupo C, que consiste en todos los productos finitos de conmu-
tadores de un grupo G, es normal en G, se necesita mostrar que para cualquier g € G
y cualquier ¢ € C, el conjugado gcg™! pertenece a C. Esto se puede hacer utilizando

propiedades de conmutadores y la estructura de C.

Una propiedad clave de los conmutadores es que los conjugados de conmutadores

también son conmutadores. Especificamente, para cualquier g, a, b € G, el conjugado del
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conmutador [a, b] por g es:

gla,blg™" = glaba™'b")g™" = (gag™")(gbg ' )gag™") '(ghg™") ' = [gag™', gbg™"]

Con base en esto, considere un elemento ¢ € C. Por definicidn, ¢ es un producto finito de

conmutadores. Suponga que:
¢ = lay, b,1la,, b,] -+ [an’ bn]
donde a;, b, € G. Se quiere mostrar que gcg~' € C. Considere:

geg™ = g(lay, byllay, by] -+ [a,, b,Dg™"

Usando la propiedad de los conjugados de productos, se puede distribuir la conjugacién

sobre el producto:

geg™' = (glay. b1g™")(glay, by1g™) - (gla,. b,1g™)

Como se menciond anteriormente, para cada conmutador [a;, b,]:

1° 1
gla;, blg™' =[ga,g™" gbig™"]
Asi que:

geg™ =lgag™' gbig ' lgarg™", gbog ™1 - [ga,8 ™" 8b,8 7]

Cada término en el producto gcg~! es un conmutador, y por lo tanto gcg~! es un producto
finito de conmutadores. Por la definicion de C, esto significa que gcg™' € C. Con esto, se
ha demostrado que para cualquier g € G y cualquier ¢ € C, el elemento gcg~' € C. Esto

prueba que C es un subgrupo normal de G, o bien,

C«aG

Para mostrar que el grupo cociente G/C es abeliano, se necesita probar que cualquier
par de elementos en G/C conmutan. Recuerde que C es el subgrupo conmutador de G,
definido como el conjunto generado por todos los conmutadores [a, b] = aba~'b~! para

a,b € G. Dicho de otra forma, C contiene exactamente los elementos de G que son
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necesarios para corregir'la falta de conmutatividad entre cualesquiera dos elementos en G.
Propiedades del Grupo Cociente G/C

En el grupo cociente G/C, los elementos son las clases laterales de la forma gC

para cada g € G. El producto de dichas clases laterales se define como:
(8C)RC) = (gh)C

Comprobacion de la Conmutatividad

Para demostrar que G/C es abeliano, se necesita verificar que:
(8C)(hC) = (hC)(gC)

para todos g, h € G.

Aplicando la definicion del producto de clases laterales, esto se reduce a demostrar
que:
(gh)C = (hg)C

o equivalentemente, que:
ghthg)™ € C

Calculando el elemento gh(hg)™!:
gh(hg)™' = gh(g™'h™") = ghg™'h™"

El término ghg~'h~! es precisamente el conmutador [g, h]. Por definicién, C es el
subgrupo generado por todos los conmutadores de G, lo que implica que cualquier
conmutador [g, h] estda en C.

Dado que [g, h] = ghg='h~! € C, se tiene que:

(gh)C = (hg)C
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y por lo tanto:
(8C)(hC) = (hC)(gC)

Esto muestra que G/C es abeliano.

Cualquier par de elementos en G/C conmutan, por lo que la operaciéon en G/C es

conmutativa.

La razdn subyacente de esta propiedad es que al factorizar G por C, se esta eliminando
todos los .°bstaculos.? la conmutatividad en G. El grupo cociente G /C ¢olapsa"todas las
distinciones entre elementos que no conmutan en G al nivel de sus conmutadores, lo que

hace que el grupo resultante sea abeliano.

Para demostrar que el inverso de un conmutador es también un conmutador, considere un
conmutador genérico en un grupo G. Recuerde primero la definicion de un conmutador
para elementos ay b en G:

[a, b] = aba™'b™'

Se quiere encontrar el inverso de [a, b] y mostrar que este inverso puede expresarse como

un conmutador de dos elementos de G. De esta forma

1.Encontrar el inverso de [a, b]: El inverso de un elemento en un grupo, dado por g,
se define como el elemento g~! tal que gg=' = g~'g = e, donde e es el elemento

identidad del grupo. Aplicando esta definicion al conmutador [a, b], se tiene:
[a,b]" = (aba™'b7")™"

Usando la propiedad de que el inverso de un producto es el producto de los inversos

en orden inverso, se obtiene:

[a,b] ' =B H @ H v la! = bab~la™!

2.Demostrar que el inverso es un conmutador: Ahora, se desea expresar [a, b]~!

como un conmutador. Observe la expresion obtenida:

[a,b]™" = bab~'a”!
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Se puede reordenar esta expresion para hacerla aparecer como un conmutador de b
y a, pero con a y b intercambiados y en el orden inverso para uno de los elementos.
Esto es

[a,b]"! = bab~'a™! = [b, a]

Asi, se ha mostrado que el inverso del conmutador [a, b] es igual al conmutador [b, a].

Esto prueba que el inverso de un conmutador es también un conmutador.

Solucion 2.13.9 (grupo y subgrupo normal) Ver p.157
Para demostrar que si H y K son subgrupos normales de un grupo G tales que H N K = {e}, entonces
cualquier par de elementos h € H y k € K conmutan, es decir, hk = kh, se puede utilizar la teoria de

conmutadores y propiedades de los subgrupos normales. Recordando:

1.Normalidad de H y K: Dado que H y K son subgrupos normales de G, se tiene que para cualquier
geG,he H,ykeK:
ghg' e H y gkg' €K

2.Definicion del conmutador: El conmutador de dos elementos a y b en G esta definido como:

[a,b] = aba™'b™!

Con base en lo anterior, sucede que el conmutadorde h € Hy k € K es:
[h, k] = hkh™'k™!

Por la normalidad de H y K, se tiene que:
aSi hkh™' € K y k™! € K entonces (hkh™)k~! € K © hkh™'k™!' = [h, k] € K
sSihe€ Hykh'k™' € H entonces h(kh'k')y € H © hkh 'k~ =[h,kl€e H
Porende, [h, k] € H N K.
Dado que HN K = {e}, esto significa que el tnico elemento comun entre H y K es el elemento identidad

e. Entonces, debe ser el caso que:
hkh k' =e
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Esto implica directamente que:
hk = kh

Esto muestra que cualquier » € H y k € K conmuta.

Ver p.157 Solucién 2.13.10 (grupo y subgrupo normal)
Para demostrar que la interseccidn de todos los subgrupos de orden s de un grupo G es un subgrupo nor-

mal de G se puede proceder de la siguiente manera:
Denotacion y definicion

Sea H el conjunto de todos los subgrupos de G de orden s. Suponga que H # @ (dado que G contie-
ne al menos un subgrupo de orden s). Definina N como la interseccion de todos los subgrupos en H:

N=(1H

HeH

N es un subgrupo

Para demostrar que N es un subgrupo, se necesita verificar que N cumple las propiedades basicas de

un subgrupo:

=Cerradura bajo la operacion: Si x, y € N, entonces x, y estan en cada subgrupo H € H. Como

cada H es un subgrupo, xy € H para cada H, y por lo tanto xy € N.

sExistencia del elemento identidad: El elemento identidad e de G est en cada subgrupo de G, por
loquee € N.

sExistencia de inversos: Si x € N, entonces x estd en cada H € H. Como cada H es un subgrupo,

x~! € H paracada H,y por lo tanto x™! € N.

Esto demuestra que N es un subgrupo.
N es normal en G

Para demostrar que N es normal en G, considere un elemento arbitrario g € G y se demostrard que
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gNg'CN.

Argumento clave

1.Conjugacion y permutacion de subgrupos: Dado que H es un subgrupo de orden sy g € G, el
conjugado de H por g es:
gHg ' = {ghg™' | he H}

El conjunto g Hg~! es también un subgrupo de G y tiene el mismo orden s, porque la conjugacion

por g reordena los elementos de H pero no cambia su cantidad.

2.Conjugacion y la interseccion: Para cualquier x € N, x pertenece a todos los subgrupos de H.
Entonces, para cualquier H € H, x € H. Considere el conjugado gxg~! para algiin g € G:

gxg ' e gHg™!

Dado que g H g~! es también un subgrupo de orden s, pertenece a H.

3.Pertinencia a la interseccion: Ya que gHg™! € H paracada H € H,y x € H implica que
gxg~! € gHg™!, esto debe ser cierto para todos los subgrupos H € H. Por lo tanto, gxg~' perte-

nece a todos los subgrupos de H.

Conclusion

Dado que gxg~! € H para cada H € H, se sigue que gxg~' € N. Esto demuestra que gNg=! C N, lo

que implica que N es un subgrupo normal de G.

Por lo tanto, la interseccidon de todos los subgrupos de orden s en G es un subgrupo normal de G.

Solucién 2.13.11 (grupo y subgrupo normal) Ver p.157
Para demostrar que si H es un subgrupo de G y N es un subgrupo normal de G, entonces H N N es un
subgrupo normal de H, se seguiran los pasos siguientes:

Paso 1: H N N es un subgrupo de H

En efecto,
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1.Identidad: Como e € H y e € N (donde e es el elemento identidad de G), entonces e € H N N.

2.Cerradura: Si x,y € H n N, entonces x,y € Hy x,y € N.Dado que H y N son subgrupos,
xye Hyxye N,porloquexye HNn N.

3.Inversos: Six € H N N, entonces x € Hy x € N. Dado que H y N son subgrupos, x! € Hy
x'e N,porloquex' € Hn N.

Esto demuestra que H N N es un subgrupo de H.
Paso 2: H N N es un subgrupo normal de H

Para demostrar que H N N es un subgrupo normal de H, se necesita mostrar que para todo h € H
ytodo x € H n N, se cumple que hxh™' € HN N.

Dado que x € H N N, se tiene x € N. Dado que N es normal en G, se cumple que hxh™' € N
para cualquier 2~ € G. Como h € H C G, también se tiene que hxh~! € N.

Ademas, dado que x € H N N, se tiene x € H. Como h,x € H y H es un subgrupo, hxh™' € H.
Por lo tanto, Axh~! € H n N. Esto demuestra que H N N esnormal en H.
Ejemplo de que H N N no necesariamente es normal en G

Considere el grupo simétrico G = S; y N = G. El grupo S; es el grupo de todas las permutaciones
de tres elementos y tiene orden 6.

Tome un subgrupo H de orden 2, por ejemplo, H = {e,(12)}. Aqui (12) es la permutacién que in-
tercambia los elementos 1y 2.

HNN=HnNS;=H,yaque N = §;.
Se quire ver si H N N (que es igual a H) es normal en G.

Recuerde que para ser normal, para cualquier g € Gy h € H, ghg~' debe estar en H.



Soluciones

Considere g = (123) € S; y h=(12) € H:

(123)(12)(321) = (132)
(132) noestaien H = {e,(12)}, por lo que H no es normal en G.
Solucién 2.13.12 (grupo y subgrupo normal)

Para demostrar que cada grupo G es normal en si mismo y que el grupo cociente G/G es trivial, se pro-

cede en dos partes:
Parte 1: G es normal en si mismo
Un subgrupo N de un grupo G es normal si para cada g € Gy cadan € N, el conjugado gng™' € N.

Para demostrar que G es normal en si mismo, se debe mostrar que para cualquier g € G y cualquier
x € G, el elemento gxg~! estd en G. Esto es evidente, ya que gxg~! es un elemento de G y G contiene

todos sus propios elementos.

Formalmente, se puede escribir:
Para cualquier g € G y cualquier x € G, gxg' € G
Esto cumple la definicién de normalidad, y por lo tanto, G es normal en si mismo:
GG

Parte 2: G/G es trivial

El grupo cociente G /G esta formado por las clases laterales de G en si mismo. La clase lateral izquierda
de cualquier elemento g € G es:
gG={gx|xeG}=G

Esto significa que todas las clases laterales de G en si mismo son simplemente G. Por lo tanto, hay exac-

tamente una clase lateral en G/G, que es G mismo.

En otras palabras, el grupo cociente G/G contiene exactamente un elemento, la clase lateral de G. Es-

Ver p.158



N
Soluciones

te grupo cociente es el grupo trivial, que se denota usualmente como {e} donde e es el elemento identidad.

Se puede expresar esto formalmente como:

G/G = (G} = (G)

Ver p.158 Solucién 2.13.13 (grupo y subgrupo normal)
Para demostrar que si N es un subgrupo normal de G y H es un subgrupo de G, entonces H N definido
como
HN :={hn|he H,ne N}

es un subgrupo de G, se debe verificar que H N cumple con las propiedades de un subgrupo: cerradura
bajo la operacion, existencia del elemento identidad, y cerradura bajo la inversion.

Propiedades de un subgrupo

1.Cerradura: Sea x,y € HN. Entonces, existen h,h, € H y n;,n, € N tales que x = hyn, y
y = h,n,.

Para la prueba, considere el producto xy:
xy = (hyny)(hyn,)
Usando la asociatividad de la operacion del grupo G, se tiene:
xy = h,(n hy)n,

Dado que N es normal en G, el producto n h, puede ser escrito como h,n| para algin n| € N

(especificamente, n, h, = h,(h;'n h,) = h,n)). Por lo tanto:
xy = h hyn'n,

Dado que h,,h, € H y H es un subgrupo, h,h, € H. Asimismo, dado que n{,n, € N 'y N es un
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subgrupo, n\n, € N. Asi, se puede escribir:
xy = (h;h,))(n\n,) € HN
Esto muestra que H N es cerrado bajo la operacion de G.

2.Existencia del elemento identidad:

3.El elemento identidad e de G se puede expresar como e = ee donde e € H y e € N (ya que ambos

son subgrupos y contienen el elemento identidad).

Por lo tanto, el elemento identidad e € HN.

4.Cerradura bajo la inversion: Sea x € H N. Entonces, existe h € H y n € N tales que x = hn.

Para la prueba, considere el inverso de x:
x' = =n"th!

Dado que n € N y N es un subgrupo, n~! € N. Asimismo, dado que » € H y H es un subgrupo,
h'eH.

Entonces, se necesita versin~'h~! € HN.

Usando la propiedad de normalidad de N, se sabe que parah™' € Hyn™' € N, h"'n"!(h™")! =

h~'n~'h € N. Entonces se puede escribir A~'n~! = n’h~! para algin n’ € N.

Por lo tanto:
x'=pn'n'=hr'W e HN

Esto muestra que x~' € HN.

Por lo tanto, H N es un subgrupo de G.

Solucién 2.13.14 (grupo y subgrupo normal) Ver p.158
Para demostrar que si N es un subgrupo normal de G y H es un subgrupo de G, entonces N es un sub-

grupo normal de H N, sigamos los siguientes pasos:
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Paso 1: H N es un subgrupo de G

Como ya se ha demostrado anteriormente, si H es un subgrupo de G y N es un subgrupo normal de

G, entonces H N es un subgrupo de G.
Paso 2: Demostracion de que N es un subgrupo normal de H N

Para demostrar que N es un subgrupo normal de H N, se necesita demostrar que para cualquier x € H N
yn € N, se cumple que xnx~! € N.

Sea x € H N. Por definicion, se puede escribir x como x = h;n, paraalginh, € H yn, € N.
Ahora considere el conjugado de n € N por x:

xnx~! = (hlnl)n(nl_lhl_l)
Se debe analizar esta expresion paso a paso:

1.Conjugacion de n por n,;: Como n, € N y N es un subgrupo (de hecho, un subgrupo normal) de

G, sabemos que nlnnl‘1 € N.

2.Conjugacion de n 1nn1‘1 por h;: Como h; € H y N es un subgrupo normal de G, se sabe que A,
permuta N dentro de G. Es decir, h,(n,nn;")h;' € N.

Ahora combinando estos pasos:
-1 _ —1p—1
xnx™ = (hyn)n(n h")
Primero se calcula nlnnl‘1 € N y luego se conjuga el resultado por A;:

xnx" = hy(nnn; "7

-1

Debido a que N es normal en G y el resultado n,nn

h, € H C G, se obtiene que:

€ N, al conjugar esto por h,, dado que

h](nlnn]'l)h]'1 €N

Por lo tanto, xnx~! € N para cualquierx € HN yn € N.
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Se ha demostrado que N es un subgrupo normal de H N. Para cualquier x € HN y n € N, el elemento
conjugado xnx~! permanece en N. Esto cumple la definicién de normalidad, y por lo tanto, N <« HN .
[

Solucién 2.13.15 (grupo y subgrupo normal) Ver p.158

HK es un subgrupo normal de G siy solosi HK = KH
Demostracion:
(=) Si HK es un subgrupo normal de G, entonces HK = KH:

Si HK es un subgrupo normal de G, entonces para cualquier g € G y cualquier
x € HK, se tiene que gxg~' € HK.

Considere un elemento ~ € H y un elemento k € K. Entonces, hk € HK. Co-

mo H K es normal, para cualquier g € G, se cumple:
ghkg ' = h'k' € HK

(ghg™)(gkg™)=nk' € HK

Dado que ghg™! € H (porque H es normal en G) y gkg~! € K (porque K es normal en
G), se puede escribir:
ghg™'-ke HK y hkg™' € HK

Es decir, cualquier producto de la forma ghg='k y hkg=' puede ser escrito como un

elementoen HK.

Ahora, para mostrar que HK = KH, considere h € H y k € K. Se quiere ver
que hk € KH. Dado que H es normal, se tiene que:

k'hk=h € H

lo que implica que:
hk = kh' € KH
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Dado que esto es cierto para cualquier h € H y k € K, se concluye que:
HK =KH

(<) Si HK = KH, entonces H K es un subgrupo normal de G:

Suponga que HK = KH. Se quiere demostrar que H K es un subgrupo normal
de G. Para esto, tome cualquier g € G y cualquier x € HK. Se debe mostrar que
gxg~' € HK.

Sea x € HK. Entonces x = h,k, paraalgin h; € H y k; € K. Considere:
gxg~' = g(hikg™" = (ghig™)(gkig™)
Dado que H y K son subgrupos normales de G, se tiene:
ghig'eH y gkg'ek

Por lo tanto:
gxg™' = (gh,g™)(gk,g™") € HK

Esto muestra que H K es invariante bajo conjugacion por cualquier elemento de G, por lo

tanto, H K es un subgrupo normal de G.

Si H es normal, entonces H K es un subgrupo
Demostracion:

Si H es normal en G, entonces para cualquier k € K, el conjugado kHk™! esta

contenido en H. Se desea mostrar que H K es un subgrupo de G.

Para esto, se verifican las propiedades de un subgrupo:

sCerradura: Sea x,y € HK. Entonces x = h,k, y y = h,k, para algunos h, h, €
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Hyk,, k, € K. Considere el producto:
xy = (hyk)(hyky) = hy(k,hyk; Dk k,

Dado que H es normal en G, klhzkl‘l € H. Entonces, se puede escribir:
xy = h,h;kk, paraalginh, € H

Como h hy, € Hy k k, € K, se tiene que xy € HK.

=Identidad: El elemento identidad e de G puede escribirse como e = eedonde e € H
y e € K. Por lo tanto, e € HK.

nInversos: Sea x € H K. Entonces x = hk paraalginh€ Hy k € K.

Considere el inverso de x:
x =k =kh!
Dado que k™' € Ky h™! € H,y H es normal en G, se tiene que:
k'h™' = W'k’ paraalginh’' € Hy k' € K

Por lo tanto, x™! € HK.

Esto muestra que H K es un subgrupo de G.

Si H y K son normales, entonces H K es un subgrupo normal

Demostracion:

Dado que H y K son subgrupos normales de G, se quiere demostrar que HK es

un subgrupo normal de G.

De la primer parte, se sabe que si H y K son normales, entonces HK = KH.

Ahora, se necesita mostrar que H K es un subgrupo normal de G.
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Para esto, tome cualquier g € Gy cualquier x € H K. Se debe mostrar que gxg~' € HK.

Sea x € HK. Entonces x = h,k, paraalgin h, € H y k, € K. Considere:
gxg™ = glhk)g™" = (ghig”Ngkg™)
Dado que H y K son subgrupos normales de G, sucede que:
ghig'eH y gkg'ek

Por lo tanto:
gxg~' =(ghig )(gk,g™) € HK

Esto muestra que H K es invariante bajo conjugacion por cualquier elemento de G, y por

lo tanto, H K es un subgrupo normal de G.

Ver p.159 Solucién 2.13.16 (grupo y subgrupo normal)
Para determinar el conjunto de conmutadores del grupo G, considere las matrices en G. El grupo G esti

compuesto por matrices de la forma

|
G = “Yiaer beR b£0 b,
0 b

Para encontrar el conjunto de conmutadores, se necesita considerar el conmutador de dos elementos

Ay BenG. Sea
l a 1 ¢
A= y B= ,
0 b 0 d

donde a,c € Ry b,d € R — {0}. El conmutador [A, B] se define como

[A,B] = ABA™'B7!.

Primero, se calcula A~!y B~!:

» <1 a)l <1 —a/b)
A = = ,
0 b 0 1/b
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» (1 c>1 <1 —c/d>
B = = .
0 d 0 1/d

Abhora, se calcula los productos AB, A~!, y B~:
1
AB = a I ¢ _ I a+c ‘
0 b 0 d 0 bd
a+c—a
ABA_I _ 1 a+c 1 —a/b _ 1 T _
0 bd 0 1/b 0 d
1 —c/d \ _
0 1/d |

El término ¢ (% - ) puede ser simplificado como:

1
d
(%)
cl——).
bd

Por lo tanto, el conmutador [A, B] se puede escribir como:

[A,B]:(1 c<%> >
0 1

Observe que el conmutador de dos elementos de G siempre tiene la forma:

(o1)

donde k = ¢ <ﬂ> para algunos a,c € Ry b,d € R — {0}.

/N
() —_—
QU =1In
N——

1
0

\/
Il
VR
o —

o
N
S

|

QU
p— N
N——

[SUSEN

ABA™'B! = (

bd

Conjunto de conmutadores

El conjunto de todos los conmutadores de G es:

(G )eer)

Este conjunto es un subgrupo del grupo G y esta compuesto por matrices donde el término en la diagonal
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es 1, y el término en la posicion (1,2) es cualquier niimero real k.

Ver p.159 Solucién 2.13.17 (grupo y subgrupo normal)
Para demostrar que G = Z X Z con la operacion (a, b)(c,d) = (a+c(=1)?, b+ d) es un grupo no abeliano

y para determinar el conjunto de los conmutadores de este grupo, se siguen los siguientes pasos:
Verificacion de que G es un grupo

Primero, se debe verificar que G es un grupo bajo esta operacion.

1.Asociatividad: Se verifica si la operacidn es asociativa. Sean (a, b), (¢, d), y (e, f) € G. Se necesita

verificar si ((a, b)(c,d))(e, ) = (a,b)(c, d) (e, f)).
(a,b)(c,d) = (a+c(=1),b+d)

(Ca d)(e’ f) = (C + e(_l)d’d + f)

Entonces,

((a, b)(c,d))(e, f) = (a+c(=1)",b+d)e, ) = (a+ c(=1)") + e(=1)"*, (b +d) + [)

(a,b)((c,d)e, ) = (a,b)(c +e(=1)",d + f) =

(a+(c+e(=DN=D"b+d+ ) =(a+c(=1) +e(-1D)"*,b+d+ f)
Ambos resultados son iguales, por lo tanto, la operacion es asociativa.

2.Identidad: La identidad en G debe ser un elemento (e,, e,) tal que para cualquier (a, b) € G,
(a9 b)(el’ el) = (a’ b) y (el’ eZ)(a’ b) = (a’ b)
En tal caso (e, e,) = (0, 0). En efecto:

(a, b)(0,0) = (@ + 0(=1)*, b+ 0) = (a, b)
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(0,0)(a, b) = (04 a(=1)°,0 + b) = (a, b)

Por lo tanto, (0, 0) es el elemento identidad.

3.Inverso: El inverso de (a, b) € G debe ser un elemento (d’, b’) tal que
(a,b)(d,b')=(0,0) y (d',b)a,b)=(0,0)
Considere (da’, ') = (—a(=1)?, —b). Ast:
(a,b)(—a(=1)’, =b) = (a — a(=1)’(=1)", b = b) = (0,0)

(—a(=1)°, =b)(a, b) = (—a(=1)’ + a(=1)°, —=b + b) = (0, 0)

Por lo tanto, (a’, b') = (—a(=1)?, —b) es el inverso de (a, b).

Con asociatividad, identidad y existencia de inversos verificadas, G es un grupo.
G es no abeliano

Para demostrar que G es no abeliano, se debe encontrar un par de elementos (a, b) y (c,d) en G tal que

(a,b)(c,d) # (c,d)(a,b).
Considere (1,1) y (1,0):

1, D1,00 =1+ 1(-D"14+0)=1-1,1)=(0,1)
Lo, DH=0+1=D%0+ D =10+1,1)=(2,1)

Como (0, 1) # (2, 1), G es no abeliano.
Conjunto de los conmutadores

El conmutador de dos elementos (a, b) y (c,d) en G esta definido como:

[(a, b), (¢, d)] = (a, b)(c,d)(a, b)'(c,d)™"

Primero se calcula los inversos:
(a,b)™" = (—a(-1)",-b)
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(e, d)™ = (=e(=1)?, ~d)

Entonces,
[(a, b), (c,d)] = (a+ c(—=1)", b+ d)(—a(-=1)"**, =b)(—c(~1)?, —d)

Simplificando paso a paso:

(a+c(=1", b+d)(—a(=1)"*",=b) = ((a + c(=1)") = a(=D)"*(=D)"**, (b + d) — b) = (a+c(-1)"—a,d)
(a+c(=1)—a,d)(—c(-1)4, —d) = ((a + (=1 —a) + (—e(=D)H(=1)4,d — d) = (a+c(=1)l—a—c(-1)%,0)
Note que si by d son tales que (a + c(—1)? —a — c¢(—1)¢ = 0), entonces (a + c¢(—1)* —a —c(=1)? = 0) es

la forma del conmutador.

Se puede ver que (a + ¢(—1)” — a — ¢(—1)¢ = 0) implica (c(—=1)? — c¢(=1)? = 0).

En particular, si b y d son tales que (—1)” = (=1)¢, entonces c¢(—1)? — ¢(=1)¢ = 0.

Conclusion:

El conjunto de los conmutadores de G esta formado por elementos (a,0) donde a € Z. Este conjunto

es un subgrupo de G.
[]

Solucién 2.13.18 (grupo y subgrupo normal)
Para demostrar que si N es un subgrupo normal de un grupo G tal que N N G’ = {e}, donde G’ es el
subgrupo conmutador de G (el conjunto de todos los conmutadores de G), entonces N C Z(G) (donde

Z(G) es el centro de G), se siguen los siguientes pasos:
Mostrar que N C Z(G)

Tome un elemento n € N. Se quiere demostrar que » conmuta con todos los elementos de G, es de-

cir, que n € Z(G). En otras palabras, hay que probar que para todo g € G, ng = gn.

Considere el conmutadorde ny g:

[n,g] = ngn~'g™!

Dadoque n € N y N es normal en G, ngn~! € G paratodo g € G. Por lo tanto, [n, g] € G’ porque G’
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es el subgrupo conmutador que contiene todos los conmutadores de G.
Usar la interseccion trivial

Se sabe que N N G’ = {e}. Esto implica que el tnico elemento que N y G’ tienen en comin es el
elemento identidad e. Entonces, si [n, g] € N y [n, g] € G’, se debe tener [n, g] = e porque NNG' = {e}.

Por lo tanto:

[n.gl=ngn"'g7' =e = ng=gn

Esto muestra que n conmuta con cualquier g € G.
Conclusion

Se concluye que N C Z(G), es decir, N esta contenido en el centro de G.

Solucién 2.13.19 (grupo y subgrupo normal) Ver p.159
Para demostrar que si N es un subgrupo normal de G con | N| = 2, entonces N es un subconjunto del
centro del grupo G (denotado por Z(G)), se siguen los siguientes pasos:

Normalidad y conjugacion:

Se quiere demostrar que n conmuta con todos los elementos de G, es decir, probar que n € Z(G). Para

esto, considere el efecto de la conjugacion sobre n.

Dado que N es normal en G, para cualquier g € G, el elemento conjugado gng™' debe pertenecer a

N.Dado que N = {e, n}, esto implica que gng~"' debe ser e o n.

Considerar los posibles valores de gng™!

1.Caso gng™! = e:

gng_lze - n=g_1eg=e — n=e¢e
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Esto es imposible ya que n # e por definicion.

2.Caso gng™! = n:
gng'l =n — gn=ng

Esto implica que n conmuta con g.

Conclusion:
Dado que para cualquier g € G, el elemento n conmuta con g, esto significa que n € Z(G).

Por lo tanto, N C Z(G).

Solucién 2.13.20 (grupo y subgrupo normal)
Para demostrar que si M' 'y N son subgrupos normales de un grupo Gy M NN = {e}, entonces mn = nm

paratodom € M y n € N, considere el conmutador [m, n], definido como:

1,.-1

[m,n] = mnm™ " n~
Debido a la normalidad de M y N, los siguientes hechos son ciertos:

=Como N es normal en G, el elemento m~'n"'m € N.

»Como M es normal en G, el elemento nm™'n~! € M.
Luego

»Dado que M es normal, mnm~' € N, porque n~' € Nym~'n"'me& N.

»De manera similar, dado que N es normal, nm~'n=! € M, porque m € M y n"'mn~! € M.
Por lo tanto, mnm~'n~! € M porque mnm=' € N yn=' € N.
Como M N N = {e}. Esto significa que cualquier elemento que esti simultdneamente en M y N debe ser
la identidad e. Por lo tanto, dado que se ha establecido que el conmutador [m, n] = mnm~'n' € M N N,

esto implica que:
[m,n]eM 'y [mn]€N

y asi

[m,n]=e
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es decir

1

mnm~'n' = e = mn=nm

Esto concluye la prueba de que M y N conmutan elemento por elemento.
Solucién 2.13.21 (grupo y subgrupo normal)
Para demostrar que 2| Z(G)| # |G|, se supondra lo contrario, lo cual se deriva en una contradiccion.

Suponga que 2| Z(G)| = |G|. Esto implica que el orden del centro de G, Z(G), es exactamente la mitad

del orden del grupo G. Con base en el Teorema de Lagrange se sigue que:

|G|
G . Z G = =
[ (G)] 7))

Esto significa que hay exactamente dos clases laterales de Z(G) en G. En particular, Z(G) es un sub-

grupo de indice 2 en G, lo cual significa que Z(G) es normal.
Ademéds, si Z(G) tiene indice 2, entonces G puede descomponerse en dos clases laterales de Z(G):

G=Z(G)UgZ(G)

Si se toma cualquier elemento 4 € G, entonces A debe estar en una de las dos clases laterales Z(G) o

gZ(G). Considere los siguientes casos:

1.Caso h € Z(G): Por la definicion del centro, cualquier 2 € Z(G) conmuta con todos los elementos
de G.

2.Caso h € gZ(G): En este caso, se puede escribir h = gc para algiin ¢ € Z(G). Considere la

conmutacion de /4 con un elemento k € G:

hk = (gc)k = g(ck) = g(ke) = (gk)c

Ahora, considere kh:

kh = k(gc) = (kg)c

Dado que g € Z(G), hay algin k € G tal que gk # kg. Por lo tanto, para algin k, se tiene que:

Ver p.160
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g(ke) # (kg)c

Esto significa que no se cumple la conmutacidn para todos los elementos fuera del centro.

Dado que se asume que 2| Z(G)| = |G| implica que cualquier elemento fuera del centro debe conmutar
con los elementos en el centro, pero al mismo tiempo hay elementos fuera del centro que no conmutan
con algun otro elemento del grupo, esto genera una contradiccion. Por lo tanto, la suposicion de que
2| Z(G)| = |G| es incorrecta. Asi, es imposible que 2| Z(G)| = |G]|. Por lo tanto, 2| Z(G)| # |G|.

[

Solucién 2.13.22 (grupo y subgrupo normal)

Se analiza cada afirmacién una por una y se determinaré si son verdaderas o falsas.

1. ; Tiene cada subgrupo de orden 4 clases izquierdas?

Falso. Todos los subgrupos, independientemente de su orden, tienen clases izquierdas. Las clases la-
terales (izquierdas y derechas) son una propiedad de cualquier subgrupo en un grupo, no dependen del
orden del subgrupo.

2. ;Puede no tener clases izquierdas un subgrupo finito de un grupo infinito?

Falso. Todo subgrupo, ya sea finito o infinito, tiene clases laterales izquierdas y derechas. Esto es par-

te de la estructura fundamental de un grupo y sus subgrupos.
3. (Es un subgrupo de un grupo una clase izquierda en si mismo?

Verdadero. Un subgrupo H de un grupo G es una clase lateral izquierda en si mismo. Es decir, H = eH,

donde e es el elemento identidad de G.
4. ;Solamente los subgrupos de grupos finitos pueden tener clases izquierdas?

Falso. Tanto los subgrupos de grupos finitos como los de grupos infinitos tienen clases laterales izquier-

das. La existencia de clases laterales no depende de la finitud del grupo.

5. (El nimero de clases izquierdas de un subgrupo de un grupo finito divide al orden del grupo?
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Verdadero. Esto es una consecuencia del teorema de Lagrange. El nimero de clases laterales de un

subgrupo H en un grupo finito G es el indice [G : H], que divide al orden de G.

6. (Es cada subgrupo de un grupo abeliano un subgrupo normal?

Verdadero. En un grupo abeliano, todos los subgrupos son normales porque todos los elementos conmu-

ten entre si.

7. ¢(Es cada grupo cociente de un grupo finito un grupo finito?

Verdadero. Si G es un grupo finito y N es un subgrupo normal de G, entonces el grupo cociente G/ N

es también finito.

8. (Es abeliano cada grupo cociente de un grupo abeliano?

Verdadero. Si G es un grupo abeliano y N es un subgrupo normal de G, entonces el grupo cociente

G /N es también abeliano.

9. (Es no abeliano cada grupo cociente de un grupo no abeliano?

Falso. No necesariamente. Un grupo no abeliano puede tener un subgrupo normal tal que el cociente
sea abeliano. Por ejemplo, el grupo simétrico S5 no es abeliano, pero su subgrupo alternado A, es abe-
liano, y S/ A; es un grupo abeliano.

[
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E“ Soluciones de la seccién 2.18

Ver p.198 Soluciéon 2.18.1 (Homomorfismo)

Para verificar que [ : (Z,+) — (Z,,+) definida por f(x) = [x] es un homomorfismo de
grupos, se debe comprobar que f preserva la operacion de grupo, es decir, que para todos

X,y € Z, se cumple:

fx+y)=fx)+ f)
Paso 1: Definicion de f

La funcién f esta definida como:

f(x) = [x]

donde [x] denota la clase de equivalencia de x mddulo » en el grupo Z,,.

Paso 2: Verificacion de la propiedad de homomorfismo

Para verificar la propiedad de homomorfismo, tome x,y € Z. Se debe mostrar

que:

fx+y) =)+ /)

Luego, se calculamos cada lado de la ecuacidn por separado.

Lado izquierdo: Por la definicién de f,

f(x+y) =[x+l
Lado derecho: Por la definicién de f,

f=IxI 'y fO=0]

En el grupo (Z,,+), la suma de dos clases de equivalencia se define como la clase de

equivalencia de la suma de sus representantes. Por lo tanto,
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SO+ =I[x]+[y]=[x+y]

Paso 3: Conclusion

Comparando ambos lados, se obtiene:

fx+y)=x+yl=[xI+I=fx)+ ¥

Esto demuestra que f preserva la operacion de grupo, es decir, f es un homomorfismo de

grupos.

Para encontrar el ndcleo de f, que se denota por ker(f), se debe identificar todos los
elementos x € Z tales que f(x) = [x] = [0] en Z,,. Esto significa que se busca todos los

enteros x que son congruentes con 0 modulo 7.

Definicion del niacleo

El nicleo de un homomorfismo f: G — H es el conjunto de todos los elementos
en G que se mapean al elemento identidad de H. En este caso, G = (Z,+)y H =(Z,,+),

y el elemento identidad en Z, es 0.

ker(f)={xeZ: f(x)=0}

Calculo del nucleo

Para este homomorfismo f(x) = [x]:

ker(f)={xe Z : [x] =0}

La clase de equivalencia [x] es [0] en Z, siy solo si x es un mdltiplo de n. Es decir, x

debe ser de la forma x = kn para algiin k € Z.

Por lo tanto,
ker(f)={x€Z : x=knparaalgink € Z} = nZ
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Conclusion

El nucleo de f es el conjunto de todos los multiplos de n:

ker(f) =nZ

Esto se puede interpretar como el subgrupo de Z generado por n.

Ver p.198 Solucién 2.18.2 (Homomorfismo)

Para verificar que f : (R X R, +) = (R, +) definida por f(x,y) = x + y es un homomor-
fismo de grupos, se debe comprobar que f preserva la operacidn de grupo, es decir, que

para todos (x;,y;), (x5, ¥,) € R X R, se cumple:

S((x1p) + (X0, ) = f(x,30) + f(X5, 1)

Paso 1: Definicion de la operacion en R X R

En (R X R, +), la operacion es la suma componente a componente:
(X1, 71) + (X2, ¥2) = (X + X3, ¥ + 1)

Paso 2: Evaluacion de / en la suma de dos elementos

Considere dos elementos (x;,y,) y (x,,¥,) € R X R. Se necesita evaluar f en la

suma de estos dos elementos:

S((x,30) + (x5, 35)) = f(x) + X5, 91 + 1)

Por la definicién de f,

SO+ x5,y +¥) = (X +x5) + (y; +¥,)

Paso 3: Evaluacion de f en cada elemento y suma de los resultados
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Ahora se evalda f en (x, y,) y (x,, y,) por separado, y se suman los resultados:

f(xpy]) =X+
f(xz,J’z) =X+

Sumando estos resultados se tiene:

SO y) + f(xp, 3,) = (xp +y) + (x5 + 3,)

Paso 4: Comparacion de ambos lados

Comparando ambos lados, se tiene:

f((x1’)71) + (xz, yz)) = (x1 + xz) + (y1 + J’Q)
SO y) + f(x0, ) = (xp +y) + (x5 + 3,)

Se observa que son iguales, es decir:

S (e y) + (o ) = f(xp, ) + f (X2, 3,)

Conclusion

Por lo tanto, f : (R X R,+) — (R, +) definida por f(x,y) = x + y es un homo-

morfismo de grupos.

Para demostrar que el nicleo de f es ker(f) = {(x,—x) | x € R}, donde
f : RXxR,+) — (R,+) estda definida por f(x,y) = x + y, se siguen los si-

guientes pasos:
Definicion del nicleo
El nicleo de un homomorfismo f es el conjunto de todos los elementos en el do-

minio que se mapean al elemento identidad del codominio. En este caso, el elemento

identidad en el grupo de llegada (R, +) es 0. Por lo tanto,
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ker(f) = {(x,y) eRXR| f(x,y) = 0}

Evaluacion de f en (x, )

La funcién f estd definida como f(x,y) = x + y. Se quiere encontrar todos los
pares (x,y) € R X R para los cuales f(x,y) = 0. Por la definicién de f esta escuacion es
equivalente a

x+y=0

Solucion de la ecuacion

La ecuacion x + y = 0 puede resolverse para y:

y=-x

El conjunto de todos los pares (x, y) que satisfacen esta ecuacién es {(x, —x) | x € R}.

Conclusion

Se sigue que
ker(f) = {(x,—x) | x € R}

Esto significa que el nticleo del homomorfismo f est4 formado por todos los pares (x, —x)

donde x es cualquier niimero real.

Ver p.198 Soluciéon 2.18.3 (Homomorfismo)
Para demostrar que la funcién f : (U,,-) — (U, -) definida por f ([k]) = [k]" es un homomorfismo de
grupos, se necesita verificar que f preserva la operacion de grupo. Especificamente, se debe mostrar que

para todos [a], [b] € U,, se cumple:

f(al - [b]) = f(la]) - f([B])

Paso 1: Definicion de U,

El conjunto U, es el grupo de unidades modulo n. Esto significa que U, est4 formado por todas las clases
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de equivalencia de enteros que son coprimos con #, bajo la multiplicacion moédulo n. Es decir,

U,={lkleZ,: (k,n)=1}

n

Paso 2: Definicion de la funcion f

La funcién f esta definida como:

(k1) = (k)"

donde [k]™ denota la m-ésima potencia de [k] en U,,.
Paso 3: Verificacion de la propiedad de homomorfismo

Para verificar que f es un homomorfismo, considere dos elementos [a], [b] € U,. Se quiere demostrar
que:

S(lal-[bD) = f(laD - f([BD
Evaluacion de f([a] - [b])

Primero, se evalud f en el producto [a] - [b]:

f([al - [b]) = f([ab])

Por la definicién de f,

f([ab]) = [ab]"
Evaluacion de f([a]) - f([b])

Ahora se evalda f en [a] y [b] por separado, y luego se toma el producto de los resultados:

f(la) =[a]" 'y f([b]) = [b]"

El producto de estos dos elementos en U, es:

f(al) - f([b]) = [a]” - [B]"
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Dado que la operacion en U, es la multiplicacion mddulo n, se puede escribir:
[a]” - [b]" = ([a] - [B])™ = [ab]"

Paso 4: Comparacion de ambos lados
Comparando ambos lados, se tiene:
f([al - [b]) = [ab]”
f(aD) - (6] = ([a] - [b])" = [ab]"

Ambos son iguales, es decir:

f(a] - [b]) = f(la)) - F([B])

Conclusion

Se ha demostrado que f preserva la operacién de grupo. Por lo tanto, f : (U,,-) — (U,.-) definida

por f ([k]) = [k]™ es un homomorfismo de grupos.
[l

Solucién 2.18.4 (Homomorfismo)

Para demostrar que f : Z, X Z, — Uy definida por f([a], [b]) = [395%] es un homomorfismo de grupos,
se debe verificar que f preserva la operacion de grupo. Especificamente, se necesita mostrar que para
todos ([al, [b]), ([c],[d]) € Z, X Z,, se cumple:

f((al,[bD) + ([c], [d]) = f([al, [6D) - f([c].[d])

Paso 1: Definicion de la operacion en Z, X Z,

En el grupo Z, X Z, con la operaciéon suma componente a componente, se tiene:

([al, [6]) + ([c], [d]) = ([a + c], [b + d])

Paso 2: Definicion de la funcion f

La funcién f esta definida como:

f([al, [b]) = [3°5"]
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donde [345%] denota la clase de equivalencia de 395” médulo 8.
Paso 3: Verificacion de la propiedad de homomorfismo

Para verificar que f es un homomorfismo, considere dos elementos ([a], [b]) y ([c],[d]) € Z, X Z,.

Se quiere demostrar que:

f(({al, [bD) + ([c].[d]) = f([al, [6]) - f([c].[d])
Evaluacion de f(([a], [b]) + ([c], [d]))

Primero, se evalua f en el elemento suma ([a], [b]) + ([c], [d]):

f(({al,[6D) + ([c], [d]) = f([a +c], [b+d])

Por la definicién de f,

f(la+cl,[b+d]) = [375"*]

Evaluacion de f([a], [b]) - f([c], [d]) Ahora se evalua f en ([a], [b]) y ([c], [d]) por separado, y luego se

toma el producto de los resultados:

f(al [b) = [3%5"1 y f(el,[d]) = [3°59]

El producto de estos dos elementos en Uj es:

f([al, [b]) - f(lc], [d]) = [3°5°] - [3°57] = [33°5°59] = [37*¢5"*]

Paso 4: Comparacion de ambos lados

Comparando ambos lados, se tiene:

f(([al, [BD) + ([c], [d]) = [375°*]
f(al, [b]) - f(le], [d]) = [37%¢5"*]

Ambos son iguales, es decir:
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f(([al, [b]) + ([c]. [d]) = f(lal,[b]) - f([c]. [d])

Conclusion

Se ha demostrado que f preserva la operacién de grupo. Por lo tanto, f : Z, X Z, — Ujg definida
por f([al,[b]) = [3%5”] es un homomorfismo de grupos.
[]

Solucién 2.18.5 (Homomorfismo)
Para demostrar que el conjunto de automorfismos Aut(G) de un grupo (G, -) es un grupo bajo la compo-
sicién de funciones, se debe verificar que se cumplen las propiedades de un grupo: cerradura, existencia

de un elemento identidad, existencia de inversos y asociatividad.
Definicion de automorfismo

Un automorfismo de G es un isomorfismo de G en si mismo, es decir, una funcion biyectiva¢ : G - G

tal que para todos x,y € G,
P(x - y) = P(x) - ().

Paso 1: Cerradura
Se debe demostrar que la composicion de dos automorfismos es un automorfismo.

Sean ¢,y € Aut(G). Se necesita mostrar que la composicidon ¢oy también es un automorfismo de G.

1.Homomorfismo: Sea x, y € G. Entonces,

(Poy)(x - y) = p(w(x - y)) = (w(x) - w(y) = (w(x)) - p(w(y)) = (Pow)(x) - (Ppoy)(y).
Esto muestra que ¢poy es un homomorfismo.
2.Biyectividad: Dado que ¢ y y son biyectivas, su composicion ¢oy también es biyectiva.

Dado que ¢poy es un homomorfismo biyectivo, es un automorfismo. Por lo tanto, Aut(G) es cerrado bajo

la composicién de funciones.
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Paso 2: Elemento identidad

Se debe demostrar que existe un elemento identidad en Auf(G). La identidad del grupo de automorfismos
es la funcion identidad id; : G — G definida por id;(x) = x para todos x € G.

1.Homomorfismo: Para todos x, y € G,

idg(x-y)=x-y=lidg(x)-idg(y).
Por lo tanto, id; es un homomorfismo.

2.Biyectividad: La funcién identidad id; es claramente biyectiva.
Por lo tanto, id; es un automorfismo y actia como el elemento identidad en Aut(G).
Paso 3: Inversos

Se debe demostrar que cada automorfismo tiene un inverso en Aut(G).

Sea ¢ € Aut(G). Dado que ¢ es biyectiva, existe una funcién inversa ¢~' : G — G tal que pop™! = id,;
y ¢_1 0¢ = idG.

1.Homomorfismo: Para todos x, y € G,

¢ xy) = ¢7H (D@ ()BT () = ¢ (@@ ()¢ () = dTod(@7 ()T () = ¢ (x) ¢ ()
Esto muestra que ¢~! es un homomorfismo.

2.Biyectividad: La funcion inversa ¢~! es biyectiva.

Por lo tanto, ¢~! es un automorfismo. Asi, cada automorfismo en Aut(G) tiene un inverso en Aut(G).
Paso 4: Asociatividad

La composicion de funciones es asociativa. Para cualquier ¢, y, 0 € Aut(G),

(po(yo0))(x) = d((wob)(x)) = Py (8(x))) = (Poy)(0(x)) = ((pow)od)(x).
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Por lo tanto,
po(yo0) = (doy)o.

Conclusion

Se ha demostrado que Aut(G) satisface todas las propiedades de un grupo: cerradura, existencia de un
elemento identidad, existencia de inversos y asociatividad. Por lo tanto, Aut(G) es un grupo bajo la com-

posicién de funciones.

Solucién 2.18.6 (Homomorfismo)
Para demostrar que si G y H son grupos tales que G =~ H, entonces Aut(G) = Aut(H), se siguen los
pasos y la sugerencia dada. La clave est4 en utilizar un isomorfismo entre G y H para construir un iso-

morfismo entre sus conjuntos de automorfismos.
Paso 1: Definicion del isomorfismo f

Dado que G = H, existe un isomorfismo f : G — H. Esto significa que f es una funcién biyecti-

va tal que para todos g,, g, € G,
f(g - &) =r(g)- f(g).

Paso 2: Definicion de Tf

Defina una funcioén T, : Aut(G) — Aut(H) de la siguiente manera:
T,(h) = fohof™'
para cada h € Aut(G).

Paso 3: Tf es un homomorfismo

Primero, se verifica que Tf es un homomorfismo. Sea h,, h, € Aut(G). Se necesita mostrar que

T;(hjohy) = Ty(h))oT(h,).
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Evaluando ambos lados:
Tf(hlohz) = fo(hlohz)of_1 = fohlthOf_l,

Por otro lado,
T,(h))oT;(h,) = (fohyof o(fohyof™").

Dado que la composicion de funciones es asociativa,
(fohyofo(fohyof™) = fohyo(f o f)ohyof ™ = foh ohyof ™.

Esto muestra que
T;(hjohy) = Ty(h))oT,(h,).

Paso 4: T es inyectivo

Para demostrar que 7', es inyectivo, suponga que T,(h;) = T;(h,). Esto significa que
fohjof™ = fohyof™".

Multiplicando ambos lados por f~! desde la izquierda y f desde la derecha, se obtiene:

Por lo tanto, T, es inyectivo.
Paso 5: T es sobreyectivo

Para demostrar que T, es sobreyectivo, tome cualquier g € Aut(H). Necesitamos encontrar un 2 €
Aut(G) tal que T (h) = g.

Defina h = f~'ogo f. se verificard que h € Aut(G):

= Homomorfismo: Para x, y € G,

h(xy) = [ g(fxy) = [T @(f S W) = [ (f (Ne(f W) = [ ((f S @(f () = h(x)h(y).

Esto muestra que A es un homomorfismo.
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sBiyectividad: Dado que f y g son biyectivos, A es también biyectivo.
Por lo tanto, h € Aut(G) y
T;(h)= fo(f~ogof)of™ = g.

Esto muestra que T, es sobreyectivo.

Conclusion:
Dado que 7', es un homomorfismo biyectivo (es decir, un isomorfismo), se ha demostrado que Aut(G) =
Aut(H).

O

Ver p.199 Solucién 2.18.7 (Homomorfismo)

Si G esun grupo,n € Ny @ : Z, — G es un homomorfismo, muestre que

@([kD) = @([1])"*

para todo k € Z. Concluya que ¢([1]) | .
Demostracion:

Dado que @ es un homomorfismo, para cualquier [a], [b] € Z,, se tiene:
@([a] + [b]) = @([a]) - @([b]).
Ahora, tome k € Z. Se puede escribir [k] como la suma de k veces [1]:
(k] = [1]+ [1]+ - + [1] (k veces).
Aplicando el homomorfismo ¢ y usando la propiedad de homomorfismo:
@([kD) = @11+ [1] + = + [1D) = @([1]) - @([1]) - -+ - @([1]) = p([1]".

Esto demuestra que @([k]) = @([1])X.
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Conclusion: Dado que ¢([n]) = @([0]) = e, se tiene:
e([1])" = €g-

Por lo tanto, el orden de @([1]) divide n.

Sig': Z, — G es otro homomorfismo, muestre que ¢ = ¢’ siy solo si @(1) = ¢'(1).
Demostracion:
(=) Suponga que @ = ¢’. Entonces, claramente @([1]) = ¢'([1]).

(<) Suponga que @([1]) = ¢@'([1]). Se quiere mostrar que @([k]) = ¢'([k]) para
todo k € Z.

Para cualquier k € Z, se tiene:

@([k]) = @([1])* = (¢'([11)* = @' (kD).

Por lo tanto, ¢ = ¢'.

Si g € G, muestre que la funcién ¢ : Z, — G dada por ¢([k]) = g* esté bien definida si

y solo si |g| | n. En tal caso, muestre que ¢ es un homomorfismo.
Demostracion:

Para que ¢ esté bien definida, se necesita que @([k]) = @([/]) cuando [k] = [/] en

Z,. Esto significa que si k = [ (mdd n), entonces gk = g'.
Si k =1 (mdd n), entonces k = | + mn para algin m € Z. Se necesita que:
gk — gl+mn - gl . (gn)m — gl,

lo cual es cierto siy solo si g"” = e;. Esto es cierto si y solo si el orden de g divide n.
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Por lo tanto, ¢ esta bien definida si y solo si |g| | .

Homomorfismo: Si |g| | n, entonces:

p([k +1]) = g = g* - g' = p([k]) - p([I]).

Por lo tanto, @ es un homomorfismo.

Concluya que el conjunto de homomorfismos de Z, en G estd en biyeccién con
{e€G:lglln}.

Demostracion:

Por el resultado del punto 3, cada homomorfismo ¢ : Z, — G esta determinado

por @([1]). La condicién para que ¢ esté bien definida es que |@([1])| | n.

Entonces, hay una correspondencia biunivoca entre los homomorfismos de Z, en

G y los elementos g € G tales que |g| | n. Esta correspondencia es:

@ = o([1]).

Liste todos los homomorfismos de Z,, en Z,s.

Demostracion:

Se buscan homomorfismos ¢ : Z,, — Z,s. Dado que Z,5 es un grupo ciclico de
orden 25, los elementos g € Z, tales que |g| | 20 son:

[0], [5], [10], [15], [20].

Para cada uno de estos elementos, se define un homomorfismo ¢ : Z,, = Z,s tal que
@([k]) = g, donde g € {[0], [5],[10], [15], [20]}.
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Los homomorfismos son:

@o([k]) = [0], @s([k]) = [5k], @([k]) = [10k], @,s([k]) = [15k], @,([k]) = [20k].

Esto lista todos los homomorfismos de Z,, en Z,s.

Solucion 2.18.8 (Homomorfismo)

Si g y h conmutan en G, entonces ¢(g) y ¢(h) conmutan en G,.

Demostracion:

Si g y h conmutan en G,, entonces gh = hg. Aplicando ¢ a ambos lados de la

ecuacion:

p(gh) = @(hg).

Dado que @ es un homomorfismo, se tiene:

P(g)p(h) = p(h)p(g).

Por lo tanto, ¢(g) y @(h) conmutan en G,.

Si g € G, entonces g y ¢(g) tienen el mismo orden.
Demostracion:

Sea g € G, con orden n, es decir, g" = e; y n es el menor entero positivo para

el cual esto se cumple. Se quiere demostrar que @(g) tiene el mismo orden en G,.

Dado que @ es un homomorfismo, se tiene:

@(g") = gpleg,) = eg,-

Ver p.200
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Ademas, @(g") = (p(g))", lo que implica que (p(g))" = €g,- Por lo tanto, el orden de

@(g) en G, es menor o igual a n.

Suponga que el orden de @(g) es m < n. Entonces, (@(g))" = €g, Aplicando ¢!
a ambos lados de la ecuacion, se tiene:

@~ (@(@)") = 97 (eg)-

Dado que @~! es un homomorfismo,

(@ (@@)" =e; = g" =e¢g,.

Esto contradice el hecho de que 7 es el orden de g en G,. Por lo tanto, el orden de ¢(g) en

G, debe ser n. Asi, g y ¢(g) tienen el mismo orden.

G, es abeliano si y sélo si G, es abeliano.
Demostracion:
Suponga que G, es abeliano. Entonces, para todos g, h € G,

gh = hg.

Aplicando ¢,

p(g)p(h) = p(h)p(g).

Esto muestra que ¢(g) y @(h) conmutan en G,. Dado que g y h fueron escogidos

arbitrariamente, G, es abeliano.

Ahora, suponga que G, es abeliano. Entonces, para todos ¢(g), (h) € G,,

p(g)p(h) = p(h)p(g).

Aplicando ¢!,
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o (@(@)p(h) = o™ (p(M)@(g)).

Dado que @~! es un homomorfismo,

gh = hg.

Esto muestra que g y A conmutan en G,. Por lo tanto, G, es abeliano.

La ecuacion x* = g tiene el mismo nimero de soluciones en G, que f(g) = x* en G,.

Demostracion:

Sea x¥ = g una ecuacién en G,. Se quiere demostrar que el nimero de soluciones

en G, es igual al nimero de soluciones de f(g) = x* en G,.

Sea ¢ : G, — G, un isomorfismo. Entonces, p(x*) = (@(x))*. Si x;,x,,...,x,
son soluciones de x* = g en G,, entonces @(x,), p(x,), ..., @(x,) son soluciones de

(@(x)* = @(g) en G,.

Como ¢ es biyectivo, el nimero de soluciones de x* = g en G, es igual al nime-

ro de soluciones de (¢(x))* = ¢(g) en G,.

G, y G, tienen la misma cardinalidad, es decir, el mismo nimero de elementos.
Demostracion:
Dado que ¢ : G, — G, es un isomorfismo, es una funcion biyectiva. Una funcion

biyectiva entre dos conjuntos implica que los conjuntos tienen la misma cardinalidad. Por

lo tanto, G, y G, tienen el mismo nimero de elementos.

Solucién 2.18.9 (Homomorfismo)

Para demostrar que el conjunto de matrices G L(2, R) con la multiplicacién usual de matrices y el grupo

(R, +) no son isomorfos, se debe encontrar una propiedad de uno de estos grupos que no se comparte con

el otro. Una diferencia fundamental entre estos grupos es su estructura algebraica.



Ver p.200
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1. Estructura de GL(2,R)

El grupo GL(2,R) es el conjunto de todas las matrices 2 X 2 invertibles con entradas reales. Las ma-

trices en G L(2,R) tienen la forma:

b
GL(2,R) = {(a d)la,b,c,de[Ryad—bc;éO}
C

La operacion en G L(2, R) es la multiplicacién de matrices. Es importante notar que la multiplicacion
de matrices en general no es conmutativa; es decir, para dos matrices A, B € GL(2,R), generalmente
AB # BA.

2. Estructura de (R, +)

El grupo (R, +) es el conjunto de todos los nimeros reales bajo la operaciéon de suma. En este grupo,

la operacidn es conmutativa; es decir, para cualquier x, y € R, se cumple que x + y = y + x.
Conclusion

Dado que GL(2,R) tiene una operacion no conmutativa y (R, +) tiene una operacidon conmutativa, no
puede existir un isomorfismo entre estos dos grupos. Por lo tanto, GL(2,R) y (R, +) no son isomorfos.
[]

Solucion 2.18.10 (Homomorfismo)
Para demostrar que el grupo (Q— {0}, -) no es isomorfo al grupo (Z, +), podemos usar propiedades distin-
tivas de estos grupos. Una diferencia clave entre estos dos grupos es el comportamiento de las soluciones

a ciertas ecuaciones en estos grupos.
1. Estructura de (Q — {0}, )

El grupo (Q — {0}, ) consiste en todos los ndmeros racionales distintos de cero bajo la operacioén de

multiplicacion. Este grupo es abeliano (conmutativo).

2. Estructura de (Z, +)
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El grupo (Z, +) consiste en todos los nimeros enteros bajo la operacidon de suma. Este grupo también

es abeliano (conmutativo).
3. Propiedad distintiva
Considere la ecuacion x* = 4
En (Q - {0}, -):
Buscando soluciones en el grupo (Q — {0}, -):
=4 = x-x=4.

En (Q — {0}, ), hay dos soluciones para esta ecuacion:

En (Z,+):
Buscando soluciones en el grupo (Z, +):
x+x=4 = 2x=4 = x=2.
En (Z, +), hay una tnica solucién para esta ecuacion:
x=2.
4. Conclusion

La ecuacion x> = 4 tiene dos soluciones en (@ — {0}, -), pero solo una solucién en (Z, +). Esta dife-
rencia en el nimero de soluciones demuestra que no puede existir un isomorfismo entre (Q — {0},:) y
(Z,+). Si existiera un isomorfismo, deberia preservar la estructura del grupo, incluyendo el nimero de

soluciones para cualquier ecuacion.

Por lo tanto, el grupo (Q — {0}, -) no es isomorfo al grupo (Z, +).
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Ver p.200  Solucién 2.18.11 (Homomorfismo)
Para demostrar que el grupo (R — {0}, -) no es isomorfo al grupo (R, +), se puede utilizar las propiedades
distintivas de estos grupos, especialmente con respecto a la solucion de ciertas ecuaciones. Siguiendo la

sugerencia, considere la ecuacién 2x = a en cada uno de estos grupos.
1. Estructura de (R — {0}, -)

El grupo (R — {0}, -) consiste en todos los nimeros reales distintos de cero bajo la operacién de mul-

tiplicacion. Este grupo es abeliano (conmutativo).
2. Estructura de (R, +)

El grupo (R, +) consiste en todos los nimeros reales bajo la operacion de suma. Este grupo también

es abeliano (conmutativo).
3. Analisis de la ecuacion 2x = a
En (R, +):
Considere la ecuaciéon 2x = a en el grupo (R, +):

2x=a = x+x=a = x=%.
Para cualquier a € R, siempre existe una tnica solucién x = g e R.
En (R — {0}, -):
Considere la ecuaciéon 2x = a en el grupo (R — {0}, -):

2x=a = x*=a.

Para que esta ecuacion tenga solucién en R — {0}, a debe ser un ndmero positivo, ya que x debe ser un
nimero real no nulo y cuadrado de un ntimero real no nulo solo puede ser positivo. Esto implica que si

a < 0, la ecuacién no tiene solucién en (R — {0}, -).
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4. Conclusion

La ecuacién 2x = a en el grupo (R, +) tiene una tnica solucién para cualquier a € R. Sin embargo,

en el grupo (R — {0}, -), la ecuacidon 2x = a solo tiene solucidn si a es positivo.
Esta diferencia en las soluciones demuestra que no puede existir un isomorfismo entre (R — {0},-) y
(R, +). Un isomorfismo debe preservar la estructura algebraica de los grupos, incluyendo las soluciones

de las ecuaciones.

Por lo tanto, el grupo (R — {0}, -) no es isomorfo al grupo (R, +).

Solucién 2.18.12 (Homomorfismo) Ver p.201

Para demostrar que .S'L(n, R) es un subgrupo de G L(n, R), se debe verificar que cumple

las tres propiedades de un subgrupo:
mCerradura bajo la operacion de grupo (multiplicacion de matrices).
=Contiene el elemento identidad.

mContiene el inverso de cada uno de sus elementos.

1.Cerradura: Sean A, B € S L(n,R). Entonces det(A) = 1 y det(B) = 1. Se quiere
demostrar que AB € S L(n,R).

det(AB) = det(A) - det(B)=1-1=1.
Por lo tanto, AB € S L(n, R), lo que demuestra la cerradura.

2. .Elemento identidad: El elemento identidad en G L(n, R) es la matriz identidad I,
que satisface det(I) = 1. Por lo tanto, I € S L(n, R).

3.Inverso: Para cualquier A € S L(n, R), se sabe que det(A) = 1. Se quiere demostrar

que A~' € SL(n,R).
1 1

det(A) 1

det(A™h) =

Por lo tanto, A~' € SL(n, R).
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Dado que S L(n,R) cumple con las tres propiedades, se concluye que S L(n,R) es un
subgrupo de G L(n, R).

Para demostrar que el grupo cociente G L(n, R)/S L(n, R) es isomorfo al grupo R — {0}
con la multiplicacion usual, se puede definir un homomorfismo sobreyectivo cuyo nicleo
sea S'L(n, R).

Considere el determinante como un homomorfismo:
det : GL(n,R) - R — {0}.

El determinante de una matriz A € GL(n,R) es un nimero real no nulo. Este es un

homomorfismo porque para A, B € GL(n, R):

det(AB) = det(A) - det(B).

Sobreyectividad:

Para cualquier r € R — {0}, existe una matriz diagonal D € GL(n,R) tal que
det(D) = r. Por ejemplo, se puede tomar D = diag(r, 1,1, ..., 1).

Nicleo:

El nicleo de det es el conjunto de matrices en GL(n,R) cuyo determinante es 1,

que es precisamente .S L(n, R):
ker(det) = SL(n, R).

Por el Primer Teorema de Isomorfismo para grupos, el homomorfismo det induce un iso-
morfismo:
GL(n,R)/SL(nR) =R - {0}.

Esto demuestra que G L(n, R)/.S L(n, R) es isomorfo al grupo multiplicativo R — {0}.

Ver p.201 Solucién 2.18.13 (Homomorfismo)
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Mostrar que f es un homomorfismo.

Demostracion:

Un homomorfismo de grupos debe preservar la operacion de grupo. Aqui, las ope-

raciones son sumas modulo » y mddulo m, respectivamente.

Para cualquier [a],, [b], € Z,:

f(al, +[b],) = f([a + b],).

Por la definicién de f:

f(la+b],) =[a+0b],.

Ahora evaluando f([al,) + f([b],):

f(lal) + f([b],) = [a], + [b], = [a+b],.

Como ambos resultados son iguales, f preserva la operacion de grupo, es decir,

f(al, +[b],) = f(al,) + f([b],).

Por lo tanto, f es un homomorfismo.

Mostrar que ker(f) = ([m],).

Demostracion:

El nicleo de f es el conjunto de elementos en Z, que se mapean al elemento identidad

en Z,, es decir, la clase [0],,:

ker(f) = {[k], € Z, | f([k],) =[0],}.

Por la definicién de f, esto es:
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ker(f) = {[kl, € Z, | [k],, = [0],,}.

Esto significa que k = 0 (m6d m). En otras palabras, k es un multiplo de m:

ker(f) = {[kl, € Z, | k = jm para algin j € Z} = ([m],).

Por lo tanto,

ker(f) = ([m],).

Mostrar que f es sobreyectiva.

Demostracion:

Una funcion es sobreyectiva si cada elemento en el codominio tiene al menos un

elemento en el dominio que se mapea a él. Para cualquier [r],, € Z,,, considere [r], € Z,,.

Entonces,

frly) = Irl,.

Dado que para cualquier [r], en Z,, se puede encontrar un [r], € Z, que se mapea a él, f

es sobreyectiva.

Concluir que Z,/([m],) = Z,,.

Demostracion:

Dado que f: Z, — Z, es un homomorfismo sobreyectivo y ker(f) = ([m],),

por el Primer Teorema de Isomorfismo, se tiene que:

Z,/ker(f) = im(f).
Se sabe que im(f) = Z,,, por lo que:

Z,[ker(f)=Z,,.
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Dado que ker(f) = ([m],), esto implica que:

Zn/<[m]n> = Zm'

Solucion 2.18.14 (Homomorfismo)
Para demostrar que h(g") = g~ es un automorfismo del grupo ciclico G = (g) de orden finito, se debe

verificar dos propiedades fundamentales de los automorfismos:

1. Homomorfismo: 4 debe ser un homomorfismo, es decir, h(g® - g°) = h(g®) - h(g’) para todos
a,be”.

2.Biyectividad: / debe ser una funcidn biyectiva, es decir, 4 debe ser inyectiva (uno a uno) y sobre-

yectiva (encima).

1. Verificar que & es un homomorfismo

Sean a, b € Z. Considere el producto de dos elementos en G:

Aplicando A a ambos lados:

h(g" - g") = h(g™*") = g~

Abhora, evaluando h(g?) - h(g®) por separado:

hgh =g y higH=g"

Multiplicando estos resultados, se obtiene:

hg-hgh =g g’ =g

Como ambos lados son iguales, se cumple que:

h(g® - g") = h(g*) - h(g").

Ver p.201
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Esto muestra que /4 es un homomorfismo.
2. Verificar que 5 es biyectivo

Para verificar que & es biyectivo, se debe demostrar que A es inyectivo y sobreyectivo.

sInyectividad: Suponga que h(g%) = h(g’). Esto implica que:

Dado que G es ciclico de orden finito, cada elemento g* tiene un inverso tnico. Por lo tanto, la inica

manera en que g~° = g~° es que a = b. Esto muestra que & es inyectivo.

sSobreyectividad: Para demostrar que A es sobreyectivo, se debe demostrar que para cada g € G,

existe un g" € G tal que h(g™) = gk. Sea g~ € G. Se quiere encontrar un m tal que:

hgM=g"'= g"=¢g"= —-m=k (mdd |G)).
Dado que G tiene orden finito, por ejemplo n, para cada k existe un m tal que m = —k (mdd n). Por
lo tanto, & es sobreyectivo.

Conclusion
Dado que se ha demostrado que A(g") = g™" es un homomorfismo biyectivo, se concluye que A es un

automorfismo de G.
O]

Ver p.202 Solucién 2.18.15 (Homomorfismo)
Para demostrar que 4 : (R,+) — GL(2,R) definido por

hix) = C(?s(x) sin(x)
—sin(x) cos(x)
es un homomorfismo sobreyectivo, se debe verificar dos propiedades:

= Homomorfismo: s debe preservar la operacion de grupo, es decir, para todos x,y € R,

h(x +y) = h(x)h(y).
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sSobreyectividad: Para cualquier matriz A € GL(2,R) que estd en la imagen de A, debe existir un
x € R tal que h(x) = A.

1. Verificar que 4 es un homomorfismo
Para demostrar que 4 es un homomorfismo, considere dos elementos x, y € R.

Evaluando A(x + y):

hx + y) = cos(x +y) sin(x+y)
SO sin(x +y) cos(x+y)

Usando las identidades trigonométricas para la suma de angulos, se sabe que:

cos(x + y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y)
sin(x + y) = sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y)

Por lo tanto,
hx+y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y) sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y)
Y= —(sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y)) cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y) '
Ahora evaluando el producto hA(x)h(y):
h(x) = cos(x) sin(x)
S\ - sin(x) cos(x)

cos(y) sin(y)
h(y) =
) (—sin(y) cos(y)

Multiplicando A(x) y h(y):

hCOh(y) = ( c?s(x) sin(x) ) ( C?s(y) sin(y) )
—sin(x) cos(x) —sin(y) cos(y)
_ < cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y) cos(x) sin(y) + sin(x) cos(y) )

—sin(x) cos(y) — cos(x) sin(y) — sin(x) sin(y) + cos(x) cos(y)
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B cos(x+y) sin(x+y)
S\ - sin(x +y) cos(x+y) /)
Asi, se ha demostrado que:

h(x + y) = h(x)h(y).

Por lo tanto, A4 es un homomorfismo.
2. Verificar que & es sobreyectivo

Se quiere demostrar que para cualquier matriz A € GL(2, R) de la forma:

()

donde det(A) = 1, existe un x € R tal que A(x) = A.

cos(x) sin(x)
—sin(x) cos(x)

Para que una matriz de la forma

sea igual a A, se necesita que:

a=cos(x), b=sin(x), c¢=—sin(x), d = cos(x).

La condicién de que det(A) = 1 se satisface porque:

det(A) = ad — bc = cos*(x) + sin’(x) = 1.

Esto muestra que cualquier matriz ortogonal con determinante 1 se puede expresar como A(x) para

algin x € R.
Conclusion

Se ha demostrado que A es un homomorfismo y que es sobreyectivo.
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Solucién 2.18.16 (Homomorfismo)
El grupo Z, X Z, es un grupo abeliano finito de orden 4. Los elementos de Z, X Z, son (0, 0), (0, 1), (1, 0),
y (1, 1). Para encontrar todos los subgrupos no triviales de Z, X Z,, primero se recuerda que un subgrupo

de un grupo finito de orden »n debe tener un orden que divide n (Teorema de Lagrange).

Dado que |Z, X Z,| = 4, los posibles 6rdenes de los subgrupos son 1, 2, y 4. Los subgrupos trivia-
les son {(0,0)} (el subgrupo de orden 1) y Z, X Z, (el subgrupo de orden 4). Aqui se busca los subgrupos

no triviales, por lo que se busca subgrupos de orden 2.
Subgrupos de orden 2

Un subgrupo de orden 2 debe contener dos elementos, incluyendo el elemento neutro (0, 0). El otro ele-
mento debe ser de orden 2, es decir, un elemento a tal que 2a = (0,0). Los elementos de Z, X Z, que

tienen esta propiedad son (0, 1), (1,0), y (1, 1), ya que:
0,1)+(0,1) = (0,0)

(1,0) + (1,0) = (0,0)
(1, 1)+ (1,1) =(0,0)

Cada uno de estos elementos genera un subgrupo de orden 2 junto con el elemento neutro (0, 0).

Listado de subgrupos no triviales

=El subgrupo generado por (0, 1):

((0, 1)) = {(0,0),(0, 1)}

= El subgrupo generado por (1, 0):

((1,0)) = {(0,0),(1,0)}

Ver p.202
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= El subgrupo generado por (1, 1):
(1, 1)) ={(0,0),(1, 1)}
Conclusion:

Los subgrupos no triviales de Z, X Z, son:
{(0,0),(0, )}

{(0,0),(1,0)}
{(0,0), (1, D}

Ver p.202 Solucién 2.18.17 (Homomorfismo)
Para determinar cudles de los grupos mencionados son isomorfos entre si, considere las propiedades de

cada uno y se usan las pistas proporcionadas.

Lista de grupos:
1.(Z,+)
2.2Z,+)
3.(Zyy, +)
4.(Q%,+)
5.(Q%, )
6.(Zg,+)
7.D, (el grupo diédrico de orden 8)
8.GL(2,R) (el grupo de matrices invertibles 2 X 2 con entradas reales)

Propiedades de los grupos:
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1.(Z, +): Infinito, ciclico, abeliano.

2.(2Z, +): Infinito, ciclico, abeliano. Isomorfo a (Z, +). Un isomorfismo puede definirse por A(n) =
2n.

3.(Z, +): Finito, ciclico de orden 20, abeliano.
4.(Q%, +): Infinito, abeliano, no ciclico. Notar que Q* = {a/b | a,b € Z,b # 0}.

5.(Q*, -):Infinito, abeliano. No ciclico porque no hay un tGnico elemento cuya potencia genere todos

los ndmeros racionales positivos.
6.(Zg, +): Finito, ciclico de orden 8, abeliano.
7.D,: Finito, no abeliano. El grupo diédrico de orden 8 (simetrias del cuadrado).
8.G L(2,R): Infinito, no abeliano. Grupo de matrices invertibles 2 X 2 con entradas reales.

Isomorfismos y no isomorfismos:

n(Z,+)y (2Z,+) son isomorfos: h(n) = 2n es un isomorfismo.

8(Z,y,+) y (Zg,+) no son isomorfos entre si ni a ningtn otro grupo en la lista, ya que son ciclicos
de 6rdenes diferentes y no hay ningtin otro grupo en la lista que tenga el mismo orden o estructura

ciclica finita. También, grupos finitos ciclicos no pueden ser isomorfos a grupos infinitos.

=(Q*,4+) y (QF, ) no son isomorfos entre si ni a ningln otro grupo en la lista. Estos grupos tienen
estructuras diferentes: (QF, +) es aditivo, mientras que (Q%, -) es multiplicativo. Ademas, no son

ciclicos, mientras que algunos de los otros grupos lo son.

=D, y GL(2,R) no son isomorfos entre si ni a ningin otro grupo en la lista, ya que son no abelianos.

El resto de los grupos en la lista son abelianos.
Conclusion:
1.(Z,+)y (2Z,+) son isomorfos.
2.(Z,y, +) no es isomorfo a (Zg, +) ni a ningin otro grupo en la lista.

3.(@*%, +) y (Q, ) no son isomorfos entre si ni a ningln otro grupo en la lista.
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4.D, no es isomorfo a GL(2, R) ni a ningun otro grupo en la lista.
Entonces, la clasificacion es:
s Grupos isomorfos: (Z,+)y 2Z, +).
= Grupos no isomorfos a ningin otro en la lista:

*(Zy,+)
o(Q*,+)
°(Q*,)
o(Zg, +)
D,
oGL(2,R).

Ver p.202 Solucién 2.18.18 (Homomorfismo)
Para demostrar que no es posible hallar un isomorfismo entre los grupos (R,+) y (R — {0}, -), se pued
analizar propiedades fundamentales de estos grupos que no son compatibles entre si. Una diferencia clave

entre estos dos grupos es la estructura de sus subgrupos.
Propiedad 1: Estructura de Subgrupos

Subgrupos de (R, +):
=En el grupo (R, +), cualquier subgrupo es de una de las siguientes formas:
1.{0}
2.rZ paraalginr € R

3.rZ + sZ para algin r, s € R que sean linealmente independientes sobre los racionales (esto

es, R considerado como un espacio vectorial sobre Q).

4.R mismo.

Es decir, (R, +) tiene subgrupos generados por cualquier nimero real r, y también puede tener subgrupos

densos en R.

Subgrupos de (R — {0}, -):
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nEn el grupo (R — {0}, -), los subgrupos son mas restrictivos. Algunos ejemplos de subgrupos son:

1.{1} (subgrupo trivial)
2.Los conjuntos {a" | n € Z} para algiin a € R — {0} (subgrupos ciclicos multiplicativos).
3.R* (los nimeros reales positivos bajo la multiplicacion).

Ademas, (R — {0}, -) no tiene subgrupos ciclicos que incluyan todos los niimeros reales no nulos porque

no hay un solo namero real cuyo conjunto de todas las potencias (positivas y negativas) cubra todos los

reales no nulos.
Propiedad 2: Cardinalidad de los Subgrupos

Para un isomorfismo entre dos grupos, la estructura de subgrupos debe preservarse. En particular, la

cardinalidad de los subgrupos debe coincidir.

Contradiccion con Subgrupos de Orden 2:

=En (R, +), no existen subgrupos de orden finito mayores que 1, porque cualquier subgrupo no trivial

debe ser infinito. Especificamente, no existe un elemento x € R tal que 2x = 0 aparte de x = 0.

=En (R — {0}, -), existen subgrupos de orden 2. Por ejemplo, {—1, 1} es un subgrupo de orden 2, ya
que (=1’ =1y1?2=1.

Conclusion

Dado que (R — {0}, -) tiene subgrupos de orden 2 y (R, +) no tiene subgrupos de orden 2, no puede
existir un isomorfismo entre (R, +) y (R — {0}, -). Un isomorfismo debe preservar la estructura de subgru-
pos, pero aqui se encuentra una discrepancia clara en la existencia de subgrupos de orden 2 en (R — {0}, -)

y la ausencia de tales subgrupos en (R, +).

Por lo tanto, no es posible hallar un isomorfismo entre estos dos grupos.

Solucién 2.18.19 (Homomorfismo)
Para demostrar que la condicion de ser un isomorfismo entre grupos define una relacién de equivalen-
cia sobre el conjunto de todos los grupos, se necesita demostrar que esta relacion cumple con las tres

propiedades de una relacion de equivalencia: reflexividad, simetria y transitividad.

Ver p.202
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1.Reflexividad: Un grupo es isomorfo a si mismo. Formalmente, para cualquier grupo G, existe un

isomorfismo f : G — G dado por la funcidn identidad id,;.

m].a identidad en G se define como:

id;(g) =g paratodo g € G.

nLa funcidn identidad id,; es un homomorfismo porque para cualquier g, h € G,
idg(g-h) =g - h=1ids(g) - idg(h).

=[a funcién identidad es biyectiva (inyectiva y sobreyectiva).
Por lo tanto, id,; es un isomorfismo, y la relaciéon de isomorfismo es reflexiva.

2.Simetria: Si G es isomorfo a H, entonces H es isomorfo a G. Formalmente, si existe un isomor-

fismo f : G — H, entonces existe un isomorfismo f~! : H — G.

sDado que f es un isomorfismo, f es una funcién biyectiva y preserva la operacion de grupo.

sLa inversa f~! también preserva la operacion de grupo porque, para cualquier A, h, € H,

existe g,, g, € G tal que f(g,) = h, y f(g,) = h,. Entonces,
f_l(h1 hy) = f_l(f(g1) (&) = f_l(f(g1 "8 =8 &= f_l(h1) : f_l(h2)~

= /! es biyectiva porque f lo es.

Por lo tanto, si f : G — H es un isomorfismo, f~! : H — G también lo es, y la relacién de

isomorfismo es simétrica.

3.Transitividad: Si G es isomorfo a H y H es isomorfo a K, entonces G es isomorfo a K. Formal-
mente, si existen isomorfismos f : G - Hyg : H — K, entonces lacomposiciongof : G - K

es un isomorfismo.

nLa composicion de dos homomorfismos es un homomorfismo. Para cualquier g, g, € G,
(gof)(g1-8) = 8(f(g1-8)) = &(f(g1) f(8)) = g(f(g) 8(f(g)) = (gof)(g) (gof)(g)-

=[La composicién de dos funciones biyectivas es una funcidn biyectiva.



Soluciones

Por lo tanto, gof : G — K es un isomorfismo, y la relacion de isomorfismo es transitiva.
Conclusion
Dado que la relacion de ser isomorfismo entre grupos es reflexiva, simétrica y transitiva, concluimos

que esta relacidn define una relacién de equivalencia sobre el conjunto de todos los grupos.
[]
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"Introduccion a la Teoria de Grupos" es una obra indispensable
para aquellos que desean adentrarse en el fascinante mundo
de la teoria de grupos

La progresion del material es gradual y cuidadosamente
estructurada, facilitando la asimilacion de conceptos abstractos

para lectores tanto novatos como aquellos con experiencia

previa en matematicas. La inclusion de ejemplos ilustrativosy =
ejercicios practicos refuerza la comprension y ofrece a los

lectores la oportunidad de aplicar activamente lo aprendido.

En resumen, "Introduccion a la Teoria de Grupos" se erige
como un recurso esencial que equilibra la claridad expositiva
con la profundidad conceptual, brindando a los lectores una
entrada accesible y enriquecedora a este apasionante dominio
matematico.

N ;
0\ “ N
\ 3¢ m%
s w v
Y 7 v

)

)
[

Revista digital

. MATEMATICA

Internet

TE Tecnolbgico
de Costa Rica




	El conjunto de los números enteros
	Propiedades básicas
	Aritmética modular
	Ejercicios

	Teoría de Grupos
	Definición y ejemplos de grupos.
	EL grupo de Klein
	El grupo Zn 
	El grupo Zp con multiplicación , con p primo.
	El grupo Un con multiplicación
	Grupos de funciones
	El grupo simétrico Sn
	Grupos de Matrices

	Teoremas y resultados importantes sobre grupos
	Ejercicios
	Grupos Abelianos
	Orden de un grupo.
	Orden de un elemento.
	Subgrupos
	Ejercicios
	Clases laterales
	El Teorema de Lagrange.

	Grupos Cíclicos
	Subgrupos Normales
	Grupo cociente
	Ejercicios
	Homomorfismos de Grupos
	Núcleo e Imagen de un homomorfismo
	 Teoremas de isomorfismos
	Descomposición canónica de un homomorfismo de grupos
	Ejercicios

	Aplicaciones
	Música
	Teoría de Grafos
	Simetría en Física
	Computación
	Criptografía y Teoría de Grupos: Un Vínculo Profundo
	Historia
	Encriptación Simétrica y Asimétrica
	Algoritmo de Exponenciación Rápida
	El problema del logaritmo discreto
	Estándares de Cifrado de Datos. Conexión con teoría de Grupos y Estructuras Algebraicas
	Uso de la Tecnología en Criptografía
	Perspectivas Futuras de la Criptografía


	Soluciones a los ejercicios
	Soluciones de la sección 1.3
	Soluciones de la sección 2.3
	Soluciones de la sección 2.8
	Soluciones de la sección 2.13
	Soluciones de la sección 2.18

	Bibliografía

