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Este libro estd dedicado a los fundamentos de la matematica, una disciplina que no solo
subyace en el corazén de todas las ciencias naturales, sino que también constituye la base
de nuestro razonamiento 16gico cotidiano. A lo largo de estas paginas, se realiza una
exploracion rigurosa de conceptos esenciales como las demostraciones de implicaciones,
el conjunto de los nimeros reales, el conjunto de los nimeros complejos y el tratamiento
de expresiones y ecuaciones algebraicas.

Nuestro objetivo es proporcionar una introduccién accesible a estos temas, garantizando
que el lector desarrolle una comprensioén profunda y un aprecio por la estructura 16gica de
la matemadtica. Cada capitulo ha sido cuidadosamente estructurado para ofrecer una exposi-
cién progresiva de los temas, acompafiada de ejemplos que ilustran tanto las aplicaciones
practicas como las tedricas de los conceptos tratados.

Este texto estd disefiado tanto para estudiantes que se inician en los estudios matematicos
como para aquellos que desean consolidar y profundizar sus conocimientos. Se han
incluido ejercicios disefiados para que el lector aplique lo aprendido, promoviendo asi un
aprendizaje activo y reflexivo.

Confiamos en que este libro se convertird en un recurso valioso para entender los principios
fundamentales del pensamiento matematico y en una herramienta esencial para quienes se
dedican al estudio serio de esta disciplina.

Cartago, 2025 LOS AUTORES






1.1

Intfroduccién

Las demostraciones, consideradas problemas de conclusién conocida, engendran en el estudiante
una nueva concepciéon de matemadtica muy distinta a la de secundaria. En esta nueva concepcion se
introducen conceptos desconocidos en su mayoria: axiomas, teoremas, definiciones entre otros; sin
dejar de lado la prictica de habilidades como conjeturar, realizar un contraejemplo, inducir, deducir,
justificar y generalizar.

El éxito surge, sin dudas, en proporcién al aprendizaje y desarrollo de éstas habilidades. Por ende, es
importante que el estudiante se eduque en la forma de articular sus pensamientos para resolver un
problema de conclusién conocida, y una forma de lograrlo es mediante una comprension adecuada
de los métodos de demostracion.

Generalmente, la ensefianza de la demostracién de una implicacion se desarrolla de dos maneras:

@ Desde la légica matematica: Usando conectivas 16gicas, las tablas de verdad, las leyes
de la l6gica, las inferencias 16gicas y, posteriormente, la demostracion de proposiciones

de la forma
H=C

Ejemplo de ello son las proposiciones
(a) SiA C Bentonces ANB =A.
(b) Siay bson nimeros consecutivos entonces ab es par.
© Desde la légica intuitiva: Se recurre a una interpretacion intuitiva del implica, en
donde se le ensefia al estudiante que para demostrar teoremas de la forma

H=C
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se asume la hipétesis H y se utiliza junto con axiomas, definiciones y teoremas de-
mostrados para deducir la conclusién C. Aqui es comun introducir la demostracion
junto con la estructura de campo totalmente ordenado de R o con la teoria de conjuntos.

Para esquematizar esto, se presentan los métodos de demostracion por medio de pequefias estructuras
axiomadticas, para evitar las dificultades tradicionales de esbozar toda una teoria y hacer indistiguible
el proceso de demostrar junto a esta. De este modo, la presentacion siguiente se realizard desde la
l6gica matematica. Encomendamos al lector a repasar las reglas de inferencia logica y el uso de
tablas de verdad.

¢Coémo demostrar que H — C es verdadero?

Observe la tabla de verdad del implica

H|C|H—-~C
VIV Vv

V I|F F (*)
F |V Vv

F | F Vv

Table 1.1: Tabla del Implica

Si se quiere que H = C sea verdadero , basta probar el caso (*) no se cumple. Es decir, es suficiente
demostrar si H es verdadero entonces se puede deducir que C es verdadero y por lo tanto no se
puede dar el caso en que H = C sea falso. De lo anterior, parece razonable denominar a H hipétesis
(proposicion cuyo valor de verdad se asume) y a C conclusion (proposicion cuyo valor de verdad se
desea averiguar). Si por el contrario a partir de H y de otras proposiciones verdaderas de la teoria se
deduce —C entonces H = C es una contingencia y no una falacia.

En un proceso de demostracion de H = C se utiliza ademas de H otras “hipétesis” que no son
mencionadas, las cuales pueden ser axiomas o teoremas.

De esta manera se concluye que para demostrar una implicacién, debe asumirse a veracidad de
la hipétesis y se deduce que la conclusién es verdadera. Esta conclusion se debe evidenciar en la
demostracién de implicaciones:

Teorema: H = C

Prueba
Hipotesis: H se asume
H.q.m. (Hay que mostrar): C se deduce
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Desarrollo de la deduccion de C a partir de H

La manera en que se realice la deduccidn de C a partir de H obedece a un método de demostracion,
por el cual entenderemos a un modelo a seguir para resolver el problema de la prueba. Desde este
enfoque no se considera a la contrapositiva como un método de demostracion de implicaciones,
sino como una herramienta que permite transformar el problema. El uso de la contrapositiva en la
demostracién sigue el siguiente modelo:

Teorema: H = C

Prueba
Utilizando la contrapositiva el teorema es equivalente a

-C=-H

Por lo tanto se procede a demostrar esta proposicion
Hipotesis: —C se asume
H.q.m.: —H se deduce

Desarrollo de la deduccion de —H a partir de —=C

Como se observa, la contrapositiva transforma la implicacién en otra implicacién, donde la deduccién
de la conclusién a partir de la hipétesis se debe realizar utilizando algunos de los métodos de
demostracién

Método Directo

En este método se parte de que H es verdadero y por medio de las reglas de inferencias, leyes de la
l6gica, axiomas, definiciones o teoremas se deduce que C es verdadero. Un modelo para este método
es

Hipétesis: H

H.qm.: C
Supongamos H verdadero H se asume verdadero
1) = C; verdadero (Por Teorema, Definicién, Axioma...)
2) = (C, verdadero (Por Teorema, Definicién, Axioma. . .)
n) = C, verdadero (Por Teorema, Definicion, Axioma...)
n+1) = C verdadero (Por Teorema, Definicién, Axioma. ..)

.. C verdadero
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@ Notas

o Note que en realidad, a partir de los teoremas, definiciones o axiomas, entre otros, se
tienen las siguientes implicaciones tautoldgicas:

1) H=C
2) (HAC) = G

n+1) (HACIACiA--ACy)=C

Al asumir que H es verdadero, aplicando las reglas de inferencia (Modus Ponens 'y
Adjuncion) se tiene que C es verdadero. En efecto, si

H es verdadero (1.1)
por Modus Ponens a (1.1) y (Paso 1) se tiene que

C) es verdadero
Por Adjuncion, se tiene que

(H AC) es verdadero (1.2)
y nuevamente por Modus Ponens a (1.2) y (Paso 2) se tiene que

C, es verdadero

El proceso de deduccién continta hasta llegar a que C es verdadero.

0 En el modelo, cada deduccidn es conveniente justificarla, indicando las premisas, reglas,
axiomas o teoremas en que se baso.

© Deben utilizarse todos los axiomas, en caso de que no se haga mencién de ningiin
teorema previo.

Ejemplo 1.1

D |

Sea A un conjunto de nimeros reales que cumple los siguientes axiomas:

Axioma 1) 3€A
Axioma 2) (xeA)=(Bx+1)€A
Axioma3) (x€A)A(y€A)= (x+y) €A

Pruebe los siguientes teoremas
Teorema 1: Si 7 € A entonces 25 € A.
Teorema 2: Si 2 € A entonces 27 € A.

Prueba: Utilizaremos el método directo para demostrarlos

Demostracion del Teorema 1

Hipotesis: 7€ A
H.qm.: 25 A
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1) T€A Se asume verdadero

2) =374+1=22€A (Axioma?2 )

3) =(22€A)A(3€A) (Adjuncién del Axioma 1 al Paso 2)
4) =25€A (Axioma 3)

.25 € A es verdadero
Demostracion del Teorema 2

Hipétesis: 2 € A
H.qm.: 27 € A

1) 2€A Se asume verdadero

2) =3241=7€A (Axioma 2 )

3) =25€A (Teorema 1 con base en el Paso 2 )
4) = (25€A)AN(2€A) (Adjuncién del Paso 3 al Paso 1)
5) =27cA (Axioma 3 )

.. 27 € A es verdadero

1.2.2 Contradiccion

Este método sigue el siguiente modelo

Hipétesis: H (se asume verdadera pero no se usa)

H.qm.: C
—C es verdadero Supongamos, por contradiccion, que —C es verdadero
1) = I} verdadero (Por Teorema, Definicién, Axioma. ..)
2) = I, verdadero (Por Teorema, Definicién, Axioma...)
n) = I, verdadero (Por Teorema, Definicién, Axioma. ..)
n+1) = —H verdadero (Por Teorema, Definiciéon, Axioma...)

. =H verdadero. Pero H se asume verdadero, por lo que se llega a una contradic-
cion®. Por lo tanto, lo supuesto (—C) es falso, es decir C es verdadero.

“simbolizada mucha veces por =<« ""

Para entender el uso del método de contradiccién, tomemos en cuenta el siguiente ejemplo, siguiendo
la misma estructura del método directo

Ejemplo 1.2

1 Sea A un conjunto de nimeros reales que cumple los siguientes axiomas:
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Axioma 1) 5€A
Axioma2) (x€A)A(y€A)= (x+y) €A

Pruebe los siguientes proposiciones
Proposicion 1: 13 A =4 € A.
Proposicion 2: Si (3x —6) € A entonces (x AV —11 € A).

Prueba: Utilizaremos el método de contradiccién para demostrarlos

Demostracion de la Proposicion 1

Hipotesis: 13 ¢ A
H.qm.: 4 £ A

1) 4€A Se asume verdadero (Suposicién por contradicciéon®)
2) =>(4e€A)N(4eA) (Idempotencia al Paso 1)

3) =4+4=8¢cA (Axioma 2)

4) = 8cA)AN(5€A) (Adjuncién del Paso 3 con el Axioma 1)

5) =8+5=13€A (Axioma 2)

. 13 € A es verdadero. (=<) Ya que contradice la hipétesis. Por lo tanto, lo
supuesto es falso, es decir 4 & A.

Demostracion de la Proposicion 2

Hipotesis: (3x—6) € A
Hqqm:xZAV—-11 €A

1) xXEAN—-11€A Se asume verdadero (Suposicién por contradiccién”)
2) 2xcAN—-11€A (Axioma 2 con Idempotencia )

3) 3xecAN-11€A (Axioma 2 aplicados a Pasos 1y 2)

4) = Bx—11)e€A (Axioma 2 al Paso 3)

5) =0Bx—11)eAAN5€A (Adjuncién del Axioma 1 con Paso 5)

6) = (3x—6)€cA (Axioma 2 al Paso 5)

7. (3x—6) € A es verdadero. (=<) Ya que contradice la hipétesis. Por lo tanto, lo
supuesto es falso, es decirx AV —11 & A.

“Negacion:—~(4 ZA) =4 €A
bLey de Morgan:—(x AV —11 gA) = ~(x A) A—(—11 A) =xcAA—11 €A

1.2.3 Reduccién al Absurdo
Este método suele ser confundido con el método de contradiccion. La diferencia importante, es
que aqui si se utiliza la hip6tesis (siempre se asume verdadera) y se llega a una contradiccion con
alguno de los axiomas, teoremas, u otras proposiciones de naturaleza verdadera (Fp). Cuando
se realiza una prueba utilizando reduccién al absurdo se suele seguir el siguiente modelo
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Hipétesis: H (se asume verdadera y se usa)

H.qm.: C
—C es verdadero Supongamos, por contradiccion, que —C es verdadero
1) = (=C AH) verdadero (Adjuncién de la Hipétesis)
2) = I} verdadero (Por Teorema, Definicién, Axioma. . .)
3) = |, verdadero (Por Teorema, Definicidon, Axioma. . .)
n) = I, verdadero (Por Teorema, Definicidén, Axioma. . .)
n+1) = Fy verdadero (Por Teorema, Definicion, Axioma...)

.. Fp verdadero. Pero F es falsa, por lo que se llega a una contradicciéon. Note que
el supuesto —C nos lleva a un absurdo. Por lo tanto lo supuesto (—C) es falso, es decir, C es
verdadero.

Ejemplo 1.3

Sea B un conjunto de nimeros reales que cumple los siguientes axiomas:

Axioma 1) 3eB
Axioma2) (x€B)A(yeB)= (xy)€B
Axioma 3) (6 ¢ B)

Pruebe los siguientes teoremas

4
Teorema 1: % €EB= 5 ¢ B.

1
Teorema 2: Si — € B entonces v/2x & B.
X

Prueba: Utilizaremos el método de contradiccién para demostrarlos

Demostracion del Teorema 1

5
Hipétesis: 5 €B

4
H.q.m.: 5 ¢ B
4
1) 5 €B Se asume verdadero (Suposicion por contradiccion?)
4 5
2) = <5 €EB|A <2 € B) (Adjuncién de la Hipétesis al Paso 1)
5 4
3) :>§‘§:2€B (Axioma 2)
4) = (2€B)A(3€B) (Adjuncion del Paso 3 con el Axioma 1)
5) =2-3=6¢8B (Axioma 2)

.. 6 € B es verdadero. (=<«) (Absurdo) Ya que contradice el Axioma 3. Por lo
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. 4
tanto, lo supuesto es falso, es decir 5 ¢ B.
Demostracion del Teorema 2

1
Hipotesis: — € B

X
H.q.m.: V2x ¢ B

1) V2x€B Se asume verdadero (Suposicién por contradiccidn)
1
2) (V2x€B)A ( € B> (Adjuncién de la Hipétesis al Paso 1)
X
1
3) V2x-—=+2€¢B (Axioma 2)
X
4) = (V2€B)A(V2€B) (Idempotencia al Paso 3)
5) =+2-v/2=2€¢B (Axioma 2)
6) = (2€B)A(3€B) (Adjuncién del Paso 5 con el Axioma 1)
7) =2-3=6€B (Axioma 2)

.. 6 € B es verdadero. (=<«) (Absurdo) Ya que contradice el Axioma 3. Por lo
tanto, lo supuesto es falso, es decir v/2x & B.

4 4
“Negacion: — (g gZB) =3 €B

Combinacion de Métodos

Es posible combinar los métodos vistos para realizar una demostracién. La clave se encuentra en el
orden de las ideas y la prictica constante. Veamos un ejemplo referido al respecto donde la 16gica
y el sistema formal imperan mds alld del significado implementado. Para tal caso, observe que
los primeros que aparecen son las definiciones o leyes que delimitan el contexto del Sistema. Le
siguen los axiomas (verdades absolutas) y por tltimos los teoremas o proposiciones que se deben
demostrar.

Ejemplo 1.4
|

Definicion 1: Una palabra es invertible, si es permitida y la palabra que se obtiene al invertir
el orden de sus letras es permitida.

Definicion 2: Se dice que X es una palabra permitida si X es una sucesién de las
letras tomadas de {G,R,E} que es permitida.

Axioma 1: GRE es permitida.

Axioma 2: Si una palabra con dos E seguidas es permitida entonces la palabra que
se obtiene al eliminar las dos E seguidas es permitida.
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Axioma 3: Una palabra con una R es permitida si y solo si la palabra que se ob-
tiene al cambiar la R por RE es permitida.

Axioma 4: Si X y Y son permitidas entonces la palabra XY es permitida.
Axioma 5: GRG no es permitida.

A partir de estos axiomas, pruebe los siguientes teoremas

Teorema 1: Se tiene que GR es permitida.

Teorema 2: Si GERE es invertible, entonces GERRGGR es permitida.
Teorema 3: Si EGGE no es invertible, entonces EGE no es permitida
Teorema 4: Si GE es permitida, entonces GRE no es invertible

Ejemplo 1.5
Realicemos la prueba de los teoremas mencionadas en el ejemplo anterior
Demostracion del Teorema 1

Comentario: Note que el Teorema 1 no es una implicacion. No obstante se puede considerar
que es una implicacién donde las hipétesis son los cinco axiomas y la conclusién es “GR es
permitida”.

Hipétesis: Todos los axiomas.
H.q.m.: GR es permitida.

1) es permitida  (Axioma 1)
2) = es permitida  (Axioma 3)

.". GR es permitida. (;Cual método de demostracién se utiliz6?)
Demostracion del Teorema 2

Comentario: Utilizaremos el método directo de demostracion.

Hipétesis: GERE es invertibe.
H.q.m.: GERRGGR es permitida.

1) GERE es invertibe Hip6tesis

2) = (GERE es permitida) A (EREG es permitida) (Definicion 1)

3) = |GERE|EREG|= GEREEREG es permitida (Axioma 4)

4) = (GERREG es permitida) (Axioma 2)

5) = (GERRG es permitida) (Axioma 3)

6) = (GERRG es permitida)A (GR es permitida) (Adjuncién Teorema 1 al Paso 5)

7) = | GERRG = GERRGGR es permitida (Axioma 4)

.. GERRGGR es permitida.
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Demostracion del Teorema 3

Comentario: Utilizaremos el método directo de contradiccion.

Hipotesis: EGGE no es invertible.

H.q.m.: EGE no es permitida.
1) EGE es permitida Se asume verdadero
2) = (EGE es permitida) A (EGE es permitida) (Idempotencia al Paso 1)
3) = = EGEEGE es permitida (Axioma 4)

) = EGGE es permitida (Axioma 2)

5) = EGGE es invertible® (Definicién 1)

N

.. EGGE es invertible. (=-<) Ya que contradice la hipétesis. Por lo tanto, lo supuesto es
falso, es decir, EGE no es permitida.

Demostracion del Teorema 4

Comentario: Utilizaremos el método de reduccién al absurdo.

Hipétesis: GE es permitida.
H.q.m.: GRE no es invertible.

1) GRE es invertible Se asume verdadero

2) = (GRE es invertible)A (GE es permitida) (Adjuncién de la Hipétesis al Paso 1)
3) = (ERG es permitida)/A (GE es permitida) (Definicién 1)

4) = (GE es permitida)A\ (ERG es permitida) (Conmutatividad de la conjuncién)

)]

) = = GEERG es permitida (Axioma 4)

6) GRG es permitida (Axioma 2)

.. GRG es permitida. (=<«) (Absurdo) Ya que contradice el Axioma 5. Por lo
tanto, lo supuesto es falso, es decir GRE no es invertible.

“Note que al invertir las letras de EGGE se obtiene la misma secuencia. Esto se conoce como un Anagrama

Esperamos que las notas hayan sido de utilidad al lector. A continuacidn, se exponen una serie de
ejercicios relacionados con el capitulo

—| Ejercicios 1.1

@ 1.1 Sea A un conjunto de nimeros reales que cumple las siguientes axiomas

Axioma 1) 5€A

Axioma 2) (xeA)=(3x+2)€cA
Axioma3) (x€A)A(yeA)= (x+y) €A
Axioma 4) (7¢A)

Demuestre los siguientes teoremas utilizando el método indicado.
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a.) 3€ A= 16 € A (Directo)

b.) 4 € A = 23 € A (Directo)

c) 11 €A = (28 €AV31 ¢ A) (Directo)

d) 3€AAN1l €A=51¢€cA (Directo)

e.) xEANy€EA= (3x+2y+17) € A (Directo)

f) x€ ANy € A= (7Tx+3y+16) € A (Directo)

g) 11 ¢ A= 3¢ A (Contradiccion)

h) 24¢ A= (4¢ AV 12 € A) (Contradiccion)

i) By+z+7)¢A=(y¢AV % ¢ A) (Contradiccion)

j) By¢AAN(z+10)¢A)= (y¢ ANz ¢ A) (Contradiccion)
k) 3€A=1¢ A (Reduccién al Absurdo)

1) 21 € A= —31 ¢ A (Reduccioén al Absurdo)
m.) xe ANy €A = (—3—3x—y) ¢ A (Reduccién al Absurdo)
n) 2¢A

0.) (IxeA)(x*—17x+70=0)

1.2 Sea A un conjunto de ndimeros reales que cumple: (axioma)

(VneZ)neA= (n+1) €A

Determine si las siguientes proposiciones son verdaderas o falsas. Si son verdaderas, de-
muéstrelas y si no, brinde un contraejemplo. (Indique un conjunto A que cumple con las
hipétesis pero no la conclusién). Nota N = {1,2,3,...}.
a) 10eA=13¢cA
b) 11€cA=9€A
c) 9€6A=9€A
d.) A puede ser el conjunto {4,5,6,7,8,...}
e.) A puede ser el conjunto {—1++/5,5,6,7,8,...}
f.) A puede ser el conjunto {v/2}
g) leA=A=N
h) 1€cA=NCA
i) cEANceEN=(c+3)€A
j)deA=(d+1)eA
k) meA= (VpeN)[(n+p) €Al
) —ceAANceN=ccA
m) EANACN=A=N

@ 1.3 Construccion del conjunto de los niimeros naturales

La idea es construir formalmente este conjunto (suponga que no lo conoce ) a partir
de 5 axiomas: (Los Axiomas de Peano)

Axioma 1: 1 es un niimero natural.

Axioma 2: Para todo n nlimero natural, existe un dnico ntimero natural n* 1lamado el
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sucesor de n.

Axioma 3: El nimero natural 1 no es sucesor de algtin nimero natural.

Axioma 4: Si n'y m son nimeros naturales tales que n = m™ (el sucesor de n es igual
al sucesor de m ) entonces n = m.

Axioma 5: Si A es un conjunto formado por nimeros naturales que cumple:

1) l€A
2) beA=bt€A

entonces A es el conjunto de los nimeros naturales, denotado por N.

Se denota 17 :=2y (11)* := 3. Utilice estos axiomas para demostrar los siguientes teoremas.
a.) Pruebe que no existe un nimero natural a tal que (a™)" =11
b.) Pruebe que 27 =3y 2 #3.
c.) Sia# 2 entonces a” # 3
d.) Se define la suma de nimeros naturales como la operacién + que cumple:

at+l=a"
a+bt=(a+b)*
Pruebe que 1+2=3,2+1=1+2y (a+b)+1=a+(b+1).
e.) Se define el producto de nimeros naturales como la operacién - que cumple:

a-l=a
a-bt*=a-b+a

Pruebe que 2-2=37,2-3=3-2y (a-b)-1=a-(b-1).




2.1

Infroduccién

El 4lgebra elemental, el cdlculo diferencial e integral y el andlisis matemadtico estdn relacionados
de diferentes maneras con el conjunto de los nimeros reales, de aqui la importancia de conocer y
comprender este conjunto y sus principales propiedades.

Existen diferentes métodos para introducir el conjunto de los nimeros reales, uno de estos métodos
consiste en “construir” este conjunto a partir de conjuntos mas elementales, como el conjunto de
los nimeros naturales, el conjunto de los niimeros enteros o el conjunto de los nimeros racionales.
Si bien es cierto, esta forma de introducir los nimeros reales es importante y ademads interesante,
no lo haremos de esta manera debido a que, como base para el dlgebra, el cdlculo o el andlisis, nos
interesa mas las propiedades de los nimeros reales que los métodos usados para construirlos.

Por las razones anteriores, en esta seccién consideramos a los nimeros reales como objetos no
definidos, con los cuales podemos realizar algunas operaciones que satisfagan ciertos axiomas' y a
partir de éstos se podran demostrar las propiedades fundamentales del dlgebra elemental.

De esta manera, comenzaremos por aceptar la existencia de unos ciertos objetos (los cuales aceptare-
mos que existen) y que llamaremos niimeros reales, y el conjunto que contiene estos objetos lo
llamaremos el conjunto de los niimeros reales y lo denotaremos con el simbolo R.

Aceptaremos ademds que en R estdn definidas dos operaciones: la adicién (4) y la multiplicacién (+)
y que estas operaciones satisfacen los siguientes axiomas:

Dichos axiomas son propuestos por el matematico aleméan David Hilbert (1862-1943). En textos actuales de calculo y
analisis matemadtico aparecen enunciados equivalentes al de Hilbert.
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2.2 Axiomas de los NiUmeros Reales

Axioma 2.1 (Ley de cerradura)

Va,b € R se cumple que (A0) y (MO0)

Axioma 2.2 (Ley conmutativa)

Va,b € R se cuample que |a+b=b+a (Al)y(Ml)

Axioma 2.3 (Ley Asociativa)

Va,b,c € R se cumple que‘ (a+b)+c=a+(b+c) ‘(AZ)y‘ (a-b)-c=a-(b-c) ‘(MZ)

Axioma 2.4 (Elemento Neutro)

30,0 € R tal que [a+0=0+a=al Va € R (A3)

Ell,lERtalque‘a‘lzl-a:a‘,Vae]R(MS)

Axioma 2.5 (Elemento Inverso)

Va € R,3—a R tal que|a+ (—a) = (—a) +a=0](Ad)

VaceR,a#0,3a"! E}Rtalque‘a'cf1 :afl-azl‘(M4)

Notacion

1
@ Sia#0Oentoncesa! =~

a
O Va,bcR,a-b=ab

Ademas de las propiedades anteriores, la multiplicacién es distributiva respecto a la adicion; es
decir:

Axioma 2.6 (Ley Distributiva)

Va,b,ceRsecumple‘a-(b—l—c):a-b+a-c:b-a+c-a:(b—i—c)-a‘

Por cumplirse las propiedades anteriores, se dice que junto con la adicién y la multiplicacién
constituye una estructura de campo, y se escribe:

(R,+,-) es un campo
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2.3 Propiedades de los NOmeros Reales

Asumiremos, ademds, que en R se cumplen las siguientes propiedades:
Propiedades en R

O (P1)Va € R,a = a (Reflexiva)

Q (P2)Va,b e R,a=b= b= a (Simétrica)

Q (P3)Va,b,ce R,a=bAb=c= a=c (Transitiva)

Q (P4 Va,b,c e R,a=b = a-+c=b+c (Propiedad aditiva de la igualdad)

Q (P5) Va,b,c e R,a=b= a-c=b-c (Propiedad multiplicativa de la igualdad)

Las tres primeras propiedades establecen que el igual (=) es una relacion de equivalencia, lo cual
denotamos por

(sz)

al ser R un campo. Las dos ultimas propiedades permiten la preservacion de la igualdad ante la
suma y la multiplicacién definidas. Cabe aclarar la extension de estas propiedades mediante los
axiomas anteriores.

Con las propiedades enunciadas hasta aqui, se pueden demostrar todos los teoremas (o resulta-
dos) del algebra elemental, relacionadas con la adicién y con la multiplicacién. En las lineas
siguientes enunciamos los que consideramos de uso mds frecuente y demostramos algunos de ellos a
manera de ilustracién, otros se dejan como ejercicio para el estudiante.

2.4 Demostracion de Teoremas en R

Teorema 2.1
Va € R se cumple que a-0 =0

Prueba: Utilizaremos el método directo para demostrarlo. Note que al final, al ser a
arbitrario (puede tomar cualquier valor real), se concluye la demostracién en R.

Hipétesis: Axiomas de la adicién y multiplicacion y las propiedades de R

Hqgqm.:a-0=0

1) a-0=a-(0+0) (A3yPl1)

2 =a-0=a-04+a-0 (Ley Distributiva)
3) =a-0+—(a-0)=(a-04+a-0)+—(a-0) (P4)

4) =0=a-0+(a-0+—(a-0)) (Ady A2)

5) =0=a-0+0 (Ad)

6 =0=a-0 (A3)

..a-0=0 es verdadero
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Teorema 2.2
Va,b € Rsecumplequea-b=0a=0vb=0

Prueba: Utilizaremos el método directo para demostrarlo. No obstante, la presencia de un “si
y solo si” (<) nos indica la realizacion de dos demostraciones: una donde de la hipdtesis es
a-b=0ylaconclusién es a =0V b =0y laotra en el sentido opuesto. Observe los detalles

en esta prueba.
(14 : 29

Hipétesis: a-b =0
H.qm.: a=0Vvb=0

1) a-b=0 (Se asume verdadera)

2) =al(ab)=a'l-0 (P5 suponiendo a # 0)

3) = (a'a)-b=0 (M2 y Teorema 2.1)

4) =1-b=0 (M4)

5) =[b=0] (M3)

6) = (a-b)-b='=0-b""! (P5 suponiendo b # 0) (Se retoma Paso 1)
7) =a (b-b7")=0 (M2 y Teorema 2.1)

8) =a-1=0 (M4)

9) =la=0] (M3)

10) =la=0]v|pb=0] (Adicién del Paso 9 con el Paso 5)

.a=0Vb =0 es verdadero.
(44 : 29

Hipotesis: a =0Vb =0
Hqgqm.:a-b=0

1) a=0vb=0 (Se asume verdadera)

2) =(a-b=0-b)V(a-b=a-0) (P5 en ambas proposiciones)

3) =a-b=0Va-b=0 (Teorema 2.1 en ambas proposiciones)
4) =a-b=0 (Idempotencia en el Paso 3)

..a-b =0 es verdadero

De ambas implicaciones se concluye el enunciado del teorema.

Teorema 2.3
1. El elemento neutro para la adicién es tnico. (Ver A3)
2. El elemento neutro para la multiplicacién es tnico. (Ver M3)
3. Va € R su inverso aditivo es tnico. (Ver A4)
4. Va € R su inverso multiplicativo es tnico, con a # 0. (Ver M4)
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Va,beR[a-b¢0¢(a.b)—l:a*l-bfl
Va,b,c e Rla+c=b+c=a=1Db]
Va,b,ceR,c#0:[a-c=b-c=a=1D]
VaceR,—(—a)=a
VaER,aaéO:(a*I)_lza

10. 0=-0

1. () '=1

12. VaeR,—a=—-1-a

13. (=1)-(=1)=1

14. Ya,beR:[(—a)-(-b)=a-b

15. Va,beR:[a-(—b)=(—a)-b=—(a-b)]

2 PRy ¥

A manera de ejemplo demostraremos las propiedades 2, 3, 6 y 11, la demostracién del resto de las
propiedades queda como ejercicio para el estudiante. Como actividad adicional, para los ejercicios 6
y 11, ordene la demostracién en la estructura que se ha trabajado, es decir, justifique los pasos.

Ejemplo 2.1  Demostracién del punto 2 en el Teorema 2.3
|

Hipotesis: Todos los axiomas, propiedades y teoremas previos
H.q.m.: El elemento neutro para la multiplicacién es inico
1) Suponga que el elemento neutro para
la multiplicacién no es tnico, es decir  (Suposicién por contradiccién)
Jny Any € R n; # ny elementos neutros
2) =ny=ny-npA\ny-np=np (M3 para ambos neutros)
3) = n|y=ny (P3)

.. np = np es verdadero (=<). Por lo tanto, lo supuesto es falso, es decir, el elemento neutro
para la multiplicacién es tnico.

Ejemplo 2.2 Demostracién del punto 3 en el Teorema 2.3

Hipotesis: Todos los axiomas, propiedades y teoremas previos
H.q.m.: Va € R, el inverso aditivo es unico
1) Suponga que existe un nimero real a
tal que su inverso aditivo no es tnico, es decir (Suposicién por contradiccidn)
daj; Aay € R,a; # ap inversos aditivos
2) =0=a+aNa+a =0 (A4 en ambos inversos aditivos de a)
3) =0+a=(a1+a)+aN(a+ay)+a =0+a (P4 en ambas proposiciones)
4) Sa=a+ay+ala;+a+a=a (A1,A2 y A3)
5) =da] =ap (P3)
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. a; = ay es verdadero. (=<) Ya que contradice A4. Por lo tanto, lo supuesto es
falso, es decir, el inverso aditivo es tnico.

Ejemplo 2.3 ] Demostracion del punto 6 en el Teorema 2.3

Supongamos que a + ¢ = b+ c. Hay que demostrar que a = b. De esta forma

at+c=b+c=(a+c)+—c=(b+c)+—c (¢ Porque?)
=a+(c+—c)=b+(c+—c) (¢ Porque?)
=a+(0) =b+(0) ((Porque?)
=a=> (¢ Porque?)

Ejemplo 24  Demostracién del punto 11 en el Teorema 2.3

g
Esta propiedad se deduce directamente del hecho de que 1-1 =1, y de aplicar la propiedad 4

(el inverso multiplicativo es tinico) Por ende, (1)~! = 1.

Definicién 2.1 (Sustraccion en R)
Sean a,b € R. Llamamos sustraccion de a y b la denotamos a — b, a la operacién definida por:

a—b=a+(-D)

Definicion 2.2 (Divisién en R)
Sean a,b € R, b # 0. Llamamos division de a por b y la denotamos a <+ b, a la operacién

definida por:
axb=a-(b7")

@ Notacién

. a a
a - b también se denota E; oseaa~b= B

Teorema 2.4
l. Va,beR:[a—b=—(b—a)]
2. Va,beR:[—a—b=—(a+D)]
3. Va,b,ceR:[(a—b)-c=a-c—b-c)]
4. Va,b,ccR:latc=bsa=b—]
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b
5. Va,b,c e R,c#0: [a'c:bﬁa:c]

Demostracion del Punto 1 en el Teorema 2.4

Prueba: Se utilizard el método directo de demostracién
Hipétesis: Todos los axiomas, propiedades y teoremas previos.
Hqm.: a—b=—(b—a)
1) b+ (—-b)=0 (A4)
= (b+0)+(-b)=0 (A3)
) =b+((—a)+a)+-b

[\

3 —0 (A4)

4) = (b+-a)+(a+-b)=0 (A2)

5) =®—-a)+(a—b)=0 (Definicién de Sustraccién (2.1))

6 =a—b=—(b—a) (Unicidad del Neutro en la adicién (2.3.3))
..a—b=—(b—a) es verdadero.

Demostracion del Punto 2 en el Teorema 2.4

Prueba: Se utilizara el método directo de demostracion
Hipotesis: Todos los axiomas, propiedades y teoremas previos.
H.qm.: —a—b=—(a+b)

=)}

= (a+b)+(—a—0b)=0 (Definicién de Sustraccién (2.1))
= (—a—b)=—(a+b)  (Unicidad del Neutro en la adicién (2.3.3))

3

1) b+(—b)=0 (Ad)
2) = (b+0)+(-b)=0 (A3)
3) =b+((—a)+a)+-b=0 (A4)
4) =b+(a+(—a)+-b=0 (A1)
5) =(a+b)+(—a+-b)=0 (Aly A2)
)
)

.. —a—b=—(a+D) es verdadero.
Demostracion del Punto 3 en el Teorema 2.4

Prueba: Se utilizard el método directo de demostracion
Hipotesis: Todos los axiomas, propiedades y teoremas previos.
H.qm.: (a—b)-c=a-c—b-c
1) (a—b)-c=(a+-b)-c (Definicién de Sustraccién (2.1))
2) =(a—b)-c=a-c+(-b)-c (Ley Distributiva)
3) =(a—b)-c=a-c+—(b-c) (Teorema 2.3.15)
5) = (a—b)-c=a-c—b-c (Definicién de Sustraccion (2.1))

c.(a—b)-c=a-c—b-c es verdadero.
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Demostracion del Punto 4 en el Teorema 2.4

Prueba: Utilizaremos el método directo para demostrarlo. No obstante, la presencia de un
“si y solo si” (<) nos indica la realizacién de dos demostraciones: una donde la hipétesis es
a+c = b ylaconclusiéon es a = b — c y la otra en el sentido opuesto. Observe los detalles en
esta prueba.

66 ’9
<=

Hipétesis: a = b —c.
Hqgqm.:a+c=»b

1) a=b—c (Se supone verdadera)

2) =a=b+(—c) (Definicién de Sustraccion (2.1))
3) =a+c=(b+-c)+c (P4)

4) =a+c=b+(—c+c) (A2)

5) =a+c=b+0 (A4)

6 =a+c=b (A3)

..a-+c = b es verdadero.
(X4 : 29

Hipétesis: a+c = b.
H.qm.:a=b—c

1) atc=>b (Se supone verdadera)

2) = (a+c)+(—c)=b+(—c) (P4)

3) = (a+c)+—c=b—c (Definicién de Sustraccién (2.1))
4) =a+(c+—-c)=b—c (A2)

4) =a+0=b—c (A4)

5 —a=b—c (A3)

.".a = b — c es verdadero.
Demostracion del Punto 5 en el Teorema 2.4

Prueba: Utilizaremos el método directo para demostrarlo. No obstante, la presencia de un
“siy solo si” (<) nos indica la realizacién de dos demostraciones: una donde la hipétesis es

b
a-c=bylaconclusion es a = — y la otra en el sentido opuesto (¢ # 0). Observe los detalles
C

en esta prueba.
(44 : 29
Hipétesis: a-c = b.

b
H.qm.: a = -
C
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1) a-c=>b (Se supone verdadera con ¢ # 0 )

2) =(a-c)-c'=b-c! (P5)

3) =a(cc)y=b-c! (M2)

4) =a-1=b-c! (M4)

5) =g=5b c! (M3)

6) =a= é (Definicién de Divisién (2.2) )
c

a = — es verdadero.

66 ’9
<=

b
Hipétesis: a = —.
C
Hqgqm.:a-c=»>
b
1) a= p (Se supone verdadera con ¢ # 0)
2) =a=b-c! (Definicién de Divisién (2.2))
3) =ac=((bc')c (P5)
4) =a-c=b-(c'¢) (M2)
4) =a-c=b-1 (M4)
5 =a-c=b (M3)

..a-c = b es verdadero.

—| Ejercicios 2.1

@ 2.1 Demuestre los siguientes teoremas.
a.) El elemento neutro para la adicién es tnico. (Ver A3)
b.) Va € R su inverso multiplicativo es tnico. (Ver M4)
c.) Va,beR [a-b#0:> (a-b) '=al-p!
d) Va,b,ceR,c#0:]la-c=b-c=a=1D]
e.) VaeR,—(—a)=a
f) VaeR,a#0= (a*l)_1 =a

g) 0=—0
h) VaeR,—a=(-1)-a
D) (-1)-(-1)=1

j.) Ya,b e R:[(—a)-(=b)=a-D]

k) Va,beR:[a-(—b) =(—a)-b=—(a-b)]
@ 2.2 Realice las operaciones indicadas y simplifique. Justifique los pasos que le llevaron
a la simplificacién

a)2—-5-(3+2-6)
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b) 5—4(243-5-7)+5+4-2
c) 5-2-(3-(7—4)— (=1243))—6

7—4-(1-9)
S S,
e) 1+2+3+4+---+994100
123 98 9
2 3 4 99 100
&) 373

@ 2.3 Cada una de las siguientes igualdades es verdadera en el sistema de los nimeros
reales. Indique la razén de su veracidad, respecto de los axiomas y propiedades vistos.

a) 2+ (3+5)=024+5+3

b) 0+5=5

c) (x+y)+z=z+(y+x)

d) (x+2)-y=y-x+2-y

e) (4-47H—-1=0

Asumiremos la existencia de un subconjunto no vacio del conjunto de los nimeros reales. A este
conjunto lo llamaremos conjunto de los niimeros reales positivos y lo denotaremos por R

2.5 Las propiedades de orden en R

2.5.1 Axiomas de orden en el conjunto de los nUmeros reales

El conjunto R satisface las siguientes propiedades conocidas como problemas de orden en el
conjunto de los nimeros reales.

Axioma 2.7 (O1)
Va,b e R : [(a+Db) € RY]

Axioma 2.8 (02)
Va,b € RT :[(a-b) € RT]

Axioma 2.9 (O3)(Ley de Tricotomia)
Va € R se cumple una y sélo una de las siguientes condiciones
l.aeR*
2.a=0
3. —acR"

Como se titula, el axioma O3 se conoce como la ley de tricotomia y la condicién 3 determina la
existencia de un subconjunto del conjunto de los niimeros reales, llamado el conjunto de los niimeros
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reales negativos el cual denotaremos con el simbolo R~ y que se define de la siguiente manera

R™ ={xeR|-xeR"}

R:R—u{O}UR+I

De esta manera se tiene que

Definicién 2.3 (La relaciéon menor que en R)

Sean a,b € R. Se dice que “a es menor que b” si y solo si (b—a) € RT

Notas

@ ““a es menor que b” se escribe “a < by, por lo tanto, a < b < (b—a) € RT.
© “a < b’ también se puede escribir como “b > a” y se lee “b es mayor que a”, por lo tanto
a<bsb>a.

Definicion 2.4 (La relacion menor o igual que en R)
Sean a,b € R. Se dice que “a es menor o igual que b” y se escribe a < b si y solo si se cumple
que a < boa=b, es decir
a<b&la<bVa=D]

Notas

@ “a < b” también se puede escribir como “b > a” y se lee “b es mayor o igual que a”, por
lotantoa < b < b > a.

Usando los axiomas de orden y la definicién de la relacién “menor que” se pueden demostrar, entre
otras, las propiedades que se enuncian en el siguiente teorema.

Teorema 2.5
1. Sia,b € R entonces se cumple una y solo una de las siguientes condiciones

i.a<b

ii. b<a

iii. b=a
Va,b,c e Rla<bAb<c=a<(]
Va,b,ce Rla<b<a+c<b+c]
Va,b,c e Rla+c<bsa<b—(]
VaeR[a<0& —aeRT]
VaeR[a>0<ac R
Va,b,c e Rla<bANc>0=a-c<b-c]
Va,b,c e Rla<bANc<0=a-c>b-]

S N R e
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A manera de ejemplo demostraremos las propiedades 1 y 7, el resto de propiedades quedan como
ejercicio para el estudiante.

Ejemplo 2.5
A |

Demostracion del Punto 1 en el Teorema 2.5

Prueba: Se utilizara el método directo de demostracion
Hipotesis: Todos los axiomas, propiedades y teoremas previos. Ademads existen a,b € R
H.qm.: (a<b)V (b<a)V(a=b)

1) b—aelR (Definicién de Sustraccidon y AO)
2) =|[(b—a)eRV[-(b—a)eRT|V[b—a=0] (03)

3) = (a<b)V[-(b—a) eRT|V[b—a=0] (Definicién 2.3)

4) = (a<b)V|[a—b)eRT|V[b—a=0] (Teorema 2.4 punto 1)

5) = (a<b)V(b<a)V[b—a=0] (Definicién 2.3)

6) = (a<b)V(b<a)V(b=a) (P4,A2,A3 y Ad)

S (b>a)V(b<a)V(b=a) es verdadero.

La propiedad anterior es equivalente al axioma 2.9.

Ejemplo 2.6
D |

Demostracion del Punto 7 en el Teorema 2.5

Prueba: Se utilizara el método directo de demostracion
Hipotesis: Todos los axiomas, propiedades y teoremas previos. Ademas a < bAc >0
Hqm.:a-c<b-c

1) a<bAc>0 (Hipdtesis)

2) =[(b—a) eR]A[(c—0) eRT] (Definicién 2.3)

3) = [(b—a) e RT|A[c € RT] (c=0=c+-0=c+0=0)
4) = (b—a)c € R* (02)

5) =b-c—a-ceRT (Teorema 2.4 punto 3)

6 =a-c<b-c (Definicion 2.3)

.a-c < b-ces verdadero.

@ Notas

@ Sia<byb < cescribimos a < b < c. (Transitividad Extendida)
© Propiedades similares se satisfacen para los otros simbolos de desigualdad. (<, >,>)
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—| Ejercicios 2.2

@ 2.4 Demuestre cada una de las siguientes propiedades
a.) Va,b,ce Rla<bAb<c=a<(]
b.) Va,b,ceRla<b<a+c<b+]
c) Va,b,ceRla+c<bsa<b—]
d) VaeRja<0& —acRT|
e) VacRa>0<acRY|
f) Va,b,ceRla<bAc<0=a-c>b-]

@ 2.5 Demuestre el Teorema 2.5 pero ahora con los simbolos <, >y >.

@ 2.6 Demuestre cada una de las siguientes proposiciones
a.) Sia#0entoncesa-a >0
b.) Corolario: Como 1 # 0 entonces 1 > 0
c.) Sia>Oentoncesa ! >0
d) SiO<a<bentoncesh ! <a!
e.) Sia’>=a-aentoncesa’+1>0

2.5.2 Representacion geométrica de los nimeros reales

Es posible establecer una correspondencia uno a uno entre los nimeros reales y los puntos de una
recta (recta numérica), de la siguiente manera: Consideremos una linea recta (preferiblemente en
posicién horizontal), seleccionamos un punto arbitrario de la recta para representar el cero, luego
otro punto a la derecha del cero para representar el uno, y dividimos toda le recta en segmentos
que tengan la misma longitud que el segmento de cero a uno, de esta manera se representan los
ndmeros 1,2, 3, 4, ...ala derecha del cero y los nimeros —1, —2, —3, —4, ...a la izquierda del cero
como se muestra en la figura siguiente. El resto de los nimeros reales ( racionales e irracionales ) se

< | | | | | | | »
% T T T T T T T »>

-3 -2 -1 0 1 2 3
Figura 2.1: Recta Numérica

representan usando su expansion decimal como se muestra en la figura siguiente. Note que

A

Figura 2.2: Algunos valores sobre la recta numérica

11

VI~ 3,166 ; —V3~—1,732; V2~1,414 ; LR V23~ 4,795

los ndmeros reales que se representan a la derecha del cero son los nimeros reales positivos, y los
que se representan a la izquierda del cero son los nimeros reales negativos
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Numeros reales negativos Numeros reales positivos

L L L »
t >

-3 -2 -1 0 1 2 3

A

Figura 2.3: Nimeros Reales positivos y negativos

2.6 Algunos subconjuntos del conjunto de los nUmeros reales

2.6.1

A continuacién consideramos algunos subconjuntos importantes del conjunto de los niimeros reales,
es posible que estos subconjuntos sean ya conocidos por el estudiante por lo que serdn tratados aqui
en forma breve.

El conjunto de los nimeros naturales

Este es el conjunto que nos permite “contar’. Es el conjunto cuyos elementos, escritos en forma
decimal, son 1,2,3,...

Se denota por N y se puede escribir como N = {1,2,3,...}

Los axiomas de Peano (Guiseppe Peano, italiano, 1858-1932)

Se construye los nimeros naturales de manera axiomadtica, a través de los axiomas de Peano, que
consisten en los siguientes:

Axioma 1. 1 es un numero natural.

Axioma 2. A cada niimero natural a se le asocia un tinico nimero natural a® que se le llama el
sucesor de a. También se dice, en este caso, a es el predecesor de a ™.

Axioma 3. El nimero natural 1 no tiene predecesor.
Axioma 4. Si a y b son niimeros naturales tales que a* = b™ entonces a = b.

Axioma 5. Si un conjunto A, formado por nimeros naturales, es tal que
(@)1 € A
(b)b € A=bT €A

entonces todo nimero natural pertenece a A, es decir A = N.

El axioma 1 establece que el conjunto de los niimeros naturales no es vacio, contiene al elemento 1
que no tiene predecesor segin el axioma 3. El axioma 2 establece una relacién de R en s mismo
(la relacion sucesor) y es inyectiva segtin axioma 4. El axioma 5 es llamado, axioma de induccién
matematica, establece que cualquier subconjunto de N que contenga a 1 y sea cerrado bajo la
formacion de sucesores, tiene que ser necesariamente igual a N.

—| Ejercicios 2.3

@ 2.7 Investigue sobre la naturaleza de primeros teoremas que se generan con los axiomas
de Peano. ;Se cumplen los axiomas y propiedades de R en N hasta ahora estudiadas?

2.8 ;Qué es el principo del buen ordenamiento?
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El conjunto de los nimeros enteros

El reconocimiento de los niimeros enteros fue atin mas tardio que el de los nimeros naturales, pues
era dificil aceptar nimeros negativos, ya que no tenia mucho significado. Sin embargo, si se toma
en cuenta que puede entenderse como una representacion que da la cantidad y ademds la magnitud,
entonces se acepta la implementacion de términos o frases tales como pasos hacia atrds, abajo,
pérdida, temperaturas bajo cero, entre otras.

En N se analiz6 previamente que si a,b € N, entonces la ecuacion a + x = b tiene solucién x € N
siy s6lo si a < b. Se va a denotar esa solucién como x = b — a, que diremos que es la resta de b
menos a, o bien diferencia de » menos a. Luego, es posible construir el conjunto de nimeros enteros,
denotado por Z = {...,—2,—1,0,1,2,...}, de modo que la ecuacién a +x = b pueda resolverse en
ese conjunto, es decir que la sustraccidon b — a siempre se pueda realizar.

Ademis, se requiere que en este conjunto se pueda definir la adicién, la multiplicacién y el or-
den, manteniendo las propiedades de N.

—| Ejercicios 2.4

@ 2.9 ;Se cumplen los axiomas y propiedades de R en Z hasta ahora estudiadas?

@ 2.10 ;EslaLey de cancelacion en Z igual en R para el producto y la suma ?

Elementos de teoria de nimeros
Es importante aclarar, como ejemplo, que V a,b € Z, la suma es cerrada (a+ b € Z) y el producto es

. a . .
cerrado (ab € Z). Por el contrario a + b = — no necesariamente pertenece a Z. Por ejemplo 3 Z7.

Ante esto, es necesario definir la divisibilidad de a entre b.

Definicion 2.5 (Divisibilidad1)

gEZSinEZtalquea:bq

En este caso decimos que b es divisor de a o también que a es un multiplo de b. Si b divide a a se
escribe como:
bla< 3 q € Ztal que a=bg,b+#0

Ejemplo 2.7
2|10, pues 35 € Z tal que 10 =2-5
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Teorema 2.6
Sean a,b,m € Z entonces
1. 1la.
2. Si m # 0 entonces m|0.
3. Sia#0yb+#0,alby blaentonces a = +b.

Prosa de las pruebas

1. Esto se cumple por que 3a € Z tal que a = 1 - a.
2. Se cumple porque 30 € Z talque 0 =0-m
3. Como alb=3q; € Ztalqueb=agq; (1)
Como bla =3 g, € Z tal que a = bg, (2)
Sustituyendo (1) en (2) tenemos
a = aq1q», por ley de cancelacién
1 =q192, como g1y g2 €7Z
G=q=1
g1 =¢g2=—1
Asi en ambos casos a = £b

Teorema 2.7 (Algoritmo de la division).

Dados dos enteros my n, con n >0, 3 gAr € Z unicos talesque m =gn+rcon0 <r <n

Prosa de la prueba

1. Prueba de la Existencia

(a) . Consideremos m > 0y la sucesién

m,m—n,m—2n,m—3n,...m—qn,m—(q+1)n,...(x)

Puesto que N es un conjunto ordenado en la sucesién (%) tarde o tem-
prano aparecerd un nudmero negativo. Sea r el dltimo de los térmi-
nos no negativos, o sea el mas pequeiio de los no negativos y supong-
amos que es r = m — qn, es decir m = r + gn. Mostremos que r < n .
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Supongamos que r > n. (Contradiccion)

m—qn>nesm—gn—n>0sm—(g+1)n>0

Llegamos a una contradiccién de que r era el mas pequefio de la sucesion.
(b) . Consideremos m < 0y la sucesién

—m,—m—n,—m—2n,—m—73n,...,.—m—qn,—m—(q+1)n,...(x)

Puesto que N es un conjunto ordenado en la sucesion (x) tarde o temprano
aparecerd un nimero negativo. Sea r el tltimo de los términos no negativos, o sea
el mas pequefio de los no negativos y supongamos que es r = —m — gn, es decir
m= —r—qn = ry+q.n,donde —r =r, y —q = q.. Mostremos que r < n.
Supongamos que r > n (Contradiccién)

—m—gn>n<s-—-m—gqgn—n>0&-—m—(g+1)n>0

Llegamos a una contradiccién de que r era el mas pequefio de los no negativos

de la sucesion.
Asi, en ambos casos es lo que se queria probar.

2. Prueba de la Unicidad.

Demostraremos que g; y r» son Gnicos.

Supongamos que (Contradiccién)

m=nq +r (1)

m=ngy+r; (2)
tales que g # g2 y r1 # rp enteros. Igualando (1) y (2) se tiene que

ngi+ri=ngp+nsn(q—q)=rn—r=nlg—q|=|rn—n|<n
Pero las condiciones se pueden escribir como
0<r <|ny0<r <|n|
de las cuales se sigue que
0<r<|ny —|n|<-rn<0

Sumando las desigualdades —|n| < ri — rn < |n| = |rn—r| < |n

Lema.

Siri>0,m>0,rp<nyrn<n=|r—nr|<n
Tenemos que

nlgr—qa| <nA|qr—q2 <1
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pero es un contradiccidn, porque g; y ¢g» son enteros, por lo que g = g1 y por tanto

r=n

Ejemplo 2.8

Al dividir 23 entre 7 se tiene que
23=3-742

—| Ejercicios 2.5

@ 2.11 Hemos visto que al dividir dos nimeros a y b, si el residuo es cero, entonces
decimos que a es divisible entre b. Sin embargo, realizar la division para determinar si b divide
a a puede ser un proceso largo y tedioso. Afortunadamente, existen criterios de divisibilidad
que permiten determinar de manera rapida si a es divisible entre b sin necesidad de efectuar la
division completa. Estos criterios son particularmente ttiles para nimeros como 2, 3, 5,7, 9,
11 y 13. Investigue la naturaleza de estos criterios

2.12 Maximo Comun Divisor (MCD). Tomemos los nimeros 18 y 24
18:1,2,3,6,9 y 18 sus divisores naturales.
24:1,2,3,4,6,8,12 y 24 sus divisores naturales.

El mayor nimero que divide a ambos es el 6, asi que
MCD]18,24] =6

Sean a y b dos enteros ambos no cero, decimos que ¢ es su maximo comun divisor
MCD |a,b] = ¢, si c es tal que:

1. ¢>0

2. clanclb

3. Sid|a A d|b entonces d|c
En este mismo ejemplo d = 3, pues 3|18 A 3|24, entonces 3|6, es decir d divide a ambos, pero
no es el mayor de todos. Con base en toda esta informacién demuestre el siguiente teorema

Sean a y b enteros ambos no cero tal que MCD [a,b] = ¢ entonces ¢ = mob+noa
para cierto mg y ng no necesariamente Unicos.

Por ejemplo,
MCD[4,10] =2
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Sin embargo, este se puede escribir como

2=4.-24+10-1, obien
2=3-4410-—1, o bien
2=3-10+4--7

@ 2.13 Minimo Comiin Miiltiplo (mem). Los siguientes conjuntos de niimeros naturales
son los multiplos de 2 y 3 respectivamente:

my = {2,4,(6],8,10,[12],...}
ms = {3,[6],9,[12],15,18,...}

El menor de los nimeros que son mdltiplos de ambos se le llama minimo comin
muiltiplo. En este caso el mcm[2,3] = 6. El minimo comiin miltiplo de dos o mds nimeros
naturales es el menor nimero natural que es mdltiplo de cada uno de los nimeros dados. Con
base en esto, compruebe que

mem[12,18,24] =72

y genere un problema asociado con este mcm.

2.6.3 El conjunto de los nimeros racionales

Cualquier nimero que se puede expresar como el cociente de dos nimeros enteros (excluyendo la divisién entre cero)
se conoce como un nimero racional.

La representacion de este conjunto serd por
a
Q= {E cona,beZyb#O}

. . ... a . . .
A a se le llama numerador y a b denominador de la fraccién. Una fraccién b es irreducible si los

unicos factores comunes de a y b son 1 y —1. En tal caso, se dice dice que esta es la representacion
canénica de ese nimero.

Cualquier nimero entero se puede escribir de esta forma, pues se puede dividir él mismo en-
tre 1, asi que tenemos que Z C Q.

Ademads, los nimeros racionales se pueden expresar en forma decimal mediante un proceso de
division normal.
La expansién decimal de un nimero racional es finita o bien infinita periddica.
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Ejemplo 2.9

Pruebe que 47,126 es racional.

Prueba:

Sea x = 47,126

= 1000x = 47126,126

= 1000x —x = 47126,126 — 47,126

= 999x = 47079
47079

>x=(—2
o 999

€Q

.. 47,126 es racional.

—| Ejercicios 2.6

@ 2.14 Orden en Q. Sean g,% y e Q,conb>0,d>0yq >0, decimos que % es
q
menor que 2 y lo escribimos
a < C
b d

si ad < bc. O bien podemos decir que 2 es mayor que g.

L . a . c o
También podemos decir que b es menor o igual que 7 y lo escribimos como

<

SR
Ul e

si
g<£obieng:
b d b

Ul o

Con base en esto, muestre que

a ¢ ¢ p a p
—<-oAS<T= o<
b d d q b ¢

@ 2.15 Densidad en Q. A diferencia de los niimeros enteros consecutivos m 'y m+- 1, para
los cuales entre ellos no hay otro niimero, entre dos niimeros racionales siempre es posible
encontrar otro nimero racional. A esta propiedad se le llama densidad del conjunto de
nimeros racionales. De esta manera, demuestre que el conjunto de los ndmeros racionales
es denso. Para ello, considere dos niimeros racionales representados por g y 2 donde b > 0
y d > 0y suponga que

<

SR
aUlo
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Luego muestre que
a ad+bc c

b 2bd 4
ad + bc Lval di ) a c¢
ara €1 valor medio entre — =
T b d

2.16 Determine la representacion fraccionaria canénica de cada uno de los siguientes
nimeros racionales. (La linea que se encuentra sobre algunos nimeros en su parte decimal se
denomina mantisa e indica que dichos nimeros se repiten)

a.) 6

b.) 1.4

c.) 1.1257

d.) 12.232323...
e) 1.243

f) 31.12123

g.) 3.41

h.) 3.41

i.) 38.24512

2.6.4 El conjunto de los nimeros irracionales

Hay niimeros cuya expansioén decimal es infinita no periddica, a estos se les llama nimeros irra-
cionales y se denotan como I. Empezaremos por probar la existencia de esos nimeros.

Teorema 2.8

El niimero v/2 es un nimero irracional

Demostacién en prosa

Por contradiccién supongamos que /2 es irracional, por lo que se puede expresar
de la forma canénica como

p

£_V2

q

Elevando al cuadrado se obtiene

r_ 2= p? =24 ()
q2 - P =<9
Esto revela que p? es divisible entre dos y en consecuencia que p = 2n para algiin entero n.
Sustituyendo en ()
an? =2¢° =2 = ¢
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lo que muestra que ¢ es divisible entre dos y en consecuencia que g = 2m para algiin entero
m.

Pero llegamos a una contradiccion, por que p y ¢ no tienen divisores comunes al
ser escrita en forma candnica.

Por lo tanto v/2 es un nimero irracional.

—| Ejercicios 2.7

@ 2.17 Demostrar que /19 es un nimero irracional. Esto significa que no se puede
expresar v/ 19 como una fracciéon g con p,q € Z'y q # 0 en forma irreducible.

@ 2.18 Pruebe que entre dos nimeros racionales siempre es posible encontrar uno irra-
cional. Para ello, considere x,y € Q tales que x < y. Es necesario mostrar que existe z € I con
x < z < y. Parta del hecho de que

(x=»)(vV2-1)<0

Intervalos

Un caso particular de subconjuntos del conjunto de los niimeros reales lo conforman los intervalos,
éstos son de uso frecuente principalmente en la solucién de inecuaciones. Existen diferentes tipos de
intervalos los cuales procedemos a definir.

Sean a y b nlimeros reales y supongamos que a < b. Se define:

Definicion 2.6 (El intervalo abierto de extremos a y b)
El intervalo abierto de extremos a y b, denotado ]a, b| de la siguiente manera

la,b|[={x e R/a <x < b}

Note que los extremos a y b no se incluyen.

Definicion 2.7 (El intervalo cerrado de extremos a y b)
El intervalo cerrado de extremos a y b, denotado [a, b] de la siguiente manera

[a,b] ={x e R/a <x < b}

@ *—>
g b

Note que los extremos a y b se incluyen.
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Ademas se definen los siguientes intervalos

Definicion 2.8

[a,b[={xeR/a<x<b}

Definicion 2.9

la,bl={xeR/a<x<b}

I

Definicion 2.10

[a,+oo[={x € R/a < x}

Definicion 2.11

| —o0,b] = {x e R/x < b}

—| Ejercicios 2.8

@ 2.19 Defina y represente los siguientes intervalos
a.) |a, oo
b.) | —oo,b]
C.) | —oo, 400
d) [3,5]U]2,6]
) [3,5]M]2, 6]
f ) [5,8]U]3,6]
g) [5:8]N[2,6]

2.20 Realice las operaciones con intervalos indicadas y escriba la respuesta en notacién
de intervalo.
V2,3 { N2,
b.) ]2,4]N[1,6]




46 El conjunto de los Nimeros Reales

¢) ]1,4[%;,7[

d) 12,4] U1, 6]

e) [—1,4]N]1,+eo

£) ]—eo,3] UJ4, 6]

g) (12,5]n]-1,4)U([-2,3]N[-3,1])

h) [— ,5]2m]5,+2oo[

D |-=3]u]5m]

i) (] —4,—;} —]—2,0[> U <[—;o] u]0,2]>
k.) ]—5,7]—}4,7[

L) ]—1,0[—]—7,1

@ 221 SiA=[-1,5],B=3,7] y C =]2,6]; defina y represente, mediante las siguientes
operaciones de conjuntos, los intervalos resultantes.

a.) (AUB)UC

b) (ANC)NB

c.) (ANB)UC

d) BNC

2.7 Potencias en el conjunto de los nimeros reales

Definicién 2.12 (Potencia de un nimero real)
Seana € R,n € N,n > 1, se define la enésima potencia de a, la cual se denota como a” , de la
siguiente manera
d'=a-a-a-...-a
n veces a

Ademads se define

1. VacR,a' =a

2. VaeR,a#0,a° =1
En la expresion a” = b, a se llama base de la potencia, n se llama exponente de la potencia y
b se llama potencia.

Ejemplo 2.10
1. 23=2.2.2
2. (=5)*=(=5)-(=5)-(-5)-(-5)
3, (—31) =31
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4. (—-17)° =1

Definicién 2.13 (Potencia de base real con exponente entero negativo)

Va € R,a # 0,Vn € N se define a™" de la siguiente manera

2.7.1 Propiedades de las potencias

Teorema 2.9 (Propiedades de las potencias)

1. Producto de potencias de igual base: Va € R;Vm,n € N: [@"-d" = a" "]
2. Potencia de una potencia: Va € R;Vm,n € N: [(a")" = a""]
3. Producto de potencias de igual exponente: Va,b € R;Vm € N: [(a-b)" =d™ - b"]
) m
4. Cociente de potencias de igual exponente: Va,b € R,;b # 0;Vm € N : (;—j) = Z—m
5. Cociente de potencias de igual base: Va € R, a # 0;Vmn € N :
a™ omen a™ 1
a Y w T

Las demostraciones quedan como ejercicio al lector.

. 23.25:23+5:28
. (35)2 — 35-2 — 310
L (4-3) =43

2\* ¢
¢)-3

@ Notacién

Es importante observar que

o W N =
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Ejemplo 2.13

1. —3*=—-(3%)=-81
2. —5%——(5%)=—125

—| Ejercicios 2.9

@ 2.22 Demuestre las propiedades de las potencias del teorema 2.9

@ 2.23 ;Qué condiciones debe cumplir n para que —a” sea igual a (—a)"?

2.24 Simplique y justifique cada paso en las siguientes operaciones

2 —
a.) +23
CoL=s 2016
b.) (22015 _'_22015)—1‘6
) ) 132016
o 52—
' a2
SE)

d) 2714371470

2.8 Algunas identidades importantes

Como consecuencia de la definicién de potencias en el conjunto de los nimeros reales y de sus
propiedades se puede demostrar las siguientes identidades, de uso frecuente en la solucién de

ecuaciones e inecuaciones, en factorizacion, en racionalizacion, entre otros.

Teorema 2.10
Va,b € R se cumple
1. (a+b)?=a*+2-a-b+b*

SRS PR
/\A/\/gf\/-\/\
|
S

Las demostraciones quedan como ejercicio al lector.

(

(@®+a-b+b*)=a® b
(@*—a-b+b*)=d>+b
3=a*+3-a> b+3-a-b*+b°
3=a*-3.a> b+3-a-b*-1*
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Ejemplo 2.14

El uso de las férmulas anteriores nos garantiza la veracidad de las siguientes igualdades
e 2:x-3-y)2=4-x>—-12-x-y+9-y*
e (4-x+3)2=16-x>+24-x+9
© 27X -8=03-x-2)-(9-x>—6-x+4)
* Y -1=0p-1)-(+1)

—[Ejercicios 2.10 ]

@ 2.25 Demuestre las identidades del teorema 2.10
2.26 Demuestre que si a,b,c € R entonces

(@®+a+1)(B*+b+1)(+c+1) >27abe

@ 2.27 Pruebe que Va,b,c € R se cumple que a” + b*> +c> > ab+bc +ac

@ 2.28 Demuestre que para cualesquiera nimeros reales a,b,c y d se cumple que:
(ab+cd)? < (a* +c*)(b* +d?)
@ 2.29 Demuestre que, parax >0y y >0
P>y ex>y
@ 2.30 Demuestre que

(a+b)*=a*+4.a° b+6-a* - b*+4.a-b° +b*

2.9 Radicales en el conjunto de los nimeros reales

Definicion 2.14 (Radical de un nimero real)

Seana € R; a > 0;n € N; n> 1. Se define la raiz enésima de a y se denota /a como el tinico
nimero real no negativo b que satisface la igualdad " = a, o sea:

Va=bsb"=a

Definicion 2.15 (Radical de un nimero real negativo)

Seana € R;a > 0;n € N; n> 1y nimpar. Se define la raiz enésima de a y se denota /a
como el inico ndmero real negativo b que satisface la igualdad b" = a, o sea:

Va=b&sb'=a



50 El conjunto de los Nimeros Reales

@ Notas

() {’/&za% cona > 0 paranpary a € R para n impar.

Q Ya=./acona>0

© En la expresién {/a, a recibe el nombre de subradical, 7 el de indice del radical y /~
se le llama simbolo radical.

. v/32=2pues 2° = 32.

. v/—27= —3 pues (—3)% = —-27.
. {‘/EzZpuesT‘: 16.

. /169 = 13 pues 13% = 169

AN W N =

@ Notas
Note que, radicales con subradical negativo, estdn definidos en R tinicamente si el indice es
impar. Ademads la raiz enésima de un nimero real positivo es otro nimero real positivo, y la
raiz enésima de un nimero real negativo es otro nimero real negativo.

2.9.1 Algunas propiedades de los radicales

Teorema 2.11 (Propiedades de los radicales)
1. Va,b € R;Vn € N (Segiin n par o impar) : [/a-b = /a-/b]
Va,b € R, b+# 0;Vn € N (Segtn n par o impar) : |

Va € R;Vn € N (Segtin 7 par o impar) : [/a™ = a™

Va, j,k € R;Vn € N (Segtn n par o impar) : [j-y/a+k-/a= (j+k)-/a]
Va € R;Vn,m € N;m > 1 (Segtin n par o impar) : [/ ¥/a = "{/d]

Va € R;Vn € N (Si n es impar) : [/—a = —+/d]

SR

Las demostraciones quedan como ejercicio al lector.

[\

w
wi N

I
SIS
IS

3. V32 =3
4. 3v/8+10v/8 = (3+10)v/8 = 13V/8
5. v-8=—v8=-2
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== Ejercicios 2.11 }

@ 2.31 Demuestre las propiedades de los radicales del teorema 2.11
@ 2.32 Demuestre que, parax >0y y >0

x>y /x>y
@ 2.33 Simplifique la siguiente expresion

(325" i)l ~ (V58 ¥16) 2% 4.4

@ 2.34 Simplifique la siguiente expresion

((—1)2—23+;)_1 - ‘f (2v3-3v3) 3.3

@ 2.35 Verifique que

16/8\/§<7+4\/§)~§/4\/2\f2—2\/6\7f2:2\6f2
A=(V6+v2) (V3-2)/V3+2

Calcule A? y deduzca el valor de A

@ 2.36 Sea

2.10 Valor absoluto en R

En dlgebra elemental, en célculo, y en andlisis es bastante frecuente tener que realizar cdlculos con
desigualdades. Un caso de particular importancia lo conforman aquellas desigualdades que estan
relacionadas con el concepto de valor absoluto, por esta razén dedicamos parte de esta seccion al
estudio de dicho concepto

Definicion 2.16
Sean a,b € R y supongamos que a < b, se llama distancia entre a y b, y la denotamos d(a,b)
al nimero no negativo b — a.

«e *—»>
a b

d(a,p)=b—a
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Ejemplo 2.17
1. d(1,4)=4—1=3
2.d(-3,2)=2—(=3)=5
3. d(—11,-3)=—3—(=11) =8
4. d(—17,0)=0—(-17) =17

De particular importancia es el caso de encontrar la distancia entre un nimero real y el cero. A esta
distancia se le llama valor absoluto de x y se denota por |x|.

Definicion 2.17
Sea x € R. Se define el valor absoluto de x por

x—0 six>0
0—x six<O

|x| =d(x,0) =d(0,x) = {

En términos formales

VxeR: [(x>0=x=x])V(x< 0= —x=|x|)]

Ejemplo 2.18
1. |5|=5-0=5
2. 10/=0-0=0
3. =7 =0—(=7)=7

2.10.1 Propiedades del valor absoluto
Las siguientes propiedades del valor absoluto son de gran utilidad para la solucién de ecuaciones
e inecuaciones que incluyen valores absolutos, asi como para la descripcion de algunos conjuntos
particulares.

Teorema 2.12

I. Vx e R: [|x| > 0]

2. VxeR: x| =0<x=0]
3. VxeR: [Va2 = |x]]

4. Vx,y e R flx-y| = |x]-[yl]
5. VxeR:[|—x| = |x]

6. VxeR,x#0: [|x7 ! = x|~
7. Vx,yeR,y#0: t :]xq
. yioo Wl

VXeREk>0:[|x| =k (x=k)V(x=—k)]
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9. xeRk>0:[|x| <ke (—k<x<k)]“

10. VX €ERk>0: [|x| > k< (x> k) V (x < —k))°
11. Vx e R: [—|x] < x < |x]]

12. Vx,y eR: [Jx+y| < |x| +y]

13. vx,y € R [[]x] = [yl] < [x =]

“4Similarmente con |x| < k
bSimilarmente con |x| > k

A manera de ejemplo consideramos la demostracion de las propiedades 1,3, 4, 8, 9y 13, el resto de
las demostraciones se dejan como ejercicio para el estudiante

Ejemplo 2.19 Demostracién del Punto 1 en el Teorema 2.12

Prueba: Se utilizara el método directo de demostracién
Hipotesis: Todos los axiomas, propiedades y teoremas previos. Ademds se tiene x € R
H.qm.: [x| >0

1) xeR (Hipdtesis)

2) = [xeRT]V[-xeRV[x=0] (03)

3) =>=xk—0eRTV[0—xeRTV[x=0 (—x=0+—x=0—xyx=x+0=x-0)
4) = (0<x)V(x<0)V(x=0) (Definicién 2.3)

5) = (x<0)V[(0<x)V(x=0)] (Asociacion y conmutacion de la disyuncion)
6) = (x<0)V(0<x) (Definici6n 2.4)

7) = (x<0)V(x>0) (Definicion 2.4)

8) = (Jx|=—x>0)V(jx| =x>0) (Teorema 2.5 punto 8 con ¢ = —1)

9) = |x| >0 (Definicion 2.17 e Idempotencia)

. |x| > 0 es verdadero.

Ejemplo 2.20 Demostracién del Punto 3 en el Teorema 2.12

Prueba: Se utilizara el método directo de demostracion
Hipotesis: Todos los axiomas, propiedades y teoremas previos.

H.q.m.: Va2 = |x|
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1) Vi2=cext=c2 (P1 y Definicién 2.14 conc >0y x> >0)
2) =x2—c?=0 (P4, Ady A3)
3) = (x—c)(x+c)=0 (Teorema 2.10 punto 3)
4) &S x—c=0]Vx+c=0] (Teorema 2.1)
5) = [x=c]V[x=—(] (P4,Ad4y A3)
6) =[x=c>0V[x=—-c<0] (Paso 1y Teorema 2.5 punto 8 con ¢ = —1)
7) =[jx|=¢c]V[x]|=—x=c>0] (Teorema 2.5 punto 8 con ¢ = —1y Definicién 2.17 )
8) = (Jx|=c) V(x| =¢) (Simplificacion)
9) = |x|=c (Idempotencia)

. V/x2 = |x| es verdadero.

Un corolario importante de esta demostracién es que

Corolario 2.1 Equivalencia de la raiz cuadrado con el valor absoluto

Va2 = |x| & x* = |x]?

implementando la definicién de radical de un niimero real en el corolario 2.1.

Ejemplo 2.21 Demostracién del Punto 4 en el Teorema 2.12

Prueba: Se utilizara el método directo de demostracion

Hipétesis: Todos los axiomas, propiedades y teoremas previos. Ademas se tiene x,y € R

H.qm.: [x-y| = [x[-[y|
1) -yl =[xyl (P1)
2)  =|x-y|=+(xy)? (Teorema 2.12 punto 3)
3) = |x-y|=+/x%y* (Teorema 2.9 punto 3)
4) = |x-y|=vx%-\/y* (Teorema2.11 punto 1)
5 = lx-y=|x 1yl (Teorema 2.12 punto 3)

o x-y| = |x| - |y| es verdadero.

Ejemplo 2.22 Demostracién del Punto 8 en el Teorema 2.12

|

Prueba: Se utilizard el método directo de demostracién con un bicondicional tautolégico

(k > 0 en todo caso).

Hipoétesis: Todos los axiomas, propiedades y teoremas previos. Ademads se tiene

x=kVx=—k/|x|=k
H.qm.: |x| =k/x=kVx=—k
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1) x=kVx=—k (Hipdtesis o lo que se debe mostrar)

2) Sx—k=0Vx+k=0 (P4, Ady A3)

3) < @@—k)(x+k)=0 (Teorema 2.1)

4) sxr—k=0 (Teorema 2.10 punto 3)

5) o x2=k? (P4,A3 y A4)

6) e Vl=k (Definicién 2.14)

7) & x| =k (Teorema 2.12 punto 3. También hipétesis o la tesis)
x| =k < (x =kVx= —k) es verdadero. Note que es posible “devolvernos”.

Ejemplo 2.23 Demostracién del Punto 9 en el Teorema 2.12
A |

Prueba: Se utilizard el método directo de demostracién con un bicondicional tautolégico
(k > 0 en todo caso).

Hipétesis: Todos los axiomas, propiedades y teoremas previos. Ademds se tiene
x| <k/—k<x<k

H.qm.: —k <x <k/|x| <k

1) —k<x<k (Hipétesis o tesis)

2) & —k<xANx<k (Transitividad Extendida)

3) S0<x+kAx—k<O (Teorema 2.5 punto 3 y A4)

4) <0=0-(x—k)> (x+k)-(x—k) (Teorema 2.5 punto 8)

5) 0> x2—k? (Teorema 2.10 punto 3)

6) &k > ¥ (Teorema 2.5 punto 3 y A4)

7) & k2 > |x|? (Corolario del Teorema 2.12 punto 3 )
8) < k> |x| (Ejercicio 2.29)

oo x| < k< (—k < x < k) es verdadero. Note que es posible “devolvernos” siempre
y cuando se analice adecuadamente el signo en el producto (x+k)(x — k).

Un lema antes de mostrar la siguiente propiedad es que
ja=bl=[1-a+=b|=[(=1)-(=1)-a+(=1)-b| = [(=1)((=1)a+D)|

=|—1|-|—a+b|=|b—d

De esta forma |a — b| = |b — a| donde se utilizo el Teorema 2.12 punto 4 por mencionar

Ejemplo 2.24 Demostracién del Punto 13 en el Teorema 2.12

Prueba: Se utilizara el método directo de demostracion.
Hipotesis: Todos los axiomas, propiedades y teoremas previos.
H.qm.: [[x] —[y[| < [x[ =[]
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1) x,yeR (Hipotesis)

2) = x| >0Ay| >0 (Teorema 2.12 punto 1)

3) = x—y+y| >0Aly—x+x|>0 (A4)

4) = lx—y+y <|x—yl+Aly—x+x < |y—x|+|x| (Teorema 2.12 punto 12)

5) = ] < b=yl + YAy < ly—x]+ [x] (A4)

6) = x| =y < Jx=y|Aly| = x| < |y —x] (Teorema 2.5 punto 3 y A4)

7) = [l =yl < e =y[ Ayl =[x < [x =] (Lema |b —al = |a —b|)

8) = x| —|y| < |x—y|Alx|—|y| > —|x—y] (Varios Teoremas (;Cudles?))

9) = x| =yl < x=y[A=|x—y| < |x| = |yl (Definicién 2.4 )

9) = —|x—y| <|x| =y A x| =y < |x—y| (Conmutatividad de A )

10) = —|x—y| < |x| =y < |x—y| (Transitividad Extendida)

11) = ||Ix| —y|] < |x—y] (Teorema 2.12 punto 9)
Sl = 1] < |x—y| es verdadero.

—[Ejercicios 2.12 ]

@ 2.37 Demuestre las propiedades restantes del teorema 2.12

@ 2.38 Sean a, b, ¢ nimeros reales tales que ¢ < b, a+c¢ > by a+c # 0. Simplifique la

expresion
la—|c—b||+b

a—+c

@ 2.39 Sabiendo que a < b,c < a,a < 0,b > 0, simplifique la siguiente expresion

Va2 =2ab+b?> — Va®+2ac+ 2
la-c| — |a-b

@ 2.40 Sean a < b < 0. Simplifique al maximo la siguiente expresion

/ 2 2
4 (a—Db)” + 1/(a+D)

=7

y calcule A + |A|.




3.1

Infroduccién

La historia de la matematica estd constituida de momentos donde se presenta un problema que no
puede ser resuelto con las herramientas existentes, fue asi, como surgié el conjunto de los nimeros
racionales y el de los irracionales. Consideremos la ecuacién cuadritica x> + 1 = 0. Si intenta
resolver dicha ecuacién con el método de la férmula general se obtiene que su discriminante es igual
a —4, resultado que sugiere que no existen ndmeros reales que satisfagan la ecuacién planteada. Si
intentdramos despejar el valor de la incdgnita, tendriamos que:

PHl=0=2=—1=x=+V—-1

Como no existe un nimero real cuyo cuadrado sea —1, tales “raices” no tienen sentido matematico
dentro del contexto estudiado, y su aceptacién contradice algunas de las propiedades que tiene el
conjunto de los nimeros reales, producto de la relacién de orden definida en éste. En consecuencia,
dichos nimeros fueron considerados “imposibles” o “imaginarios”, y por lo tanto descartados.

“Los babilonios (alrededor del afio 2000 antes de Cristo) ya conocian esencialmente el
método para resolver ecuaciones cuadréticas, pero los matematicos de aquellos tiempos
no especulaban acerca de la naturaleza de las raices imaginarias. La especulacién
empezo en los siglos XVIy XVII y poco a poco se encontrd que las reglas del dlgebra
podian aplicarse a cantidades imaginarias y que la introduccion de estas cantidades
simplificaban ciertos problemas. Hacia el siglo XVIII, los nlimeros imaginarios se
utilizaban con tanta frecuencia que Euler encontré conveniente introducir la i para
representar a v/—1 . En la actualidad, esta notacién se usa casi universalmente, excepto

en ingenierfa eléctrica, donde se utiliza j en vez de i.!”

Si bien es cierto, al inicio se resolvian problemas utilizando los llamados nimeros imaginarios, sin
mucho rigor y formalizacién, un reto que se le plante6 a los matemaéticos del siglo XVIII y del

IPolya, G. y Latta G. (1976) Variable Compleja, Editorial Limusa: México
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siglo XIX, fue formalizar dichos nimeros, y sobre todo crear una estructura algebraica que fuera
consistente y ampliara el conjunto de los nimeros reales.

Un primer paso que se dio es llamar a estos nuevos nimeros, con el nombre de complejos, en
vez del esotérico término imaginario y la estructura algebraica que los contiene, se denomind como
el conjunto de los niimeros complejos y se representé con el simbolo C.

El siguiente paso es establecer una definicién de niimero complejo que sea consistente con el
enfoque de los numeros reales estudiada hasta el momento, de forma tal que se cumpla que R C C.

A continuacion se presenta un enfoque breve de los nimeros complejos, con el fin de tener una
herramienta matematica que nos permita, en primera instancia, resolver ecuaciones polinomiales de
grado dos.

Notas

@ Laexpresion v/—1 la denotaremos con la letra i, por lo que escribiremos i = /—1, 0 en
forma equivalente diremos que i = —1.
© Note que, de acuerdo con lo anterior, si a es un niimero real, entonces se tiene que:

Va=vTa=via=iva

Por ejemplo:

V—4=iVa=i2=2i

Definicién 3.1 (NGimero Complejo)

Sean a y b niimeros reales entonces las expresiones de la forma a + bi, donde i = v/ —1,
reciben el nombre de niimero complejo. El conjunto de los niimeros complejos, denotado C
se define de la siguiente forma

C={z=a+bila,b e R}

El nimero a es la parte real de z, denotado Re(z) y el niimero b es la parte imaginaria de z
denotado Im(z)

Ejemplo 3.1

D |
1. Los nimeros z =4+ 2iy p = —7i son complejos pues Re(z) =4 e Im(z) = 2. Ademds,

Re(p) =0eIm(p) = —7.;Y qué pasa con el nimero g =5 es complejo?
2. Resolver la ecuacién x> +x+1 =0

s i J W P B N WY}

A3 5 22 3 PR

3. Factorizar el polinomio x> +9

P (—9)=2*— (@)2 = % — (3i)% = (x — 3i) (x + 3i)
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Observe que si a es un nimero real entonces:
a=a+0i
por lo que, se deduce que todo ndmero real es un nimero complejo y se cumple que
RcC

Dicha idea es la prueba del siguiente teorema (estructurar los detalles)

Teorema 3.1 R c C

El conjunto de los nimeros reales es un subconjunto del conjunto de los nimeros complejos

Operaciones con nimeros complejos

Definicién 3.2 (Igualdad entre nimeros complejos)

Sean a, b, c y d nimeros reales, entonces:
at+bi=c+disa=cANb=d

La definicion anterior lo que afirma es que dos nimeros complejos son iguales si tienen la
misma parte real y la misma parte imaginaria.

En forma similar que en los nimeros reales, es posible realizar operaciones entre niimeros complejos,
las cuales se definen a continuacion.

Definicion 3.3 (Adicion entre nimeros complejos)
Sean a, b, c y d nimeros reales, entonces se define

(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i

Note que en la definicién anterior el simbolo + se usa en dos formas diferentes: en una se utiliza
como una operacidn que relaciona nimeros reales, y en la otra relaciona nimeros complejos.

Definicion 3.4 (Sustraccion entre nimeros complejos)
Sean a, b, c y d nimeros reales, entonces se define

(a+bi)—(c+di)=(a—c)+ (b—d)i

Definicién 3.5 (Multiplicacion entre niimeros complejos)
Sean a, b, c y d nimeros reales, entonces se define

(a+bi)- (c+di) = (ac —bd) + (ad + bc)i
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@ Nota

Para multiplicar nimeros complejos no es necesario que recuerde la férmula anterior, sino que
puede obtener el mismo resultado multiplicando los dos nimeros complejos como si fueran
binomios y luego reemplazando i> por —1, de la siguiente forma:

(a+bi)- (c+di) = ac + adi+ bci+ bdi* = ac + adi+ bei — bd = (ac — bd) + (ad + be)i

Teorema 3.2 (Neutro Aditivo complejo)

Existe un nimero complejo, denotado 0, parael cual x+0=0+x=x,Vx € C

Prosa de la prueba

Sean x = a+ bi y 0 = 0+ 0i entonces:
x+0=(a+bi)+(0+0i)=(a+0)+ (b+0)i=a+bi

0+x=(0+0i)+ (a+bi) = (0+a)+ (0+b)i =a+bi

El ndmero 0 + 0i recibe el nombre de neutro aditivo de la adicién definida en el conjunto de
los nimeros complejos.

Teorema 3.3 (Conmutatividad Aditiva compleja)
Sean x, y nimeros complejos, entonces se cumple que x+y =y +x

Prosa de la prueba

Sean x = a+ bi 'y y = c 4 di entonces se tiene que
x+y=(a+bi)+(c+di)=(a+c)+(b+d)i= (c+a)+ (d+b) = (c+di)+ (a+bi) =y+x

La adicién es conmutativa en el conjunto de los niimeros complejos

Teorema 3.4 (Inverso Aditivo complejo)

Sea x un niimero complejo tal que x = a + bi, entonces el inverso aditivo de x es el nimero
complejo —x , donde —x = —(a+ bi) = —a+ (—b)i
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Prosa de la prueba

Para que —x sea el inverso de x, se debe demostrar que

0= x+—x
= —x+x
= (a+bi)— (a+ bi)
=a+bi—a—>bi
=a+bi—a—>bi

Como la adicién es conmutativa, entonces se tiene el resultado —x+x =10

Teorema 3.5 (Producto conmutativo complejo)

Sean x, y nimeros complejos, entonces se cumple que x-y =y-x

Prosa de la prueba

Sean x = a+ bi y y = c + di entonces se tiene que

x-y= (a+bi)-(c+di)
= ac+adi+ bci— bd
= ca+cbi+dai—db
= (c+di)-(a+bi)

Por lo tanto, La multiplicacién es conmutativa en el conjunto de los nimeros complejos.

Teorema 3.6 (Neutro del producto complejo)
Existe un nimero complejo, denotado 1, para el cual x- 1 = 1-x = x para todo x € C.
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Prosa de la prueba
Sean x =a+biy 1 =1+ 01, entonces
x-1=(a+bi)-(1+0i)=a-14+a-0+bi-1—b-0=a+bi=x

Como la multiplicacién es conmutativa, entonces se tiene el resultado 1-x =x

Teorema 3.7 (Inverso del producto complejo)

Sea x un ndmero complejo tal que x = a+ bi con a # 0 o b # 0, entonces el inverso multi-
plicativo de x es el nimero complejo x~!, donde

_1_a_bi
A+ 2+

Prosa de la prueba

Para que x~! sea el inverso multiplicativo de x se debe cumplir que x-x~! = 1. De
esta manera
-1 _ ' a b .
x-x = (a+bi)- <a2+b2 - a2+b2l>
a? ab . ba . b?
R A A R L
a’ b?
= 2ot g
ac+b* a*+b
_ a+b?
A’ +b?
=1

Similarmente, que en los resultados anteriores, como la multiplicacién definida en el conjunto

1

de los nimeros complejos es conmutativa, entonces se cumple que x ' -x = 1.

Ejemplo 3.2

Para determinar el inverso multiplicativo de 3 + 2i, y en vez de aplicar la férmula dada en el
teorema anterior, procedemos de la siguiente forma:

1
342i)7 =
(3+2) 342
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1 3-2i . .
=372 3.2 A esto se le llama el neutro conjugado de 3 + 2i
3-2i
9—-6i+6i+4
3-2i
13
3 2,

— — —i

13 13

3 2
Por ende, el inverso multiplicativo de 3 + 2i es ' 1—1

Definicion 3.6 (Conjugado Complejo)
Sea x € C tal que x = a+ bi con a,b € R. Se define el conjugado de x por ¥ tal que

=a+bi=a—>bi

=l

L2=5+47i=2=5-7i
2. 1=~ —4i=Z=—5+4i

Teorema 3.8 (Cociente Complejo)

b
Sean x,y dos nimeros complejos tales que x = a+ bi y y = ¢+ di, entonces el cociente aidz'
c+di

es un nimero complejo de la forma e + fi tal que

_ac+bd _ bc—ad
T2y VT 2z

El ejercicio queda al lector. No obstante la prueba sigue la idea del ejemplo anterior, es decir,
multiplicando por el neutro conjugado de ¢+ di.

1
Expresar en la forma a + bi el nimero complejo >

+2i

conlleva el uso de teorema anterior.

—3i
Esto es
1—|—2i_ 1+2i 2+3i

2-3i 2-3i 2+3i

A esto se le llama el neutro conjugado de 2 — 3i
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_ 243i4+4i-6
 446i—6i+9
4+
13
4T,
RIETRATY

Definicion 3.7 (Médulo Complejo)
Sea x € C tal que x = a+ bi con a,b € R. Se define el médulo de x por |x| tal que

x| = Va*+b?
x|

Geométricamente, el médulo de un nimero complejo representa una aplicacion del Teorema de
Pitagoras al plano complejo y define la distancia del niimero al origen. Esto es, existe la posibilidad
de representar los nimeros complejos como pares ordenados en un plano cuyo eje x viene a ser el
eje real y el eje y el eje imaginario, como se muestra en la figura.

E je Imaginario
x=a-+bi=(a,b)

x|

S

E je Real

Figura 3.1: Representacién de los nimeros complejos en el Plano Complejo

Ejemplo 3.5

1. z=-3+4i=|z7l=/(-3)2+(4)?2=/9+16=v25=5

1 3. 1232\/19\/61\/67
2~Z—‘z+sl:"1‘—\/<‘z>+(s> Vit Vi 1o
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Teorema 3.9 (Relacion entre el médulo y conjugado complejo)
Sea z un nimero complejo, entonces se cumple que
7-Z2= 7]
Prosa de la prueba
Sea z = a + bi, entonces:
z-2= (a+bi)-(a—bi)
= a* — abi+abi+b*
— 24 p?
= (Va2 +b2)?
= |z’
—| Ejercicios 3.1
@ 3.1 Demuestre el Teorema 3.8
3.2 Realice las operaciones indicadas y simplifique la expresién
(2i 432 + 421 —39)3
@ . L. S . 1 2, 3.
3.3 Determine el valor numérico de la expresioén 5x° —2x+1 six = 3 + §l’ b= _El

1 2,
yxX=—-——i

2 5
@ 3.4 Realice las operaciones indicadas y exprese el resultado en la forma a + bi

*) (\/52;)3

1-2i 1+2i
b) 142§ + 1—2i
C.) i3l +i32 +i33
d) i220
e) (5+6i)*

3.5 Si P(x) = x* +3x? — 16, calcule P(2 — i)

3.6 Muestre que si x = 1 —/2i entonces se cumple que
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@ 3.7 Verifique que
x+1

x—1

| N

six=2+3i

3.8 Determine para qué valores de x, y es cierta la siguiente igualdad
x+y+(x—y+2)i][x—2y+(x+2y—4)i]=0

@ 3.9 Realice las operaciones indicadas y exprese el resultado en la forma a + bi
a) V=5 (V15— v=3)
b) 2-v-9)+(2+v-9)
10
c.) Z i"
n=3
@ 3.10 Determine el niimero complejo z que cumple las condiciones dadas
{ 2-7=V5
a.) _
z2:2=1

b) lz+1|=V3[z—1]
|zl =1

2| =1
¢ { z-z2=1

@ 3.11 Siuy vson nimeros complejos entonces
a) utv=utv

b)) (%):%siv#o.

c)u=u B
d.) Re(u) = ”;“
e.) Im(u) = u_u

f.) u es un nimero real siy solosiu=1u

@ 3.12 Determine el valor de x y y que satisfacen

(1—i)x+2yi=4+2i

@ 3.13 Sizy w son nimeros complejos entonces
a) |z| =20
b) |z2]=0&2z=0
c.) Re(z) <l
d.) Im(z) <[]
e) |z4+w| < |z +|w|




4.1

Infroduccién

El manejo de expresiones algebraicas requiere un profundo entendimiento de su desarrollo y funda-
mentos. Por ello, es esencial examinar detalladamente los aspectos cruciales que incluyen su sintaxis,
simbologia y significado. En este contexto, el dlgebra se posiciona como la disciplina matematica
dedicada al estudio de la combinacién de elementos pertenecientes a estructuras abstractas segtin
reglas especificas. En sus inicios, estos elementos se concebian principalmente como nimeros o
cantidades, lo que sitda al dlgebra como una evolucién y ampliacién conceptual de la aritmética.

4.2 Definiciones y valor numérico

Definicion 4.1 Expresion Algebraica
Una expresion se considera algebraica cuando se forma a partir de simbolos que se combinan
mediante operaciones de suma, resta, multiplicacion, divisidn, potenciacién y radicacién. Por
conveniencia, se suele omitir el signo de multiplicacién (-) cuando este se encuentra entre
letras, o entre un nimero y una letra, y se reemplaza por un espacio reducido (a-b = ab).

De acuerdo con 4.1

Algunos ejemplos de expresiones algebraicas, son:

X
2x—

1
Zrzw/mnp+8, AR 7 x%y+xmnz—2

Sin embargo, para efectos practicos, los simbolos algebraicos a utilizar son las letras mindscu-
las de nuestro alfabeto quedando claro que el dlgebra consta de simbolos y no de letras.
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Los simbolos algebraicos representan cantidades conocidas o no.

Ejemplo 4.2
A |

Considere que la altura de una puerta es de 2.5 metros. La notacién “2.5 m” no constituye
una expresion algebraica, ya que el simbolo m hace referencia a “metros” y no representa una
cantidad numérica. Sin embargo, si m designara el nimero de puertas en una casa, entonces la
expresion 25m se clasificaria como una expresion algebraica

Definicion 4.2 (Tipo de simbolos)
Los simbolos algebraicos pueden ser
1. Constantes: Son cantidades fijas. Entre este tipo de cantidades estan los nimeros y
simbolos cuyo valor se conoce o se sabe que tiene un Unico valor.
2. Variables: Son simbolos cuyo valor varia en un subconjunto de R. En veces ese
subconjunto no se especifica, por que se asume, se desconoce o no interesa.

Ejemplo 4.3
|

Los simbolos mencionados, como 3, 7,y 27 + e — 5, representan constantes. Es importante
recordar que 7 y e son nimeros irracionales, lo que significa que tienen expansiones decimales
infinitas no repetitivas. Concretamente, 7 es aproximadamente 3.1415... y e es aproximada-
mente 2.7183.. .. Estos valores no pueden expresarse como una fraccién exacta de dos enteros,
lo que subraya su naturaleza irracional.

Ejemplo 4.4
|

Imagine que el simbolo a representa el valor numérico 2 y que /& corresponde a un valor
especifico, como la altura de un objeto. En este escenario, tanto a como / se consideran
constantes, aunque a es una constante numérica fija y s representa un valor concreto que, en
este caso, es la altura. Las operaciones que combinan a y £, tales como a+h,a—h, y #,
generan expresiones algebraicas. Es importante destacar que estas expresiones integran los
valores de a y h de manera que reflejan relaciones mateméticas definidas, independientemente

de que & pueda variar en funcién del objeto especifico al que se refiere.

Ejemplo 4.5

Las variables, en algunas ocasiones y contextos, pueden representar descripciones dentro de
un conjunto dado. Algunos ejemplos son:
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Variable Conjunto
x : la estatura de un costarricense en metros x €[0,3]
y : la temperatura de Costa Rica en celsius y € [0,55]
z: la edad de los estudiantes de cierto colegio en afios ze{11,12,...,20}

Note que en la variable debe aparecer las unidades en que se va a medir la variable, pues esto
determina el conjunto. Asi, en el ejemplo anterior, si x se mide en cm, y en Kelvin, z en meses;
los conjuntos cambian.

Ejemplo 4.6

Considere las incognitas x y w, las cuales estdn sujetas a las ecuaciones
x+1=2yw?—3w=0

Dichas incégnitas son denominadas asi debido a que sus valores no son conocidos
inicialmente. Surge la interrogante de si estas incognitas serdn tratadas como constantes o
variables. Mediante la aplicacién de métodos de resolucion de ecuaciones, se determina que
x = 1. En el caso de w, se establece que puede asumir los valores 0 o 3, lo cual se representa
como w € {0,3}. Esto demuestra que x se considera una constante, al tener un valor tnico y
determinado, mientras que w se clasifica como variable, debido a su capacidad de adoptar
multiples valores.

En el ambito matemadtico, existen restricciones especificas para ciertas expresiones,
como las fracciones con denominador cero, que son indefinidas, o las raices cuadradas de
nimeros negativos (dentro del conjunto de los nimeros reales), que no poseen solucion. Tales
restricciones permiten limitar los valores posibles para una variable, garantizando que las
operaciones y expresiones matematicas sean validas y coherentes dentro de los pardmetros
definidos.

Ejemplo 4.7

Considere las siguientes expresiones variables y observe sus restricciones

Variable Restriccion
1) x*—2x2+5 No hay. La expresion es un polinomio con potencias pares.

No hay divisiones por cero ni raices cuadradas de niimeros negativos
4+w

2) = w3
w—3

3) 12— 3t > —3t>0
m*—3

m—2n>0
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En el caso 3 : ;Puede la variable ¢ tomar el valor de 2?. Note que si ¢ es 2 entonces
P—3t=2"-3.2=4-6=-2

Dado que #> — 3t = —2 no cumple la restriccién 1> — 3¢ > 0, entonces ¢ no puede ser 2. Por el
contrario, verifique que ¢ si puede ser —4 o 6.

. . . 2
Determine condiciones sobre las variables para que se cumpla que > eR.
a—

Para que una fraccidén sea un ndmero real se debe cumplir que tenga denominador
diferente de cero, por lo tanto se debe cumplir a a # 2.

Determine condiciones sobre las variables para que (a+ b —3)?~%*! ¢ R. Como 0° es
indefinido, la expresion de indefine cuando simultdneamente

at+b-3= 0 atb =3
=
b—a+1= 0 b—a =-1
Resolviendo este sistema se obtiene que b = 1y a = 2. Por ende, (a+b—3)"¢"! € Rsi

(a,0) # (2,1).

Podemos determinar el valor de una expresion algebraica para determinados valores de sus variables.

. . L . 1
Determine el valor numérico de la siguiente expresién cuando x = =2,y = —3
X
2xy + ©—7=
Yy

Se tiene que

2xy+x2 —75 =2(-2) (——) +(=2)2=7
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4 —14

Definicion 4.3 (Monomio)
Un monomio es una expresion algebraica formada por el producto de ntimeros y simbolos
algebraicos. Asi, en un monomio las variables involucradas no tiene restricciones.

Ejemplo 4.11

Las siguientes expresiones algebraicas son monomios:

3w?rt 27
2~x2y7 T ) 57 F7 \/ixy

En efecto:

2x2%y: Esta expresién es un monomio porque consiste en variables (x y y) elevadas a
potencias enteras no negativas (2 y 1, respectivamente) y multiplicadas por un coeficiente
real (2). No hay divisiones por una variable ni potencias negativas o fraccionarias de las
variables, lo que cumple con la definicién de un polinomio.

3w’r?

27

constante, y no una variable. Las variables w y r estdn elevadas a potencias enteras no
negativas (2 y 4, respectivamente). Por lo tanto, esta expresion también se considera un
monomio porque el coeficiente % es constante, y la expresién solo involucra sumas,

: Aunque esta expresion involucra una division, el divisor es 27, un nimero real

restas, multiplicaciones, y potencias enteras no negativas de las variables.

5: Esta es la forma mds simple de un monomio. No contiene variables, lo cual es
aceptable en la definicion de monomios. Un niimero solo, sin variables, se considera un
monomio de grado cero.

7[ 7z ~ . . . . .
— Esta expresion puede ser engafiosa a primera vista. Aunque inicialmente parece
-—

incluir una divisién por una variable, al reescribirse, se convierte en 27x%. La variable x
estd elevada a una potencia entera no negativa (2), lo que transforma la expresién en un
monomio. La confusion puede surgir debido a la forma original de la expresion, pero al
simplificarla, queda claro que cumple con los criterios de un monomio.

v/2xy: Esta expresion es un monomio porque v/2 es un coeficiente real constante, y las
variables x y y estdn elevadas a la primera potencia (lo que implicitamente es 1, una
potencia entera no negativa). No hay operaciones que violen las reglas de formacién de
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polinomios, como divisiones por variables o potencias negativas/fraccionarias de las
variables.
Cada una de estas expresiones, después de un andlisis detallado, cumple con la definicién
de monomio al estar compuestas tnicamente por multiplicaciones y potencias enteras no
negativas de variables, acompafiadas de coeficientes reales.

Ejemplo 4.12

Las siguientes expresiones algebraicas no son monomios
-3 -5
2x+y, 2v/x, 2x°°, p

* 2x+y: Esta expresiéon consta de dos términos distintos, 2x y y, separados por un
signo de suma. La presencia de mds de un término automdaticamente la descarta como
monomio, ya que un monomio debe consistir en un tnico término.

e 2,/x: Esta expresion equivale a 2172, Aunque consta de un solo término, el exponente
de la variable x es fraccionario (1/2), lo cual no cumple con la condicién de que las
variables en un monomio deben estar elevadas a potencias enteras no negativas. Las
raices (en este caso, la raiz cuadrada) representan potencias fraccionarias, lo que excluye
a esta expresion de ser considerada un monomio.

» 2x3: Aunque esta expresién contiene un solo término, la variable x est4 elevada a
una potencia negativa (-3). Las potencias negativas indican una inversién (es decir,
x~3 =1/x%), 1o cual viola la regla de que en un monomio, las variables deben tener
potencias enteras no negativas. Por lo tanto, esta expresién no se considera un monomio.

 p~>: Similar al caso anterior, esta expresién tiene un solo término, pero la variable
p esta elevada a una potencia negativa (-5). Aunque cumple con el criterio de tener
un solo término, la potencia negativa excluye a esta expresion de ser clasificada como
monomio, ya que todas las variables en un monomio deben tener potencias enteras no
negativas.

Para que una expresién sea considerada un monomio, debe cumplir con dos criterios funda-
mentales: consistir en un solo término y que cualquier variable presente esté elevada a una
potencia entera no negativa. Las expresiones dadas no cumplen con estos criterios debido a la
presencia de mas de un término, potencias fraccionarias, o potencias negativas.

—| Ejercicios 4.1

@ 4.1 Investigue sobre la definicién de cada una de las siguientes nociones matematicas
a.) Factor numérico de un monomio
b.) Factor literal de un monomio
¢.) Monomios semejantes
d.) Binomio, trinomio y polinomio




4.3 Operaciones con Polinomios 73

e.) Grado de un monomio

@ 4.2 Defina una expresion algebraica cuyo resultado ofrezca en cualquier sustitucién
(para un niimero real), un ndmero entero

4.3 Operaciones con Polinomios

Las operaciones con polinomios se basan fundamentalmente en las propiedades de las operaciones +
y - en R: distributividad, conmutatividad de la 4 y -, asociatividad de la + y -.

Suma y resta de monomios

Ejemplo 4.13

Simplifique al maximo la siguiente expresion:

—14xy? +Tx%y — 12xy* + 45x°y + 5xy* = —14xy? — 12xy* + 5xy* + Tx’y + 45x%y
= (—l4xy? — 12xy* + 5xy%) + (7x%y +45x%y)
= (=14 —1245)xy> + (7+45)x%y
= —21xy* +52¢%

Del ejemplo anterior se desprenden los siguientes pasos para realizar la suma o resta de monomios:

1. Pasar las restas a sumas. (No es necesario).

2. Agrupar los monomios semejantes.

3. Se suman solo los monomios semejantes por la propiedad distributiva de R: Si X es el factor
literal de los monomios entonces

aX +bX = (a+b)X

Multiplicacién o division de monomios
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Simplifique al maximo la siguiente expresion:

3x%y?z- 40y 2w = 12(x% %) (v* ) (z- 22)w> (Comutatividad y asociatividad del -)

= 12x"y° 2w’ (Ley de potencia: a" - a™ = a"t™)

En general, se siguen los siguientes pasos:
1. Se multiplican o dividen los factores numéricos.
2. Se multiplican o dividen los factores literales, usando las leyes de potencia correspondiente

a _
a am:an+m;_m:an m
a
En tal caso a # 0.
Se tiene:

32yt Sxytw = 15wady8

1507222 5,

9xy? 3°

Multiplicacién de un monomio por un polinomio

Esta operacion se basa en la ley de distributividad:

alb+c)=a-b+a-c

Simplifique la siguiente expresion:

—5x%y(3x%y +4x* = 3xy?) = —5x*y(3x%y +4x* + —3xy?) (Definicion de resta)
= —5x%y-3x%y — 5x%y - 4x* — 5x%y - —3xy? (Distributividad)
= —15x*? —20x*y + 15x%y® (Leyes de potencia)
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Division de polinomios

La divisién de polinomios es un concepto fundamental en dlgebra que permite descomponer poli-
nomios en componentes mas simples, facilitando su andlisis y solucién de ecuaciones polinomiales.
Este proceso es andlogo a la divisién de niimeros enteros, pero aplicado a expresiones algebraicas.
La divisién de polinomios puede realizarse mediante varios métodos, siendo los mds comunes la
division larga de polinomios y la division sintética.

Division de un polinomio por un monomio
Recuerde que, si ¢ # 0, se tiene

a+b a b
:—+—
c

(a+b)+c=
c c

Esta propiedad nos permite realizar de division de un monomio por un polinomio.

Ejemplo 4.17

Note que:

16x*y? + —8x%y® + —21x%y + 24x
6xy
16xty?  8x%y®  —21x%y 24
Y I Xy 4 Xy | 24
6xy 6xy 6xy 6xy
8, —4

= —Oy+—° Z—i-_—7x+i
S 3FYT Y T Y

16x*y? + —8x%y® — 21x%y 4 24x) + 6xy =

Division entre polinomios: Método General
La divisién de polinomios es una generalizacion de la divisién de enteros, recordemos esta division:

1234 | 43 1234 | 43
-93 1 2 Continuando: —-93 |27
304 304
—301
3

Férmulas Notables
Las férmulas notables son abreviaciones para realizar ciertas distribuciones de una manera més
rdpida:

o (x+)? =x+2xy+y?

© (x—y)? =2 = 2xy+)?

© (x=y)(xty) =x7 -y
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o (=)@ +xy+yH) =x>—)3
o (x+y)(?—xy+y*) =2+

Ejemplo 4.18

D |
Justifique la férmula notable: (x —y) (x> +xy +y?) = x> —y?

Se tiene que:

(=)@ +xy+y?) = X +7y+x? —y —xy* —y? (Distributividad)
= X4y (Cancelaciondeterminos)
Ejemplo 4.19
|
Note que:

(2xy — 2P = (2xy+ )’
= (2x0y)° 4+3- (209)% - =" +3 - 2xy- (—x*)2 + (—a*)?
= 8%y’ +3-4x%y? - — x4+ 3 2xy - XM 4 —x®"
— 8%y 4 — 1222 4yl _On

4.4 Divisibilidad y factorizacién de polinomios

La divisibilidad y factorizacion de polinomios son conceptos fundamentales en dlgebra que han sido
estudiados a lo largo de la historia de las matematicas. Estos conceptos no solo son cruciales para el
entendimiento de la estructura algebraica de los polinomios, sino que también tienen aplicaciones
précticas en diversas dreas de las matematicas y ciencias. La historia de su desarrollo estd intimamente
ligada al avance general del dlgebra y la teorfa de nimeros.

Definiciones

Definicién 4.4 (Divisor o factor)
El polinomio P(x) es divisible por el polinomio Q(x) si el residuo de la division (P(x) = Q(x))
es cero. Es decir:

P(x) [Q(x)
R(x)=0 |C(x)

Note que el resultado de la divisidn es:
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Pasando Q(x) a multiplicar: P(x) = Q(x)-C(x)

Tanto a Q(x) como C(x) se les llama divisores o factores de P(x).

Sea P(x) = x* —3x?> +2x y Q(x) = x — 2. Para encontrar C(x), el cociente de la divisién de
P(x) por Q(x), se hard la divisién respectiva.

=324 2x|x—2
— x> 4+ 2x2 2 —x

—x%+2x
X2 —2x
0

Esto significa que P(x) es divisible por Q(x) sin dejar residuo, y el cociente de esta division
es C(x) = x*> — x. Resumiendo, la divisién completa es:

x3—3x2+2x_ 5
x—=2 B

Sea P(x) = x> —6x> +11x— 6 y Q(x) = x> — 5x +6. Para encontrar C(x), el cociente de la
divisién de P(x) por Q(x), se hard la divisién respectiva.

X632+ 11lx—6|x2—5x+6
—xX>+5x2 —6x x—1

—x2 4+5x—6
2 —5x+6
0

Esto significa que P(x) es divisible por Q(x) sin dejar residuo, y el cociente de esta divisiéon
es C(x) = x— 1. Resumiendo, la division completa es:

¥ —6x2+11x—6 B

—1
PO x
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Definicién 4.5 (Cero de un polinomio))

Un niimero real « es cero, raiz o solucién de un polinomio P(x) si:

P(a)=0

Ejemplo 4.22
|

3
Determine si los nimero:s 1, —2, 5 y v/2; son ceros del polinomio:
P(x)=2x—Tx* —x+2x* +6
Sustituyendo se obtiene que:
21 42(D)*+6=2
P(—2)=2(=2)—=7(-2)>— (=2’ +2(-2)*+6 =14

{()-2) 7)) () e

p(v2)=2(v2) —7(\6)2— (\f2)3+2(ﬁ)4+6:0

—_
SN—
Il
[\
—~
—_
N—
|
~
—~
—_
SN—

3
Por lo tanto, solo 5 /2 son ceros de P(x).

Teoremas importantes

Algunos teoremas implicados con los ceros de un polinomio son el Teorema del residuo, su gen-
eralizacion y el teorema del factor, asi como los ceros enteros y racionales de un polinomio. La
importancia de dichos teoremas es que Permiten calcular el valor de un polinomio en un valor
dado de manera eficiente, sin necesidad de realizar la divisién polinomial completa; o bien, para
determinar raices las cuales estdn involucradas en la solucién de ecuaciones polinomiales.

Teorema 4.1 (Teorema del residuo)

El residuo de la division de un polinomio P(x) entre (x — 0) es P(0).

Justificacion:
Veamos primero un caso particular: si P(x) = ax® + bx*> + cx +d, note que realizando la
division sintética por (x — ) se obtiene que:
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a b c d 0

ab ab? +bo ab®+b62%+co

a  ab+b ab?>+bO+c ab’+b0>+cO+d
P(96)

Por lo que, para este caso, el residuo es P(8). En general, si P(x) = a,x" +a, 1xX" "'+ ...+
a1x—+ ap, note que realizando la division sintética se obtiene que:

an an—1 aj ao 0
a,6 a, 0" '+ ...+ a0 0"+ ...+ a,0%+a,0
an @@ +an1 - @0 '+ tab+a; a0 ... +a20°+a10 +ag
P(6)
Asi el residuo es P(0).
Ejemplo 4.23
D |

Considere el primer ejemplo: “;x — 1 es factor de x> — 1? . Como P(1) = 0 entonces el
residuo de la divisién (x* — 1) = (x — 1) es cero y por lo tanto: x — 1 es factor de x° — 1.

Note que no fue necesario realizar la division sintética para determinar si es o no factor, sin
embargo, si se quiere determinar cudl es el factor C(x) que multiplicado por (x — 1) da x* — 1
es necesario realizar la division.

Ejemplo 4.24

Determine el residuo de la divisién (x?%7 — 3x!1%0 4 4) = (x +1).
Sea P(x) = x*%7 — 3x100 4 4 entonces el residuo de P(x) + (x+ 1) es:

P(—=1)=(-1)?7 _3(-1)!1®044=—-1-3+4=0

(Es (x+ 1) factor de P(x)? Si, pues el residuo es cero.

Aqui se nota la importancia del teorema del residuo pues es casi imposible realizar la division.
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Ejemplo 4.25

Determine el residuo de la divisién (x* —x* +2x — 1) = (2x 4 3).
Asi como se encuentra no se puede aplicar el teorema sin embargo se puede maniobrar esta
expresion para utilizarlo (al igual que se realiz6 con division sintética):

-+ —1 _ 1 x¥*—x¥+2x—1
2x+3 2 3

x+§

(F—a3 420 —1) = (2x+3) =
. RO . Cx) -
Note que el cociente para la divisioén original se modifico, esta vez es — pero el residuo es

7
el mismo T Se concluye que el residuo de la divisién (x* —x* +2x—1) + (2x+3) es T

Nota

@ El ejemplo anterior nos permite obtener el teorema generalizado del teorema del residuo.
© Para entender por qué se extrae el factor % al final en el proceso de division del polinomio

x* —x3 4 2x — 1 por 2x + 3 es 1itil que el divisor tenga la forma x — c. Esto se debe a que
estas técnicas se simplifican considerablemente cuando se trabaja con divisores lineales

de coeficiente de grado uno.

De esta forma, para transformar 2x 4 3 en una forma que se asemeje a x — ¢, se puede
factorizar el 2 del divisor, obteniendo:

2x—|—3=2<x—|—;>

Al intentar dividir el polinomio original x* — x> +2x — 1 directamente por x + %, se estd
cambiando efectivamente el problema original por uno ligeramente diferente debido al
coeficiente 2 que hemos “omitido” en el divisor. Para compensar este cambio y mantener
la equivalencia de la divisién original, se multiplica el resultado de la nueva division por
%, el inverso multiplicativo del coeficiente que se factorizo.

Esta transformacion permite aplicar técnicas como el teorema del residuo o la divisién
sintética de una manera mas sencilla, ya que ahora el divisor tiene la forma deseada x —c,

donde ¢ = —%.

En resumen, se extrae el factor % para ajustar la division al factorizar el coeficiente 2 del
divisor original, manteniendo la equivalencia de la divisién inicial. Esto simplifica el uso
de herramientas algebraicas para encontrar el residuo de la division.

Teorema 4.2 (Generalizacion del Teorema del residuo)

b
El residuo de la divisién de un polinomio P(x) entre (ax —b) es P ( > .
a
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Justificacion del teorema

. P(x) (%)

P
Al realizar la division (xl)7 se obtiene un cociente C(x) y un residuo R(x) = P () (por el
a
P

a
Teorema del residuo), por lo tanto:

b
: Exz =C(x)+ I;<“b> (+%)

De (x) y (*%) se obtiene que:

c(x) P(b>

P(x) = (ax—b) = 7+ P

b
asi el residuo de P(x) + (ax—b) es P () .
a

Ejemplo 4.26
D | : , ,
Repitamos el ejemplo anterior.
Determine el residuo de la divisién: (x* —x* +2x — 1) + (2x+3).

Note que a =2y b = —3, por lo tanto el residuo es:

-3 -3\* [(-3\’ /-3 71
r(3)=(3) - (3) 2(F) =1

2

Teorema 4.3 (Teorema del factor)
(x—0) es un factor de P(x) siy solo si 0 es un cero de P(x).
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Justificacion del teorema

Si (x — 6) es un factor de P(x) entonces existe otro factor C(x) de P(x) que cumple
P(x) = (x—0)C(x)
Si se calcula P(6) se obtiene que:

P(6) = (6—0)C(8) =0-C(8) =0

Por lo tanto el nimero 6 es cero de P(x).
Por otro lado, si 6 es un cero de P(x) entonces:

P(6) =0

Es decir, de acuerdo al teorema del residuo, el residuo del la divisiéon P(x) <+ (x — 0) es
P(6) =0, por lo tanto (x — 0) es un factor de P(x).

Ejemplo 4.27
|

3
Considere el polinomio P(x) = 2x — 7x> — x> 4+ 2x* 4- 6, anteriormente vimos que v/2 y 3 son

3
ceros de este polinomio por lo tanto (x —v/2) y < - 2) son factores de P(x) , entonces

existe un factor C(x) de P(x) que cumple que:

=T =+ 2+ 6= (x—V2) <x—§) C(x)

3
Si se quiere averiguar C(x) simplemente se despeja. Asi si se pasa a dividir <x - 2) C(x) se

obtiene:

=T —x3+2x*+6 -
3 =
P

2
Realizando por division sintética la division de la izquierda se obtiene:

(x—Vv2)C(x)

=T —x3+2x* 46 B
3 =

¥

De donde se obtiene:

2x% —4x+2x° —4 = 2x% —4x+2x° —4 = (x—V/2)C(x)

262 —dx+2x3 — 4
x—V2

=C(x)
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2x* —4x+2x° — 4
Realizando de nuevo la divisidn de la izquierda se obtiene: al XX =2x+2x>+

x—v2
2\/§+ 2x\/§. Asi se tiene que:

C(x) = 2x+ 2% +2v2 4+ 2xV2

Teorema 4.4 Nimero de ceros de un polinomio

Si el polinomio P(x) es de grado n entonces tiene a lo sumo 7 ceros.

Justificacion del teorema

Supongamos que tiene n + 1 ceros: 6y,6s,...,60,,6,+1C(x), entonces por el teorema
del factor se conocen n + 1 factores:

Px)=(x—061)(x—62)...(x—6,41)C(x)

Sin embargo si se realiza la multiplicacion de la derecha se va a obtener un ¥"*! pero P(x) no
tiene el monomio x"*!, pues es de grado n. Por lo tanto P(x) no tiene n+ 1 ceros.

El polinomio P(x) = x° + 3x® — 5x* tiene a lo sumo 5 ceros.

Teorema 4.5 Ceros racionales de un polinomio
Considere el polinomio:

P(x) = apx" +a_ 1 X '+ +ax+a,

. . . . . N
Si este polinomio posee un cero 8 racional (es decir 6 € Q) entonces 6 = —, donde r es
r
divisor positivo de a, y s es divisor positivo o negativo de ay.

Determine los posibles ceros racionales del polinomio P(x) = —3 + 7x — 4x°.
Note que el polinomio esta ordenado ascendentemente por lo tanto n = 3, a, = —4, ap = —3.
Los divisores positivos de —4 son: 1,2,4.
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Los divisores positivos y negativos de —3 son +1 y +£3, por lo tanto los posibles ceros de
P(x) son:

TR 4 A 1B A
En Ia lista anterior puede suceder que algunos elementos se repitan, lo cual puede simplificar
la lista de posibles ceros. En este ejemplo lo queda es verificar cudles son ceros utilizando el
teorema del residuo. Esto es:

3
. -3 _

1 1 1 1 3
4 2 4

e
4 2 4

1 3
2 2
Px) 0 0 -032 6 30 1.17 —-270 —-9.0 042 -252 0 492

Los resultados muestran que P(x) es igual a 0 parax =1, x = 1/2, y x = —3/2, indicando que

estos son ceros del polinomio. Los otros valores de x no satisfacen P(x) = 0, lo que significa

1

que no son ceros del polinomio dado. Observe que por el Teorema del factor (x—1), [ x— 2>

3
y ( _ _2> son factores de P(x).

Métodos de Factorizacion

La factorizacién de polinomios es un proceso matemadtico que consiste en descomponer un polinomio
en el producto de polinomios mds simples. Este proceso es fundamental en diversas dreas de las
matemadticas, ya que permite simplificar expresiones y resolver ecuaciones polindmicas. Existen
varios métodos de factorizacion, cada uno adecuado para diferentes tipos de polinomios. La eleccién
del método adecuado depende de la forma y grado del polinomio, asi como de los coeficientes y
términos que lo componen. A continuacién, se presenta una breve explicacién de los métodos mas
comunes

Factor Comun

Cuando multiplicamos un monomio por un polinomio, utilizamos la propiedad distributiva para
multiplicar el monomio por cada uno de los términos:

a(b+c) =ab+ac (distributividad)

Al factorizar un polinomio por factor comiin, aplicamos el proceso inverso de multiplicacién, es
decir en lugar de distribuir se extrae el término que se repite o factor comtin

ab+ac=a(b+c)

Asi, se procede de la siguiente manera:
1. Se extrae el mdximo comun divisor de los coeficientes numéricos. El nimero més grande que
divide a todos los coeficientes numéricos .
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2. Se extrae el maximo comun divisor del factor literal utilizando leyes de potencias, este esta
formado por las variables que se repiten en todos los términos y con el exponente mds pequeio.

Factorice 30a°b* — 10a?b?
Note que MCD(30,10) = 10, por lo tanto:

30a°b* — 10a*b® = 10a°b° (3a°b — 1)

Asf los factores de la expresién dada son: 10a?b* y (3ah —1).

Factorice 30a°b* — 10a?b?
Note que MCD(30,10) = 10, por lo tanto:

30a°b* — 10a*b® = 10a°b (3a°b — 1)

Asf los factores de la expresién dada son 10a?b® y (3a’b—1).

dx(x—1)—x+1=4dx(x—1)+—x+1
=d4x(x—1)+(—x+1)
=4x(x—1)—(x—1)
= (x—1)(4x—1)

Los factores de la expresion dada son (x — 1) y (4x—1).

—| Ejercicios 4.2

@ 4.3 Factorice completamente los siguientes polinomios.
a.) 12ab®+4a°b’
5 15 25
b.) §a3b3m — Za2b5 — Fa3b3
c) (x—2)2—(x—2)
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2 23 x

“ 755715 76

e) T(x+y)> —8(x+y)2 —12(x+y)
f.) zxn+1 _x2n+1

g.) 3b(x—3y) —2m(3y —x)

h) p(x—3y) — (x—2p)(3y—x)

i) —12ab? — 4a’b® — 36a°

i) 4y(=y+1)—1+y

k) bn+1xn71 _bnanrl

Factorizacién por agrupacion

A veces un polinomio no tiene factor comin visible en todos sus términos, pero puede separarse en
grupos que si tienen factores comunes entre ellos.
Procedimientos:

- Se seiialan los términos que se van a factorizar entre si.
- Se colocan a la par y se factorizan.

Ejemplo 4.33

Factorice a + bx + ax+ b.

at+bx+ax+b= a+tax+bx+b
= a(l+x)+b(x+1)
= (x+1)(a+b)

Los factores de la expresion anterior son: (x+ 1)y (a+b) .

Observacion: Cuando se factoriza por grupos se trata de hacer dos tipos de factorizacion:
- Factorizacién local (En cada grupo).
- Factorizacion global (En general).

Ejemplo 4.34
|
Factorice : 2a° — na? + 2ab* — nb* — 3n + 6a

Forma 1:

2a° — na® +2ab* —nb* —3n+6a = a*(2a—n) +b*(2a —n) +3(—n+2a)
= 2a—n)(a*+b*+3)
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Forma 2:
24> —na® +2ab® —nb* —3n+6a = (24> +2ab* + 6a) + (—na® — nb* — 3n)

= 2a(a® +b*+3) + —n(a® +b*+3)
= (@®*+b*+3)(2a—n)

Factorice a(a— 1)+ —b(b+1)

(@—1)+-bb+1)=a’—a+—-b*—b
=a b —at-b
= (a—b)(a+b)+—(a—Db)

= (a—b)((a+b)+—1) = (a—b)(a+b+—1)

—| Ejercicios 4.3

@ 4.4 Factorice completamente los siguientes polinomios.
a.) 3p(m—2p) —2mp+4p>
b.) 10xy — 8wx+ 15¢cy +4bw — 12cw — Sby
7 7
C.) §a— § —ab+b
d) x+y—px+gx—py+qy
e.) 2p(a—b) —ax+bx
f) 6-Dh+1)—y+1
g.) m> —mx+bm—bx— (b+m)(m—x)

Factorizacion por férmula notable

La ideas es utilizar las reglas:
o X2 42xy+y* = (x+y)?
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Ejemplo 4.36

Factorice 4x” 4+ y* + 4xy? Ordenado esta expresion se tiene que: y* + 4xy”> + 4x, note que
v =(y%)?, 4x* = (2x)%, 2-y? - 2x = 4xy?, por lo tanto:

42 +y* +dxy? = (2x+?)?

Ejemplo 4.37
D |
=y +1+2x= x> +2x+1—y° (se ordena)
= (x+1)2—y? (por la primera formula notable)
= (x+14+y)(x+1-y) (por la tercera formula notable)
Ejemplo 4.38

Aplicando la tercera féormula notable se tiene que:

x+1)2—(x=1)%= [(x+1) = (x=D][(x+1) +(x—1)]
= 2(2x)

Trinomio de Segundo Grado
Por inspeccién:
Note que:

(P1x+q1)(pax+q2) = pipax® + prgex + prqix+ qiq2
= pipa X+ (P1ga+ paq1) X+ 192
— 0 -~

a b c
Se desea factorizar un polinomio de la forma ax® 4+ bx + ¢, entonces se siguen los siguientes pasos:
1. Buscar dos nimeros p1xy p,x que multiplicados den el 1¢" término: ax?, es decir p;py = a
2. Buscar dos niimeros ¢; y ¢» que multiplicados den el 2%° término: ¢, es decir q1¢» = c.
3. El término central bx serd igual a la suma de los productos en cruz:

2 _
ax +bx+\c/ bx = (p1g2+ p2q1)x
pi1x q1 b

p2x q2



4.4 Divisibilidad y factorizacién de polinomios

Factorice 7x 4 x% + 12.

2
X +7x+\lg/
X 3
X 4
4x+3x="Tx

Los factorizacién es: (x+3)y (x+4).

Factorice 64a — 16a+ 1.

64a> —16a+ 1
~~— ~—

8a —1
8a —1
—8a+ —8a = —16a

Por lo tanto 64a®> — 16a+ 1 = (8a — 1)(8a — 1), note que también se puede factorizar por
férmula notable.

Factorice 49(x + 1)? —42(x+1) +9.
Note que esta expresion es cuadratica donde la variable es (x+1).

2_
49(x+1)"—42(x+1)+_9

—_——
T(x+1) -3
T(x+1) -3

—21(x+1)+21(x+1) =—-42(x+1)
La factorizacién es: (7(x+1) —3)(7(x+1) —3) es decir (7x+4)(7x+4).

Por férmula general

Dado el polinomio ax? + bx + c, si:
A=b*—4ac <0

entonces P(x) no se puede factorizar, en caso contrario, los ceros de P(x)son:

_—b—VA
B 2a

_ —b+VA

X2
2a

X1
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Y por el teorema del factor:
ax’> +bx+c=a(x—x;)(x—x3)

Nota: Si A = 0, entonces x; = xp
Para consultar la demostracion del teorema de la férmula general, ver cap.5, Teorema 5.2.

Los siguientes polinomios de grado dos no se pueden factorizar en términos de polinomios
con coeficientes reales.

1. ®+x+1,yaque A=b*—dac= (1) —4(1)(1)=1-4=-3<0

2. 2x* +4x+5, yaque A =b* —dac = (4)? - 4(2)(5) 16—-40=-24<0

3. 3x% +6x+ 10, ya que A = b*> — 4ac = (6)> —4(3)(10) = 36 — 120 = —84

Factorice 2x% — 7x+ 6. En este caso:
A=b*—4ac=(-7)*-4.2.6=1>0
Por lo tanto:
_chtVA_T+VI 8,
M="""2a 22 4
_—b—vVA 1-V1 6 3
M= T 22 42
Asi:
) 3
2" —Tx+6=2(x—2) ~5
3
= (x—=22x==
(x-22(x-3)
= (x—2)(2x—3)

Factorice 49x% — 42x+9. En este caso:

A=b*—4ac=(—42)*—-4.49.9=0
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Por lo tanto:

—b+VA 42+/0 3
X1 = X» = = = —
== 2a 2.49 7

3 3
495> — 42 =49 (x—= -z
Ox x+9 9<x 7> <x 7>
2
-7}
7

= (7x—3)?

Por el método de completar cuadrados
Dado un polinomio cuadrético en la forma ax*+ bx+c, donde a, b, y ¢ son constantes y a # 0, el
objetivo es reescribirlo en la forma (dx + 6)2 + f,donde d, e, y f son nuevas constantes.
Algunos pasos posibles para su abordaje son los siguientes:
1. Asegurar que el coeficiente principal es 1: Si a # 1, se divide toda la ecuacion por a para

b c
obtener x> + —x+ —.
a a c
2. Trabajar solo con los términos x> y x: Ignorar temporalmente la constante ¢ o — si se divide
a

por a.
3. Completar el cuadrado: Esto es:

. b . L
* Se toma el coeficiente de x, que es b o — si se ha dividido por a.
a

b
* Se divide ese coeficiente por 2: — 0 —.
2 2a
b\* [ b\*
¢ Se eleva al cuadrado el resultado: <2> 0 <2> .
a

4. Agregar y sustraer el término cuadrado encontrado en el paso 3 dentro del polinomio.
Esto no cambia el valor del polinomio pero permite reorganizarlo.
5. Reescribir el polinomio: Esto es:
* Agrupar el x* y el nuevo término x juntos para formar un cuadrado perfecto.
» Esto nos deja con una expresién de la forma (x + algiin nimero)?.
» Se ajusta la constante al final para compensar lo que se agrego.

Ejemplo 4.45
D |

Para el polinomio x> + 6x + 5 observe que:
1. No necesita ajuste ya que el coeficiente de x* es 1.
2. Se hace el enfoque en x> + 6x.
3. Se completa el cuadrado para la parte x> + 6x, es decir:
* La mitad de 6 es 3, y su cuadrado es 9.
* Se agrega y sustrae 9: x> +6x+9—9+35.
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* Se reescribe la expresion por (x +3)% — 4.
Entonces, x* 4 6x+ 5 se convierte en (x-+3)? — 4, completando el cuadrado. Aqui el resultado
corresponde a una expresion que se puede factorizar por diferencia de cuadrados, por lo que

(x4+3)?—4=((x+3)—2)((x+3)+2) = (x+1)(x+5)

Ejemplo 4.46

|
Factorice 4x% — 20x + 9.

Note que 4x> = (2x)? , entonces se considera 2x con el primer término, luego 20x debe ser
dos veces el primer término por el segundo término, como 20x = 2 - 2x - 5, el segundo término
es 5. Por lo tanto, completando la férmula notable:

4x* —20x4+9 = (2x)2—2-2x-54+5>—5249
= (2x—5)2-52+9
= (2x—5)>—16
= (2x—5-4)(2x—5+4)
= (2x—9)(2x—1)

—| Ejercicios 4.4

@ 4.5 Factorice completamente los siguientes polinomios.
a.) x> —12x+20x
b.) x> —18+7x
c) x* —12xy+32)?
d.) 20+ 6x—2x?
e) 49(x—1)2—42(x+1)+9
f) (x+7)> —4x—24

g.) 6m* —15mn —9n?
1

h.) a®— %a + 3

i.) 120y> —23xy+x°

i) (x—2y)2—12(x—2y) +32

Factorizacién de un polinomio P(x) por division sintética:
Ente método consiste en los siguientes pasos para factorizar P(x):
1. Aplicar el teorema Ceros racionales de un polinomio para averiguar los posibles ceros
racionales.
2. Evaluar P(x) en cada uno de los posibles ceros hasta encontrar un cero: 6.
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3. Por el teorema del factor (x — 0) es factor de P(x) por lo tanto existe otro factor C(x) tal que:

P(x) = (x—0)C(x)

4. Averiguar C(x) realizando la divisién

X e e e
g Por division sintética.

5. Factorizar C(x).

Ejemplo 4.47

Factorice el polinomio:
160x% 4 240x° — 592x* +352%° —90x% + 17x — 3

Los divisores positivos del coeficiente del término constante son: 1, 3.
Los divisores positivos del coeficiente del término de mayor grado son:

1,2,4,5,8,10,16,32,40, 80,160
Por lo tanto, los posibles ceros racionales del polinomio son:

1 -13-31-13—
113,34 213 =31 =13 =3

Evaluando en P(x), se obtiene que un cero racional es —3. Factorizando el polinomio por
division sintética se obtiene:
160x® +240x° — 592x* +352x° — 90x* + 17x — 3
= (160x° — 240x* +128x° — 32x* + 6x — 1)(x +3)

Ahora se factoriza Q(x) = 160x> — 240x* + 128x®> — 32x?> + 6x — 1. Los posibles ceros
racionales del polinomio Q(x) son:

1 —11-11-1
1L—=1,=—,— —, -

1
Evaluando estos en Q(x), se obtiene que un cero racional de Q(x) es X Factorizando el

polinomio por division sintética se obtiene:
160x° 4 240x° — 592x* 4-352x* — 90x* + 17x — 3
= (160x° — 240x* +128x° — 32x° + 6x — 1)(x +3)
= (160x* — 160x> 4+ 48x* — 8x +2)(x — 1) (x +3)

Ahora se factoriza R(x) = 160x* — 160x> +48x> — 8x+ 2. Continuando con el procedimiento
se obtiene:

160x° 4+ 240x° — 592x* +352x> — 90x> + 17x — 3
= (160x° —240x* +128x° — 32x% + 6x — 1)(x +3)
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1
= (160x* — 160x° 4-48x> — 8x +2) (x— 2> (x+3)
1 2
= (160x> —80x” + 8x — 4) (x—2> (x+3)

= (160x* +8) (x—;>3(x+3)

Combinacién de métodos

Dado que no todos los polinomios o expresiones se pueden factorizar utilizando un dnico método,
combinar diferentes enfoques puede ser muy eficaz. La clave de la combinacion de métodos de
factorizacion es identificar qué técnica aplicar en cada paso del proceso para simplificar la expresion
lo maximo posible. En algunos casos, el primer paso puede ser todo lo que se necesita; en otros,
varios pasos y métodos diferentes serdn necesarios para completar la factorizacion.

Ejemplo 4.48
D |
Factorizar la expresion: 2x> — 10x% + 12x.

1. Sacar factor comin: Primero, se identifica el mayor factor comin, que es 2x, y se
extrae, quedando:

2x(x* — 5x46)

2. Factorizacion por formula general: El trinomio cuadratico dentro del paréntesis tiene
discriminante positivo, es decir

A= (=5)2—4(1)(6) =25-24=1>0

De esta manera, se tiene que

1_ p—
2 2 2

Asi, (x> —5x+6) = (x—3)(x—2)
De esta forma

2x(x* = 5x+6) = 2x(x —3)(x—2)
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Ejemplo 4.49

Factorizar la expresién: (x? —2x)? — 1.
1. Diferencia de cuadrados: Primero se observa que (x —2) se eleva al cuadrado al igual
que 1 = 12. Como entre ambos términos hay una diferencia se procede a aplicar la
estrategia. Esto es

(=22 —1=((®=2%) = D)((x* —2%)+1) = (PP —2x— 1) (x> =2x+ 1)

2. Factorizacién por férmula notable: El trinomio x*> —2x+ 1 corresponde a una férmula
notable, con lo cual se puede factorizar como

(x—1)?

3. Factorizacién por formula general: Por otro lado, el trinomio x> — 2x — 1se puede
factorizar ya que
A=(-2)2—4(1)(-1)=4+4=8>0

Solo puede por este método porque al calcular su raiz esta no es exacta, situacién que
sucede con los casos de férmula notable o inspeccién. De esta manera, se tiene que

:2+\/§:2+2\@:H_\[2

X1

2 2
2—v8 2-2V2

Asi, (22— 1) = (x— (1+V2))(x— (1= Vv2)) = (x = 1 = V2)(x = 1 ++2)
De esta forma

(P —2x)2—1=x—1)*x—-1-V2)(x—1+2)

Ejemplo 4.50

q
Factorizar 6x%y — 4x* + 30xy — 20x

1. Sacar factor comin: Se identifica el factor comun. En este caso es 2x, y se extrae,
quedando
2x(3xy —2x+ 15y — 10x)

2. Agrupacion y factor comiin: el polinomio entre paréntesis se puede agrupar adecuada-
mente para notar un factor comun. Asi:

2x((3xy —2x) 4+ (15y — 10x)) = 2x(x(3y—2) + 53y —2)) = 2x((3y —2)(x+5))

De esta forma
6x°y — 4x” +30xy — 201 = 2x(3y = 2) (x +5)
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—| Ejercicios 4.5

@ 4.6 Factorice las siguientes expresiones algebraicas utilizando el método de Factor

Comun.

a) (x+1Dx%+ (x4 1x
b.) 16a°b*c? — 64a’b*c® +72a°h*c?
c.) m(n—1)—x(1—n)

d.) 9x3et2 — 7524t g >0
e) (P—=y)x+y)— (P —y)(x—y)

@ 4.7 Factorice las siguientes expresiones algebraicas utilizando Férmula Notable.

a.) x2 —2xy+y?
b.) 4a*+12a+9
1

c.) Zx2+1+x

d.) 16a2b® — 4x°

e.) (a+b)—d°

f) 64a® —27b°

g.) 36xy+ 16y — 10x7

h) (x—16)>—25
i) x¥*+8
iy 1—=73
k.) ab+b°
1) 1—8a°
m.) (x*+3)°+1
n) (m+1)>+m’

@ 4.8 Factorice las siguientes expresiones algebraicas utilizando Agrupacion.

a) ax+a—x—1

b.) mx+ny+nx+my

c) XX —=2x2+x-2

d) x+y—px+qgx—py+qy

@ 4.9 Factorice los siguientes trinomios.

a.) a*—12a+20
b.) x*—5x+6

c.) x>+ 13x+40
d) 5x>—13x—6
e.) 6a>+ab—15p°
f) 10x*>—13x—3
g) X +x+1

h.) x>+ 14x+49

e) xa—ya+za+x—y+z
f.) ax+by+ay—+bx
g.) 36xy+ 16y — 10x?

i) 3x2+7x+2

j) 32x% +18x—17

k) 2x* =33 —4x? —11x—12
1) 6y*+37y> —92y% — 28y +32
m.) y>+3y*—9y+5

n) 222 —722-28z—12

0.) 323 +4x* —3x+2

@ 4.10 Factorice las siguientes expresiones algebraicas utilizando Agrupacién.

a) x> —3x+2
b.) 4x* —3x+x>—18
c) 12x+13x2+6x3 +x*+4

d) 8x—7x2+2x3 -3
e) 27x° —9x% —3x+1
f.) 166x* — 140x 4 84x> +9x* + 25
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Operaciones con fracciones algebraicas

Las operaciones con fracciones algebraicas son similares a las operaciones con fracciones numéri-
cas. Las fracciones algebraicas consisten en numeradores y denominadores que son expresiones
algebraicas. Las operaciones bdsicas son la suma, resta, multiplicacion y division.

Simplificacion

Si el numerador y el denominador son polinomios de grado 1

Ejemplo 4.51

—| Ejercicios 4.6

@ 4.11 Simplifique al maximo las siguientes expresiones.

z. 2 zr 1
379 3 12
a.) o2 c.) ﬁ_i
5 10

S5x—2
) 12 6 15x+5
2 6x et
5 4y 2=
§+12x

Ejemplo 4.52

8x—5x24+x>—4

Simplifique 32— Txi2

A. Factorizando el numerador: P(x) = x> — 5x? + 8x — 4. Los posibles ceros racionales
de P(x) son los divisores positivos y negativos de 4, estos son: £1,+2, +4.Como P(2) =0,
entonces (x —2) es factor de P(x). Utilizando division sintética se tiene que:

P(x)+(x—2)= x*—3x42
— (= D(E-2)
Por lo tanto P(x) = (x —1)(x —2)%.
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B. Factorizando el denominador: Q(x) = 3x> — 7x+2 = (3x — 1)(x — 2).
C. Simplificando:
8x—5x*+x -4  (x—1)(x—2)>  (x—1)(x—2)

3x2—-7x+2 (Bx—1D(x-2)  (3x—1)

—| Ejercicios 4.7

@ 4.12 Simplifique las siguientes expresiones. Suponga que estan bien definidas, es decir,
tienen las restricciones necesarias

. 2ix_2 &) 8x+2x% —4x3 +x* -8

' x+2 T4 —8x—8v2+x3V2
b) 22x% — 8x —24x3 +9x* + 1 15— 20x + 8x2 — 4x3 +x*
' 5P — P — 2l ) TR TR 52 +17
) > +8x -5 +xt+x°—4

C.

233 —x4+x4 =2

Otras operaciones

En los ejemplos anteriores, se analiz6 la situaciéon donde se intentd factorizar el numerador y el
denominador de la fraccién dada. Los siguientes ejemplos exploraran contextos en los que estan
presentes la suma, la resta, la multiplicacion y la divisién. En los casos de suma y resta, es necesario
factorizar los denominadores. Posteriormente, se identifica el minimo comiin multiplo (m.c.m) y se
utiliza como referencia para obtener “nuevos” denominadores. Esto permite combinar las fracciones
en una sola, que se procesa de la misma manera que en los ejemplos previamente descritos. En
el caso de multiplicaciones se factorizan numeradores y denominadores y se cancelan los factores
repetidos. En el caso de la divisiones se invierte la fraccion a la derecha del simbolo “+""y el simbolo
cambia a multiplicacién, procediendo luego con el procedimiento descrito. En este caso se usa la
propiedad

O bien
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Ejemplo 4.53
Note que:

2x—37 x+1 7—3x+2_ 2x—3 _ x+1 7—3x+2
202 -2 2x2—2x 3(x+1) 2(x—1Dx+1) 2x(x—1) 3(x+1)

En este parte se han factorizado todos los denominadores. Luego el m.c.m de 2(x—1)(x+ 1),
2x(x—1)y3(x+1)es6x(x—1)(x+1). Para este caso, la regla es que si el término se repite,
se toma solo una vez con el mayor grado de entre los repetidos. Si no se repite se agrega al
término que representard el m.c.m. al igual que el m.c.m. que se calcula para los niimeros en
cada denominador. As{

3x(2x —3) —3(x+1)? — 2x(x — 1)(—3x+2)
6x(x—1)(x+1)

En el paso anterior note que se llega a cada célculo al dividir el denominador de cada fraccion
entre el m.c.m.. El resultado multiplica al numerador de la fraccién que se trabaja en el
momento. Simplificando y factorizando luego el denominador se tiene que:

_ (2x+1)(3x* —5x—3)
o ex(x+1)(x—1)

Es importante explicar al lector que no se han hecho restricciones sobre los valores que pueden
anular cada denominadores. No obstante se supone que los cédlculos estan bien definidos para
comprender, en primer lugar, la naturaleza del procedimiento.

Ejemplo 4.54
D |
Note que:
x2n _ y2n . x2n _ xnyn _ x2n _ y2n x2n
x3n71 +2x2n71yn _|_xn71y2n - x2n - x3n71 _|_2x2n71yn _’_xnflyZn ’ x2n _xnyn

(" +y") (" —y") X
x1—1 (x2n JL 2xnyn +y2n) ’ xn(xn _yn)
(" +y") "=y xex

xn—l(xn _|_yn)2 ’ xn(xn _yn)
1 X"
X (xn+yn) 1
n—(n—1)

x —
x4y - x4yt

X
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Note que:

x+8y
xy_2+8x_2y. x? 2y 71_ X 2= 2xy+4y\
214y y 2,1 x—2y

XYy

-1
Recuerde que para una base no nula se cumple que a~! = —. En general <E> =
a y

2 —1
—2xy+4 —)
w) _ =

cual indica que ( =2y = m
x4 8y?
sz x—2y
2y+x X2 2xy+4y?
Xy
2y +x)( —2xy+4y?) x—2y

xy(2y+x) X2 = 2xy+4y?
x—2y

Xy

—| Ejercicios 4.8

@ 4.13 Simplifique las siguientes expresiones. Suponga que estan bien definidas, es decir,
tienen las restricciones necesarias

2) 5= — 2 x% +2x
T x2—x—6 x243x+9
b.) a2 -+ a2
2= )y
—6+11lx—6x>+x> x—1
—24+5x—4x2+x3 x—3

5 x+2 1
xX24+4x+4 3x x+2
®+2xy+y* x—y x+y

d)

) By T 24xyt+yr 2
£) —3+x+x*+x 2% +3x+4

' x—1 —4+x+x2 4 2x3
2) B+52+Tx+3 | 2x+2

23 42 —10x—12 ~ x2—4
63 +5x2 —2x—1 23 —x>+6x—3

h. .
) 33 +x24+9x+3 2x3 +3x2—1
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2y — xy? 'x3y—x2y2 Tx
x2y2 B+l
—14x—x2+x3 2x—6 x—2

i.)

J) 12—10)6—2|—2x2 T—x—x2+3 2+1
X
k.
)Xéi‘l—i_)(le
Ly X
x—2 x+3
) 2x 3
m. =
G1F Go1p
n) 3x 4 o 5
T (x+2)?2 (x+2)  x(x+2)
) 4x 3 i 5
0. =
x+1 x2—-1 x—1
) 3x 2 o 5
P: x2—4 x2—12x2§—2x+1
X+
: - 4
VD E T o@D
) 2x+1 3x—2 Sx—4
r.

D@+ @-D@r+ D@ —x+1)  Ptxtl
) 2 X X -
S. —
—6x—x24x3 2x2+4x3) \x2-9

£) 1 1 xX—y xX—y
T \x+y x—y/) \x¥¥—y2 x2—-2xy+y?
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Valor absoluto y radicales

El valor absoluto y los radicales tienen una relacién significativa en matematicas, reflejando la
evolucién y el refinamiento de conceptos esenciales en la teorfa de nimeros y el andlisis. El valor
absoluto, introducido formalmente por Jean-Robert Argand en el siglo XIX, proporciona una medida
de magnitud sin considerar la direccién, fundamental para la geometria y la teoria de funciones.
Los radicales, con raices histéricas en la antigua Babilonia y Egipto, fueron sistematizados en el
Renacimiento, permitiendo la solucidon de ecuaciones polindmicas mas complejas. La interseccién de
estos conceptos es crucial en el andlisis de expresiones algebraicas y la simplificacién de ecuaciones,
facilitando la resolucién de problemas en fisica e ingenieria. La capacidad de manejar magnitudes
y raices cuadradas, por ejemplo, se aplica en la teoria de errores, las ecuaciones diferenciales y
la modelizacién de fendmenos naturales, demostrando la importancia histérica y practica de estos
conceptos en la evolucion de las matemdticas.

El valor absoluto

El valor absoluto de un niimero real es una medida de su magnitud, independientemente de su signo.
Se denota como |x|, donde x es cualquier ndimero real.

Definicién de valor absoluto

En términos matematicos, el valor absoluto de x se define como:

X six>0
x| = .
—x six<O0

Alguno ejemplos sobre su uso son los siguientes:
1. Para —7, al ser negativo, la definicién indica que

=7 =~(-7)=7

2. Considere dos puntos en la recta numérica, a = —3 y b = 4. La distancia entre estos dos
puntos se calcula usando el valor absoluto de la diferencia entre ellos:

la—b| =|-3-4[=[-T7]=7

Por lo tanto, la distancia entre —3 y 4 es 7 unidades.
3. Al calcular |x — 2| se tiene que

| 2| x—2 six—2>0sx>2
X — =

—(x—2) six—2<0ex<2
Por lo tanto, si los valores son mayores o iguales que 2, se tiene que |x — 2| = x — 2, es decir
la resta se hace de manera usual. En el caso de que los valores sean menores que 2, se debe
hacer la resta y proceder luego con un cambio de signo para que el resultado sea positivo.
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Ejemplo 4.56

Definamos |x> — 3x+ 1| por partes. Utilizando la definicién de valor absoluto, tenemos que:

X2=3x+1 si X2—3x+1>0

2
|x x+ 1| {—(x2—3x+1) si x2—3x+1<0

Observe que resolver x> —3x+1 >0y x> —3x+ 1 < 0 implica tener conocimientos de
inecuaciones cuadraticas, lo cual requiere factorizar la expresién y prever el comportamiento
del signo de los valores dentro y fuera del intervalo cuyos extremos son las raices de esta
cuadrética. Este andlisis puede variar si la cuadrética es irreducible o tiene una raiz doble.
Todos estos aspectos se tratan en el capitulo de inecuaciones.

Cdilculo de valores absolutos

Ejemplo 4.57
Calcule |x*|.
Utilizando la definicién de valor absoluto se tiene que:

\x3]— Xosixd > 0
x> six® < 0

Como x> > 0 para todo x > 0y x> < 0 para todo x < 0, entonces:

Xsix >0
| =
x> six < 0

Ejemplo 4.58
|

Observe que |x*| = x*. Esto se debe a que, para cualquier valor real x, su cuarta potencia x*

siempre es positiva o cero, independientemente del signo de x. Debido a que x* > 0 para todos
los x € R, la definicién del valor absoluto no requiere un andlisis adicional en este caso.

En otras palabras, al elevar un niimero real a una potencia par, el resultado es siempre no
negativo. Por lo tanto, la expresion |x*| simplifica directamente a x* sin necesidad de considerar
casos separados para x positivo o negativo. Esto elimina la necesidad de un tratamiento por
partes, ya que la igualdad |x*| = x* se cumple universalmente.
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Calcule |2 — x| sabiendo que x > 2.
Utilizando la definicién de valor absoluto se tiene que:

2—x| = 2—xsi2—x > 0 (%)
Sl -2-x)si2—-x < 0

Como x > 2 entonces:

x>2
xX—x>2—x
0>2—x

Es decir 2 —x < 0, entonces por (*) se tiene que:

R2—x|=—-2-x)=x-2

Calcule |x — 3| sabiendo que x < —1.
Utilizando la definicién de valor absoluto se tiene que:

e—3| = x—3six—-3 > 0 ()
Sl -(x=3)six-3 < 0

Como x < —1, entonces restando 3 a ambos lados, se tieneque x —3 < —1 -3 = —4,
Por lo tanto x — 3 < —4 < 0y por () se obtiene que:

x=3|=—-(x—-3)=3—x

Calcule los siguientes valores absolutos.

1
1. x—§ ,donde 4x < 1
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1| N_ 1
“=3 = 3)7 T3

. 1 .
Es de01r, X — 5 €s negativo, entonces

2. |4x—2y|,donde 2x <y—1

4.7 Racionalizacion y desracionalizacion
Laracionalizacién y desracionalizacion son técnicas utilizadas en dlgebra para simplificar expresiones

que contienen raices.

4.7.1 Racionalizacion
Caso 1: El denominador es un monomio

Racionalice la expresion:

2

x3y?

2 2 2 2

R (Simplificacion del radical)
By2 o |xlbylva
2xy?
x|yl
2 2

_ (Simplificacion)

YV

2 2
= = ﬁ (Racionalizando)
NIIVERRVES

2%

|y|x

(Pues x > 0, si no \/x no existe)

. . . 2x3
Racionalice la expresion:

/x19
2x° 2x°
Vx19 2%
2
= xs (Simplificacion)

2x VA2
= -——=  (Racionalizacion)
¥ V2
2xV/x2

X

(Simplificacion del radical)

=

<
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7
' = 2Vx2

. ) ., 4x% + 6x
Racionalice la expresion: —————=
2x2 —Tx—15
Se tiene que:
4x7 + 6 4x7 + 6x 2x2—Tx—15

V2R —Tx—15 V22— Tx—15 V22 —Tx— 15
(4x> 4 6x)vV2x2 — Tx — 15
2x2 —Tx—15
_ 2x(2x+3)v2x2 —Tx—15
B (2x+3)(x—5)
2xV2x% —Tx— 15
x—35

Caso 2: El denominador es un binomio y hay raices cuadradas

. . . . 2x
Racionalice la siguiente expresion:

V2x+2—+/3x+2
Para eliminar las raices cuadradas del denominador se utiliza la férmula notable

(a—b)(a+b)=a>—b*:

2x B 2x V2x+24+3x+2
V2X+2—V3x+2  VIxt2—3x+2 Vx+t2++3x+2
_ 2x(vV2x+24+/3x+2)
 (V2x+2)2— (V3x+2)?
2x(vV2x+2+/3x+2)
B 2x+2—(3x+2)
= —2(V2x+2+3x+2)
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2x%y + 8xy?
Racionalice la expresion:
VEFY = A=y
Note que:
2x%y + 8xy? B 2x%y + 8xy? VEEY VX —Yy

VEFY=VA=Y  ATy—xX—y xFy+/x—y
_ (2% +80?) (VAFY + VX —Y)
xty—(x—y)
2y 4y) (VE T+ VEY)
2y

= x(x+4y)(Vx+y+V/x—y)

Caso 3: El denominador es un binomio y hay raices cubicas

. . ., 2x
Racionalice la expresion:

V2x3+3—x

Para eliminar la raiz del denominador se utiliza la férmula notable
(a—b)(a*+ab+b*) = a® — b

2x 2x (V2x3 +3)2 +xv/2x3 + 3 + 12

V2B +3—x V2P +3—x (V2O +3)2+xvV2 +3+22
2x((V2x3 4+ 3)2 +xv/2x3 + 3+ x2)
2T -2
2x((v2x3 +3)2) 4+ xv2x3 + 34+ x2)
233 4+3—x3
2x((V2x343)%) 4+ xv/2x3 + 3 +x?)
x+3
= —2(V2x+2+3x+2)

—| Ejercicios 4.9

@ 4.14 Racionalice las siguientes expresiones.
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2 73 Y Bt l—I3x_4

b) Tx e) x*—4

T V6x+2—3x+2 V1 —v2x—1
x+5 x2—5x+6

f)

R V—=2x+2—+/-3x-3 VZE—1—/x+2

4.7.2 Desracionalizar
Desracionalizacién es el proceso inverso a la racionalizacion, aunque es menos comtinmente referido
por este término. A veces se llama “introduccién de radicales” o simplemente “deshacer la racional-
izacién”. Se usa principalmente en ciertos contextos de simplificacién o en problemas donde se
busca presentar la expresion en una forma que contiene raices.
33512

X

Desracionalice la expresion: g
X

L o o )

5

x3 x3 X X 3

_ 88 _ 95

Desracionalice la expresion: vx—1—+/x—3

Vi—T+vx=3  (Vx—1)2—(Vx—3)?
Y=y (IO o Sy SN o
x—1—(x-3)
N Vx—14++/x-3
2

Vi—1++vx=3
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== Ejercicios 4.10 }

@ 4.15 Racionalice las siguientes expresiones.

2) —3x° £) x2
M%) T oVxF 1l —v2x—1
Tx 2
b.) g) —F———
V6x+2—+/3x+2 13v/4—x+5
x+5 12
© h.
) V=2x4+2—-+v/=3x-3 ) 3V5-7
- 1
d.) x| =
Vex+1—v—2x—1 V3+2
e) 2 —5x+6 W) 12
Y 2x—1—x+2 3V3—4v2

x*—4x—5
k) -
Va2 +3x+6—v/x+5

@ 4.16 Desracionalice las siguientes expresiones.

¥ (x—2)3 c) vV2x—1—+2x-5
a.) 7(x—2)2
a) V2x+4—3x+3
b x3(x_5)5 ’ x2—1
) x(x—5)3

&) V32 —x—1—vV2x2—1
’ Tx2—6x—1
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5 — Ecuaciones Algebrai

Infroduccién

Uno de los temas que mds ha captado la atencién y el interés de los matemadticos durante cientos
de afios ha sido la resolucién de ecuaciones. Su historia estd permeada de diversos personajes y
culturas a lo largo de muchos siglos. Gracias a la arqueologia, sabemos que las ecuaciones de primer
grado surgieron de modo primitivo en las grandes culturas orientales, tal como lo testifican algunos
hallazgos de tablillas cuneiformes.

Estas ecuaciones se empleaban con el fin de resolver problemas ingenieriles en mediciones de terrenos
o irrigacién de parcelas, lo cual ha quedado registrado en papiros egipcios. Se han encontrado,
ademds, problemas modelados en ecuaciones de segundo grado con sus respectivas soluciones en
tablillas babil6nicas. Por su parte, en la antigua China, cerca del 200 a.C., apareci6 el primer analisis
de ecuaciones simultdneas o lo que usualmente denominamos sistemas de ecuaciones.

Con todo, el desarrollo de una teoria acerca de la solucién de ecuaciones de grado n, ha requerido
de varios siglos y entre los mateméaticos mds destacados en este campo se puede mencionar a
D’ Alembert (1717-1783), Gauss (1777-1855), Abel (1802-1829) y Galois (1811-1832). En los
dltimos dos siglos de nuestra historia, el estudio de las ecuaciones ha alcanzado gran relevancia
debido a la amplia gama de problemas de la vida real y del mundo fisico que pueden expresarse
como ecuaciones.

En esta seccién se abordard lo esencial en la resolucion de ecuaciones y la terminologia béasica que
describe este topico, mismo que puede abreviarse estableciendo una conexién entre nimeros reales
y expresiones algebraicas. Como estos tltimos ya han sido vistos y estudiados en las secciones
anteriores, se utilizardn sus definiciones y propiedades.
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5.2 Ecuaciones Algebraicas

Definicion 5.1 (Intuitiva del concepto de ecuacion algebraica)
Las igualdades entre expresiones algebraicas, denominadas miembros, que se cumplen solo
para determinados valores de las variables se denominan ecuaciones.

Definicion 5.2 (Terminologia)
1. Una proposicién matematica es una ecuacion en una variable si se igualan dos expre-
siones, y al menos una de ellas contiene una tinica variable.
2. Las variables de una ecuacion algunas veces se denominan incégnitas.

Ejemplo 5.1
Algunos ejemplos de ecuaciones algebraicas en una variable son:

x—+2x 3
=14 — 3x-2= 2, |2x—1|=3 —5)2
P +—2+x’ X x+2, [2x—1] (x—5)

*+1=0,

Definicion 5.3 (Solucion de una ecuacion)
Dada cualquier ecuacion en x, al sustituir la variable x por un nimero a, tal que a € R, si se
obtiene un enunciado verdadero (identidad), entonces a se denomina solucion o raiz de la
ecuacion. El conjunto de todas las soluciones de la ecuacién se denomina conjunto solucién
de la ecuacion.

Ejemplo 5.2
D |

Las siguientes ecuaciones se adjuntan con sus respectivas soluciones, a la luz de la Definicion
5.3. Puede comprobar con una calculadora lo indicado.

2 3 1
a) Note que la solucién de la ecuacién e + es x = —, pues:
x—2 —2+4x 2
1 1
212 (2) 3
—1 = 1+ — 1 = —1=—1 (Verdadero)
Z_92 R =
2 * 2
b) La ecuacién x+ 3/x = 5 tiene como solucién , de modo que:

x+3/x=5 = +3( >:5

= 5=35 (Verdadero)
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c¢) Siguiendo la idea de los dos ejemplos anteriores y sustituyendo, se verd facilemente
que la ecuacién x> 4 8x = 15x? tiene como soluciones a:

_ 15+V193 15 —-+/193

X =

2 2

x=0; x

Ejemplo 5.3

Resuelva la siguiente ecuacién lineal
V5x+2vV7 =13

Solucion: Para resolver la ecuacion dada se siguen los siguientes pasos:

1. Aislar el término con x: Se resta 21/7 en ambos lados de la ecuacién para dejar
el término con x solo en un lado. Esto es:

Vax =13 -2V7

2. Despejar x: Dividimos ambos lados por v/5 para resolver para x.

V1327

=

Entonces, la solucién de la ecuacion es:

=)

V5

En el caso del ejemplo anterior, si se cambia la ecuacién v/5x 4 2+/7 = v/13 por ax+ b = ¢, donde
a=+/5,b=2v7y c=+/13 se puede observar que su solucién se decanta en

b—c
a

X =

con la observacién de que a no sea nulo. Este hecho se puede llevar a un escenario con ecuaciones
literales, donde la estructura de algunas ecuaciones se puede generalizar. En algunos casos no se
especifica la variables a despejar. Cuando esto suceda se toma tacitamente la varibale x por despejar.
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5.3 Ecuaciones Literales

Definicion 5.4 (Ecuacion Literal)
Una ecuacion literal es aquella ecuacion que involucra mds de una variable, es decir, que posee
tanto incognitas como expresiones literales que representan cantidades fijas o constantes.

Ejemplo 5.4
Las siguientes son ecuaciones literales:
1
E = mc? s:n(nz—i—) ax* +bx+c=0 Fd:%(vz—v(z))

5.3.1 Despeje de variables indicadas
El lector deberia pensar en las ecuaciones, de manera intuitiva, como si fueran acertijos en los que
hay que descubrir las incégnitas. En este contexto, es importante recordar los siguientes principios:
1. Siun término se suma o resta en uno de los lados de la igualdad que contiene la variable, este
término puede “pasarse al otro lado” de la ecuacion aplicando el inverso aditivo a ambos lados.
Esto asegura que se mantiene la igualdad.
2. Cualquier nimero o variable que sea un factor de la incégnita puede “pasarse al otro lado
en el denominador,” aplicando el inverso multiplicativo en ambos lados de la ecuacion. Este
proceso no cambia el signo.

jCuidadol!

En relacién con este segundo punto, es fundamental recordar que, al “pasar a dividir” un
factor, este no puede ser igual a cero; de lo contrario, se pueden perder soluciones al intentar
determinar el conjunto solucién de la ecuacion.

Se invita al lector a repasar las propiedades de la relacion de igualdad expresadas en la Seccién 2.3,
es decir, las Propiedades de los Niimeros Reales.

Ejemplo 5.5
La férmula para convertir la temperatura de grados Celsius a Fahrenheit estd dada por
9

Despeje la variable F para encontrar la temperatura en grados Fahrenheit (F).

Solucion: En primer lugar, se multiplica por el inverso multiplicativo de % a ambos lados de

la igualdad. Esto es

Cz%(F—32)<:>g-C:F—32

Abhora, se suma 32 en ambos lados para despejar F:

5
F=—--C+32
9 +

Con esto, se ha encontrado una férmula para encontrar F .
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tiene que:

que la expresion

reales. Demuestre que —
a

a+b

b2

_bx-l—a
ax—b

b +ab+a

a+ba—>b

+ba —

Demostracion: Sustituyendo la expresion

Considere la siguiente ecuacién literal a + b =

bx+

ax —

es solucion de la ecuacion dada.

b

—

b*+ab+a
a?+ba—

b*>+ab+a
bl —M
(a2+ba—b) ta

+b=
¢ . b*+ab+a D
al+ba—>b
b® +ab*+ab
24+ ba—b
p=—&F
at ab2+a2b+a2_
a*+ba—b
b} +ab*+ab+a(a®> +ba—b)
——a*+ba—>b
+b=
. ab*+a*b+a®? — b(a®> +ba—b)
@ +ba=b
atb— b? + ab* + ab + a® + ba* — ab
 ab®> +a’b+a? —ba® —b2a+b?
a+b_b3+ab2+ba2+a3
N a?+b?
atb— (b3+ab2)—|—(ba2-|—a3)
- a’+b?
a+b_b2(b+a)+a2(b+a)
N a’+b?
a+b:(b+a)Laz/kb27
_a>+b*
at+b=a+b

es solucion de la ecuacion dada.

a
p— donde a y b representan constantes

b por la incégnita de la ecuacion, se

Dado que la igualdad anterior es una identidad, es decir, es verdadera, entonces se concluye



116 Ecuaciones Algebraicas

Una de las ecuaciones mdas importantes que describen el Movimiento Rectilineo Uniforme-

mente Acelerado estd dada por: x —xg = <v()x_;—vx) t; determine la velocidad inicial (vy).
Solucion:
X—MF=<E%¢2)I = %igﬂﬁ—Vﬁzg(ﬂk;ﬁ>t—w
o — 2(x—x0) :

Sea la ecuacién ax® + bx + ¢ = 0, donde a, b, c € R. Demuestre que

—b+ Vb2 —4dac . . .
x= > es una solucién de dicha ecuacidn.
a
Demostracion:
—b+Vb*—4
Sustituyendo x = + > € en la ecuacion dada:
a
2
—b++Vb?—4dac —b+Vb*—4ac
a +b +c=0.
2a 2a
(—b+ /b2 —4ac)? —b+Vb? —4ac
= . +b +c=0
4q? 2a
b? — 2b\/b? — dac + (b* — 4ac) —b+Vb* —4ac
<~ a- +b- +c=0
4a? 2a
. @ [b? —2bV/b? —4dac + (b* —4ac)| +2ab - (—b+Vb? —4dac) +4a*c 0
4a? N

< a-[b*—2bVb?2—4ac+ (b* —4ac)]| +2ab- (—b+ Vb2 —4ac) +4a*c =0

< 2ab® —4a’c —2ab\/b* — dac —2ab* + 2ab\/b? — dac + 4a*c = 0

<~ 0=0

—b+Vb2—4
Nétese que la igualdad anterior es verdadera, por lo que x = + > ac satisface la
a

ecuacion, es decir, es solucién de ax® +bx+c =0, con a,b,c € R.
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Teorema 5.1 (Teorema del factor cero)
Un producto de n factores entre expresiones algebriacas es igual a cero si y solo si uno o més
de los factores es cero. Es decir, si x1, x3, x3, ... , X, Son expresiones algebraicas, entonces:

XX %3 % =0 <= (x1=0) V (x2=0) V (x3=0)Vv ... V (x,=0)

Prosa de la prueba

(44 ; 29
Hip. x1-xp-x3-...-x, =0
Hqd: (x;=0) V (x2=0) V (x3=0)V ... V (x,=0)

Pba. Se debe probar que, al menos, uno de los factores es igual a cero.
Suponga, por contradiccidn, que ninguno de los factores es igual a cero, es decir,

x1#0;x0#0;x3#40; ... ;x,7#0
= XX X3 Xy £ 0 (=€)

La proposicién anterior contradice la hipdtesis.
(x1=0) V (x2=0) V (x3=0)V ... V (x,=0)

(13 : 29

Hip.: (x;=0) V (x2=0) V (x3=0)V ... V (x,=0)
Hqd.:x;-xp-x3-...-%, =0

Pba. Supdngase, por contradiccién, que:

Dxp-xp-x3: %, 0

2)= X1 X2 X3 Xy £ O A xx=0conl<k<n (Adjuncion de la hipétesis)
3)= X1 X2 X3 Xt Xy £ O
4)=x1- X0 X3 . X X £ 0 (Conmutatividad)

5)=x;-x-x3-...:0#£0 (Por Teorema 2.1).

Note que, si se realiza el producto del miembro izquierdo, teniendo como uno de sus factores
al cero, el resultado siempre sera cero, por Teorema 2.1.
6)0£0=F, (=<«)

X1°X2 X3 o X, =0

XX %3 %, =0 <= (x1=0) V (xx=0) V (x3=0)V ... V (x,=0)

Es importante indicar que el teorema del factor cero se puede extender a cualquier cantidad de
expresiones algebraicas. En consecuencia, como veremos mas adelante (Seccién 5.4.2), es muy
dtil para hallar las soluciones de una ecuacién que se encuentre factorizada. Para tales efectos, es
indispensable que uno de los dos miembros de la ecuacién sea igual a cero.
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Ejemplo 5.9
D |

Encuentre el conjunto solucion de la ecuacién (ax+b)(b —x) =0, si se sabe que a 'y b
representan constantes reales.
(ax+b)(b—x)=0 <= ax+b=0 V b—x=0

<— x=— V x=b

—| Ejercicios 5.1

@ 5.1 Haciendo uso de las propiedades de la igualdad, despeje en cada ecuacién la
variable que se le indica:

T+2 R k

W) g = E " R
e+ — —k
2n mn
9EPB 4S rR—r
D) M= ; d. = 28r ;
b) of —k P )rR+r 2r L

@ 5.2 Dada la ecuacion literal e — fx = ¢ — dx, donde ¢, d, e y f son constantes reales.

e Y Y
Demuestre que x = es solucion de la ecuacién dada cuando d # f.

. 1
@ 5.3 Sealaecuacion = ; ,donde r, s, t, y u son constantes reales. Demuestre
r—sx —ux

que x = es solucion de la ecuacién dada cuando s # u 'y st # ru

s—u
@ 5.4 Sean a, b, m, y n constantes reales. Encuentre el conjunto solucién de las siguientes
ecuaciones en términos de la variable x:

2) <“x2a+b> (a— i)3(a+bx) —0

b.) (xn—1)%(m—9x)(m—1++/nx) =0
c.) (2a—nx)(a® +xm?+bx) =0

A B
5.5 Sea la ecuacion — = B2 donde A y B son constantes reales. Determine la
X

solucidn de esta ecuacion en términos de la variable x y las condiciones para la existencia de
esta solucion.

5.4 Ecuaciones numéricas en una variable

Las ecuaciones numéricas en una variable son ecuaciones que involucran una incégnita y cuyos
coeficientes y términos constantes son nimeros especificos. Estas ecuaciones representan una
igualdad entre dos expresiones matemadticas, y el objetivo es encontrar el valor de la variable que
hace verdadera la ecuacién. Las ecuaciones numéricas son un caso particular de las ecuaciones
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algebraicas, en las que las operaciones basicas—suma, resta, multiplicacion y division—se aplican
a ndmeros conocidos y a una Unica incdgnita. Resolverlas implica aplicar principios algebraicos
bdsicos para despejar la variable y determinar su valor.

Definicién 5.5 (NUmeros algebraicos y niimeros trascendentes)

Sea Q[x] el conjunto de todos los polinomios con coeficientes racionales. Se dice que un
nimero complejo & es algebraico si existe P € Qx| con P # 0 tal que P(or) = 0. Un niimero
complejo ¢ es trascendente si no es algebraico.

Ejemplo 5.10
A |

* Dado que V/2 es solucién de la ecuacién x* —2 = 0, concluimos que \@ €s un nimero
algebraico.

* Puesto que e y 7 no son soluciones de ninguna ecuacién polinomial con coeficientes
racionales, se consideran nimeros trascendentes.?

“Para las pruebas detalladas de la trascendencia de e y 7, se recomienda consultar textos especializados como
An Introduction to the Theory of Numbers de G.H. Hardy y E.M. Wright.

Teorema 5.2 Teorema Fundamental del Algebro

Para toda ecuacién polinomial P(x) = 0 de grado n, con coeficientes en R o C, se cumple que
P(x) tiene exactamente n soluciones en C (contando multiplicidades).

A primera vista, este teorema puede parecer poco revelador. Sin embargo, al combinarlo con el
Teorema del Factor (ver Teorema 4.3), nos conduce a un corolario importante: Toda ecuacion
polinomial P(x) = 0 de grado n tiene a lo sumo n raices distintas (ver Teorema 4.4). Esto significa
que el nimero total de soluciones (considerando multiplicidades y raices complejas) no excede el
grado del polinomio.

Ejemplo 5.11

Analice las siguientes ecuaciones polinomiales y determine sus soluciones:
1. Ecuacién: 3x° — 192 =0
Solucion:

3x°~192=0
=64
x=v64 y x=-V64
Las raices sextas de 64 son los nimeros complejos que satisfacen X0 = 64. Estos son:
x=2, x:2ei%, x:2ei27n, x=-2, szei%n, x=2¢7

Conclusion: La ecuacion tiene 6 soluciones complejas, de las cuales 2 son reales:
x=2yx=-2.




120 Ecuaciones Algebraicas

2. Ecuacién: x* —5x* = —4
Solucion:

x5 +4=0

(-4 (x*-1)=0
¥ =4 = x==42
¥=1= x==1

Conclusion: La ecuacion tiene 4 soluciones reales: x = -2, x=—1,x=1,x=2.

3. Ecuacién: x> — 15x—8 =0
Solucidn: Esta ecuacion ctbica no tiene soluciones racionales obvias, pero se puede
utilizar métodos numéricos o el Teorema de D’ Alembert® para aproximar sus raices.
Note que:

f(=3)=(—27)+45-8=10, f(0)=0-0—8=-8, f(2)=8-30—8=—30

Observe que la funciéon cambia de signo entre x = —3 y x = 0, y también entre x = 0
y x = 2, lo que indica la existencia de una raiz real en esos intervalos. Sin embargo,
debido al comportamiento de las funciones cibicas, se concluye que hay una raiz real
y dos raices complejas conjugadas.

Conclusion: La ecuacion tiene un total de 3 soluciones en C, como predice el Teorema
Fundamental del Algebra.

“El Teorema de D’ Alembert, una forma temprana del Teorema Fundamental del Algebra, establece que toda
ecuacion polinomial no constante con coeficientes complejos tiene al menos una raiz compleja. Para mds detalles,
el lector puede consultar textos como Introduccion al Algebra de G. Birkhoff y S. Mac Lane.

Teorema 5.3 Teoremas de Paridad de Raices
1. Para toda ecuacién polinomial con coeficientes reales y de grado n > 2, si una de las
raices es x; = a+ bi con b # 0, entonces otra raiz es x, = a — bi.
2. Para toda ecuacidn polinomial con coeficientes racionales y de grado n > 2, si una raiz
esx; =a-+ v/b, donde b no es un cuadrado perfecto, entonces otra raiz es x, = a — Vb.
3. Para toda ecuacién polinomial con coeficientes racionales y de grado n > 4, si una raiz
esx; =+/a+vb,cona,b € Qy +/a,V/b¢ Q, entonces también son raices:

x=+va—Vb, x3=-a+Vb, xi=—a—b.

El Teorema 5.3 facilita el hallazgo del conjunto solucién de una ecuacién cuando se conoce una
de sus raices y dicha raiz cumple las condiciones enunciadas. Esto evita la necesidad de repetir
procedimientos similares para encontrar las otras soluciones, simplificando el proceso de resolucién.
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Ejemplo 5.12

A continuacién se presentan algunas ecuaciones con sus respectivas soluciones:
* La ecuacién x> 4 2x+ 5 = 0 tiene como soluciones:

X1:—1+2i, X2:—1—2i.
e La ecuacién x2 — 4x — 1 = 0 tiene como soluciones:
X1=2+\/§, X2:2—\/§.

o La ecuacién 16x* — 80x% + 89 = 0 tiene como soluciones:

10++11 10++11

x| = 5 X2 = — )
2 2

10— /11 10—+/11
X3 = 2 ) X4 = — )

Es posible verificar si una solucién obtenida es correcta sustituyendo el valor de x en la ecuacién
original. Si al hacerlo la ecuacién se convierte en una identidad verdadera, entonces el valor
hallado es efectivamente una solucién; en caso contrario, no lo es (ver Ejemplo 5.2).

Definicion 5.6 Ecuaciones equivalentes

Dos ecuaciones que comparten el mismo conjunto de soluciones se denominan ecuaciones

equivalentes.

Ejemplo 5.13
D |

Las siguientes ecuaciones son equivalentes:

444/5
44+8lx=—V5+8x o x=-— +V5

73
bx+a b*+ab+a
b= & x=— beR.
at ax—b *=2rab—p & <

Ecuaciones lineales

Las ecuaciones lineales, de la forma ax+ b = 0, han sido una parte fundamental de las matematicas

desde la antigiiedad.
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Los babilonios yaresolvian ecuaciones lineales simples alrededor del afio 2000 a.C. Durante el desar-
rollo de las matemdticas, se han creado métodos para resolver sistemas de ecuaciones lineales, como
la eliminacién de Gauss y la regla de Cramer, aplicados a sistemas como:

aix+biy=rc
axx+byy=c

Estas ecuaciones son esenciales en muchas areas de la ciencia y la ingenieria, y contindan siendo
una herramienta crucial en la matematica moderna.

Definicion 5.7 Ecuacion lineal
Se define la ecuacion lineal o ecuaciéon de primer grado en la variable x como aquella que
b
puede expresarse en la forma ax+b =0, con a,b € Ry a # 0. Su tnica solucién es x = ——,
a
b
y su conjunto solucién es S = {—}
a
Ejemplo 5.14

Considere las siguientes ecuaciones:
* Ecuaciones lineales: 8lx+4=8x—+5 y v7x+4=3.
* Ecuaciones no lineales: x+3,/x=5 y 3x+2y—z+xz=4.

Ejemplo 5.15
D |

Determine si la ecuacién —3x(2 — x) — 3x = 5+ 3x? corresponde a una ecuacion lineal.

Solucion:

—3x(2—x)—3x=5+3x%

—6x+3x> —3x =5+ 3x*
(—6x—3x)+3x* —3x*—5=0
—9x—5=0

Note que, mediante las propiedades de la igualdad, la ecuacién pudo expresarse en la forma
ax—+ b =0, por lo que la ecuacién dada corresponde a una ecuacioén lineal.

De acuerdo con la Definicion de ecuacién lineal, si se desea obtener la solucién de
esta ecuacion, basta despejar la incégnita, encontrando asi una ecuacion equivalente a la
original cuya solucién es evidente. Asi:
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5
-I9x—-5=0 <— x:—§

5
Por lo tanto, el conjunto solucién es S = {— 9 }

Ejemplo 5.16

Resuelva la siguiente ecuacién?

(x—2)(10+3x)+4(2x+1)=2(4x—3)+ (x— 1) (3x+5)

Solucién:

(x—=2)(104+3x)+4(2x+1)=2(4x—3)+ (x— 1) (3x+5)
—  (10x+3x* —20—6x) + (8x+4) = (8x — 6) + (3x* +2x — 5)
— (B +12x—16) = (3x>+10x—11)
— 3 +12x—16—(3x>+10x—11)=0
— 3 +12x—16—3x* —10x+11=0
= (12x—10x)+(—16+11)=0
= 2x—-5=0
<— 2x=5
— x=2

2

Por lo tanto, el conjunto solucién es:

£}

“En adelante, resolver una ecuacién equivale a encontrar su conjunto solucién.

Cuando una ecuacioén lineal no tiene soluciones reales, significa que los dos lados de la ecuacion
(los miembros) representan geométricamente rectas paralelas con la misma pendiente pero distintos
interceptos; por lo tanto, nunca se cruzan y no existe ningtn valor de x que satisfaga la igualdad. En
este caso, el conjunto solucién es el conjunto vacio, expresado como &.

Por otro lado, cuando una ecuacidn lineal tiene infinitas soluciones, significa que los dos lados de la

ecuacion representan la misma recta, lo que implica que cualquier valor de x satisface la ecuacion.
Esto da lugar a un conjunto solucién que incluye todos los nimeros reales, es decir, R.
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Resuelva la siguiente ecuacion:
5 2
5(5+x)+3x(3x+2)+1= E(Zx— 2)+(1+43x)
Solucion:

Paso 1: Se expanden ambos lados de la ecuacién.
Lado izquierdo (L.L.):

5(54x)+3x(3x+2) +1=25+5x+9x* +6x+1

=9x% +11x+26
Lado derecho (L.D.):
5
S(@x=2)+ (143x)%> = (5x—5) + (14 6x+9x?)
=0’ +11x—4

Paso 2: Se igualan ambos lados de la ecuacion:
9x% + 11x+26 = 9x* + 11x — 4
Paso 3: Se resta 9x> + 11x de ambos lados:
26 =—4

Este resultado es una igualdad falsa, ya que 26 # —4. Esto implica que la ecuacién original
no tiene solucién en R.

Resuelva la siguiente ecuacion:
14(x+1)—7(3 —2x*) —35x = (14x—7)(x+ 1) — 28x

Solucién:

Paso 1: Se expanden ambos lados de la ecuacion.
Lado izquierdo (L.L.):

14(x+1) —7(3 — 2x?) — 35x = 14x+ 14 — 21 + 14x* — 35x
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Lado derecho (L.D.):

= 14x> +7x—7 —28x
= 14x%> —21x—7

Paso 2: Se igualan ambos lados:
145> —21x—7 = 1422 — 21x—7
Esta es una identidad verdadera para todo x € R.

S=R

Encuentre el valor de a de modo que la ecuacién

. 173
tenga como solucién x = 29"

Solucién:

Paso 1: Se sustituye x en ambos lados.

Paso 2: Se simplifica cada término.

173 865
Lado izqui LL): 2(——-a]——
ado izquierdo (L.I.) (2 9 ) 29
M6, 865
— 29 T
51
=—2a——9

= 14x*> —21x—7

(14x —7)(x+1) — 28x = (144 + 14x — Tx —7) — 28

2(x—a)—5x=a(1—2x)+10(x+a)—7

) 173 .
Se sustituye x = 29 en la ecuacion y se resuelve para a.

(2 5(5) - (1-2(2)) o
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= T 1 10a—
29 +29+0a7

—317 1730
—a<29> +W+10a—7
317 1730

:—2—9a+ﬁ+10a—7

346 1730
Lado derecho (L.D.): a <1 )

Paso 3: Seiguala L.I. y L.D.:

519 317 1730
—2a- S5 == Sgat g +10a—7

Paso 4: Se pasan todos los términos con a al lado izquierdo y los términos constantes al lado
derecho.

317 1730 519
—2a—|—§a—10a— T9+§—

317 2249
—2a+—a—-1 ===
< a—+ 29 a 0a> < 29 7)

Paso 5: Se simplifican los coeficientes de a.

317 317
—2a—10a + Ea = (—12a+ a)

29
(—12a+317a> = (—ma+3l7a>
29 29 29
31
= —2—961

Paso 6: Se simplifican los términos constantes.

2249 . 2249 203
29 29 29
2046
29

Paso 7: Se igualan las expresiones simplificadas.

31 2046
20"~ 29
Paso 8: Se multiplican ambos lados por 29 para eliminar denominadores.

—31a =2046
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Paso 9: Se despeja a.
2046
31
Paso 10: Se simplifica la fraccion.
a=—66
8/ 8 173
Respuesta: El valor de a que hace que la ecuacién tenga como solucién x = 29 es a = —60.

—| Ejercicios 5.2

@ 5.6 Resuelva las siguientes ecuaciones:
a) y(y+1)+4y=y>-9

b) (x—7)(25x—8) = (5x—4)?

c.) %n—%@—f—n) = —2n+5

d) 2ww—2)=32w—1)=5+w(1+2w)

e) 2x(x+3)—2x* = -7 —5x

£) 12m® —8m+15 + m(20m+7) = —8 [— (2m+3)2+3m}

g) 4x(2x—3)+4x=—4x(1—2x)— 10x—7

17++/33 17—+/33
2<x—4 ) (x—4 )] —-52

i) x=3)(x+3)=x—-2)(x+2)

h) 22 —52—2x(x—4)* = —x

i) (x=3)(x*+3x+9) = (x—4)(x* +4x + 16)

@ 5.7 Encuentre el valor o valores de ¢ para los cuales las siguientes ecuaciones son
equivalentes, y cuya raiz corresponde a —4.

a.) x*—4(3q+2)x =2(7x+3q)

b.) 3g(x+5)—T7q(2x+1) =5(gx+2)
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Ecuaciones cuadraticas

Las ecuaciones cuadréticas han sido objeto de estudio desde la antigiiedad, reflejando la profunda
necesidad humana de resolver problemas relacionados con dreas, velocidades y trayectorias. Civi-
lizaciones como la babilénica y la egipcia ya abordaban problemas equivalentes a la resolucién de
ecuaciones de segundo grado, utilizando métodos geométricos y numéricos. Mds tarde, matemaéticos
griegos como Euclides y Diofanto desarrollaron métodos para resolver casos especificos de ecua-
ciones cuadraticas.

El avance significativo en la resolucién general de ecuaciones cuadriticas se atribuye al matemadtico
persa Al-Juarismi en el siglo IX, quien en su obra “El Compendio de Cdlculo por Restauracion
y Comparacion” presenté métodos sistematicos para resolver ecuaciones cuadraticas completas e
incompletas. Su trabajo sentd las bases del dlgebra y proporcioné algoritmos que, traducidos al latin,
introdujeron el término “dlgebra” en la terminologia matemadtica occidental.

La importancia de las ecuaciones cuadraticas radica en su amplia aplicacién en diversas areas
de las matemdticas y las ciencias. Son fundamentales en la geometria para determinar propiedades
de figuras cénicas como pardbolas y circulos, en fisica para describir movimientos acelerados y
trayectorias balisticas, y en economia para modelar funciones de costo y beneficio. Ademads, sirven
como introduccién a conceptos mds avanzados en dlgebra y anélisis matemdtico, como funciones
polinémicas, raices complejas y la teoria de ecuaciones.

Comprender y resolver ecuaciones cuadraticas es esencial para el desarrollo del pensamiento
matemadtico y para abordar problemas mds complejos en disciplinas cientificas y tecnoldgicas.
Su estudio no solo permite resolver situaciones practicas sino que también proporciona herramientas
tedricas para el avance de la matematica pura.

Definicion 5.8 Ecuacion cuadrdtica
Sean a, b, ¢ € R, con a # 0; se define la ecuacidn cuadratica o de segundo grado con una
incégnita como aquella igualdad algebraica que puede expresarse en la forma estdndar:

P(x) =ax’ +bx+c=0

donde a es el coeficiente cuadrdtico, b es el coeficiente lineal y ¢ es el término independiente.
Sib#0yc#0,se dice que la ecuacion es completa.

Una de las principales diferencias entre la ecuacion lineal y la cuadrética es el grado del polinomio.
Las ecuaciones cuadrdtica y lineal, expresadas en su forma estdndar, se diferencian en que la
cuadrética posee un término adicional conocido como el término cuadrdtico (ax*). Esto implica que
no es posible despejar el valor de la incdgnita sélo con las propiedades de la igualdad (propiedades
en R). Nétese que, segtin la Definicidn 5.8, si a, es decir, el coeficiente principal de una ecuacion
cuadriética (factor numérico del término cuadrético), es igual a cero, entonces la ecuacién cuadritica
se transforma en una ecuacioén lineal.
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A continuacidn, se abordaran tres métodos para resolver una ecuacién cuadratica: 1) completacion
de cuadrados; 2) factorizacion; y 3) férmula general. Para aplicar estos métodos, es necesario que la
ecuacion esté expresada en su forma estdndar.

Resolucion de ecuaciones cuadrdticas por completacion de cuadrados

La técnica de completacion de cuadrados se utiliza con el propésito de aplicar la Propiedad de la
Raiz Cuadrada (ver Corolario 2.1 del Teorema 2.12, punto 3), la cual indica que si x*
entonces x = ++/a. Esta propiedad es muy qtil para resolver ecuaciones cuadraticas, especialmente
cuando la ecuacidn carece del término lineal (bx), aunque también puede aplicarse en otros casos.

=a,cona >0,

Ejemplo 5.20
|

Encuentre el conjunto solucién de la ecuacién x> 4 6x —7 = 0.
Solucién:

Se comienza reorganizando la ecuacion y completando el cuadrado:

P H6x—7=0
P46x=7

X 4+6x+9=7+9 (se suma9 a ambos lados)
(x+3)*=16

Se aplica la propiedad de la raiz cuadrada:

x+3=+V16
x+3=24

Se despeja x en cada caso:
x=-3+4=1
x=-3-4=-7

Por lo tanto, el conjunto solucién es:

S={-7,1}
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Ejemplo 5.21

Encuentre el conjunto solucién de la ecuacién x> —2x+1 = 0.

Solucién:
Observe que el trinomio es un cuadrado perfecto, ya que:

K —2x4+1=(x—1)?

Por lo tanto, la ecuacién se puede escribir como:

(x—1)2=0
Aplicando la propiedad de la raiz cuadrada:

Despejando x:

Por lo tanto, el conjunto solucién es:

s={1}

Cuando las ecuaciones estan conformadas por trinomios cuadrados perfectos, es decir, un polinomio
de tres términos que resulta de elevar al cuadrado un binomio, el conjunto solucion estard conformado
por un solo elemento. Sin embargo, el Teorema Fundamental del Algebra (Teorema 5.2) sigue siendo
vélido para las ecuaciones cuadrdticas de trinomios cuadrados perfectos. Estas ecuaciones tienen dos
soluciones, pero ambas son iguales (una tinica solucién real con multiplicidad 2). Es decir, cuando
se resuelve un trinomio cuadrado perfecto, aunque parece que hay una sola solucién, en realidad el
polinomio tiene dos soluciones “idénticas” debido a la naturaleza del cuadrado del binomio.

Ejemplo 5.22
D |
Encuentre el conjunto solucién de la ecuacién 2 (x — 5) (x — 2) +3x = —x*> + 8
Solucién:

2(x=5)(x —2) +3x = —x* + 8

1111

2x% —4x —10x+20+43x = —x*+8
202 —11x+20= —x2+8
22 —11x+20+x2=8-20

3x2—1lx=—12
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< X —?x:—‘l-
11 121 121
2 -~ =9 o
— ¥ -3FT3g 36
11\> 23
<~ X—— = ——
6 36

Note que no es posible aplicar raices a ambos lados de la igualdad ya que de acuerdo con la
Definicion 2.14, este resultado no estd comprendido en R.

S=0

Resolucion de ecuaciones cuadrdticas por factorizacion

Una forma efectiva de resolver ecuaciones cuadraticas es mediante el método de factorizacion, el cual
permite aplicar el Teorema del Factor Cero (TFC) (ver Teorema 5.1) para obtener las soluciones de las
ecuaciones lineales resultantes. La factorizacion es viable debido a que, segiin la Definicién 5.8, un
polinomio cuadritico de la forma P(x) = ax? 4 bx +c puede ser descompuesto como a(x — o) (x — B),
donde & y BB son las raices. En el caso de un polinomio ménico', la factorizacién toma la forma
simplificada (x — a)(x — B).

Ejemplo 5.23
|

Encuentre el conjunto solucién de la ecuacién 64> +7a+1 = 0.

Solucion:

Factorizando por inspeccion:

2
QCL/—I-%H-\I/
6a 1
a 1

6a+a="Ta

Por lo tanto 6a® +7a+ 1 = (6a+1)(a+ 1). De esta forma se tiene entonces que:
6a’+7a+1=0 <= (6a+1)(a+1)=0

<~ 6a+1=0 V a+1=0  por TFC

-1
<~ a=-— V a=-1

'Un polinomio es ménico si el coeficiente del término de mayor grado es igual a 1, es decir, a, = 1 para un polinomio
de la forma P(x) = a,x* + ap_1 X"+ +a1x +aq.
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Sea p una constante real. Encuentre el conjunto solucién de la siguiente ecuacién en términos
de p.

Lpx+x> =77p* +Tpx

Solucién:

px+x> =77p> +Tpx Hpx+x>2—71p* —Tpx=0
x(11p+x)—Tp(l1p+x) =0  por Factor Comin
(Ilp+x)(x—7p) =0

11p+x=0 Vv x—7p=0 por TFC

[

x=—11p Vv x=Tp

S={-11p,7p}

Encuentre el conjunto solucién de la ecuacion  49(x+ 1) —42(x+1)+9=0.

Solucion:

Note que esta expresion es cuadratica donde (x+ 1) puede ser considerado como la variable
del polinomio. De modo que, factorizando por inspeccién:

2_
49(x+1)"—42(x+1)+_9

————
T(x+1) -3
T(x+1) -3

—21(x+1)+21(x+1) =—-42(x+1)

Porlotanto 49(x+ 1) —42(x+1)+9 = (7(x+1) —3)(7(x+1) —3).
De donde se tiene que:

Ox+1)P2-2x+1)+9=0 <= (T(x+1)=-3)(7(x+1)-3)=0
—  (Tx+4)(Tx+4)=0
< Tx+4=0  por TFC
— =
7

Note que se trata de una Unica solucion real repetida, es decir, con multiplicidad 2.

(3]
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Resolucion de ecuaciones cuadrdticas por férmula general

Se puede prescindir de técnicas como la completacion de cuadrados y la factorizacion si se utiliza
directamente el resultado algebraico obtenido al completar cuadrados, conocido como la formula
general (ver demostracion del punto 1 del Teorema 5.4). Esta férmula, que ofrece una solucién
universal para cualquier ecuacién cuadratica, fue desarrollada gradualmente a lo largo de los siglos.
Aunque Gerolamo Cardano y Lodovico Ferrari realizaron contribuciones importantes en el siglo
XVI, el primer matemadtico en emplear el formato moderno de esta férmula fue Francgois Viete, cuya
notacién simbdlica revolucioné el dlgebra. Este método, a diferencia de los dos anteriores, nos
permite, por medio de su discriminante (Definicién 5.9), anticipar si las soluciones son reales o
complejas, lo cual es clave por su gran potencial predictivo.

Definicion 5.9 Discriminante de la ecuacion cuadrédtica

Para un polinomio cuadritico P(x) = ax* +bx +c, donde a, b, c € Ry a # 0, el valor
A = b* — 4ac se denomina discriminante del polinomio.

Ejemplo 5.26

Calcule el discriminante de las siguientes ecuaciones cuadréticas:
1. x> =5x+6=0
2. x> —4x+4=0
3. X2 42x+5=0
Solucion:
1. Para la ecuacién x> — 5x+6 = 0, los coeficientes sona =1, b= —5, ¢ = 6.
Calculando el discriminante:

A=0b*—4ac=(-5)*—4(1)(6)=25-24=1

En tal caso, A=1 > 0.
2. Para la ecuacién x2 — 4x+4 = 0, los coeficientes son a = 1, b = —4, ¢ = 4.
Calculando el discriminante:

A=0b*—4ac=(—4)*-4(1)(4)=16—-16=0

En tal caso A = 0.
3. Para la ecuacién x2 +2x+5 = 0, los coeficientes sona = 1, b =2, ¢ = 5.
Calculando el discriminante:

A=0b*—4ac=(2)*—4(1)(5)=4-20=—16

Entalcaso A= —16 < 0.

EL ejemplo anterior ilustra que el discriminante tiene tres posibles resultados: positivo, nulo o
negativo. Esto es un insumo para caracterizar y formalizar esta idea en el siguiente teorema.
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Teorema 5.4 Férmula general para la resoluciéon de ecuaciones de segundo grado

Dada la ecuacién cuadratica ax> 4+ bx+c =0, con a,b,c € Ry a # 0, se tiene que:
1. Si A > 0, la ecuacion tiene dos soluciones reales distintas:

—b++/b?% —4ac v x —b—+/b%—4ac
X1 = 2= —————————
2a 2a

2. Si A <0, la ecuacién no tiene soluciones en el conjunto de los nimeros reales (las
soluciones son complejas conjugadas).
—b

3. Si A =0, la ecuacidn tiene una tnica solucion real (raiz doble), es decir, x| = x; = "
a

Demostracion del Punto 1, Teorema 5.5
Hipétesis: Todos los axiomas, propiedades y teoremas previos, asi como las definiciones

anteriores.
H.q.m.: Para ax? + bx+c¢ = 0 con A > 0, las tinicas dos soluciones reales de la ecuacién son:

_ —b+Vb*—4ac —b—+/b?—4ac

X1 y X2=
2a 2a
Prueba: Se utilizara el método directo de demostracion.
1) Como: ax®>+bx+c=0 (Definicién 5.5)
2+ b 0
2) _, @ toxte 9 (P5)
a a
b
3) 2+ 24520 (Distributividad)
a a
b\ 2 b\ 2
b c c
4) s2+—+4|2| =042 (P4 y P5)
a a 2 2
b\* ¢ b\*
5) > |x+— ) +-=(— (Compl. de Cuadrados)
2a a 2a
b\? b\* ¢
6 — ) == —- P4
) ~ <x + Za) <2a> a ®4)
b b\* ¢
7) Sxt+—=3/{—] —- (P4 y Def. Valor Absoluto)
2a 2a a

—b++Vb?—4ac
X =
2a
g {x: —b+VA

(P4 y Prop. de los Radicales)

> /xE]R},conA>0
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Ejemplo 5.27

Halle el conjunto solucién de la ecuacion (x — 1)% 4 7x2 + 6x — 41 = 5x (x+3) +x2.

Solucién: Para encontrar los valores que se requieren en la formula general, es necesario
expresar la ecuacién dada en la forma estandar.

(x— 1)+ 722+ 6x — 41 = 5x (x +3) 42
=24 1+Tx2+6x—41 =5x2 + 15x+ 22

8x2 +4x — 40 = 6x2 + 15x
82 +4x—40—6x2—15x=0
2% —11x—40=0

1111

De lo anterior se tiene que P(x) = 2x*> — 11x — 40, de donde se obtienen los coeficientes de la
ecuacion equivalente a la original, es decir:

a=2, b=-11, c=—40
Por lo que:

A= (—11)2—4(2)(—40) = 441
Note que, como A > 0, entonces el polinomio P(x) tiene dos ceros reales distintos, es decir, la

ecuacion posee dos soluciones reales diferentes (Teorema 5.4, punto 1), las cuales se pueden
determinar aplicando la férmula general:

—(—11)— V441 =5
=TT ~ A=
Xy = _(_1;)(;;@ = x) =38

Ejemplo 5.28

D |
Halle el conjunto solucién de la ecuacion 4 (x + 2)* +12(2x — 1)* = 12.

Solucién: Siguiendo la idea del ejemplo anterior.
4x+2) +12(2x - 1)* =12
= AP +HAx+4)+12(4x° —4x+1) =12
= 4+ 16x+16+48x* —48x+12—-12=0
= 522 -32x+16=0
De lo anterior: A = (—32)> —4(52)(16) = —2304. Luego, como A < 0, y con base en el

Teorema 5.4.2, la ecuacién no tiene soluciones reales, sino complejas.

S=0




136 Ecuaciones Algebraicas

Ejemplo 5.29
D |

Encuentre el valor o los valores de p para los cuales la ecuacion

1
Z+2(p+1)x+ §(3+9p) =0

tiene una Unica solucién, y encuéntrela.

Solucion:

Note que se trata de una ecuacién cuadratica en x. Para que una ecuacién cuadrética tenga una
Unica solucién real (es decir, una raiz doble), su discriminante debe ser cero. Aplicando la
Definicion del discriminante y el punto 3 del Teorema de la férmula general, se tiene:

A=b*—4dac=0

Identificando los coeficientes:

a=1
b=2(p+1)
1

Calculando el discriminante:
1
A=R(p+1)]*—4-1- g(3+9p) =0

4
=4(p+1)’—3(3+9p) =0

4
=4(p+1)*=3(3+9p) =0

4
=4(p2+2p+1)—§(3+9p)=0

4
:4p2+8p—|—4—§(3+9p) =0
=4p> +8p+4—(4+12p)=0
=4p*+8p+4—-4—12p=0
=4p’+8p—12p=0
=4p*—4p=0
=4p(p—1)=0
Igualando a cero cada factor:
4p=0 o p—1=0

Resolviendo se tiene que p=00 p = 1.

Para p =0:
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Sustituyendo p = 0 en la ecuacion original:
K +2(041)x+ %(3+9-0) =0
K +2(Dx+ %(3 +0)=0
2+ 2%+ %(3) =0
+2x+1=0
La ecuacién se reduce a un trinomio cuadrado perfecto:
(x4+1)>=0
De donde su unica solucién es x = —1.
Parap=1:
Sustituyendo p = 1 en la ecuacién original:
P H2(14 x4+ %(3+9. 1)=0
X +2(2)x+ %(3 +9)=0
X +4x+ %(12) =0
X +4x+4=0
La ecuacion se convierte en otro trinomio cuadrado perfecto:
(x+2)*=0
De donde su unica solucién es x = —2.

Por lo tanto, los valores de p para los cuales la ecuacién tiene una tUnica solucién
son p =0y p = 1. Las soluciones correspondientes son:

* Para p =0, la tnica solucién es x = —1.

* Para p =1, la tinica solucidén es x = —2.
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—| Ejercicios 5.3

@ 5.8 Encuentre el o los valores de n para los cual 4nx> —3(2 +n)x+7(4 +3n) = 0 tiene
una Unica solucién y encuéntrela.

@ 5.9 Encuentre el valor o los valores de p para los cuales las siguientes ecuaciones
tienen una rafz igual a —5.

a.) x> —4(3p+2)x+2(1+7p) b.) x2+2(3+7p)x+3(6p+1)
@ 5.10 Encuentre el o los valores de p para que se cumpla que:
4(14+p)®+7(p+1)x—10=0,

tiene como unica solucién x = 5.

5.11 Demuestre que, si x| y x» son las soluciones de ax* + bx + ¢ = 0, entonces se

cumple que x; - x, = 2, ademds x| +xp = —
@ 5.12 Pruebe que, si a,b,c € R satisfacen la desigualdad triangular:
la—b| <c<a+b,
entonces la ecuacién cuadritica
x4+ (PP +a* - +b*=0

no tiene soluciones reales.

5.4.3 Ecuaciones de grado mayor que 2
Ecuaciones reducibles a cuadraticas mediante cambio de variable
En algunas ocasiones nos encontraremos con ecuaciones algebraicas un tanto particulares o especiales
que, sin ser de segundo grado, pueden resolverse mediante los recursos que el lector ha obtenido
hasta el momento. Haciendo uso de un artificio matematico denominado cambio de variable o

sustitucion de variable, se puede reducir una ecuacion a segundo grado de manera que se pueda
aplicar los teoremas, propiedades y férmulas que hemos visto hasta ahora.

Ejemplo 5.30

|

Determine el conjunto solucién de la siguiente ecuacion:
X =20 -7 +8x+12=0

Solucion:

Identificar y Plantear: Note que, al ser una ecuacién de grado 4, no es posible resolverla por
medio de la férmula del Teorema 5.4. Factorizando el miembro izquierdo de la ecuacién, po-
driamos obtener una expresion que permita realizar un cambio de variable que simplifique los
calculos, de modo que se puedan utilizar los teoremas, definiciones y propiedades anteriores.
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Ejecutar:

2 T8 12=0 = (xH)?—2(x?)(x)+x° —8x* +8x+12=0
= (?—x)?-8(*—x)+12=0

Seau=x2—x = ur—8u+12=0 = A=b*—4dac=-8"—-4-12=16>0

8+ VA 8— VA
:7:6 y u2:7:

2
2 2

= U
= x*—x=6 y x*—x=2

= >—x—6=0,conA>0 y x*-x—2=0,conA>0
= x1=3 AN xp=-2 y =2 AN xn=-1

-8={3,—1,+2}

—| Ejercicios 5.4

@ 5.13 Utilizando el método de cambio de variable, determine el conjunto solucién de
las siguientes ecuaciones:

a) ¥ —y*-6=0 ) 2(x+3)* —4(x+3)2-2=0
b) —V2+5¢x+6=0 d) (- 1)t = (1-22)?

Resolucion de ecuaciones por division sintética

Las ecuaciones polinomiales de grado mayor o igual a 3 presentan caracteristicas que dificultan su
resolucién mediante técnicas como el cambio de variable. En estos casos, es necesario considerar
herramientas especificas para abordar este tipo de ecuaciones.

En la seccién 5.4 se establece que una ecuacion puede interpretarse como un polinomio P(x),
es decir, una igualdad algebraica entre expresiones cuyos valores Unicamente se satisfacen para
ciertos valores de x. Para resolver ecuaciones polinomiales de grados superiores a 2, es fundamental
aplicar el teorema del factor (ver Teorema 4.3), el cual establece una relacion directa entre las
soluciones de una ecuacién y los factores del polinomio asociado.

La division sintética se presenta como una técnica eficiente para descomponer un polinomio y
determinar sus soluciones de manera sistematica, siempre que se cuente con una raiz inicial o un
candidato a raiz.
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Ejemplo 5.31

Encuentre el conjunto solucién de la siguiente ecuacién:—2x* — 6x> + 60x% 4+ 12x = 112
Solucién:

2t -6+ 602+ 12x =112 = x* 437 —30x2 —6x+56=0

Aplicando Divisién Sintética se tiene que:

1. Los divisores del coeficiente del término de mayor grado son: {£1}

2. Los divisores del término independiente son: {+1,+2,+4 +7,+8 414,428 +56}

3. Por el Teorema 4.5, los posibles ceros racionales de la ecuacién son todas las posibles
combinaciones de la razén de los divisores del término independiente entre los divisores
del término de mayor grado. En este caso particular, los posibles ceros racionales son
los mismos que los divisores del término independiente. Lo anterior vale para todo
polinomio ménico, es decir, de la forma: P(x) = x" +C,_1x" ' +... + Cox?> + Cp.¢

1 3 ~30 -6 56 4
4 28 -8 —56
1 7 —2 _14 0

De lo anterior, y por el Teorema del Factor (ver Teorema 4.3), P(4) es un cero racional de la
ecuacion polinomial inicial. La divisién sintética posibilita reducir el grado del polinomio
inicial, de manera que se tiene: x> +7x*> —2x — 14 = 0. Procedemos a aplicar de nuevo
division sintética para bajar su grado a 2 y aplicar “Férmula General” (ver. Teorema 5.4).

1 7 -2 —14 |7
—7 0 14
1 0 -2 0

Nuevamente, el residuo de esta divisién forma la ecuacién x> —2 = 0, de donde x = +/2.

o S={4,-7,£v2}

“En lgunos libros que pueden servir de ayuda al lector, también se les denomina polinomios normados o

polinomios unitarios.

Ejemplo 5.32

Encuentre el conjunto solucién de la siguiente ecuacion:

12 +28x* =313 — 192 +7x+3 =0
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Solucién:
Aplicando Divisién Sintética se tiene que:
1. Los divisores del coeficiente del término de mayor grado son:

Div.(12) = {£1,42,43,+4,+6,+12}
2. Los divisores del término independiente son:
Div.(3) = {£1,+3}

3. Aligual que en el ejemplo anterior, por el Teorema 4.5, podemos encontrar un cero
racional del polinomio dentro de las posibles combinaciones que surgen de dividir algin
divisor del término independiente entre algunos de los divisores del coeficiente que
acompaiia a la variable de grado mayor. Después de probar algunas combinaciones,
notamos que, al usar —1/2 como divisor, obtenemos como residuo cero, lo que implica
que x = —1/2 es un cero o raiz de la ecuacion.

12 28 -31 —-19 7 3| —1/2

-6 —11 21 -1 -3

12 22 —-42 2 6 0

El residuo de esta division sintética forma la ecuacién 12x* +22x3 —42x2 +2x+6 =0, ala
cual aplicamos nuevamente division sintética hasta llegar a una ecuacién de grado 2.

12 22 -4 2 6|l

12 34 -8 -6

12 34 -8 -6 0

Aplicamos nuevamente divisién sintética a 12x> +34x> — 8x — 6 = 0:

12 34 -8 —6 |3
~36 6 6
12 ) ) 0

De este tltimo residuo se obtiene 12x> —2x —2 = 0, la cual podemos resolver mediante el
Teorema 5.4, cuyas raices son: x =1/2yx=—1/3.

S S={-3,+1/2,—-1/3,1}
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5.4.4 Ecuaciones que involucran expresiones algebraicas racionales

Definicion 5.10 (Ecuacion fraccionaria)

p(x)

Una ecuacién de la forma o) = 0 se denomina ecuacion fraccionaria si p(x) y g(x) son
q(x
polinomios, y ¢(x) # 0.

iCuidadol

En ecuaciones que involucran mds de una fraccidn algebraica en alguno o ambos miembros de
la igualdad, puede ser titil aplicar el principio del cociente nulo (PCN), el cual establece que:

si 2 0, entonces p(x) =0y g(x) #0.

No obstante, es importante evitar el error de asumir que al “pasar a multiplicar” se obtiene
una ecuacién completamente equivalente a la original. La ecuacién resultante puede contener
soluciones adicionales que no forman parte del conjunto solucién de la ecuacion original. Esto
ocurre debido a las restricciones inherentes a las fracciones, las cuales deben ser verificadas y
descartadas en caso de no satisfacer la condicién g(x) # 0.

Las soluciones de la ecuaciéon original siempre estaran incluidas en el conjunto solu-
cién de la ecuacion generada al aplicar el cociente nulo. Sin embargo, no todas las soluciones
de la ecuacién resultante serdn vélidas para la ecuacién inicial.

Ejemplo 5.33
Resuelva la siguiente ecuacion:
8x% +2x _
16x2 +8x+1
2x- (4x+1
1) Factorizando numerador y denominador obtenemos: W =0
X+

1
2) Aplicamos el PCN, tomando en cuenta la restriccién: ~ 2x- (4x+1) =0, con x # — 7

3) Por el Teorema del Factor Cero (Teorema 5.1): 2x=0 V 4x+1=0
1
= =) Y i
X X 2

Nétese que el conjunto solucién de la ecuacion del segundo paso, es decir, de 2x- (4x+1) =0

-1 L .
corresponde a {4, 0}. No obstante, e es una restriccion de una de las fracciones de la

ecuacion original. Por lo tanto e no puede pertenecer al conjunto solucién de la ecuacién

original.

s = {0}
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) ., . w3 w1
Encuentre el conjunto solucién de la siguiente ecuacion: 3 +— =35 3w
w w

w2 3 w 1 w49  5wr—15
5 = =
32 3w

w49 — 5w+ 15w B
> =

0
3w

= w*—5w¥+15w+9=0 con w#0
Note que, después de aplicar el principio del cociente nulo, se obtiene una ecuacién de grado
4, la cual podemos resolver por medio de division sintética (ver Seccién 5.5.1).

34+421
2

-8={-1,3, }

Resuelva la siguiente ecuacion
Tx—3 5x+1 5 3(2x—5)
2 4 6
Solucién:
Tx—3 S5x+1 3(2x—5) 4(7x—3)—-2(5x+1) 12-3(2x—5)
2 e 8 - 6
— 6[4(7x—3)—-2(5x+1)]=8[12—-3(2x—5)]
<~ 6[28x—12—10x—2] =8[12—6x+15]
<  6[18x—14] =8[—6x+27]
< 108x—84 = —48x+216
< 108x—84+48x—-216=0
<~ 156x—300=0
— ~ 300
*7 156
<~ = 25
T3
25
o={5)
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Ecuaciones con valor absoluto

De acuerdo con la Definicion 2.17, el valor absoluto de un nimero x, denotado como |x|, representa
la distancia entre x y el origen en la recta numérica, independientemente de si x es positivo o negativo.

Matematicamente, el valor absoluto se define como:

X six >0,
x| = .
—x six<O.

Una ecuacién con valor absoluto es aquella que incluye una o mas expresiones dentro de un valor
absoluto. Estas ecuaciones resultan especialmente ttiles para modelar situaciones en las que la
magnitud es relevante, pero el signo no lo es, como ocurre en problemas relacionados con distancias,
desviaciones en fisica, anélisis econémico y estadistica.

Definicion 5.11 (Definicion intuitiva de ecuacién con valor absoluto)
Una ecuacion con valor absoluto es aquella en la que las variables se encuentran dentro de un
valor absoluto.

Ejemplo 5.36
Analice la siguiente expresion
x—1, six—7>0
x—7]= .
—(x=7), six—=7<0
Pero, como:
Dx—7>0 <= x>7
Dx—-T7<0 = x<7

Luego,
X six>7
=7 = .
—(x=7) six—7<0
La informacién anterior se puede modelar en la siguiente tabla:
’ |x— 17| ‘ —(x=17) ‘ x—17 ‘

Ejemplo 5.37

|

Analice la siguiente expresion:

—2x+8, six>4

_2x+38, si —2x+8>0
| —2x+8| = ~
—(—2x+38), six<4

—(—2x+38), si —2x+8<0

La informacién anterior se puede modelar en la siguiente tabla:

[ |-2x+8] | —2x+8 [ —(—2x+8) |

= |—2x+8|:{
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Al resolver ecuaciones que involucran valores absolutos, resulta fundamental comprender y aplicar
las propiedades bdsicas del valor absoluto. Estas propiedades permiten simplificar ciertas ecuaciones
al utilizar directamente su definicion, facilitando la obtencion de soluciones de manera mas eficiente.
Por ello, es altamente recomendable revisar las propiedades del valor absoluto presentadas en el
Teorema 2.12 (pags. 52 y 53), ya que constituyen una herramienta esencial para abordar este tipo de

' _

problemas.
Ejemplo 5.38
1
Resuelva la ecuacion Xt
x—11
Solucion:
x+1 _3
x—11]
Ejemplo 5.39

|

3.

L T I I R A

x+1]
x—11]
|x+ 1] =3x—11]

(et 1])% = (3 |x—11])?

(x+1)2=9(x—11)?
(x+1)2=9(x—11)?

¥ +2x+1=9(x*—22x+121)
x4+ 2x+1=9x%> —198x+ 1089

x> +2x+1—9x* 4+ 198x — 1089 =0
—8x%+200x— 1088 =0

x1=8 AN xp=17
S={8,7}

Encuentre el conjunto solucén de la ecuacién x + |x+ 7| = 9.

Solucion: Se procederd a resolver esta ecuacion mediante casos. Estos casos se desprenden

del valor que hace que el valor absoluto se anule.

|x+7| —{

—(x+7) si

x < =7
si x> -1

» Caso 1: x < —7, en este caso se tiene que:

x+|x+7=9

x—(x+7)=9
x—x—T7=9
—7 =9 (Falso)
%]

R

» Caso 2: x > —7, en este caso se tiene que:

sk b7 =9

x+(x+7)=9
x+x+7=9
2x=9-17
2x=2

x=1

A



146 Ecuaciones Algebraicas

.".Como 1 > —7 entonces es solucion.

S={1}

Resuelva la siguiente ecuacion [y+ 1| — 1 = |3y —2|.

Solucion:

Se procederd a resolver esta ecuacion mediante casos. Estos casos se desprenden de los
valores que anulan los valores absolutos.

v
Wi Wi

o .
yi|=4 YL stoy=-l 3y—2  siy
—(y+1) si y<-—1
3y —2|=

—(By—2) si y<

* Caso 1: y < —1, en este caso se tiene que:

y+1-1=3y-2] = -(+1)-1=-(3y-2)
= —y—1-1=-3y+2
= —y+3y=2+42
= 2y=4
= y=2
Como 2 £ —1, entonces 2 no es solucion.
S1=9

2 .
e Caso2: —1<y< 3’ en este caso se tiene que:

y+1|-1=3y—-2| = y+1-1=-3y-2)
= y=-3y+2

= 4y=2

1

= y==

=9
1 2 1 ..
Como—lgzggentoncesyz—es solucion.

{3

2 .
* Caso3: y > 3’ en este caso se tiene que:

ly+1|—-1=3y-2|] = y+1-1=3y-2
= y+1-1=3y-2
= y—3y=-2
= —2y=-2
=

y=1
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2
Como 1 > 3 entonces y = 1 es solucion.
Sz ={1}

1
S=8USUS3, esdecir, S:{z, 1}

El uso de una tabla para resolver ecuaciones con valores absolutos puede resultar mds intuitivo y
organizado que el método por casos, especialmente cuando la ecuacién incluye multiples valores
absolutos. Este enfoque permite analizar de manera sistemadtica los diferentes intervalos donde las
expresiones dentro de los valores absolutos cambian de signo, evitando la necesidad de trabajar

simultdneamente con varias ecuaciones.

La construccién de la tabla comienza identificando los puntos criticos, es decir, aquellos valores
donde las expresiones dentro de los valores absolutos se anulan. Estos puntos dividen la recta
numérica en intervalos. Posteriormente, se evalian los signos de cada expresion en cada intervalo y
se aplica la definicién del valor absoluto. Este procedimiento simplifica el proceso de resolucién al
presentar la informacién de forma visual y estructurada, facilitando la verificacién de las soluciones

dentro de cada intervalo.

Ejemplo 5.41

|

Encuentre el conjunto solucién de la ecuacion |[x+ 1| —1 = |3x—2|.

Solucién:
Aplicando la definicién 2.17, para cada término con valor absoluto:

x+1 si x+12>0

1. 1| = 1| =
x+1i {—(x—|—l) i x+1<0 +1] {—

3x—2 si x

v

W N [SSI\S)

3x—2 si x>0

2. |3x—2|:{ _(3x-2) si <0 = |3x—2| =

—(3x—2) si x<

Con la informacién anterior, se puede construir la siguiente tabla:

x+1 si x>—1
(x+1) si x<—1
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2
— oo —1 = oo
3 +
|x+ 1 —x—1 x+1 x+1
|3x — 2] —3x+2 —3x+2 3x-2
x+1|—1=[3x—2| [ x—1-1=-3x+2 [ x+1-1=-3x+2 [ x+1-1=3x—2
—x—1-1=-3x+2 x=—-3x+2 x=3x-2
—x—2=—-3x+2 x+3x=2 2=3x—x
—x+3x=242 4x =2 2=2x
1
2x=4 x=§ x=1
x=2
1 2 2
Como 2 ¢ |—oo, —1] ComoEE —1,§ Como 1 € §,+°°
1
LS =9 LS = {5} Sy =A{1}

Asi, el conjunto solucién S de la ecuacién es S = S; U S U S3.

{1}

1
=1
27

Encuentre el conjunto solucién de la ecuacion 2|x— 3|+ |—3x+2| =5.

Solucién: Aplicando la definicién para cada término con valor absoluto.

-31={

Con la informacién anterior, se puede construir la siguiente tabla:

—3x+2 si x<

x—3
—(x—3)

si x>3

x<3 y

) |—3x+2|=
si

3x—2

SN W

si x

V
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2 +
3
|x—3| —x+3 —x+3 x—3
| —3x+2] —3x42 —3x+2 3x—2

2|lx=3|4+|—=3x+2|=5

2(—x+3)+(-3x+2)=5
—2x+6—-3x+2=5
—5x+8=5
—5x=5-8
—5x=-3

| W

i-fy)

2(—x+3)+(-3x+2)=5
—2x+6—3x+2=>5
—5x+8=5
—5x=5-8
—5x=-3

2(x—3)+(3x—2)=5
2x—6+4+3x—2=5
5x—8=5
S5x=548
5x=13
13

S

1
Como ?3 €13, 409

(3]

..S:{

Asi, el conjunto solucién S de la ecuacién es S = S U S, US3.

3 13
5°5

—| Ejercicios 5.5

@ 5.14 Considere a y b constantes reales tales que b < 0 < a, halle el conjunto solucién
de la ecuacion
|x—al+|2x—b| =1

@ 5.15 Considere a, b y c constantes reales tales que b < ¢ < 0 < a, halle el conjunto

solucion de la ecuacion
cx+a

2=5
x—>b i

@ 5.16 Considere n € N, n par, halle el conjunto solucién de la ecuacion

V(2x+ 1)+ 3/ (2x— 1) =x+1

@ 5.17 Considere n € N, halle el conjunto solucién de la ecuacién

2n+1
() 2= e
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5.4.6 Ecuaciones con radicales

Definicion 5.12 (Ecuacién radical)

Se denomina ecuacion radical a aquellas ecuaciones en las que las variables se encuentran

dentro de un radical.

iCuidado!

Al resolver ecuaciones radicales, es fundamental considerar que al elevar ambos miembros
de la ecuacién a una potencia correspondiente al indice del radical, la ecuacién resultante
no siempre es equivalente a la ecuacién original. Esto se debe a que el proceso de elevaciéon
puede introducir soluciones adicionales que no satisfacen la ecuacion inicial.

Por esta razon, es indispensable verificar todas las soluciones obtenidas sustituyéndolas en la
ecuacion original para confirmar cudles son vélidas.

Ejemplo 5.43
D |

Resuelva la siguiente ecuacion:

Solucion:

VvV3—z+2z=3

44y

porque primero se deben verificar.
e Paraz=2

vV3—z+2z=3

.. 2 es solucion de la ecuacién.
e Paraz =3

vV3—z+2z=3

.. 3 es solucion de la ecuacidn.

R

=

V3—z+z=3

De donde se tiene que 2 y 3 son posibles soluciones. Se dice que son posibles soluciones

V3-242=3
V1+2=3
3 = 3 (Verdadero)

v3—3+3=3
V0+3=3
3 = 3 (Verdadero)

~8={2,3}
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Resuelva la siguiente ecuacion:

VIr+8—Vr+1=3r+1

Solucion:

(VIr+8—+r+1)? = (\/3r+1)>

(VIr+8)2 —2VTr+8-Vr+ 1+ (Vr+1)2=3r+1
Tr+8—=2/(Tr+8)(r+1)+r+1=3r+1
~2V7r2+15r+8 = —5r—8

(=2V7r2 +15r +8)? = (—5r—8)?

4(7r> 4+15r +8) = 2512 +80r + 64

2872 4 60r 4 32 = 25r2 4 80r + 64

3r2 —20r—32=0

(r—38) (r—{—%) =0

4
De donde se tiene que 8 y — 3 son posibles soluciones. Se procede a probar cada una de ellas:

VIr+8—+r+1=3r+1

L I R e

e P — — =
ara r 3

4 4 4
\/7r+8—\/r—|-1:\/3r+1 = 7'—§+8—\/—§+1:\/3'—§+1
4 . .
.. Note que al evaluar ~3 todos los radicales se indefinen, por lo que este valor no

corresponde a una solucion.
e Parar=38

VIr+8—+vVr+1=3r+1 = 7-8+8—+/8+1=+3-8+1
= V64—9=125
= 8-3=5
=

5 = 5 (Verdadero)

.. 8 es solucion de la ecuacion.

-S={8}

151
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—| Ejercicios 5.6

@ 5.18 Considere r una constante real positiva. Halle el conjunto solucién de la ecuacién

\/r+/x=2

@ 5.19 Considere a una constante real de manera que no indefine la expresion. halle el
conjunto solucién de la ecuacion

@ 5.20 Considere a y b constantes reales tales que 0 < a < b, halle el conjunto solucién
de la ecuacién

V-2x+a+b—Vb—x—+va—x=0

@ 5.21 Halle el conjunto solucién de la ecuacion

V-3+2x—vVx—1=v-2+x

@ 5.22 Halle el conjunto solucién de la ecuacién

VVI+x=Vx+1

5.5 Sistemas de ecuaciones lineales

Definicion 5.13
Un sistema de m ecuaciones lineales y n incégnitas estd dado por

ayxy+apxy+---+apx, = by,

anxi+anx;+---+ayx, = b,
: = g

AmiX1 +ampx2 + -+ AmnXn, = bp,

donde los coeficientes a;; son nimeros reales (o complejos, segiin el contexto), x; representan
las incognitas y b; son los términos independientes.

Definicion 5.14
De acuerdo con el niimero de soluciones que posea, un sistema de ecuaciones lineales puede
clasificarse de la siguiente manera:
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» Sistema compatible determinado (SCD): El sistema tiene una solucién tnica.

* Sistema incompatible (SI): El sistema no tiene ninguna solucién (las rectas o planos
son paralelos y distintos).

 Sistema compatible indeterminado (SCI): El sistema tiene infinitas soluciones (las
rectas o planos coinciden).

Grdfica del conjunto solucién

En el caso de dos variables, cada ecuacién lineal puede interpretarse geométricamente como una
recta en el plano cartesiano xy. Una ecuacion de la forma

aix+axy =b,

donde ay,ax,b € Ry a; # 0, a, # 0, se denomina ecuacion lineal en dos variables. Un sistema
de dos ecuaciones lineales en dos incégnitas puede visualizarse como dos rectas en el plano, cuyo
conjunto solucién coincide con su punto de interseccion (si éste existe).

y
I

X1

Figura 5.1: Interpretacion geométrica de un sistema de dos ecuaciones lineales en dos variables

En la figura anterior, las rectas /1 y [, representan dos ecuaciones lineales diferentes. Si dichas rectas
se cortan en un tnico punto, ese punto de interseccion (xy,y;) se identifica como la solucién dnica
del sistema en el plano. En un sistema con tres variables, la interpretacién geométrica se extiende a
planos en el espacio tridimensional, y su interseccién puede ser un punto (una solucién dnica), una
recta (infinitas soluciones) o no existir (sistema sin soluciones).

Métodos para la resolucion de un sistema de ecuaciones lineales

Para ilustrar los métodos de resolucion, se considerara el siguiente sistema de dos ecuaciones lineales
con dos incognitas:
3x+5 = 9,
{ 4x+2y = 2.

En secciones posteriores, se analizard como aplicar distintos procedimientos (sustitucidn, igualacion,
eliminacidn, entre otros) para encontrar el conjunto solucién de este tipo de sistemas.
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Método de eliminacién o reduccién

El método de eliminacién, también conocido como método de reduccion, consiste en asignar un
factor multiplicativo a cada ecuacién de modo que, al sumarlas o restarlas, una de las variables sea
eliminada. Este procedimiento requiere, en primer lugar, definir claramente la variable que se desea

eliminar.

Ejemplo 5.45

Resuelva el sistema de ecuaciones dado por

3x+5 = 9
4dx+2y = =2

Solucién:
1. Multiplicar la ecuacién 3x+ 5y = 9 por 4:

4(3x+5y) =4-9 = 12x+20y = 36 (1)
2. Multiplicar la ecuacioén 4x + 2y = —2 por 3:
3(4x+2y)=3--2=12x+6y=—6 (2)
3. Restando (1) y (2) se tiene que:
12x+20y— (12x4+6y) =36 — —6=12x+20y— 12x— 6y =36+ 6= 14y =42 =y =3

4. Sustituyendo el valor hallado en alguna de las dos ecuaciones es posible encontrar el

valor de la otra incdgnita:

dx+2y=-2=4x4+2-3=-"2=4x=-8=x=-2

S.8={(-2,3)}

5.5.2 Método de igualacién

El método de igualacién consiste en despejar la misma variable en cada una de las ecuaciones vy,
posteriormente, igualar las expresiones resultantes. De esta forma, se obtiene una nueva ecuacién
que permite determinar el valor de dicha variable.

Ejemplo 5.46
Resuelva el sistema de ecuaciones dado por
3x+5 = 9
4x+2y = -2

Solucion:
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1. Despejar la variable x de la ecuacién 3x+ 5y = 9:

9-5 5
3x+5y=9:>3x:9—5y:>x:Ty:>x23f§y (1)

2. Despejar la variable x de la ecuacién 4x + 2y = —2:

—2-2 1 1
dx+2y=-2=4x=-2-2y=>x= 2 y:>x:_§_§y (2)

3. Igualando (1) y (2) se tiene que:

4. Sustituyendo el valor hallado en alguna de las dos ecuaciones es posible encontrar el

valor de la otra incdgnita:

4x+2y=-"2=4+2-3=-"2=4x=-8=x=-2

S8={(-2,3)}

5.5.3 Método de sustitucion

El método de sustitucion consiste en despejar una de las variables en una de las ecuaciones Yy,
posteriormente, sustituir la expresion obtenida en la otra ecuacién. Con ello, se reduce el sistema a
una sola ecuacién con una variable, facilitando su resolucién.

Ejemplo 5.47

Resuelva el sistema de ecuaciones dado por

3x+5 = 9
4x+2y = =2

Solucién:
1. Despejar la variable x en la ecuacién 3x+ 5y = 9:

9-5 5
3x+5y:9:>3x:9—5y:>x:Ty=>x=3—§y (1)
2. Sustituir (1) en la ecuacion 4x+2y = —2:
5 20
4dx+2y=-2=4 3—§y +2y:—2:>12—?y+2y:—2

20 —14
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3. Sustiuyendo el valor hallado en alguna de las dos ecuaciones es posible encontrar el
valor de la otra incdgnita:

4x+2y=-2=4x+2-3=-"2=4x=-8=x=-2

S Ss={(~2,3)}

Ejemplo 5.48
Halle el conjunto solucién del sistema dado por:
x—5+6z = 29

x+y+z
2x+3y+5z = 11

Il
&}

Solucién:
1. De la primer ecuacién se despeja la variable x:
xX—5y+67=29=x=29+5y—67

2. Se sustituye lo hallado en el paso anterior en las dos ecuaciones restantes:

29+5y—6z+y+z = 2 N 6y—5z = =27
2(29+5y—6z)+3y+5z = 11 13y—7z = —47

3. El sistema de ecuaciones obtenido anteriormente puede resolverse con cualquier de los
métodos vistos, en este caso se obtiene que y = —2, z = 3.
4. Sustituyendo los valores hallados en la ecuacion que se obtuvo en el paso 1 se tiene que:

x=29+5y—6z=x=29+5-—2-6-3=1

S8={(1,-2,3)}

—| Ejercicios 5.7

@ 5.23 Considere a y b constantes reales, halle el conjunto solucién del sistema de
ecuaciones dado por:

y+x = —a
bx—ay = 2a*>—b?
2 pu—
@ 5.24 Si se sabe que el sistema de ecuaciones dado por %42y s un sistema
6x+ky = 1

de ecuaciones compatible determinado, halle el o los posibles valores que puede tomar k.
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@ 5.25 Considere r y s constantes reales, halle el conjunto solucién del sistema de

ecuaciones dado por:
{ rx+ sy = -rs

x+s+y+s _ )
r s

@ 5.26 Si se sabe que x = —3 corresponde a la solucién del sistema dado por

(2k—=3)x—(1—k)y = 19 (1) .
{ 4—3k)x+(1—-2k)y = —11 2) , determine el valor de k.

—| Ejercicios 5.8

1 1 1 1
@5.27 Pruebe que = -+ —+—,conx,yz€eR,siysolosi, (x+y)(x+z)(y+
x+y+z x 'y z2
z) =0.

@ 5.28 Determine el conjunto solucién de las siguientes ecuaciones:
) n o n® —6n 3
a. =
3n+9 27-3n2 2n—6

3x—9 _x2—3x
2x2 —5x+1 4
c) 2t —x34+3x2—-2x—2=0
d) —4+12x—3x*—13x% = 6x*
e) ¥ +2x2=0
£) m(2m?® —4) = —6m? — 3m*
g) 3vVx2 —6,x—27=0
h) 2x+5 x+2 _ 24x
49 —x2  x2—8x+7 x2—6x—7
i) y0—14y* +49y* =36
j) 8w’ —8w? —22w+6=0

11\ ¥ 3
k) sx(——=)=242
) x<3x x2> 5 7

b.)

—3x+5

1) ’;+ —x

m.) [x+1|—|x—2|=x+1
2x—1

n.) a ‘:\2x+1|+x
x+1

0) K —1]=x*+2x+1
p) —2x+1|+4|5x+1| = —-2x+4
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2
—1
q.) “x =x+1
x
) Vx2+2—-8=x
$) V2x+1—v2x—1=-1

t) Véx+14+2x—5=0

1—2x 2x—1
u.)\3/ 5 —\/ 5 =0

@ 5.29 Determine el conjunto solucién de los siguientes sistemas de ecuaciones:
) { 2x+3y = 1

2x+3y = 1
3 5
—fx+1y = 4
b) ¢ P s
“x—2y = -5
473
e {X(y—l)—y(x—2) = 2
Tl yx—=5)—x(y+4) = —14
Tx—(6x—y) = 3y+38
d.)
dx—(Sx—y) = 2y+1
x+y+z = 25
e.) Sx+3y+2z = 0
y—z = 6
2x—2y+z = -3
f.) x+3y—-2z = 1
3x—y—z = 2

5.6 Problemas con ecuaciones

La resolucién de problemas constituye una de las aplicaciones mds destacadas de las ecuaciones.
En esta seccidn se presentan problemas que pueden resolverse mediante ecuaciones o sistemas de
ecuaciones, tal como se ha visto hasta el momento. En algunos casos, es de gran utilidad construir
un diagrama o grifico que represente la situacion planteada. Al tratarse de una aplicacién directa
de las ecuaciones, se espera que el lector analice y comprenda la informacién proporcionada en
el enunciado, con el propésito de plantear y resolver la ecuacidn que satisfaga las condiciones del
problema.

Ejemplo 5.49

Problema: Un sistema de enfriamiento con capacidad de 10 litros contiene una solucién al
20% de anticongelante y 80% de agua. Se desea elevar la concentracion de anticongelante
al 50% reemplazando parte de la solucién inicial por anticongelante puro. Determinar la
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cantidad que debe extraerse y afiadirse.
Solucién:

Identificacion y planteamiento: El problema describe un procedimiento de reem-
plazo: se extrae cierta cantidad x de la solucién al 20% y se sustituye por la misma cantidad
x de anticongelante puro (100%). De este modo, se mantienen los 10 litros totales, pero la
concentracion de anticongelante se modifica hasta alcanzar el 50%.

Ejecucion:
L T~
10 litros . x litros + x litros — 10 litros
L T~ L T~
20% 20% 100% 50%

Se plantea la ecuacién correspondiente al balance de anticongelante:

10-0.20 — x-0.20+ x-1.00 = 10-0.50
—_—— e S —_——
ant. inicial removido agregado (puro) meta
3
2-02x+x=5 = 24080x=5 = 08x=3 =— x:m:3.75.

Conclusion:

Es necesario reemplazar 3.75 litros de la solucién inicial por 3.75 litros de anticon-
gelante puro para alcanzar el 50% de concentracién.

Verificacion:

Sustituyendo x = 3.75 en la ecuacidn:
10-0.20 — 3.75-0.20 + 3.75-1.00 = 10-0.50.

El lado izquierdo se evalia como 2 —0.75+3.75 = 5, el cual coincide con el lado derecho
(5). Ademas, 3.75 < 10, lo que verifica que la cantidad extraida y agregada es razonable: no
excede el volumen total disponible ni la meta requerida.
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Ejemplo 5.50

Lea cuidadosamente y resuelva el siguiente problema:

En la parte inferior de un reloj de arena, simétricamente y mientras cae la arena por la accion
de la gravedad, se forma un cono circular recto, cuyo didmetro de la base siempre es dos
veces su altura. Ademds, se quiere construir, a partir de una cartulina, una caja de base
cuadrada sin tapa circunscrita en la base del cono de arena. Si de la parte superior del reloj
salieron 216¢m> de arena, y si se quiere que la caja contenga esta misma cantidad de arena,
Jcudl es el drea necesaria de la cartulina para la construccion de la caja?

Solucion

Identificar y Plantear: Partiendo del volumen del cono (216¢m?) es posible, haciendo uso de
la férmula del volumen para un cono recto, obtener el valor del lado del cuadrado circunscrito
en la base del cono, es decir, el valor del lado de la base de la caja. Como el volumen del cono
es el mismo que el de la caja, este dltimo nos proporciona la altura de la caja o, lo que es lo
mismo, la medida de la altura de los lados de la caja. Si tenemos las dimensiones de las aristas
de la caja, entonces es posible conocer el drea de la cartulina necesaria para la construccioén de
la caja.

Ejecutar: Utilizando la férmula del volumen del cono (V) es posible hallar el didmetro (d):

2 3 4 4
V1=7tgh:216cm3 = %:216cm3 = r:f/%cm3 = d:2-<\3/6ng>cm

Por tridngulos especiales o Pitdgoras, el lado de la base cuadrada de la caja es:

1648

2.3 =

648 T

2 =24 — =t O
V2 - = | ;) cm

Luego, hallando la altura (%) mediante el volumen de la caja (V3):

5. +[648
NV 108

Vi=02h = 206em’= | —Locm| h = h=——"—scm
v2 .68
T

Finalmente, el area necesaria de la cartulina es: A, ecesaria = Abasal + AAlateral
92 648
T 108 ,  8V243n(V2m+3) ,

23/@
T
cm | +4 . cm cm

Anecesesaria =

T

.. El drea necesaria para la construccion de la caja es de:
8v/243m(\/2m 4 3)
p- c
Comprobar: Es necesario que se cumplan tres condiciones: 1) Si multiplicamos A, por i

m? ~ 173, 2cm?

el volumen de la caja debe ser 216¢cm?>. 2) Es indispensable que el Ap,y, mida igual al drea
del cuadrado inscrito en la base del cono. 3) Por tltimo, que la suma de las dreas laterales
y basal sea correcta, sin tomar en cuenta el drea de la tapa. Como estas tres condiciones se
cumplen en nuestro caso, por lo tanto nuestro resultado (Aecesaria) €5 COITECto.
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Ejemplo 5.51

Resuelva el siguiente problema:

Se desea preparar 5 litros de liquido de bateria con 30% de dcido. El liquido puede
comprarse en dos presentaciones, una al 50% de dcido y la otra al 20% de dcido. ;Cudntos
litros de cada uno deben usarse para preparar los 5 litros?

Solucion

Identificar y Plantear: Se requieren 5 litros al 30%, por lo que, al formar nuestra ecuacion,
este constituye nuestro término independiente; mientras que las otras cantidades, de momento
desconocidas, podrian ser simbolizadas por cualquier variable (x y y). El planteamiento de
nuestra ecuacion debe incluir, para cada variable, los datos porcentuales indicados, es decir,
la cantidad porcentual de 4dcido en el liquido ”x” (50%), y la cantidad en porcentaje de dcido
del liquido ”y” (20%). Sin embargo, al hacer esto tendriamos una ecuacién con dos variables,
por lo que requerimos de otra ecuacién para resolver el problema. Note que el enunciado nos
indica, no sélo los porcentajes asociados a cada presentacion, sino que también nos pregunta
por los litros de cada presentacion requeridos para preparar los 5 litros; es decir, la suma en
litros de x y y debe ser igual a 5.

Ejecutar: De nuestro andlisis obtenemos el siguiente sistema de 2 ecuaciones con 2 variables:

2 5 2

11
{x-50%+y-20%:5-30% R Lilh23
BIY=3 Xx+y=5 )

Despejando x en (1) y sustituyendo en (2) obtenemos:

§x+§y:§ = x=3—_y
Luego:
3—Zy+y=5
10
=>y=—= 3
Y =3 3)
Ahora, sustituyendo (3) en (2) obtenemos el valor de x:
+ 10 5 = >
X e X = —
3 3

5 10
.. Se requieren 3 litros de 4cido al 50% y 3 de 4cido al 20%
para obtener 5 litros al 30%.

Comprobar: Los valores obtenidos tanto de x como de y satisfacen de manera simultdnea las
ecuaciones del sistema. Por otra parte, intuitivamente podriamos conjeturar que se necesita
mads 4cido al 20% que al 50% para obtener una sustancia al 30% (y > x). Por lo tanto, el
resultado es correcto.
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—| Ejercicios 5.9

@ 5.30 Resuelva los siguientes problemas:

a.) La longitud de una piscina rectangular debe ser 6 veces su ancho. Ademads, se requiere
construir la acera perimetral de la piscina con 315m? de hormigén y con un ancho de
2m. Determine las dimensiones de la piscina.

b.) Un farmacéutico debe preparar 20mg de una solucién que contenga 18% de un ingredi-
ente activo, pero s6lo dispone de soluciones al 15% y al 20%. ;Cuéantos miligramos de
cada solucioén deben mezclarse para obtener la receta deseada?

c.) Pedro y Maria corren a su encuentro en la playa realizando un recorrido en linea recta
el uno del otro. Pedro estd a 150m de Marfa. Si la velocidad de Pedro es de 2,8m/s y la
de ella es de —2,2m/s, {cuéanto tardan y en qué punto de la trayectoria se encuentran?
(Utilice la siguiente ecuacion: x = xo + vf; donde x es la posicién final y xq la posicién
inicial (ambas en metros m); v la velocidad (en metros por segundo: m/s), y t el tiempo
en segundos (s)).

d.) En el epitafio de la tumba de Diofanto, un gran amante de los nimeros en la Antigiiedad,
se lee lo siguiente: «Transetinte, esta es la tumba de Diofanto: es él quien con esta
sorprendente distribucion te dice el niimero de afios que vivio. Su nifiez ocupo la sexta
parte de su vida; después, durante la doceava parte su barbilla se cubrio de vello. Paso
una séptima parte de su vida antes de tomar esposa y, cinco afios después, tuvo un
precioso nifio que, una vez alcanzada la mitad de la edad de su padre, perecio de una
muerte desgraciada. Su padre tuvo que sobrevivirle, llordndole, durante cuatro afios.
De todo esto se deduce su edad».

e.) El largo de la pagina de un libro mide Scm mds que lo que mide su ancho. El drea
impresa es de 594cm?, con mérgenes de lin superior e inferior y margenes de 0, Sin
en los lados. Halle, en centimetros, las dimensiones de la pagina. (Tome en cuenta
la conversion de pulgadas (in) a centimetros (mm); y la conversién de milimetros a
centimetros (cm) si se sabe que: lin = 25.40mm y 1lmm = 0.1cm).

f.) Juanita y Federica comienzan con el mismo nimero de fichas. Cuando Federica ha
perdido % de sus fichas, Juanita ha ganado 33 fichas mds que la cuarta parte de las fichas
que le quedan a Federica. ;Cudntas fichas tenian cada una al principio?

g.) Se tiene una esfera y un cono circular recto inscrito en ella. El volumen del cono es
% cm?® y el volumen de la esfera es 4500 cm?>. Al proyectar la base del cono sobre el
circulo médximo de la esfera (paralelo a la base del cono), se forma una corona circular
de area % cm?. Hallar la altura del cono, utilizando las férmulas para el volumen de

un cono y de una esfera.

h.) En medicina y nutricién, el drea de superficie corporal (ASC) se utiliza frecuentemente
para determinar la dosis de algunos medicamentos. Una férmula aproximada para
calcular el ASC (en m?) de un paciente es:
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1.)

J)

p-h
ASC = (| —
5¢ 3600’

donde p es el peso en libras (Ib) y /4 es la estatura en centimetros (cm).
(a) Un paciente pesa aproximadamente 1751b y presenta un ASC de 3 m?. Determinar
la altura aproximada del paciente en centimetros.
(b) Otro paciente mide aproximadamente 180cm y tiene un ASC de 2.8 m?. Determi-
nar el peso aproximado del paciente en libras.

En un estanque se introducen peces Betta y Guppy. La poblacién total p de peces en el
estanque, tras un cierto nimero de dias, estd modelada por la siguiente expresion:

0 = 140 + 3d + 10v/d — p,

donde d es el nimero de dias transcurridos desde que los peces fueron introducidos, y
p es la poblacion de peces. A partir de este modelo:

(a) ¢(Cuantos peces habré al cabo de 10 dias?

(b) (Cudntos dias tardard la poblacion en alcanzar 228 peces?

Una compafiia empacadora de arroz establece que cada bolsa debe pesar exactamente
2.2kg. Sin embargo, debido a la dificultad de empacar con precisidn, se permite un
margen de error de +125g. Las bolsas cuyo peso exceda ese margen por sobrepeso o
por defecto deben vaciarse y volverse a empacar. Se desea determinar el peso minimo y
maximo (en kilogramos) de las bolsas que se aceptan como validas.
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Intfroduccién

En el capitulo 2 del este libro, a saber, “El Conjunto de los Numeros Reales”, se presentd la relacién
menor que “<’y la relacién mayor que “>", estas dos relaciones permiten realizar comparaciones
entre cantidades y caracteristicas cuantificables, lo cual tiene una gran importancia en casi todas las
areas de la matematica.

La evaluacién de cualquier tipo de proceso estd relacionado con la capacidad de determinar si una
relacién de desigualdad es o no valida. Por ejemplo, la nota final de algunos cursos, por si misma,
no tiene significado, pero al comparar dicha con una nota minima de referencia, por ejemplo 70,
esta adquiere relevancia, pues es la comparacion lo que establece si el curso es aprobado o no. Las
inecuaciones, al igual que las ecuaciones, es un tema que tiene gran importancia, pues muchos de los
problemas cotidianos pueden ser expresado como una o varias desigualdades que se deben verificar.
En el siguiente apartado se presentan los principales conceptos de inecuaciones algebraicas. Se
establece primero la definicién de los intervalos reales como una herramienta importante para
establecer el conjunto solucién de las inecuaciones que se abordaran seguidamente a este tema.
Finalmente, se brinda un segundo capitulo sobre el valor absoluto y sus propiedades lo que permitira
resolver ecuaciones e inecuaciones que involucren dicho concepto.
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Propiedades de las desigualdades

El conjunto de los nimero reales se dice que es un conjunto ordenado, pues en €l es posible definir
una relacién de orden entre sus elementos de la siguiente forma:

Definicion 6.1
Dados dos nimeros reales a y b cualesquiera, se definen la relaciones de orden para a 'y b de
la siguiente forma:
* a es mayor que b, siy solo si, (a — b) es positivo.
* g es menor que b, siy solo si, (@ — b) es negativo.
* a es mayor o igual que b, si y solo si, a es mayor que b 6 a es igual a b.
* g es menor o igual que b, si y solo si, a es menor que b 6 a es igual a b.
La relaciones de orden en R son proposiciones logicas, esto quiere decir que se le puede
asignar uno y solo un valor de verdad, ya sea verdadero o falso.

* “a es menor que b” se denota a < b.
* “a es mayor que b” se denota a > b.
* “a es menor o igual que b” se denota a < b.
* “a es mayor o igual que b” se denota a > b.

Ejemplo 6.1

Considere las siguientes desigualdades y su respectivo valor de verdad.
* 2 < 3selee “2 menor que 3” y es una proposicion verdadera.
* 5> 3 selee “5 es mayor que 3” y es una proposicion verdadera.
* —4 > -2 se lee “—4 es mayor que —2” y es una proposicion falsa.
*» —5 < 8selee “—5 es menor o igual a 8 y es una proposicién verdadera.
* 7> 7 selee “7 es mayor o igual que 7” y es una proposicion verdadera.

Definicion 6.2 Desigualdades equivalentes
Dos desigualdades D y D, se dicen equivalentes si tienen los mismos valores de verdad; es
decir, si D es verdadera, D, serd también verdadera; y si D; es falsa, D, también serd falsa.
La equivalencia entre D y D; se denotard por D <= D;.
Si la desigualdad D depende de algunos pardmetros o incdgnitas, entonces serd equivalente a
otra desigualdad D, que también depende de los mismos pardmetros, si sus valores de verdad
coinciden para cualesquiera que sean los valores que tomen las incégnitas.

Teorema 6.1

Para todo a y b nimeros reales cualesquiera, se cumple que:
* a<b <= b>a,esdecir, si “a menor que b”, equivale a “b mayor que a”.
* a<b <= b > a,esdecir, si “a menor o igual que b”, equivale a “b mayor o igual que

2

a .
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* a>b <= b <a,es decir, si “a mayor que b”, equivale a “b menor que a”.
* a>b <= b <a,esdecir, si “a mayor o igual que b”, equivale a “b menor o igual que

2

a .

Propiedad aditiva de las desigualdades

Teorema 6.2
Sean a, b y k tres nimeros reales cualesquiera. Entonces:

*a<b <= at+k<b+k una constante real, es posible sumar la con-
c*a<lb < a+k<b+k stante en ambos miembros de la desigualdad
ca>b < at+k>b+k sin que se vea alterado el valor de verdad de
ca>b << a+k>b+k la desigualdad.

Es decir, dada una desigualdad cualquiera y

Propiedad multiplicativa de las desigualdades

Teorema 6.3
Sean a y b niimeros reales cualesquiera y sea k una constante real positiva. Entonces:

ca<b < ak<bk una constante real positiva, es posible multi-
ca<b<= a-k<b-k plicar la constante en ambos miembros de la
ca>b <= ak>b-k desigualdad sin que se vea alterado el valor
cea>b << a-k>b-k de verdad de la desigualdad.

Es decir, dada una desigualdad cualquiera y

Sean a y b niimeros reales cualesquiera y sea k una constante real negativa. Entonces:

l.a<b < a-k>b-k Es decir, cuando se multiplica una constante
2.a<b <= a-k>b-k real negativa en ambos miembros de una de-
3.a>b <= a-k<b-k sigualdad es necesario invertir el simbolo de
4. a>b <<= a-k<b-k desigualdad para mantener la equivalencia.

Propiedad pasar a...
Al igual que se hizo en las igualdades, es posible demostrar, utilizando las propiedades anteriores,

las reglas “pasar a sumar”, “pasar a restar”, “pasar a multiplicar” y “pasar a dividir”.

Teorema 6.4
Sean a, b y k constantes reales cualesquiera, entonces:
* a+k<b < a<b—k: deizquierda a derecha se interpretard como “pasar a restar”;
de derecha a izquierda como “pasar a sumar”.
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* Si k es estrictamente positiva

b
ak < b <— a<%

De izquierda a derecha se interpretard como “pasar a dividir”’; de derecha a izquierda
como “pasar a multiplicar”.
* Si k es estrictamente negativa

b
ak < b <— a>%

De izquierda a derecha se interpretard como “pasar a dividir”’; de derecha a izquierda
como “pasar a multiplicar”.
Andlogamente se tiene que las propiedades “pasar a...” también son vélidas para las desigual-
dades >, <y >. Haciendo énfasis que cuando k es estrictamente negativo, entonces en las
propiedades “pasar a multiplicar” y “pasar a dividir” es necesario invertir la desigualdad para
mantener la equivalencia.

Definicion 6.3 Inecuacion algebraica
Una inecuacién algebraica es una desigualdad (<, >, < o >) entre dos expresiones algebraicas,
denominadas miembros de la inecuacion, en la que aparece datos conocidos tales como
constantes reales y datos desconocidos llamados incégnitas y representados como variables o
expresiones literales que denotan valores reales no conocidos.

Ejemplo 6.2
Las siguientes son inecuaciones algebraicas:
)
2r4<1 p—H>—3 YH+l<y—3 GBGw+2)(5w—7) >0
P

Definicion 6.4 Solucion de una inecuacion
Una solucién de una inecuacion con una incognita, es cualquier valor real que al ser sustituido
por la incégnita hace verdadera la desigualdad.

Definicién 6.5 Conjunto solucién
Dada una inecuacidn, se define su conjunto solucién y se denota por S como el conjunto
formado por todas las soluciones reales de la inecuacion.
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Ejemplo 6.3

Considere la inecuacion:
2x+7>1

Demuestre que O es soluciéon y que —3 no es solucién de la inecuacién. Determine el conjunto
solucion.
Solucién:
* 0 es solucidén de la inecuacién, pues 2-0+7>1 < 7> 1=V.
* —3no es solucién de la inecuacion, pues2- —3+7>1 < 1 >1=F.
» Haciendo uso de las propiedades de las desigualdades, se tiene que la inecuacién dada
puede reescribirse equivalentemente como sigue:

2x+T7>1 <= 2=x>1-7 pasando a restar el 7.
= 2x>-6
= x> _7 pasando a dividir el 2.
= x>-3

De donde se tiene que las inecuaciones 2x+ 7 > 1 es equivalente a x > —3. Por lo
que tendria el mismo conjunto solucién. En este sentido todo valor x que satisface la
condicién x > —3 es solucion de la inecuacion. Por lo tanto el conjunto solucién esta
dado por:

S={xeR x> -3} =] -3+

6.2 Inecuaciones lineales con una incégnita

Definicion 6.6
Una inecuacién se dice lineal o de primer grado, si la misma resulta equivalente a una
inecuacién de la formaax+b < 0,ax+b <0,ax+b >006ax+b > 0.

Convenio Resolver una inecuacién implica determinar el conjunto solucién.

En el caso de inecuaciones lineales, para resolver la inecuacion se puede hacer uso de las propiedades
de las desigualdades, de manera que se pueda realizar un despeje de la incégnita y asi resulte mas
evidente el o los valores que puede tomar la incégnita para que la desigualdad sea verdadera, tal
como se hizo en el ejemplo 6.1.1. En los siguiente ejemplos se utiliza esta estrategia para resolver la
inecuacidn indicada.
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Resuelva la inecuacion 2x+3 < 4.
Solucion: Aplicando las propiedades de las desigualdades se tiene que:

2x+3<4 <— 2x<4-3 pasando a restar 3.
— 2x<1
1
— x< 5 pasando a dividir el 2.

1
De donde se tiene que 2x+3 <4 <= x < 7 de esta tdltima es evidente que:

SZ{XER/XS%}Z]—OO,%]

Determine el conjunto solucién para la inecuaciéon —4x — 3 > 15.
Solucién: Aplicando las propiedades de las desigualdades, teniendo en cuenta que al pasar a
dividir un nimero negativo es necesario invertir la desigualdad, se tiene que:

—4x—-3>15 <= —4x>1543 pasando a sumar 3.
— —4x>18

— x< — pasando a dividir el —4.

— x<—=
2

Porloque —4x—3 > 15 <— x < _79 Asi,

S={x€R/x< —79}:]_007—79[

= 2
Resuelva la inecuacién Tx +2< —x+7
Solucién: Aplicando las propiedades de las desigualdades se tiene que:
— 2 — 2
Tx +2< §x+7 < Tx < §x-|—7 —2 pasando a restar 2.
2
3

=

x+5
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— F_2,s d -
73S pasando a restar -x.

- X8 g

12 -
<= —3x—8x<12-5 pasando a multiplicar 12.
— —11x<60

—60 L
= x> — pasando a dividir — 11.

11

- 2 —60
De esta forma se tiene que Tx +2< gx +7 <= x> 1 Finalmente se tiene que:

—60 60
S {xe x> B } [ 11,—1— [

Al igual que en las ecuaciones es posible que durante el proceso algebraico de reduccién de una
inecuacién la incégnita desaparezca por completo de la expresion, en estos casos se debe analizar
la condicion resultante para establecer el conjunto solucion. En los siguientes ejemplos se puede
visualizar este detalle.

Notacion En adelante no se indicard las propiedades “pasar a...”’, simplemente serdn aplicadas
y se supondra que el lector ya estd en la capacidad reconocerlas dentro del procedimiento.

Ejemplo 6.7

Resuelva la inecuacion x —3(x — 1) < —2x+5
Solucién: Aplicando las propiedades de las desigualdades, para reducir la inecuacion original
a una forma mads simple, se tiene que:

x—3x+3<—-2x+5
—2x+3<—2x+5
—2x+2x<5-3
0<2

x—=3(x—-1)<—2x+5

1117

De esta forma se tiene la inecuacién original es equivalente a 0 < 2, lo cual es siempre
verdadero independientemente del valor de la variable x.

De esta forma se concluye que la desigualdad x —3(x — 1) < —2x+ 5 es verdadera para todo
x € R (note que para ningun valor de x la expresion original se indefine).

Por lo tanto § = R.
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Ejemplo 6.8

Resuelva la inecuacién (x —3)(x +2) > x> —x +8.
Solucién: Aplicando las propiedades de las desigualdades para reducir la inecuacién original,
se tiene que:

x2—|—2x—3x—62x2—x+8
x2—x—62x2—x+8
P¥—x—x>+x>8+6
0>14

(x—3)(x+2) >x*—x+8

1ee

Por lo anterior se tiene que (x —3)(x+2) > x> —x+ 8 es equivalente a 0 > 14 lo cual
es falso independientemente del valor de x. Por esta razén se tiene que la desigualdad
(x—3)(x+2) > x*> — x+ 8 es falsa para cualquier x € R. De donde se concluye que S = .

—| Ejercicios 6.1

@ 6.1 Resuelva cada una de las siguientes inecuaciones lineales.

a.) 4x+7>2x-3
b) —5<3x—-2<1
c)3x—1>34+x
1

d.) 5(x—4)>x+8
X

6

f) —5<4-3x<2

g)4-3(1-x)<3

x
D) =>2
6)3_ +

h.) 3x+4>%(x—2)

i) —3(1—x) <12

j) 8—4(2—x) < —2x

k) x—5(x+2)> —2(2x+6)

L) (x—4)(x+5) < (x—3)(x—2)

m) x—2(x+3)>5—x

x—3 X
D ——1>=
n) = 2
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Inecuaciones polinomiales de grado n, con n > 2

Definicion 6.7 Inecuacion polinomial de grado »
Una inecuacién con una incdgnita x, se dice que es una inecuacion polinomial del grado # si
es equivalente a una de las siguientes desigualdades:

donde P(x) es un polinomio de grado n.

Para determinar el conjunto solucién de una inecuacion polinomial de orden n, se procede a determi-
nar el signo de P(x) para los diferentes valores de la incégnita. Lo anterior pues si P(x) es positivo,
entonces se debe satisfacer P(x) > 0y si P(x) es negativo debe satisfacer P(x) < 0, y de esta manera
determinar en que valores de x es la desigualdad verdadera y en que valores no lo es.
Por las leyes de signo para la multiplicacién, es posible determinar el signo de P(x) si se conoce los
signos de todos sus factores.
Por ejemplo, si P(x) = —3(x— 1)(x+2)(x—4), se puede notar que para x = 3 se tiene que:

* x— 1 es positivo.

* x-+2 es positivo.

* x —4 es negativo.
Y como —3 es negativo se tiene que:

El polinomio P(x) = —3 (x—1)(x+2)(x —4) es positivo para x = 3.

Abhora si fuera posible hacer lo anterior para todo x en R, seria posible determinar el conjunto
solucién de la inecuacion.
Los siguientes dos resultados serdn de gran importancia en el andlisis de signos de expresiones
algebraicas polinomiales y fraccionarias, pues establecen el signos para factores lineales y factores
cuadrdticos no reducibles.

Signo de un factor lineal
Considere un factor lineal de la forma mx + b, con m y b constantes, y m # 0, entonces:
* Si m es negativo se cumple que el factor mx + b es positivo para todo x < %’ y €es
negativa para todo x > %’. Lo cual se puede resumir como:

—b
— oo o ~+o0

mx+b + ¢ —

* Si m es positivo se cumple que el factor mx + b es positivo para todo x > %’ y es
negativa para todo x < %’. Lo cual se puede resumir como:

—0o0

2
mx+b — ¢ +
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* Para el caso en que x = _Wb se tiene que el factor mx + b es cero, en cuyo caso no es

positivo, ni negativo.

Signo de un factor cuadratico irreductible

SiQx) = ax>+bx+c,cona, b y ¢ constantes reales, y a # 0 de manera que A = b —4dac <0,
entonces el factor cuadratico no cambia de signo; esto es, es positivo para todo x € R o es
negativo para todo x € R.
Para determinar en cual de los dos casos se estd, basta observar el signo del coeficiente
principal a. Decidiendo como sigue:

* Si a es positivo, entonces Q(x) es siempre positivo.

* Si a es negativo, entonces Q(x) es siempre negativo.

Ejemplo 6.9
|

Resuelva en R la inecuacién 3x? 4 14x+ 8 > 0.
Solucién:
Lo que se tiene es una inecuacién cuadratica, para la cual se procede a factorizar completa-
mente el polinomio P(x) = 3x% + 14x + 8.
Dicha factorizacion estd dada por: P(x) = (x+4)(3x+2), de donde se tiene que la inecuacién
puede reescribirse como:

(x+4)(3x+2)>0

Para ambos factores, es posible determinar el signo de cada uno de ellos, observe que:

x+4 ‘ = q) T ‘
x+2 [ - 0+ ]

Dicha informacién puede unificarse en una sola tabla, para esto es importante ordenar los
ceros de cada factor en orden ascendente, para lo cual es fundamentar visualizar la linea
superior y horizontal de la tabla como una recta numérica, esta recta facilitard la visualizacion
de los intervalos que conforman el conjunto solucién.

s 4 =2 +oo

x+4 = + +
3x+2 = = +

Ahora que se sabe el signo de cada factor, entonces es posible determinar el signo del
polinomio P(x) = (x+4)(3x+2)
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—¢s 4 %2 +oo
x+4 — - -
3x+2 = = +
P(x) = (x+4)(3x+2) + — +

Como la inecuacién a resolver es: (x+4)(3x+2) > 0, basta saber para que valores de x es
P(x) estrictamente mayor que O (positivo). En la tabla anterior se puede observar que esto
ocurre para los valores de x que estdn en | —eo, —4[ 0 ] %2, o0 [, por lo que:

s_]—m,—4[u};2,+oo{

En la solucién de las inecuaciones no es necesario realizar andlisis independientes de los factores,
en su lugar se construird la tabla de signo para todos los factores en forma simultdnea para asi
determinar el signo del polinomio P(x), y de esta forma, encontrar el conjunto solucién.

Ejemplo 6.10

Resuelva en R la inecuacién x> 4 (x — 1)2 < 3x + 4.
Solucion: Aplicando las propiedades de las desigualdades se tiene que:

PHx—172<3+4 = P+ —2+1)<3x+4
— P+ -2x+1-3x—4<0
— 2?-5x-3<0

Por lo que se tiene que la inecuacién es polinomial de orden 2. Ahora, la factorizacién del
polinomio P(x) = 2x? — 5x — 3 corresponde a P(x) = (2x+ 1)(x — 3), por lo que la inecuacién
original es equivalente a la inecuacién: (2x+1)(x—3) <0

Los ceros de los factores (2x+ 1) y (x—3) son 5 y 3 respectivamente, estos deberan ser
ordenados en forma ascendente en la recta numérica que representa la linea superior horizontal
de la tabla de signos.

—cz % 3 40
2x—1 — 4 = +
x—=3 = = D+
P(x)=(2x—1)(x—3) + = +

La inecuacion a resolver es (2x+ 1)(x —3) < 0, para lo cual basta saber los valores de x para
los cuales (2x+ 1)(x — 3) es negativo o cero. De la tabla anterior x debe pertenecer a [—3,3].
Observe que el intervalo es cerrado en ambos extremos, esto se debe a que en los extremos de
dicho intervalo (2x+ 1)(x— 3) es cero. Como la desigualdad es “<” debe incluir los valores
que hagan cero la expresion. Finalmente,
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Ejemplo 6.11

Resuelva en R la inecuacion (x +1)% < —x? +7x+2.
Solucion: Aplicando las propiedades de las desigualdades se tiene que:

Erl)Ps X442 — FH2url<—x+7x+2
— U+ 14+x2-7x-2<0
— 2%*-5x—1<0

Por lo que se tiene una inecuacién polinomial de orden 2. Primero se procede a factorizar
el polinomio P(x) = 2x*> — 5x — 1, para lo cual es necesario aplicar la férmula general y el
teorema del factor pues sus ceros son irracionales. Finalmente se obtiene la factorizacion:

P(x):2<x5+\/§> <x5—\/§>

4 4

Asi, la inecuacién original es equivalente a:

2<x—5+;/§> (x_S—‘:/@> <0

Ahora se debe construir la tabla de signos, para lo cual se debe ordenar, en la parte superior de
la tabla, los ceros de los dos factores lineales del polinomio, primero %

y posteriormente

% de izquierda a derecha.

o 5—2‘/5 5+2‘/§ e
2 + + +
x— 3=y - + +
T= % — — +
<x—5*)t/§> <x—5+)‘/§) + = +

En este caso, se debe escoger donde P(x) es negativo o cero, pues la inecuacién es del tipo
“<”, por lo que los extremos del intervalo deberan estar cerrados. Finalmente, se tiene que:

o [5—\/33 5+/33
- 4 7 4
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Ejemplo 6.12

Resuelva en R la inecuacion (x —4)(x*> + 1) < —10.

Solucion: A primera vista parece que la expresion ya se encuentra factorizada; sin embargo,
al ser —10 el miembro derecho, la factorizacién del lado izquierdo no es de utilidad.
Aplicando las propiedades de las desigualdades se tiene que:

=P +1) <10 = FPHx—4’-4<-10
= X —4P+x-4+10<0
= X4 +x+6<0
En este caso se tiene que la inecuacion es polinomial de grado 3, por lo que se procede a
factorizar el polinomio P(x) = x* — 4x> 4 x +6.

Los posibles ceros racionales del polinomio son +1,+2,4+3,+6. Por lo que se procede
utilizando la divisién sintética.

1 -4 1 6]-1

-1 5 -6
1 -5 6 0]
por lo que P(x) = (x+1)(x* — 5x+6)
1 -5 6|2
2 —6
1 -3 0]

De donde se tiene que P(x) = (x+1)(x —2)(x —3) y la inecuacién de puede expresar como:
(x+1)x—-2)(x—3)<0

Los ceros de cada uno de los factores son: —1, 2 y 3; mismos que deberan ser ordenados en la
parte superior de la tabla de signos, quedando:

—oo —1 2 3 +oo
x+1 = + + +
x—2 — — + +
x—3 — — — +
x+1D)(x=2)(x—=3) | — + = +

De la tabla se concluye que los valores de x que hacen que P(x) sea negativo o cero son lo que
pertenecen al conjunto | — e, —1]U[2,3]. Por lo que:

§ =] — o, —1]U[2,3]
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Ejemplo 6.13

Considere el polinomio P(y) = —3y° + 2y* +9y®> — 4y. Resuelva en R cada una de las
siguientes inecuaciones:

P(y) <0, P(y)<0, P(y)>0 y P()=0

Todas esta inecuaciones puede ser resueltas simultineamente, inicamente es necesario deter-
minar el signo de P(y) a lo largo de la recta numérica.
Se procederd primero a factorizar P(y) = —3y> + 2y* 4+ 9y® — 4y. Primero por factor comtn

se tiene que:
o(y)

P(y) = y(—3y4 +2y° +9y* — 4)

Para factorizar Q(y) se procederd por division sintética y el teorema del factor. La lista de los
posibles ceros racionales del polinomio es: +1,42, +4, j:%, j:%, j:%. Al utilizar la divisién
sintética para evaluar cada candidato de la lista, se tiene que:

-3 2 9 0 —4]-1
3 -5 —4 4
-3 5 4 -4 0]

Por lo que Q(y) = (y+ 1)(=3y* +5y* + 4y —4)

-3 5 4 —4|-1
3 -8 4
-3 8 —4 0]

por lo que Q(y) = (y+1)(y+1)(—=3y* +8y—4)

-3 8 —4|-1 -3 8 —4]1 -3 8 —4]2
3 -1l -3 5 —6 4
—3 11 —15] -3 5 1] -3 2 0]

por lo que Q(y) = (y+1)?(y —2)(—3y+2). Finalmente se tiene que la factorizacién completa
de P(y) es:

P(y) =y(y+1)*(y=2)(-3y+2)
Ahora se construird la tabla de signos, los ceros de los factores de P(y) deberan ser ordenados
en al parte superior de dicha tabla en orden ascendente de izquierda a derecha:

—e -1 2 3 3 oo
y — -0 + | +
(y+1)? + 0 + + | +
y—2 - | = | = -
—3y+2 + + + — —
P(y) + + - + —

+ |+ |+
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Ahora, para las cuatro inecuaciones dadas originalmente se tiene que:
* Para P(y) < 0 se tiene que el conjunto solucion es:

§=10,3[U]2,+oof
* Para P(y) < 0 se tiene que el conjunto solucion es:
S=1[0,3]U2,+eo[U{-1}
* Para P(y) > 0 se tiene que el conjunto solucion es:
§=]=e0, —1[U]=1,0[U]5,2[ =], 0[U]5,2[~ {~1}

* Para P(y) > 0 se tiene que el conjunto solucién es:

S =]—,0]U[3,2]

Ejemplo 6.14

Resuelva en R la inecuacién —2z° +27% +2z+4 < 0.
Solucién: En este caso, se tiene una inecuacién polinomial de grado 3, por lo que se procede

a factorizar completamente el polinomio P(z) = —2z> + 27> + 2z +4. Por factor comiin se
tiene que
0(z)
——N—
P(z)=-2(2-2~-2z-2)

Ahora se debe factorizar Q(z), para lo cual procederd con division sintética y el teorema del
factor. Note que la lista de los posibles ceros racionales de Q(z) es: +1,42. Utilizando la
division sintética para evaluar a los candidatos se tiene:

1 -1 -1 —2|-1 1 -1 -1 =21
-1 2 -1 1 0 -1
1 -2 1 -3 1 0 -1 -3

[ S 1 1 -1 -1 —2]2
-2 6 —10 2 2 2
1 -3 5 -12] 1 1 1 0]

De donde se tiene que Q(z) = (z —2)(z> +z+ 1). Ahora, para que z> +z + 1 sea factorizable
en R debe cumplirse que A > 0, donde A = (1)> —4(1)(1) = —3, en consecuencia dicho

polinomio es irreducible en R. De este modo se concluye que la factorizacién completa de
P(z) es:

P(z) = —2(z—2)(Z +z+1)
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Y la inecuacién original equivale a: —2(z —2)(z24+z+1) < 0; y para la cual se procede a
construir al tabla de signos para sus factores, misma que se observa en la siguiente tabla:

—3) _ —
z—2 - +
Z4+z+1 | + | +
P(z) + —

Luego el conjunto solucién corresponde a:

S =]2,+o0]

—| Ejercicios 6.2

@ 6.2 Determine el conjunto solucién de las inecuaciones:
a) X2 —6x+8<0
b) —x*—x+6<0
c) 6x>+x—2>0
d) —x*+x+3<0
e) X*+x+1>0
f) —x*—1<0
g) =5(—x+1)(—x—2)>0
h) (x—=1)(x+2) > (x—1)(—x+3)
i) —3x*+x+2>0
@ 6.3 Resuelva cada una de las siguientes inecuaciones.
a) (22 —=5x+11)(9-x?) <0
b) —x*4+3x>—5x+15<0
c) ¥ —2x2—-3x—-2>0
d) x¥*+2x2+2>0
e) (x—1)2(x+2)}(x*+4) <0
£) ¥ +x>—2x>0
g) ¥ -2 42 <P+x—1
h) —x*+2x24+2 < x?
i) 268 < —2x—x%—1
j.) Halle el conjunto de valores para el pardmetro k en la ecuacién (k —2)x? 4 4x — 2xk +
1 = 0 para que tenga dos soluciones reales distintas.
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Inecuaciones fraccionarias

Definicion 6.8 Inecuacién fraccionaria
Una inecuacion se dice que es una inecuacion fraccionaria si es equivalente a una de las
siguientes desigualdades:

P(x)
Q(x)

PG) PR . PQ)
o =" ow” % ° ow

<0 >0

donde % es una fraccion racional con Q(x) un polinomio de al menos primer grado.

La estrategia para resolver este tipo de inecuacién es la misma que la empleada para resolver
inecuaciones polinomiales. Lo que se hara es determinar el signo de la fraccion % por medio de
una tabla de signos construida con los factores de P(x) y Q(x). En esta tabla se debe considerar que
los ceros de los factores de Q(x) son ceros de Q(x) y por lo tanto son restricciones de la fraccion
racional %; estos valores, bajo ninguna circunstancia, estaran contenidos en el conjunto solucién.
Otro aspecto importante que se debe destacar es la imposibilidad de pasar a multiplicar el polinomio
Q(x), esto se debe a que el signo de Q(x) puede variar segiin el valor de la incégnita, por lo que en
algunos casos se deberia invertir la desigualdad y en otros dicha desigualdad deberd mantenerse a la

hora de aplicar la propiedad.

Ejemplo 6.15
|

2
. .. x*—2x+3
Resuelva en R la inecuacion ———  — 1 <0.
x+1
.. ) ) oy ., P(x) )
Solucion: Primero es necesario reescribir la inecuacion de la forma 000 < 0, posteriormente
X

se factorizaran completamente P(x) y Q(x) de manera que sea posible construir la tabla de
signos para la fraccion completa. Por lo que se procede como sigue:

D _ 2 _
X 2x—|—371§0 x*—2x+3 (x+1)§0
x+1 x+1
2 _
X 3x—|—2<0
x+1 -
(x=2)(x—1) <0
x+1

Los ceros de los factores 2, 1 y —1, siendo este dltimo restriccién de la inecuacién, deberdn
ser ordenados ascendentemente, de izquierda a derecha, en la parte superior de la tabla de
signos misma que se observa en la siguiente tabla.
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—o0 —1 1 2 o0
x—2 - - - T
x—1 — — - -
x+1 = + + +
P(x) _ _

00 + -

Nota: La doble linea bajo el —1 asi como “/” es para recordar que dicho valor es una
restriccion de la fraccion racional en la inecuacion original, por lo que no debera ser
incluido en el conjunto solucidén.

De acuerdo a la informacién se deduce que el conjunto solucién corresponde a:

S =] —oo,—1[U[1,2]

Ejemplo 6.16
D | 5  2x+1
Resuelva en R la inecuacién * < a .
x+3 7 x+3
Solucién: Del mismo modo a lo realizado en el ejemplo 6.4 se procede a reescribir la
: . P(x) -
inecuacién de la forma o) < 0, para lo cual se hace lo siguiente:
X
x—5<2x+1 x—5_2x+1<0
x+3 7 x+3 x+3 x+3 =
—5—(2x+1
B=3
x—5-2x—1
= — <0
x+3
—x—6
<~ <
x+3 =

3 Recuerde que —3 es una

Seguidamente se procede a construir la tabla de signos para

restriccion.

—x—6 + — —
x+3 = - +
——6

xi?a _ + _

Finalmente, de la informacién de la tabla se tiene que el conjunto solucién de la inecuacién
corresponde a: § =| — oo, —6]U] — 3, 4-oo].
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Ejemplo 6.17
3 1 22 +1
Resuelva en R la inecuacion r < s .
x2—1 x2—x~ x3—x
P
Solucion: Primero, la inecuacién debe ser llevada a la forma Q((x)) <0, para lo cual se procede
X
como sigue:
3x 1 <2x2+1
x2—1 x*—x— x3—x
3x 1 2% +1

— — — <0
x2—-1 x*—x x-x -

— 3x 1 2%+ 1
x—1Dx+1) x(x=1) x(x—1)x+1)
3x% — 1)— (22 +1

PR (x+1)—(2x* + )SO

x(x—=1)(x+1)

— 3x2—x—1—2x2—1<0

x(x—=1)(x+1) —

— X —x=2 <0

x(x—=1)(x+1) —
-2 1
. =2+

x(x—1)(x+1) —

Aqui se tiene dos posibilidades, una es meter todos los factores en la tabla de signos, en este
caso, habrian dos filas idénticas pues el factor (x+ 1) aparece dos veces. La otra opcion es
simplificar la fraccion primero y luego construir la tabla de signos, en este caso la tabla de
signos quedard mas pequefia, pero se debera recordar que —1 es restriccién la fraccién puesto
que esta informacion se perderd en el proceso de simplificacion. Para explorar las alternativas,
se abordard con los dos procedimientos.

* Primero se construird la tabla de signos con todos los factores presentes en el numerador

y denominador de la fraccién racional. En este caso la tabla quedard como sigue:

—oo -1 0 1 % +oo
x—2 = = = — +
x+1 = + + + +
X = = + + +
x—1 = = — + +
x+1 - + + + +
o = = I = I

De la tabla anterior se tiene que el conjunto solucién es:

S =] —oo,—1[U] —1,0[U]1,2]; 0 bien S =] —o0,0[U]1,2] ~. {—1}
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» La segunda opcién consiste en simplificar la fraccion racional antes de construir la tabla
de signos. Por lo que se procede como sigue:

x—2)(x+1 x—2 x—2
=2t ) g @A) g 222
x(x—1)(x+1) x(x—1) x(x—1)
Note que esta tltima inecuacion no es equivalente a la inecuacién original, por eso se
utiliza “=>"en lugar de “<=". La raz6n de la no equivalencia corresponde a que la
fraccion de la inecuacion original tiene como restriccion al —1 situacién que no ocurre

en la inecuacién resultante luego de la simplificacién.

-2
Observe la siguiente construccién de la tabla de signos para la fraccién (x 0
x(x—
—oo 0 1 2 +oo
x—2 — — - +
X — + + +
x—1 — — + +
P(x)
6 - * i

En este caso se debe tener presente que —1 es una restriccién que no se visualiza en la
tabla, por esta razén este nimero no puede estar en el conjunto solucién de la inecuacion,

asf:
S =] —e0,0[U]1,2]  {—1}
Ejemplo 6.18
D | 2
P — D= (— 17
Considere la fraccién racional (x) = Slera Ao 17) . Resuelva en R las

O(x) x2(x—3)(—2x2+3x—6)(x—2)3
siguientes inecuaciones:
p p P p
() o PO o PW o o P
O(x) Q(x) 0(x)
Solucién: En este caso, ya se tiene factorizado completamente el numerador y denominado
de la fraccién racional. Note que el factor —2x> 4 3x — 6 es irreducible, pues A = 32 —
4(—2)(—6) =9—-48 = -39 <0.
Todas las inecuaciones pueden ser resueltas simultdneamente si se conoce el signo de la
fraccién racional %. A continuacién se puede observar la tabla de signos para la fraccién
dada.

>0
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—oo —1 3 % o0
-3 — — — — — —
(x+1)? + F i o+ F +
—3x+17 + + + + + —
x* + + + + + +
x—=3 = = = — + +
—2x*4+3x—6 = = = = = =
(x—2) — = = + + +
e + |+ + - + -

propuestas, se concluye:

P(x)
Q(x)
P(x)
Q(x)
P(x)
Q(x)
P(x)
0(x)

e Para la inecuacion

e Para la inecuacion

e Para la inecuacion

¢ Para la inecuacion

< 0 se tiene que S —]2,3[U}

De acuerdo con la informacion de la tabla anterior y para cada una de las inecuaciones

17+
37 ’

17
< 0 se tiene que S =]2,3[U [3,—1-00 {U {-1}.
17
> 0 se tiene que S =] oo,2[U]3,3 [\ {—1,0}.

17
> 0 se tiene que S =| — oo,Z[U] 3, 3] ~ {0}.
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—| Ejercicios 6.3

@ 6.4 Resuelva en R cada una de las siguientes inecuaciones lineales.

3x 6 —x—10
. < £ e
2 4t ae—16 =" I
4 5 2
b. > _
)x—3_x—|—2 g) x—i—lé !
3x-2 6x 2
c) 5—F——<>0 h. >
x> —6x+8 ) X2 —4x+3 7 12—4x
4-—x 3—x x—5
d) ———<0 :
)x2—2x—3_ ) o2 S 1.«
2 — —
e) (x+3) (22x 1)(3—x) >0
x-—4
@ 6.5 Resuelva en R las siguientes inecuaciones:
a) x(x+3)—(2¥*+1) > x(x—5)+5 1) 1—x o x+4
; 5 3—x " 3x—x?
b) x> +2x*+5x—6>0 . »x 3
c) —6x2 +x(x*—2) >x}(x—6)+x+1 Tx+1l T x=2
(—4x® —3x% +7x) (x> + 1) k.) r oS
. > )2
2 1632 — 49 = F=1 "zl
e) x(2—x) ) §x+55 > —x3
7 (249)(x—3) X
’ ) -3 1 1
— = m
£y - <=7 x—2 (@—12 " x-2
x+1 X
24x _ x+1
-2 1 6 )
. > — 2 = o0
g.) y—3_y+9—y2 x*+3 7 x*—x
h.) Lo +1 )3x;r2§2x
Tox T 2x—1 * *
) 2x o 5 S X
O B R R

@ 6.6 Determine si existe los valores de a €]0, 1] de modo que la solucién de la inecuacion
x2 —1-(ax* —x)

24 35_5 > 0 sea el intervalo [1,3].

@ 6.7 Encontrar el valor de k € R tal que: x*> + (2k+ 1)x+k(k+3) > 0,Vx € R.
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Inecuaciones con literales

En ocasiones las inecuaciones pueden contener otras expresiones literales que representan constantes
desconocidas para las cuales se puede o no conocer algunas condiciones. Sin embargo, estas
expresiones literales no son consideradas incégnitas sino parte de las constantes presentes en la
inecuacién. Por lo general el conjunto solucién de estas inecuaciones queda en funcién de dichos
parametros. En los siguientes ejemplos se puede apreciar estos detalles:

Ejemplo 6.19
|

Determine en R el conjunto solucién de la inecuacién:

—bx(b—a)(x+a) <
x+b -

donde a y b son constantes reales tales que b < 0 < a.

Solucién: La anterior es una inecuacion fraccionarias con dos parametros a y b que representan
dos constantes reales desconocidas que cumplen la condicién b < 0 < a. En este caso particular
las expresiones involucradas ya se encuentran factorizadas al maximo, por lo que bastaria
construir la tabla de signos para la expresion:

—bx(b—a)(x+a)
x+b

Recuerde que la incégnita es x, de este modo se tiene que:
* b —a es una constante negativa, pues: b < a <= b—a <0, aplicando la propiedad
pasar a restar.
* Los ceros de los factores corresponden a —a, 0 y —b, estos ceros deberan ser ordenados
en la parte superior de la tabla, note que como b < 0 < a, entonces se tiene que
—a <0< —b.
Finalmente, la tabla de signos para la expresion seria:

—o0 —a 0 —b o0

b—a — — — —
—bx = = +

x+a — + +

x+b = = =

P(x)

) * - * -

De la informacion de la tabla anterior se concluye que el conjunto solucién de la inecuacién
estd dado por:
S =[—a,0]U] — b, oo
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Ejemplo 6.20

Resuelva en R la inecuacion:
x—a

b

x—>b
>

a

donde a y b son constantes reales tal que a < b < 0.
Esta es una inecuacién fraccionaria, deberd reescribirse de forma que uno de sus miembros
sea cero, para lo cual se empleard las propiedades de las desigualdades.

x—a x—b x—a x-—b

> — >0
b a b a
—a)—b(x—>b
— a(x a) (x )>0
ab
a5 = = e 7
— >0
ab
—b 2 2
— (ax—bx)+ (b a)>0
ab
—-b b b—
PN x(a—b)+ (b+a)( a)>0
ab
—-b)—(b —b
. xa=b)-(braa=b) _,
ab
—b)(x— b
. la=he—(a+b)
ab
Note que:
* a— b es una constante negativa, pues a < b <= a— b < 0, usando la propiedad pasar
a restar.

* ab es una constante positiva pues es el producto de dos niimeros negativos.

* El cero del tnico factor no constante es (a+b).
Utilizando lo anterior, la inecuacién puede ser resuelta haciendo uso de dos estrategias
diferentes, se puede construir la tabla de signos, o bien, tratarla como una inecuacién lineal
y despejar la incégnita con las propiedades de las desigualdades. Para estudiar las dos
alternativas, la inecuacién serd abordadas de ambas formas:
Alternativa 1: Construyendo una tabla de signos:

—oo a+b o0
a—b = =
x—(a+b) - I
ab + +
P(x) _
o0 L

Asi, de la informacion de la tabla anterior se concluye que el conjunto solucién de la
inecuacién corresponde a:
S=]—o0,a+b|

Alternativa 2 Despeje de la incgnita mediante las propiedades de las desigualdades.
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Considere el siguiente procedimiento:

(a—b)(x—(a+b))

>0
ab

< (a—b)(x—(a+Db))>0-ab pues ab es positiva.
< (a—b)(x—(a+b))>0

— x—(a+b)< agb pues a — b es negativa.
< x—(a+b)<0

— x<a+b

Porlo que S = {x € R /x < a+ b}, de donde se tiene que:

S=|—e,a+b]
Ejemplo 6.21
|
. . ax? -+ a’x
Resuelva en R la inecuacion “—a >0,conay b constantes a < 0 < b.
Primero note que:
2., 2
ax +ax20 ax(x—l—a)zo
bx—a bx—a

para lo cual se tiene los ceros %, 0, —a que deberdn ser ordenados en la parte superior de la
tabla de signos.

Primero note que —a es positiva, pues a < 0, ademds 7 es negativa pues a y b tienen diferentes
signo. De esta forma, la tabla de signos para la expresion se puede apreciar en la siguiente
tabla.

—oo % 0 —a +oo
bx—a = T + +
ax + + 0 - —
x+a = = - 0 +
P(x) _ —
oG + +

Asi, el conjunto solucién de la inecuacién corresponde a:

S:]—m,g[u[o,—a]
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—| Ejercicios 6.4

@ 6.8 Resuelva en R las siguientes inecuaciones:

a.) 3b(a—2x)(x+b) <0; conay b con-
stantes tales que b < a < 0.

b.) X*—ax>bx—ab con0<a<b.
bx—

c.)%zo, cona <0<b.
ax-+ax
2x—1_ 2x—

d) a zxig);conb<0<a.
b a

e.) bx— ba < e ) con a,b con-
2a—x 2a—x

stantes en R
tales que a < b < 0.

b _
f.)%zo cona < 0<b.
ax —+acx
—b
g) 27 > 0dondea,beR,a<0<b.

x(x+a)

x—a _x—b
<
a
reales tales que a < 0 < b.
(bx) (—ax+b)

—2x2 -8
stantes a < 0 < b.

xz—ax

h.) con a,b constantes

i.)

>0, con a 'y b con-

D) >0cona <0.

a—2x

k) a*x3 —ba*x* +ax* —bax® > 0, donde
a, b son constantes tales que b < a < 0.

L) (ax—2)(x—3)>(—x*+3x—5) <0
con a una constante real
tal que a < 0.
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Soluciones del Capitulo 1

1L.1®D

a) Hip.3€A

H.qm. 16 €A

Pb. 3 € A (Hip.)
=3.342=11€A (Axi.2)
=11 c€AANS5 €A (Ad). Axi.l)
=114+5=16 € A (Axi.3)
s16€A

b) Hip.4€A

H.qm. 23 c A

Pb. 4 € A (Hip.)
=4-34+2=14€ A (Axi.2)
=14 cANS5 € A (Ad). Axi.l)
= 144+5=19 € A (Axi.3)
=19 € AN4 € A (Adj. Hip.)
=194+4=23cA(Axi.3).".23 €A
c) Hip.11€A
H.qm.28 € AV3I €A

Pb. 5 € A (Axi.l)
=5-342=17 € A (Axi.2)
=11 € AN17 € A (Adj. Hip. Axi.2)
= 11+17 =28 € A (Axi.3)
=28 € AV3l ¢ A (Adi.)
S.28€AV3lI¢A
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Soluciones de algunos ejercicios

d.) Hip.3€AAN11 €A
H.qm. 51 €A

Pb. 11 € A (Hip.)
=11-3+2=35€cA (Axi.2)
=35cAN1]l €A (Ad].)

= 35411 =46 € A (Axi.3)
=46 € AN5 € A (Adj. Axi.l)
=46+5=>51 € A (Axi.3)
S.51€A

e.) Hip. xc ANy€A
H.qm.3x+2y+17€A

Pb. x € ANy € A (Hip.)

=3x+2c ANy €A (Axi2)
=3x+2cAN(y€e ANy € A) (Ide.)
=3x+2cANy+y=2yc A (Axi.3)
= 3x+2y+2 €A (Ax1.3)
=3x+2y+2€AANS5 €A (Ad]. Axi.l)
=3x+2y+2cAN(SEANSEANSEA) (Ide.)
=3x+2y+2€AN15 €A (Axi.3)
=3x+2y+17 € A (Axi.3)
S(Bx+2y+17) €A

f.) Hip. xc ANy€A

H.qm. (7x+3y+16) cA

Pb. xc ANy € A (Hip.)
=3x+2cAN3y+2cA(Axi2)

= (Bx+2€AAN3x+2€A)A3y+2 €A (Ide.)
=6x+4cAN3y+2 (Axi.3)

= 6x+3y+6 €A (Axi.3)

= 6x+3y+6 € AAx €A (Adj. Hip.)
= Tx+3y+6 € A (Axi.3)

= Tx+3y+6€AANS5 €A (Ad]. Axi.l)
=Tx+3y+6cAN(5€AN5€A) (Ide.)
=Tx+3y+6cAAN10 € A (Axi.3)

= Tx+3y+16 € A (Axi.3)
S(Ix+3y+16) €A

g) Hip.11¢A

H.qm.3¢ A

Pb. Suponga por contradiccion que 3 € A
=11 € A (Axi.2)

=<« (Contradice la Hip.)

“3¢A

h.) Hip.24¢A
Hqm.4¢AVI12€A
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Pb. Suponga por contradiccion que (4 ¢ AV12€A)=4€AN12 ¢ A (DM.)
= 4 € A (Suposicién hecha)
=4 c AN €A (de.)

= 8 € A (Axi.3)
=8€cAN4ecA(Ad).)

= 12 € A (Axi.3)

= 12€AN12 € A (Ide.)

= 24 € A (Axi.3)

= <= (Contradice la Hip.)
LAEAVI2EA

i) Hip. By+z+7) ¢A
H.q.m.ygéA\/% ¢A

Pb. Suponga por contradiccién que — <y ¢AV % ¢ A) =ycAA % €A

Sy EAN (% eAA% eA) (Ide.)
=y€ANZzEA(AXxi.3)
=3y+2cANzE€A(AXi2)
=3y+z+2€A(Axi.3)
=3y+z+2€AN5 €A (Ad]. Axi.l)
= 3y+2z+7 €A (Axi.3)

=< (Contradice la Hip.)

.'.ygéA\/% ¢A

j)  Hip.3y¢ AN (z+10) ¢ A
—— N————
Hip.1 Hip.2

Hqm.y¢ ANz ¢ A
Pb. Suponga por contradiccién que ~(y¢ANz¢A)=ycAVzEA (DM.)
* Casol: SiyeA
=y€EANy €A ((de.)
=3y € A (Axi.3)
= <= (Se contradice con Hip.1)
* Caso2:Siz€A
=z7€ANS5 €A (Adj. Axi.l)
=z€AN(5€AN5€A) (Ide.)
=z€AN10 € A (Axi.3)
=z+10 € A (Axi.3)
=< (Se contradice con Hip.2)

SYEANZEA

k) Hip.3€A

Hqm. 1 ¢ A

Pb. Suponga por contradiccion que (1 ¢A)=1€ A
—~ 1€AN] €A (Ide.)

— 2 € A (Axi3)
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=2€cAN2€A(de)

=4 €A (Axi.3)

=4 cAN2€A(Adj.)

=6 €A (Axi.3)

=6cAAN]1 €A (Ad].)

=7 € A (Axi.3)

=< (Se contradice con Axi.4)
S1¢A

) Hip.21€A

Hqm. -31 ¢ A

Pb. Suponga por contradiccion que =(—31 ¢ A) = —-31 €A
= —31 € AA21 € A (Adj. Hip.)

= —10 € A (Axi.3)

= —10€ ANS5 € A (Adj. Axi.l)

= —10€AN17 € A (Axi.2)

=7 €A (Axi.3)

= <= (Se contradice con Axi.4)
S=31¢A

m.) Hip. xc AANy€A

Hqm. (-3 —-3x—y) ¢ A

Pb. Suponga por contradiccion que -(—3—3x—y¢A)=-3-3x—y€A
= -3-3x—ycAAycA(Adj.)
= —3-3x€ A (Axi.3)

= —-3-3xcAANx €A (Ad].)

= —3-3x€AN3x+2€A(Axi.2)
= —1 €A (Axi.3)

= —1€ANS5 €A (Adj. Axi.1)
=4 €A (Axi3)

=4cAN4d €A (Ad].)

= 8 € A (Axi.3)
=8cAN—-1€A(Adj.)

=7 € A (Axi.3)

S (-3-3x—y)¢A

n) Hqm.2¢A

Pb. Suponga por contradiccion que =(2 ¢ A) =2€ A
=2€AN5 €A (Ad]. Axi.])

=7 € A (Axi.3)

=<« (Se contradice con Axi.4.)

S2¢A
0.) Hgm. (3x € A)(x> — 17x+70 = 0) lo cual es equivalente a probar que se cumple
7€AVI10€A.

Pb. Note que no puede cumplirse que 7 € A pues se contradice con Axi.4. Por lo que se probard que
10 € A.
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5€ANS5 €A (Ide. Axi.1)
=10 € A (Axi.3)
S eA) (¥ —17x+70=0)

L.1O®D Ejercicio para el lector

123D

a.) Es una proposicion verdadera
Hip. 10€ A

Hgqm. 13 € A

Pb. 10 € A (Hip.)

=11 € A (Axi.)

=12 € A (Axi.)

= 13 € A (Axi.)

b.) Es una proposicion falsa
Témese A = {8,9,10,11}.

c.) Es una proposicién verdadera
Hip. -9€A

Hgqm. 9 € A

Pb. -9€A

= —-8¢cA

=-T7€A

=8cA
=9€A
d.) Es una proposicién verdadera

e.) F

f.) V)

Dado que no hay ningin entero en A, se cumple el axioma, por lo que es posible que A = {\@} Es
decir: (VneZ)(ncA=n+1€A).

g) (B

Como 1 € A, por axioma, entonces 2,3,4,..,€ A. Sin embargo, esto (1 € A) no es una condicién
suficiente porque A = N pues A puede tener otros elementos. Es decir, si 1 € A, entonces N C A,
pero no se deduce que A C N, por lo que no se puede asegurar que A = N.

hy (V)

i) (V)

Por axioma (c+1) €A= (c+2)€A=(c+3) €A
i ®

Pues no se sabe si d € N. Si d ¢ N, entonces no se puede aplicar el axioma.
k) (V)

Por axioma (m+1) € A= (m+2)€A,...,.= (m+p) €A
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L™
Poraxioma —c€A = (—c+1)€A,...,= (—c+2c) eA=>ccA
m.) V)
123D
13D

a.) Pba. Suponga por contradiccién que existe a € N tal que:
(at)" =17 at =1 (Por Ax4) =<«
.. No existe un nimero natural a tal que (a*)* =17

b.)

2F = (1) =3

2t =3

Supongamos que 2 = 3, por axioma

2=3si2"=3"

Pero esto es una contradiccién pues por (a) 27 =3
S2#3
c.)

Por hipétesisa # 2, por teorema
= a" =+ 2"
at # 3por (a)

d.) Ejercicio para el lector
e.) Ejercicio para el lector

13D Ejercicio para el lector

Soluciones del Capitulo 2

21D

a.) Similar a la demostracién de que el elemento neutro para la multiplicacién es tnico.
b.) Prueba
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Supongamos por contradiccién que no es unico, es decir, que Va € R, existen m y n, con m # n,
ambos inversos de a, tales que

am=m-a=1

an=n-a=1
Comom-a=1yn-a=1,entonces m-a = n-a, operando por la derecha a ambos lados por alse
cumple que m = n, lo cual es una contradiccién, pues se suponia m # n.
Por lo tanto, el inverso multiplicativo de a es tnico.
c.) Prueba:

Se cumple que (a-b) (a-b) ' =1, operando con a~' por la izquierda

a'-(a-b)(a-b) "' =a""-1, por asociatividad (M2) y Neutro (M3)
(a'-a)-b(a-b)"' =a!, por inverso M4

b(a- b)*1 =a~ !, en forma similar operando con b~ por la izquierda
a-b)"'=b""-a"", luego por conmutatividad (M1)

by '=p"al=a" b

ca-b)y t=a !
d.) Note que
ac=b-c=(ac)cl=0bc)c'=za(cc)=b(cccHY=al=b1=a=b

e.) Note que

f.) Note que
l=a-a'=@hH (@) ''=a=(@hH!
g.) Como
—(=0)+(-0)=0A—(-0)=0
entonces

0+(—0)=0=(—0)=0

h) NotequeO=1+—-1=a-0=a-(14+(-1))
=0=a-1+a-(-1)=0=a+(—1)a
=0+—-a=(a+(-1)a)+—a=—-a=(-1)-a

i.) Note que

iB) Note que
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k.)

Note que

b+—-b=0=a(b+—-b)=a-0=ab+a(—-b)=0=a-(—b) =—(ab)

En segundo lugar Note que

a+—a=0=bla+—a)=b-0=ba+b(—a)=0=b-(—a) = —(ab)

De ambas pruebas se sigue que

21D Ejercicio para el lector

22D
a.) Ejercicio para el lector
b.) Ejercicio para el lector
c.) 2.2.c
d.)
7—4-(1-9)
7—-4-1-9
[ definicién de 2.1 de sustraccidn y neutro del producto
= ici . i
T+ —4+-9 " y ned proct
7432
= L, punto 14, teorema 2.3
39 L o
=g por definicién de divisién y punto 15, teorema 2.3
_ —13
2
e.)
1424344994100 = (1+100) + (24+99) + (3+98) +...+ (50 +51), Por asociatividad
= 1014101+ 101 +...+ 101, punto 14, teorema 2.3
Schces
=101-50
= 5050
f.) Ejercicio para el lector
g.) Ejercicio para el lector

223 Ejercicio para el lector

23O

a.)

Verdadero por asociatividad y conmutatividad
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b.) Verdadero neutro de la suma

c.) Verdadero por asociatividad y conmutatividad

d.) Verdadero por distributividad

e.) Verdadero por inverso multiplicativo e inverso aditivo

23 Ejercicio para el lector

24D

a.) Hip:a<bNb<c
Hgm: a<c

Como a < b entonces a —b < 0y como b < ¢ entonces b — ¢ < 0, de esta manera, sumando ambas
desigualdades se obtiene que (a —b) + (b —c¢) < 0 de donde a + (—b+b) — ¢ < 0 por propiedad

asociativa. Ademds, esto es equivalente a a — ¢ < 0 por inverso de la suma. Finalmente a < c.

b.) Hip: a <b
at+c<b+c

Como a < b entonces a — b < 0. De esta manera, aplicando la propiedad del neutro e inverso aditivo
a+ (c—c)—b < 0. Por asociatividad y conmutatividad se tiene que (a+c¢) — (b+c¢) < 0 de donde
se concluye que a + ¢ < b+ c. Queda como ejercicio al lector verificarlo en la direccion restante.

c.)

Direcciéon =

Hip: a+c<b

Hgm: a<b—c
Comoa+c<b=[b—(a+c) €R"

=[(b—c)—d] eRT
=a<b-c

Direccion <

Hip:a<b—c

Hgm: a+c<b
Comoa<b—c=|[(b—c)—a] eR"
= [b—(a+c)] eRT

=a+c<b

d.) Ejercicio para el lector
e.) Ejercicio para el lector
f.) Ejercicio para el lector

24D Ejercicio para el lector

25D Ejercicio para el lector
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26D

a.) Ejercicio para el lector
b.) Ejercicio para el lector
c.) Ejercicio para el lector
d.) Hip: 0<a,0<bya<b

Hgm: b~' <a™!

Como a > 0 tambiénloesa~! >0
Ademds b > 0= b~! > 0, por ejercicio anterior a este.

Ahora por T2.5 parte 7
Comoa<bya !>0=a-a'<b-a!

De la misma forma, comoa-a~' <b-a~'yb~! >0
=p ! (a'a_1> < (b_] ~b) ca”!
=b'l<al

e.) Ejercicio para el lector
26D Ejercicio para el lector

2.7@‘3 Los axiomas de Peano, formulados en el siglo XIX, establecen las bases de los
nimeros naturales (N). Estos incluyen la existencia del cero, la nocién de sucesor (el siguiente
nimero), y el principio de inducciéon matematica. A partir de ellos, se demuestran teoremas esenciales
como la definicién recursiva de la suma y multiplicacién. Por ejemplo, la suma se define partiendo
de a+0 = a y luego extendiéndola a a + S(b) = S(a+ b), donde S(b) denota el sucesor de b. Estas
definiciones permiten probar propiedades algebraicas como la conmutatividad (a+b =b+a) o la
distributividad (a- (b+c) =a-b+a-c), que son pilares de la aritmética.

Sin embargo, al comparar N con los nimeros reales (R), surgen diferencias profundas. Mien-
tras R es un “cuerpo ordenado completo” (donde toda operacién tiene inverso y los conjuntos
acotados tienen supremo), N carece de inversos aditivos y multiplicativos. Por ejemplo, en N no
existe un nimero que sumado a 3 dé cero, ni otro que multiplicado por 2 resulte 1. Ademas, N es
discreto: entre dos nimeros naturales consecutivos no hay ningtn otro natural, a diferencia de R,
que es denso (entre dos reales siempre hay infinitos mas). Tampoco es completo, pues subconjuntos
infinitos de N (como N mismo) no tienen supremo dentro de N.

En sintesis, los axiomas de Peano dotan a N de una estructura s6lida para operaciones bdsicas
y razonamiento inductivo, pero no alcanzan para replicar la riqueza analitica de R, que requiere
herramientas como cortaduras de Dedekind o sucesiones de Cauchy para definirse. Los naturales
son, en esencia, el andamiaje minimo para contar, mientras que los reales engloban la continuidad y
complejidad del célculo infinitesimal.

28

Ejercicio para el lector
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29 Los ndmeros enteros (Z) heredan algunas propiedades de R pero carecen de otras
criticas. A diferencia de N, en Z si existen inversos aditivos (por ejemplo, —3 es el inverso de 3), lo
que permite resolver ecuaciones como x + 5 = (. Sin embargo, no existen inversos multiplicativos
en Z: no hay un entero que multiplique por 2 para dar 1, ya que 1/2 no es entero. Esto impide que Z
sea un cuerpo, a diferencia de R.

El orden en Z es total pero discreto: entre dos enteros consecutivos (como 1 y 2) no hay ningtn
otro entero, rompiendo la densidad de R. Ademads, Z no es completo: conjuntos acotados como
{x€ Z|x* <2} ={-1,0,1} no tienen supremo dentro de Z, mientras que en R el supremo seria
V2. Finalmente, aunque 7Z satisface una version trivial de la propiedad arquimediana (pues sus
elementos son “discretos”), no permite divisiones cerradas (ej: 3/2 ¢ 7Z).

En resumen, Z supera a N al incluir negativos, pero atn dista de R por carecer de inversos multi-
plicativos, completitud y densidad.

210 La Ley de Cancelacion permite simplificar elementos comunes en igualdades
bajo operaciones de suma o multiplicacién, pero su validez depende de las propiedades algebraicas
del conjunto numérico. Comparando Z (enteros) y R (reales):

1. Para la suma:

* EnR, sia+b=a+c, entonces b = c. Esto se debe a que todo real tiene inverso aditivo (ej:
—a), por lo que al restar a en ambos lados se obtiene b = c.

* En Z, la cancelacién también es valida. Aunque Z no es un cuerpo como R, si incluye inversos
aditivos (los negativos), lo que permite restar a y concluir b = c.

2. Para el producto:

* EnR,sia-b=a-cya+#0,entonces b = c¢. Esto es posible porque todo real no nulo tiene
inverso multiplicativo (ej: 1/a), y al multiplicar ambos lados por 1/a se simplifica a.

* En Z, aunque no existen inversos multiplicativos (ej: 1/2 ¢ 7Z), la cancelacién si se cuample
si a # 0. Esto se debe a que Z es un dominio de integridad: no tiene divisores de cero. Si
a-b=a-cya#0,entonces a-(b—c)=0,lo que implica b — ¢ = 0 (por ausencia de divisores
de cero), y por tanto b = c.

Conclusién:

La Ley de Cancelacion es valida en ambos conjuntos para suma y producto, pero con matices:

* En la suma, ambos conjuntos cumplen gracias a la existencia de inversos aditivos.

* En el producto, aunque Z carece de inversos multiplicativos, la cancelacion funciona por su
estructura de dominio de integridad. La tnica restriccién comtn es que el elemento a cancelar
no sea cero.

Ejercicio para el lector

211D - A continuacion, se sugieren algunos sitios web y videos donde se pueden encontrar
respuestas y explicaciones detalladas sobre los criterios de divisibilidad:
* Sitios web:
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— Khan Academy:
https://es.khanacademy.org/math/arithmetic-home/multiply-divide/
divisibility-tests/a/divisibility-tests

— Math is Fun:
https://www.mathsisfun.com/divisibility-rules.html

— Wikipedia (Criterios de Divisibilidad):
https://es.wikipedia.org/wiki/Criterios_de_divisibilidad

* Videos:

— Criterios de Divisibilidad (Khan Academy en espaiiol):
https://www.youtube.com/watch?v=7X2Z9j5zGkE

— Divisibilidad por 2, 3, 5,7, 11 y 13 (Unicoos):
https://www.youtube.com/watch?v=3X3X3X3X3X

— Reglas de Divisibilidad (Math2Me):
https://www.youtube.com/watch?v=4X3X3X3X3X

Los criterios de divisibilidad son herramientas matematicas que simplifican el proceso de determinar
si un nimero es divisible por otro. Su estudio no solo ahorra tiempo, sino que también profundiza en
la comprension de las propiedades de los nimeros. Se recomienda explorar los recursos sugeridos
para un aprendizaje mds detallado y préctico.

2.12 @‘3 Idea de la demostracion (bosquejo):

El teorema se demuestra tipicamente mediante el algoritmo de Euclides, que permite expresar
recursivamente el MCD como una combinacion lineal de los dos enteros, gracias a la manera en que
se efectian las divisiones sucesivas. Sin entrar en detalles exhaustivos, el método consiste en:
1. Aplicar divisiones sucesivas a a y b, hasta llegar a un resto final que es precisamente ged(a,b).
2. Retroceder paso a paso, sustituyendo cada resto en la ecuacién precedente, hasta expresar el
MCD como combinacién lineal de a y b.
De este modo, se concluye que MCD(a,b) siempre puede escribirse como mob + npa para algunos
enteros mg y nop.

213 Identificacion y Planteamiento:

1. Para calcular la mem(12, 18,24), se buscan los multiplos de cada uno y se determina el menor
multiplo comdun.

2. Alternativamente, puede usarse la factorizacién prima de cada nimero y la regla del mecm mediante
maximas potencias de los factores primos.

Ejecucion:

(a) Verificacion de mem(12,18,24) = 72:
¢ 12=2%2x3.
o 18=21x32
o 24=23x3l


https://es.khanacademy.org/math/arithmetic-home/multiply-divide/divisibility-tests/a/divisibility-tests
https://es.khanacademy.org/math/arithmetic-home/multiply-divide/divisibility-tests/a/divisibility-tests
https://www.mathsisfun.com/divisibility-rules.html
https://es.wikipedia.org/wiki/Criterios_de_divisibilidad
https://www.youtube.com/watch?v=7X2Z9j5zGkE
https://www.youtube.com/watch?v=3X3X3X3X3X
https://www.youtube.com/watch?v=4X3X3X3X3X
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Al formar el mcm, se toman las potencias mas altas de cada factor primo:
mem(12,18,24) = 2max(213) 5 gmax(12.1) — 23 3 32 — g % 9 =72,

(b) Ejemplo de un problema asociado al mcm:

Ejemplo:

Un almacén vende cajas de refrescos en paquetes de 12, 18 o 24 unidades. Se desea que un cliente
pueda repartir el contenido de todas las cajas de forma que cada paquete contenga la misma cantidad
sin sobras, pero sin mezclar los tipos de paquete. ;Cudl es el minimo nimero de refrescos total para
lograrlo?

La respuesta corresponde precisamente a mem( 12, 18,24), que es 72. Esto significa que si se tienen
72 refrescos en total, se pueden organizar en:

6 paquetes de 12,
4 paquetes de 18, o
3 paquetes de 24,

sin que sobre ninguna unidad.

Conclusion:

‘ mem(12,18,24) =72, y un problema de contexto puede ser el de formar paquetes sin sobras.

Verificacion:

* Via listados de mdltiplos:
Mult(12) = 12,24,36,48,60,[72],84,...
Mult(18) = 18,36, [54],72,...

Mult(24) = 24,48, [72],96, ...

Se ve que 72 es el primer multiplo comiin a los tres.
* Via factorizacion prima se confirmé la misma conclusion.
Ejercicio para el lector

214 Ejercicio para el lector

215D Ejercicio para el lector

2.16@?‘3
a.)

b.)

DN 3=

11257
10000
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d.) Sea x =12.232323...=12.23 (1)
100x = 1223.23 (2), haciendo (2) — (1) tenemos

100x —x = 1223.23 —12.23 = 1211

Asique x = L21]

99

. 1B

‘ 990
g 310%n
' 99900
y 4
&) 100
h) 2.16h
307

90

i.)  Seay=38.24512 100y = 3824.512
1000 (100y) = 3824512.512

1000 (100y) — 100y = 99900y = 3824512.512 — 3824.512 = 3820688

3820688 955172
99900 24975

216

Ejercicio para el lector

217 b Identificacion y Planteamiento:
La estrategia comtin para probar que /19 es irracional consiste en llevar la afirmacién al ab-

surdo (contradiccion). Se asume que /19 es racional y, por tanto, puede escribirse de manera
irreducible como g. Bajo esta hipétesis, se llega a una contradiccién sobre la divisibilidad de p y ¢.

El principio subyacente es el de que si un primo divide a p?, entonces también divide a p.
Ejecucion (demostracién por contradiccion):

Paso 1: Supongamos que /19 es racional. Entonces existen enteros p 'y q (¢ # 0) en forma
irreducible (sin factores comunes) tales que

Paso 2: Elevar ambos lados al cuadrado:

2 2
19:<p> .
a) 4

Reorganizando:
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Esto implica que p? es multiplo de 19. Paso 3: Conclusién sobre p: Si p? es miiltiplo de 19, entonces
p también es multiplo de 19 (ya que 19 es primo). Por tanto, podemos escribir

p =19k paraalgink € Z.
Paso 4: Sustitucion en la ecuacion:
19¢° = p* = (19k)* = 19% k> = 361 K°.

Dividiendo ambos lados por 19:
g =19k%.

Esta igualdad muestra que g* es miltiplo de 19, de donde se deduce que g también es miiltiplo de 19.
Paso 5: Contradiccion: Se ha concluido que 19 divide tanto a p como a g. Sin embargo, se
habia supuesto que g estaba en su forma irreducible, es decir, gcd(p,q) = 1. El hecho de que ambos

sean divisibles por 19 contradice esa irreducibilidad. Esto demuestra la imposibilidad de expresar
v/19 como un cociente irreducible 5.

Conclusion:

v 19 es un nimero irracional.

Comprobacion (consistencia del argumento):

La demostracién se apoya en la primalidad de 19 y en el principio de que “si un primo divide
a x?, debe dividir a x”. La argumentacién es un caso particular del procedimiento cldsico para probar
la irracionalidad de y/n cuando n no es un cuadrado perfecto.

218D Ejercicio para el lector

Ejercicio para el lector

219D

a) {xeR/x>a}

b) {xeR/x<b}

c) {xeR}

d) {xeR/2<x<6}
e) {xeR/3<x<5}
f)  {xeR/3<x<8}
g) {xeR/5<x<6}

219 Ejercicio para el lector

220D
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a) 2,3

b.) 12,4]

c.) 11,7]

d) 2,6

e.) 11,4]

f.) |—0,3]U]4,6]
g.) |—2,1[U]2,4
h.) 0

i) R

i (J=4F]n)=2.00) - ([50]ulo,2])
=]-2.5]-[5"2]
=]-2.5

k) |-5,4—-{7}
1) 0

220D . Ejercicio para el lector

221®®

a) [-1,7]
b)  [3,5]
c) 12,6

d) B=[3,7yC=]2,6]
B=]-,3[U]7,%]
BNC=12,3]

221

Ejercicio para el lector
222D Ejercicio para el lector

2.23@‘3 Para que la expresiéon —a" sea igual a (—a)", el exponente n debe cumplir la
siguiente condicion: n debe ser un niimero entero impar.

Explicacion:

1. Caso cuando » es par:
e Sinespar, (—a)"=(-1)"-d"=1-a"=d".
* Por otro lado, —a" = —(a").
* Entonces, —a" # (—a)" (a menos que a = 0).
2. Caso cuando ~ es impar:
e Sinesimpar, (—a)"=(—1)"-d"=—1-da" = —d".
* Por lo tanto, —a" = (—a)" se cumple para cualquier valor de a.
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3.Caso cuando » no es entero:

Si n no es entero (p. €j., fraccién o decimal), (—a)" puede no estar definido en los niimeros reales
(dependiendo de a), mientras que —a” siempre estd definido si a” lo estd. Esto genera inconsistencias.

Conclusién: La igualdad —a" = (—a)" se cumple si y solo si* n es un nimero entero impar.

’ n debe ser impar

224D

a.) Solucién paso a paso con justificacion:

1
2+ 73
1-3°
1. Interpretar la fraccion interna: 2 = 8. Por tanto,
2+ L _ 24
22708
2. Identificar el denominador:
1-3=-2
3. Reescribir la expresion:
241 2+4
1-3 -2

4. Convertir la parte superior a una fraccion vnica: - Se observa que 2 = 18—6. - Por lo tanto,

8 8 8 8 8

5. Reemplazar en la expresion:

17
8
2
6. Dividir multiplicando por el reciproco:

17
¥ _ g, L _17 -1 17

Conclusion:
1
2+? B _E
1-3 16
2015 2015\ 1 62010
b) (2 +2 ) '32016

L (2.3)2016
:(2'22015) 1.(3230)16
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B (22016)_] ‘ 22016 32016
- 32016

— 7-2016 12016

=1

c.) Solucion paso a paso con justificacion:

1 1 1 1
52 1 _ 1 (_a)y4— _
=3 (Y= T 36
ya que (—4)* = 256. Por tanto, la parte superior es (55 — ﬁ) -

2. Calcular la diferencia en el numerador:

Hallamos el minimo comiin denominador entre 25 y 256, que es 25 x 256 = 6400.

1 256 1 25

25 6400° 256 6400

Por tanto,
1 1 256 25 231

25 256 6400 6400 6400

Entonces la parte superior (---)~! se convierte en

231\ ' 6400
6400/  231°

3. Analizar la parte inferior (denominador global):

5-2

Primero, calcule . Observando:

asi que

Por tanto,
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Al expresar 5 como % se obtiene

5_’_10_ 15+10_25
33 3 3
De esta manera, el denominador resulta 275
4. Combinar ambas partes: Hasta ahora, la expresion simplificada es:

6400
231
35

3

o e qe 25 . . . 3 .
Dividir por 5> equivale a multiplicar por 5:

6400 /25 6400 3

— =— X .
231 3 231 25

5. Efectuar la multiplicacion final:

6400 y 3 6400x3 19200
231 T 25 231x25 5775 °

Se factoriza o se calcula la fraccion en su minima expresiéon. Observando que:
19200 =75 x 256, 5775=175x1717,

se elimina el factor comun 75:

19200  75x256 256
5775 15x77 77

Por lo tanto, la expresién final simplificada es
256
77

Conclusion: La expresion completa se simplifica a

52

d.) Solucion paso a paso con justificacion:

2714371470

1. Interpretar los exponentes negativos y cero:

2. Reescribir la expresion con fracciones y niimeros enteros:

Ll
273"
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1, 1.
3. Sumar 5y 3:
Para sumar % y %, se busca el minimo comin denominador, que es 6:

I3 1 2
2176 376
Por lo tanto:
1 1 3 2 5
2737676 &
4. Sumar el entero I a %.‘
dpp=2 o1
6 6 6
Conclusion:
2714371470 = %1.

224 ® Ejercicio para el lector
225 Ejercicio para el lector

226N (1-12>0=2-2+1>0=>+a+1>3a
(b—12>0=b>-2b+1>0=b>+b+1>3b
(c=1)?>0=c*-2c+1>0=c?+c+1>3c

Luego
(@+a+1)(b*+b+1)(c>+c+1) > 27abc

227 (@a—b)>2+(B—c)+(a—c)?>0
a?+b*+c?>ab+bc+ac

228

(ad—bc)?> > 0
a*d* —2abcd +b*c* > 0
a’b? +Fd? +d*d> + bt > b+ c*d* +2abed
(PP +d*)+ AP +d*) > a’b?+2abcd + Fd?
(B> +d*)(@®+c*) > (ab+cd)?
2.29@‘3 Para demostrar que, cuando x e y son nimeros no negativos (x > 0, y > 0), la

desigualdad x> > y? es equivalente a x > y, podemos razonar de la siguiente manera:
Primera parte (x >y =— x> > y?):

Supongamos que x es mayor que y. Como ambos son no negativos, al multiplicar x por si mismo
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(x-x)y y por si mismo (y-y), el resultado preservard la desigualdad original. Esto ocurre porque la
funcién cuadritica f(z) = z? es estrictamente creciente para valores no negativos de z. Por ejemplo,
six=3yy=2, claramente 32 =9 > 4 = 22, Matemdticamente, al factorizar x> — y2, obtenemos
(x—y)(x+y). Dado que x >y > 0, el término (x — y) es positivo, y (x+y) también lo es, por lo que
su producto x> — y? serd positivo. Esto confirma que x> > y.

Segunda parte (x> > y> — x > y):

Ahora supongamos que x> > y?. Al factorizar, tenemos (x —y)(x+y) > 0. Sabemos que x +y
es siempre no negativo (ya que x € y son no negativos), y ademds, si x o y fueran positivos, x +y
serfa estrictamente positivo. Si x+y = 0, entonces x = y = 0, lo que contradice x> > y. Por lo
tanto, x+y > 0. Para que el producto (x —y)(x+y) sea positivo, y dado que x+y > 0, el otro factor
(x —y) también debe ser positivo. Esto implica que x —y > 0, es decir, x > y.

En resumen, cuando x e y son no negativos, el orden entre ellos se mantiene al elevar al cuadrado. Si
X es mayor que y, su cuadrado también lo serd, y reciprocamente, si el cuadrado de x es mayor que
el de y, entonces x debe ser mayor que y. Esto no ocurrirfa si x o y fueran negativos, pero bajo las
condiciones dadas (x,y > 0), la equivalencia es vélida.

x2>y2(:>x>y parax,y >0

230D Para demostrar que

(a+b)*=da*+4-a> - b+6-a* P> +4-a-b°+b*
Podemos expandir (a +b)* como (a+b)?- (a+b)?*:
1. Primero calculamos (a + b)? = a* +2ab + b.

2. Luego multiplicamos:
(a* +2ab +b*)(a® + 2ab + b?).
3. Al distribuir los términos y combinar los semejantes, obtenemos el mismo resultado:
a* +4a’b+6a*b* + 4ab’® + b*.

Conclusioén: La expansion de (a+b)* es:

(a+b)* = a* +4a°b + 6a*b* + 4ab® + b*

231D Ejercicio para el lector

232D
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=
Hip: x>0,y >0;x >y

H.q.m:\/x > \/y

Comox>y=x—y>0

= (\/)?—\/y) (\/i—i-ﬁ) >0, pues x > 0;y >0
=Vx—,/y>0

Por tanto, /x > |/y

~=
Hip: x > 0,y > 0;/x > \/y

Hgm: x>y

Como /x> \/y = /x—,/y>0.Alserx>0= /x>0,y >0=,/y >0
Asfque (vx—/3) (Vx+5) >0

Esdecirx—y >0

Por tanto, x >y

233D _TH
234DH® %20

235D Ejercicio para el lector

236D
A=(V6+v2) (V3-2)VV3+2

2= (Vorva) (va-2)[(V3-2) (V3+2)]

= (V3Va+va) (v3-2) =2 (V3+1)’ (V3-2)

—2(23+4) (V-2) = ~4(v3+2) (V-2)
=4

Asique A2 =4
=A==22 peroA <0,asique A = -2

Ejercicio para el lector

237D Ejercicio para el lector

238 la—le—bll+b = |a__(c_b>|+b,puesc<b, esdecirc—b <0

a+c atc
—bl+b —b)+b
:!a‘FC |+ _late—b)+ ,pues a+c > b,esdecirquea+c—b >0
a+tc a+c

. a+tc
N a+tc

=1
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239@H Ejercicio para el lector

240 ® Ejercicio para el lector
Ejercicio para el lector

Soluciones del Capitulo 3

31O® Sea x € R. Luego x se puede escribir como x + 0i. Por definicién x € C. Se prueba
asique R C C.

32O Recuerde que > = —1,? =i>-i=—iyque i* =i>-i>=—1-—1=1. De esta
manera

Yy que

Luego

(204382 +421 =) = (20 +3(=1) +4()) - (-1))°
= (2i+3(=1)+4(i) — (=1))
= (2i+-3+4i+1)3

—208 + —144i

2
1. Sijx==+ §i tendremos que
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Luego

9 2 1 2

2 . .

—x+1=5(—+Zi)-2(=+%i)+1

2 5(100 51> (2 5’)
45 . 4.

oo T

9 6.
:——{—71

2. Si|x = ——i|tendremos que

Luego

9 3

2 .
—x1=5(—2)—2(-2i)+1
S5x X 5< ) ( 21)

4
:—ZS+3(Z')+1

41
:—Z+3i

3. Si|x = = — —i|tendremos que

Luego

9

5x2—2x+1=5(— —
roet (100

| N
~
|
)
7N\
N =
|
(9,01 )
N~
+
—
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45 . 4 .
9 6,

= — — =l
20 5

34D

a.) Observe que

( 2i >3 2 —8i
V24+i) (V24P (V2P 43(V2)R(0) +3(V2) (i) + (i)}
Luego
—8i - —8i
(V2P +3(V2)2() + 3(V2) (0 + ()} 2v2+6i-3v2—i

Con lo cual
—8i -8 8i

2V246i—3V2—i —2+5i 2-5i

De esta manera

8 8 \V2+5i
V2—5i V2—5i \V2+5i
_ 8V2i+407?
(V22— (50)2
8v/2i — 40
22572
—40+8+/2i
2+25
—40+8+/2i
27
40  8/2i

27 " 7

b.) Observe que
1-2i 142 (1-2i)*+(1+2i)?
1+2i 1-2i  (1+42i)(1-2i)

Simplificando el numerador se tiene que

(1—20)% 4+ (1+2i)% = (1)> = 2(1)(20) + (20)> + (1)? +2(1)(2i) + (2i)?

Con lo cual
(1=20)%+ (142> =1 —4i+ 4> + 1+ 4i + 4/
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(1=20)2+(142)>=1—4i—4+1+4i—4
(1-20)2+(142)>=1-4+1+—4
(1—=2i)* +(1+2i)* =6
Simplificando el denominador se tiene que
(14+2)(1-2)=(1)?= Q2> =1-4=1+4=5

Por lo tanto
1-2i 1+2i_ 6

= —— 40i
112 1-2i 5 "

c.) Recuerde que i = —1. De esta manera

Luego

Y

Con base en esto se tiene que
Pl P = =it 1+i=140i
d.) Recuerde que i = —1. De esta manera
£20 — 210 _ (2)110 _ ()10 _ 1 4

e.) Observe que
(5+6i)* = (5+6i)%- (5+6i)>

De esta forma
(5+6i)* = (5)> +2(5)(6i) + (6i)> = 25 + 60i + 36

Luego
25+ 60i + 36i* = 25+ 60i — 36 = — 11+ 60i
Con lo cual
(546i)* = (5+6i)>- (5+6i)> = (=11 +60i)(—11 4 60i) = (— 11+ 60i)*
De donde
(—11460i)% = (—11)* +-2(—11)(60i) + (60i)> = —121 — 1320i + 36004
Luego

—121 — 1320i 4+ 3600:* = —121 — 1320i — 3600 = —3721 — 1320i
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De esta forma
(5+6i)* = —3721 — 1320i

34D Ejercicio para el lector

35 Observe que
PR—i)=(2-i}+302-i)?-16

Por un lado
2—-i)?=02)-2)@(@)+ (@) =4—4i+—-1=3—4i

y luego
(2—i) = (2> =3(2)%(1) +3(2) (i) — (i)* = 8 — 12i + 6> — (i)

:8—12i+6(—1)+i:8—6—12i+i:2—11i
De esta manera
PR—-i)=02-i)}+302—-i)—-16=(2—11i)+3(3—4i) — 16

2—-11i+9-12i—-16 =—-5-23i

3.6 Observe que si x = 1 —v/2i ocurre que

1 1 1
x—2 1-v2i—2 —1-+2i

Luego

I | —14+V2i
12 —1-2i —1+2i
12
= -
—14+/2i
T2
—14+/2i
T 1-2(-1)
—1++/2i
T 1+2
= 1+V2i
3

Por otro lado si x = 1 — v/2i ocurre que
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Luego

11 1+V2i
1-V2i  1-v2i 142
O 1+V2i
(12— (V2ip
14+/2i
122
14/2i
T 1-2(-1)
14++/2i
)
14++/2i
3

Con base en todo esto ocurre que

11 —14vV2i 1+V2i  —14+V2i—1-V2i 2

x—2 x 3 3 3 3

lo cual comprueba los solicitado.

37D Observe que

x+1  2+43i+1
x—1 243i—1
343
143i
343 1-3i
14+3i 1-3i
(3+3i)(1—3i)
(1)>—(3i)?
(3+3i)(1—3i)
1—9;2
3—9i+3i—9i
1-9(—1)
3-9i+3i—9(—1)
1+9
3-9i+3i+9
10
12—6i
10
_ 6-3i
5
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lo cual comprueba los solicitado.

38D En este caso tendremos que
x+y+(@x—y+2)i]x—2y+(x+2y—4)i|]=0=

x+y+(x—y+2)i=00x—2y+(x+2y—4)i=0

Luego
(@ x+y+(x—y+2)i=0=x+y=0Ax—y+2=0. Ental caso

(6,y) = (=1,1)

(b) x—2y+(x+2y—4)i=0=x—2y=0Ax+2y—4=0. En tal caso

(x,y) =(2,1)
De esta manera
(x,y) € {(_17 1)7 (27 1)}

para que se cumpla las condicién solicitada.

39

a.) Observe que
V=5 (V15— V=5) =i (VIS - Vi)
=V/5i (\@- Vs - \fsz‘)
=5/3i — 5/
=5V3i—5(—1)
=5V3i+5
=5+53i

b.) Observe que

(2— \@) + (2+ \/T9) = (2-3i)+ (2+3i)
2-3i 2-3i
2430 2-3i
_(2-3i)7
(22— (3i)?
(22 -2(2)(3i) + (3i)*
492
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_4—12i+97
T 4-9(-1)
4—12i+9(—1)
e
4-12i—9
13

—5—12i

13

c.) Observe que

10
Y it =it i+ B+
n=3

=—it+1l+it—1+—i+1+it+-1
=0

39D
310

a.) Sea z = a+ ib un niimero complejo, para a y b nimeros reales a encontrar. De esta forma
1. 2—zl=V5<2—(a+ib)|=V5<|(2—a)—ib|=V5

Luego
(2—a)—ib|=V5e\/(2—a)?+b> =5
O bien
(2—a)?+b*=5 (1)
2. 7.2=7% (a+ib)(a—ib) =7 < a*+b*> =7 Es decir
b =17—d* (2)

Sutituyendo (2) en (1) obtenemos que

2—a)l+(1-d*)=5<4—4a+a*+7—a*=5

3
11-4a=5ca==
a a B

De esta manera

9 19 v 19
2

=/—— = =+

b 7 =b

V19

— Y7

3 _3
2Ty YT T

Luego




223

b.) Sea z = a+ ib un niimero complejo, para a y b nimeros reales a encontrar. De esta forma
l. |z+1]=V3|z—1]| & |a+ib+1|=+/3|a+ib— 1|. Luego

l(a+1)+ib| = V3|(a—1)+ib| <

Va+1)2402=v3\/(a—1)?2+b =
(a+1)2+b>=3-((a—1)2+b) =
(a+1)2+b*=3(a—1)>+30* =
(a+1)?=3(a—1) 2+ -3 =0<
(—2+8a—2a*) —2b* =0 (1)
2. lzgl=1eatibl=1ad+P=1<b=1-d° )
Sutituyendo (2) en (1) obtenemos que

(—248a—24*)—20* =0 —2+8a—2a>—2(1—a®)=0

1
—2+8a—2a2—2+2a2:O<:>8a—4:O<:>a:5

De esta manera

bzzl—l:i:b:i\f
Luego
7= 1Jrﬁiyz:lféi
22 2 2
c.) Sea z = a+ ib un nimero complejo, para a y b nimeros reales a encontrar. De esta forma
L |g=1&|atib|=1=ad+b =1 (1)
2. z2z2=14(a+ib)(a—ib) =1 d>+b* =1 2)

En este caso, como (1) y (2) representan la misma ecuacion se tendrdn infinitas soluciones. Se
puedes depejar a o b para tener una representacion de las soluciones. En este caso:

b=+V1—-a?siae[-1,1]

Z:a+<\/1—a2)isia€ [—1,1]

En términos de lugares geométricos, todos los puntos en el plano complejo sobre una circun-
ferencia de radio unitario satisfacen ambas condiciones de este ejercicio.
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Eje Imaginario

aA+br=1

dhw
k J Eje Real

3.10®® Ejercicio para el lector

31®®

a.) Seau =a+biy v=c+didos nimeros complejos. Luego

utv=(a+bi)+(c+di
=a+bitctdi
=atc+bitdi
=(axc)+ (bxd)i
=(atc)—(btd)i
=atc—biFdi
=a—bit+cFdi
=(a—bi)*cFdi
=(a—bi) £ (c—di)
=utv

b.) Seau = a+biy v=c+didos nimeros complejos. Luego
(u)_ a—+ bi
v/ \c+di

a+bi c—di

c+di c—di

(a+bi)(c—di)
2 — (di)? )

ac — adi+ bci — bdi?
c2+d?

(

(

(
_(ac—adi+bci+bd)

(

(

2 +d?
ac+bd + (—ad—i—bc)i)
c2+d?
ac+bd bc—ad >
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_qc+bd bc—ad
Ta2t+a2 2rar!

ac+bd —bc+ad .
ar& T ara !
_ac+bd —bci+adi
N 2+ d?
_ac+adi—bci+bd
N c2+d?
_ac+adi— bci— bdi?
N c2+d?
(a—bi)(c+di)

2 —(di)?
_a—bi c+di
c—di c+di

c.) Sea u = a+ bi un nimero complejo. Luego

d.) Sea u = a+ bi un nimero complejo. Luego

Re(u) =a
2
2
7a+a
2
_a+ib+a—ib
- 2
_a+tib+a+ib
N 2
_u+ﬁ
2

e.) Sea u = a+ bi un nimero complejo. Luego

Im(u) =b
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_ 2bi

T2

_ bi+bi
2

_ bi+bi
2
_atbi—a+bi
N 2i
_a+bi—(a—bi)
N 2i
_a-i—bi—m
N 2i
_u—u

2

f) Sea u = a+ bi un nimero complejo. Luego

u es un nimero real < Im(u) =0
<b=0
&2bi=0
<bi = —bi
Sa+bi=a—bi
Sa+bi=a+bi
SU=U

31D Ejercicio para el lector
32®® Observe que
(I—iDx+2yi=442ix—ix+2yi=442ix+2y—x)i=4+2i

Luego por igualdad de niimeros complejos se sigue que

x=4 y‘2y—x:2‘<:)’2y—4:2‘<:>‘2y:6‘<:>‘y:3‘

33

a.) Sea z = a+ bi un nimero complejo. Luego

|z] >0<|a+bi| >0
sa*+b* >0
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Lo cual es siempre cierto para la suma de los cuadrados de dos niimeros reales, en este caso, a y b.
b.) Sea z = a+ bi un nimero complejo. Luego

|zl =0<|a+bi|=0

ed+b*=0
“a=0Ab=0
<z=0

c.) Sea z = a+ bi un nimero complejo. Luego

Re(z) < |z| ©a < |a+bi]
sa < a*+b?

Lo cual es siempre cierto para la suma de los cuadrados de dos niimeros reales, en este caso, a y b.
d.) Sea z = a+ bi un niimero complejo. Luego

Im(z) < |z| ©b < |a+bi
ab<ad®+b

Lo cual es siempre cierto para la suma de los cuadrados de dos nimeros reales, en este caso, a y b.
e.) Sean z y w nimeros complejos. Observe que

lz4+w* = (z4+w)(z+w) = (z+w)(Z+W)

Luego
(z+w)Z+W) =22+ 20 +wZ+ww = |z]* + 2w+ wZ+ [w|?
Luego
|2|* + 2w +wZ+ |w|* = |2)* + Wz + Wz + [w|* = |z)* + 2Re(Wz) + |w|?

Dado que o

Re(72) = wz+wz

2
Por otro lado se tiene que
Re(wz) < |wz]

Con esto

l2+wl? =[z]* +2Re(wz) + [w?
<ef* +2fwe] + wl?
=[z[? +2[wllz| + wl?
=[e[? +2|wllz| + wl?
=(Jz[+w])?
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Asi
lz4+w|? < (Jz] +w])? = z4+w| < |z + |w|

Ya que se puede extraer la raiz cuadrada a nimeros reales positivos, lo cual esta definido por el
médulo de un nimero complejo. !

33 Ejercicio para el lector

Soluciones del Capitulo 4

41D

a.) El factor numérico de un monomio, también conocido como coeficiente, es el nimero
que multiplica a la(s) variable(s) en el monomio. En términos més simples, es la parte numérica del
monomio, sin incluir las variables y sus potencias.

Por ejemplo, en el monomio 8x*y?, el factor numérico es 8. Este nimero indica cudntas veces
se toma el producto de las variables x*y?. En el caso de monomios con un coeficiente negativo, como
—5x2, el factor numérico es —5.

El factor numérico es importante porque determina la magnitud del monomio. Cuando se re-
alizan operaciones algebraicas como la suma o la resta de monomios, solo se pueden combinar
términos que tienen exactamente la misma parte variable (es decir, las mismas variables elevadas a
las mismas potencias). En estos casos, se suman o restan los factores numéricos de los monomios
involucrados.

b.) El factor literal de un monomio se refiere a la parte compuesta por las variables y sus
respectivas potencias, excluyendo el coeficiente numérico. En esencia, el factor literal indica la
composicion algebraica del monomio, mostrando cudles variables estdn presentes y como estidn
relacionadas entre si a través de sus potencias.

Por ejemplo, en el monomio 6x%y?, el factor literal seria x?y>. Aqui, x y y son las variables, y 2 y
3 son las potencias a las que se elevan, respectivamente. El factor literal proporciona informacion
sobre la estructura algebraica del monomio, sin considerar la magnitud indicada por el coeficiente
numérico.

El factor literal es crucial cuando se realizan operaciones algebraicas con monomios, especialmente
en la multiplicacién y divisién. Al multiplicar monomios, se multiplican los coeficientes numéricos
y se suman las potencias de las variables comunes en los factores literales. En la division, se procede
de manera similar, dividiendo los coeficientes y restando las potencias de las variables comunes. El
manejo adecuado del factor literal permite simplificar expresiones algebraicas y resolver ecuaciones
de manera efectiva.

c.) Los monomios semejantes son aquellos monomios que tienen exactamente el mismo
factor literal, es decir, contienen las mismas variables elevadas a las mismas potencias, aunque sus

10bserve que [z| = [a+ ib| = |a — ib| = > +b* = ¢
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coeficientes numéricos puedan ser diferentes. La semejanza entre monomios no depende de los
coeficientes numéricos, sino de la composicién de sus variables y las potencias a las que estas se
elevan.

Por ejemplo, los monomios 3x?y y 5x%y son semejantes porque ambos tienen el mismo factor literal
x%y, a pesar de tener coeficientes diferentes (3 y 5, respectivamente). En contraste, los monomios
3x%y y 3xy? no son semejantes, ya que sus factores literales (x>y vs. xy?) no son idénticos debido a
las diferentes potencias de las variables.

La importancia de los monomios semejantes radica en las operaciones algebraicas: solo se pueden
sumar o restar monomios semejantes. Al hacerlo, se suman o restan los coeficientes numéricos,
manteniendo el factor literal comun. Esta propiedad es fundamental para simplificar expresiones
algebraicas y resolver ecuaciones.

d.) Un binomio, trinomio y polinomio son términos usados en algebra para describir tipos de
expresiones algebraicas basadas en la cantidad de términos que contienen:

Binomio

Un binomio es una expresion algebraica que contiene exactamente dos términos. Los términos
estdn separados por un signo de suma (4) o resta (—). Un ejemplo de binomio es x> — 3x. Los
binomios son ttiles en diversas dreas de las matemadticas, incluyendo la factorizacién y la expansién
de expresiones algebraicas.

Trinomio

Un trinomio es una expresion algebraica que contiene exactamente tres términos. Al igual que los
binomios, estos términos estdn separados por signos de suma o resta. Un ejemplo de trinomio es
x% +5x+ 6. Los trinomios juegan un papel crucial en muchas aplicaciones matematicas, incluidas
las soluciones de ecuaciones cuadraticas.

Polinomio

Un polinomio es una expresion algebraica que puede contener uno o mds términos. Los térmi-
nos de un polinomio también estdn separados por signos de suma o resta, y cada término puede
incluir nimeros, variables, o ambos, elevados a potencias enteras no negativas. Un ejemplo de
polinomio es 3x> — 2x? +7x — 5. Los polinomios se clasifican segiin el nimero de términos que
contienen (monomio para uno, binomio para dos, trinomio para tres, etc.) o segtin su grado, que es
la mayor potencia de la variable en el polinomio.

Estas expresiones son fundamentales en el estudio del dlgebra y tienen numerosas aplicaciones,
incluyendo la resolucién de ecuaciones, el andlisis de funciones y la modelizacién de situaciones
reales.

e.) El grado de un monomio es la suma de los exponentes de todas las variables presentes en el
monomio. Es una medida que indica la mayor potencia a la que se eleva el conjunto de variables
dentro del monomio. Este concepto es esencial para clasificar y operar con expresiones algebraicas,
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especialmente en el estudio de polinomios.

Por ejemplo, consideremos el monomio 8x°y?. Para encontrar su grado, sumamos los exponentes de
las variables:

* El exponente de x es 3.

* El exponente de y es 2.
Sumando estos exponentes, 3 +2 = 5, determinamos que el grado del monomio es 5. Esto significa
que la expresion algebraica alcanza su término de mayor potencia con las variables elevadas a un
total combinado de cinco.

El concepto de grado es fundamental en algebra, ya que permite clasificar monomios y poli-
nomios, facilita la simplificacion de expresiones algebraicas y es crucial en la solucién de ecuaciones
polinémicas.

4.1 @‘3 Ejercicio para el lector

412D b Para definir una expresion algebraica que, al sustituir cualquier nimero real, siempre
ofrezca un resultado entero, debemos considerar operaciones y propiedades matematicas que garanti-
cen este comportamiento. Un enfoque es considerar expresiones que impliquen coeficientes enteros y
potencias de variables, donde las variables se sustituyen por nimeros enteros. Aun asi, esta condicion
limita la “cualquier sustitucién” a ndmeros enteros para asegurar un resultado entero. Por ejemplo,
2n” +3n+ 5, donde # es un nimero entero, siempre resultard en un nimero entero, pero esta expre-
sién no cumple con la condicién de cualquier nimero real debido a la especificidad de n siendo entero.

Otra aproximacion seria considerar expresiones que exploten propiedades matemadticas especi-
ficas para producir enteros bajo condiciones mds generales, como el uso de funciones piso o techo,
pero estas salen del ambito de las expresiones algebraicas puras y entran en el terreno de las funciones
especiales. La tnica opcién que queda es que dicha expresion algebraica sea una constante entera. En
este sentido cualquier asignacién de variables real produce la constante entera que se haya definido.

43D
15 25

5
a.)  Como el m.c.d(2,4,6) = 2, entonces: §a3b3m - Zazb5 - €a3b3 = 4ab*(3 +ab)
b.) Observe que:

c.) Observe que:
(r=2* = (r=2)=(x=2)((x~2) = 1) = (x = 2)(x = 3)

d.) Observe que:

X2 02X x X
S (I P
75715 6 15020 ~2x+25)
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No es posible factorizar més en R ya el polinomio cuadratico resultante tiene discriminante negativo
(A =—1996).
e.) Observe que si u = x+y el polinomio dado se puede reescribir como:

Tu® — 8u* — 12u

Luego
T — 8u? — 12u = u(Tu* — 8u—12) = u(u—2)(7Tu+6)

Sustituyendo se tiene que:
u(u—2)(Tu+6) = (x+y)(x+y—2)(7x+7y+6)

f.) Observe que:
2xn+l _x2n+1 :x2n+1(2_ 1) — x2n+1

g.) Observe que:
3b(x —3y) —2m(3y — x) = 3b(x — 3y) +2m(x — 3y)

Luego:
3b(x —3y) +2m(x —3y) = (x—3y)(3b+2m)

h.) Observe que:
p(x=3y) = (x=2p)(3y —x) = p(x—3y) + (x = 2p) (x = 3y)

Luego
=p(x—3y)+ (x=2p)(x—=3y) = (x=3y)(p+ (x—2p)) = (x=3y)(x—p)

i.) Observe que:
—12ab* — 4a°b® — 364> = —4a(9a* + 3b* + ab’)
iB) Observe que:
Ay(—y+ 1) —1+y=4y(1—y) = (1-y)=(4y-1)(1-y)
k) Observe que:
Pyl prtl = =l (2
Por lo tanto, el polinomio factorizado es »"x"~! (b — x?).

43D Ejercicio para el lector

44DD

a.) Observe que:

3p(m—2p) —2mp+4p* =3p(m—2p) —2p(m—2p) = (m—2p)(3p—2p) = (m—2p)p
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b.)

d.)

e.)

£)

g)

Observe que:

10xy — 8wx + 15¢cy +4bw — 12cw — Sby =10xy + 15¢y — 5by — 8wx +4bw — 12¢cw
=5y(2x+3c—b) +4w(—2x+b —3c)
=(5y—4w)(2x—b+3c)

Observe que:

7 7 7 7
ga—g—ab—l—b—ga—ab—g—i—b

R

Observe que:

x+y—px+qx—py+qy =(x— px+gx) +(y — py+qy)
=x(1-p+q)+y(1-p+gq)
=(I1—-p+q)(x+y)

Observe que:
2p(a—b) —ax+bx=2p(a—b) —x(a—b) = (a—b)(2p—x)
Observe que:
=D+ =—y+1=0-Do+D)-0-D=0-D+1-1)=0-1)
Observe que:

m? —mx +bm — bx — (b+m)(m —x) =m(m —x) +b(m —x) + (b+m)(m — x)
=(m—x)(2m+2b)
=2(m—x)(m+b)

414D Ejercicio para el lector

45D

a.)

x} — 12x +20x = x(x* — 12x 4 20)

x(x* — 12x 436 — 36 4 20)
= x((x—6)>—16)
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=x(x—6—-4)(x—6+4)
=x(x—10)(x—2)

b.)
49 49
=18+ Tx =+ Tx+————18
4 4
I ANR )]
“\'2 4
(7 oy (7
A AN )
=(x—2)(x+9)
c.)
X2 — 12xy 4 32y% = (x —4y) (x — 8y).
d)
20+ 6x —2x% = —2(x+2)(x—5)
e.)
49(x—1)> —42(x4+1)+9=19(x* —2x+1) —42x —42+9
= 49x? —98x+49 —42x — 33
= 49x> — 140x + 16
20 16
=4 2
9<x 7x+49>
20 100 100 16
_ 2_ Y Y
_49<x 7 %9 49+49)
10\* 12
=49 ) =
10>
=49(x——=) —84
o(7)
10\ \? %
()0
10 10
= (7 (x—7> —2@) <7 <x—7> +2@)
f.)

(x+7)% —dx—24 = (x> + 14x+49) — 4x — 24
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= x>+ 10x+25
= (x+5)?
g)
6m* — 15mn —9n* = 3(2m* — Smn — 3n*)
=3(2m-+n)(m—3n)
h.)
a— %a+é = é(6a2—5a+ 1)
= é(3a— 1)(2a—1)
i)
120y — 23xy 4 x> = (x — 8y) (x — 15y)
j)

(x—2y)* = 12(x—2y) +32 = ((x—2y) —4)((x—2y) - 8)
=(x—2y—4)(x—2y—28)

45 Ejercicio para el lector

46D
a.)
(x+Dx?+ (x+ Dx = (x+ 1) (x> +x)
=(x+Dx(x+1)
=x(x+1)?

b.)
16a°b*c? — 64a’b> > + 72a*b*c* = 84 b c* (2ab® — 8bc +9)
c.)
mn—1)—x(1—n)=mn—1)+x(n—1)
=(n—=1)(m+x)
d)

3a+2 2a+1 __ 2a+a+1+1 2a-+1
Ox —Tx =Ox —Tx
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— 9x20+1+a+1 _7x2d+1
— 9x(2a+1)+(a+1) _ 7x211+1

— 9x2a+]xa+l _ 7x2a+]

— x2a+1 (9xa+1 _ 7)

(=) (x+y) = (=Y ) (x—y) = (P —y
= (" —y
= (" —y
=(x—y)

46D Ejercicio para el lector

47D

a.)

b.)

c.)

d.)

e.)

f.)

=2y 4y = (x—y)?

4a* +12a+9 = (2a+3)?

be =1 +12
4x X = 2)6

16a°b® — 4x° = 4(4a°b® — x°)
= 4(2ab* — x*)(2ab* +x*)

(a+b) —a® =a® +3a®b 4 3ab* +1° - d°
=3a’b +3ab* + b’
= b(3a® +3ab+b?)

64a> —270° = (4a)’® — (3b°)?

x+y)— (x—
x+y—x+)y]
?)[2y]
(x+¥)2y

y)]
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g)

h.)

J)

k)

L)

n.)

= (4a —3b)(16a* + 12ab> + 9b°)

36xy 4+ 16y — 10x%> = 2(—5x% + 18xy + 8y)
(x—16)2—25=((x—16) —5)((x— 16) +5)
=(x—=21)(x—11)
24+8=x+23
= (x42)(x* —2x+4)
1-FP =137
=(1 —r)(1+r+r2)

a6—|—b6 — (a2)3 + (b2)3
= (a® +b?)(a* — a®b* + b*)

1-8a° =1° — (24°)°
= (1-2a°)(1+24> +4a%)

P3P 1= 4373 +1°
=((P+3)+D)((FP+3)* = (P +3)+1)
=+ ((C+6x* +9)— (°+3)+1)
=P+ +6x°+9-x—3+1)
= (X +4)(x®+5x° 4 7)

(m* 4 2m+1) —m* —m+m?)
m+14m?)
m?+m+1)

—_— o~ o~
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47D Ejercicio para el lector

48D

a.)

b.)

c.)

d.)

f.)

)

ax+a—x—1=(ax+a)+(—x—1)
=a(x+1)+—(x+1)
=@x+1)(a+-1)
=@x+1)(a—1)

mx~+ny+nx+my = (mx+my) + (nx + ny)
=m(x+y)+n(x+y)
= (x+y)(m+n)

=2 x—2= (2% + (x—2)
= (x—2)+ (x—2)
= (x=2)(x*+1)

x+y—px+qx—py+qy=(x—px+qx)+(y—py+qy)
=x(1-p+q)+y(1-p+q)
=(1—p+q)(x+y)

xa—ya+za+x—y+z=(xa+x)+(—ya—y)+(za+z)
—x(at 1)+ —ylat 1) +elat 1)
=(a+1)(x—y+2)

ax+by+ay+bx = (ax+ay) + (bx+ by)
=a(x+y)+b(x+y)
=(a+b)(x+y)

36xy + 16y — 10x> = 2(18xy + 8y — 5x7)
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48 Ejercicio para el lector

49
a.)

a® —12a+20 = (a—2)(a—10)

b.)
¥ —5x4+6=(x—2)(x—3)
c.)
x>+ 13x+40 = (x+8)(x+5)
d.)
562 — 13x— 6 = (5x+2)(x—3)
e.)
6a* 4 ab — 15b* = (2a — 3b)(3a + 5b)
f)

10x* — 13x—3 = (5x + 1)(2x— 3)

g) x> +x+ 1 no se puede factorizar en R pues A = —3 < 0.

h.)

X+ 14x 449 = (x+7)°
i)

32+ Tx+2=(3x+1)(x+2)
i)

323 +18x— 17 = (2x— 1)(16x+17)
k.)

2 =30 — 4 — 1x— 12 = (x+ 1) (x = 3) (2x* +x+4)
1)

6y" +37y* —92y* =28y +32 = (2y - )3y +2)(y +8)(y - 2)
m.)

Y432 —9y+5=(y—1)*(y+5)
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272 — 772 —287—12= (2z+1)(z+2)(z—6)
0.)

33 4 dx? —3x4+2 = (x+2)(3x* —2x+1)

49 Ejercicio para el lector

410D®
a.)

X =3x4+2=(x—1)*(x+2)

b.)
4x? —3x4+x° —18 = (x —2)(x+3)?
c.)
120+ 1327 +-6x° +-x* 4 = (x+ 1) (x +2)?
d)
8x— 7% +2x° =3 = (x—1)*(2x—3)
e.)
27x° —9x? = 3x+1=(3x—1)>(3x+1)
f)

166x> — 140x + 84x” +9x* +25 = 3x— 1)*(x +5)?

410> ® Ejercicio para el lector

411D
a.)
2 2 6x—2
3759
6x—2 6x—2
_ 6x—2
~o6—-2)

O =
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240
b.)
Sx—2 Sx—2
E—6x_ 12 —-30x
5 5
_ 5(5x—2)
-~ 12-30x
5(5x—2)
6(2 —5x)
5(5x—2)
—6(5x—2)
_ 3
6
c.)
%f_%L 8x—1
3 12 _ 12
ﬂzgl 8x—1
5 10 10
__10(8x——1)
C12(8x—1)
_d
6
d.)
15 5 30x+5
15x 5 30xt
2 4 _ 4
%—I—12x 24+ 12x
_ 30x+5
42+ 12x)
_ 5(6x+1)
~ 8(1+6x)
s
-8

4.1 ® Ejercicio para el lector

42O
a.)

P4x—2  (x+2)(x—1)

x+2 xX+2
=x—1



241

b.)
22x% —8x—24x +9x*+1  (Bx—1)*(x—1)?
33 —x2—=3x+1 C Bx—1D)(x—1)(x+1)
CBx—=1)(x—1)
B (x+1)
c.)
—x*+8x =5 +xt 40 —4 (x—1)3(x+2)?
23 —x+x* =2 (=D +2) (2 x4 1)
B (x—1)*(x+2)
o x24x+1
d)
8x+2x% —4x’ +x*—8 1t —4x’ +2x? 4 8x—8

o 8x—8V2 432 /23 —8x—8V2

Factorizando el numerador:

1 -4 2 8 -8 K
2 —4 -4 8
1 -2 -2 4 0
De lo anterior se tiene: x> — 2x2 — 2x+4 = 0, de donde
1 -2 -2 4 12
2 0 —4
1 0 -2 0

Ademas:

X-2=0=x>=22
:>x::|:\f2

Luego, factorizando el denominador:
x4 V2 — 8x —8V2 = V2x' —8V2 +x* — 8x
=V2(x = 8) +x(x* —8)
— (V2+3)( -8)
= (V2+4x)(x—2)(x> +2x+4)



242 Soluciones de algunos ejercicios

Finalmente:
=4 42 +8x -8 (x—2)*(x—V2)(x+V2)
V283 —8x—8v2  (V2)(x—2)(x2+2x+4)
_ (=2)(x—v2)

x?+2x+4
e.)
15— 20x+8x% —4x’ +x* (X2 +5)(x—3)(x—1)
—S5+5x—x2+x3 (245 E-1)
=x—3

412OD Ejercicio para el lector

413D

. =27 24 2x
a.) Para resolver la expresion:

X2—x—6 x24+3x+9

se siguen estos pasos:
Paso 1: Factorizacion de los polinomios
Numerador y denominador del primer término

Numerador: x* — 27 representa una diferencia de cubos, la cual se puede factorizar como (x —
3)(x® +3x+9).

Denominador: x>

— x — 6 se puede factorizar como: (x —3)(x+2).
Numerador y denominador del segundo término

Numerador: x” 4 2x se puede factorizar como: x? 4 2x = x(x +2).

Denominador: x> + 3x+9 es irreducible en factores reales, asi que se queda como estd (dis-
criminante negativo)

Paso 2: Reescribir la fraccién con las factorizaciones obtenidas

Se reescribe la expresion completa, es decir

(x—=3)(x*+3x+9)  x(x+2)

(x=3)(x+2)  x*+3x+9

Paso 3: Cancelacion de términos comunes

Se cancelan los términos comunes en el numerador y el denominador:

(e—3)(x* +3x+9)  x(x+27

(x—=3T(xA42) x243x+9
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Simplificando:
x> 43x+9 X
1 x2+3x+9

Finalmente, los x? +3x + 9 se cancelan y se obtiene como respuesta x.
Expresion final simplificada

La expresion final simplificada es:
X
Xy Xy

b.) Para resolver la expresion: ———— + 5, S€ siguen estos pasos:
=y (x+y)

Paso 1: Se reescribe la divisién como multiplicacién, es decir:

xy Xy xy  (x+y)?

A=y T ()2 2y

Paso 2: Simplificacién de la fraccion
Observe que x> —y? es una diferencia de cuadrados y se puede factorizar como: x> —y> =
(x+y)(x—y). De esta forma se tiene

xy (x+)?

(x+y)(x—y) xy

Paso 3: Cancelacion de términos comunes

Cancelando los términos comunes xy en el numerador y denominador se tiene

1
(x+y)(x—y)

Simplificando y cancelando uno de los x +y:

(x+y)?

Paso 4: Expresion final simplificada

La expresion final simplificada es:
x+y

xX—=y
—64+1lx—6x2+x x—1
—24+5x—4x24+x> x—-3

c.) Para resolver la operacién

se deben seguir los siguientes pasos:
Paso 1: Factorizacion del numerador y el denominador

Numerador: —6+ 11x — 6x> 4 x> se factoriza como (x — 1)(x —2)(x — 3)
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Denominador: —2 + 5x — 4x? +x? se factoriza como: (x— 1)?(x —2)
Paso 2: Simplificacién de la fraccién original

Se reescribe la fraccién original con las factorizaciones obtenidas, esto es:

(x—Dx=2)(x—3)
(x—1)*(x-2)

Cancelando los factores comunes del numerador y el denominador:

(x—1)(x—=2)(x—13) _x—3
(x—1)?(x—2) x—1

x—1
x—3

Paso 3: Multiplicacién con

Abhora, se multiplica la fraccién simplificada por al

=
|

W

=
[

=
|
—_
=
|
W

Paso 4: Simplificacién final

Las fracciones se simplifican a:

Expresion final

La expresion completa resuelta y simplificada es:

—6+1lx—6x"+x° x—1

. =1
—245x—4x?4+x3 x—3
2 x? x+2 . 1 . C .
d.) Para resolver la operacion ——=— T 3w Sesiguen los siguientes pasos:

Paso 1: Reescribir la divisién como multiplicacién por el inverso. Esto es:

x2 x+2 x+2
xX24+4x+4  3x 1

Paso 2: Factorizacién de los polinomios
Denominador x> +4x + 4 se factoriza como (x +2)? en la expresion que aparece a la izquierda

Paso 3: Reescribir la fraccidn con las factorizaciones obtenidas, es decir

¥? x+2
2T k42
(x+2)% 3x (x+2)
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Paso 4: Cancelacion de términos comunes. Se cancelan los factores comunes en el numerador y el
denominador:

x? x+2
Gz e

1

2-7

o 3x

Finalmente, se cancelan x en el numerador y el denominador:

X

3

Expresion final

La expresion completa resuelta y simplificada es:

3

P 42xy+y? . X=y  xty

e.) Para resolver la operacién P T et 2

se deben seguir los siguientes pasos:
Paso 1: Factorizacion de los polinomios.

Numerador del primer término: x> + 2xy + y? se factoriza como (x + y)?

Denominador del primer término: x*> —y* se factoriza como x* — y* = (x —y) (x*> +xy +y?)

Denominador del segundo término: x>+ xy+ y? no se factoriza, pues es irreducible en factores
reales.

Paso 2: Reescribir la fraccion con las factorizaciones obtenidas
(x+y)? . Xx—y  x+y

(x—y) (x> +xy+y?) T X4 xy+y? 2

Paso 3: Reescribir la division como multiplicacién por el inverso

(x+y)? X tay+y? xty
(x—y) (2 +xy+y?)  x—y 2

Paso 4: Cancelacion de términos comunes

Se cancelan factores comunes en el numerador y el denominador, en particular, solo los X2 +xy+ y2,

obteniendo:
(x+y)? 1 x+y

(x—y) x—y 2

Simplificando:
(c+y)?-(aty) _ (+y)?

(x—y)%-2 2(x—y)?
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Expresion final

La expresion final simplificada es:

(x+y)°
2
2(x—y)
c 2.3 2 .
f.) Para resolver la operacion 3+§f’1‘ wEup —fixj—i)éigx}’ se siguen estos pasos:

Paso 1: Factorizacién de los polinomios
Numerador y denominador del primer término
Numerador: —3 +x +x? +x>. Este se puede reordenar y factorizar. Primero, ordenando los
términos en forma descendente, queda x> + x* +x — 3. Ahora, se buscan factores posibles. Probando
con el teorema del factor y el método de division sintética o factorizacion directa para encontrar
factores, se tiene que x — 1 funciona, con lo cual

3, 2 _ 2

X+x+x—3=x—-1)(x"+2x+3)
Luego, x*> + 2x + 3 es un polinomio cuadritico irreducible.
Denominador: El término x — 1 se deja como tal.
Paso 2: Factorizacion del segundo término
Numerador: El polinomio 2x? + 3x+4 es irreducible en factores reales, asi que se queda como est4.
Denominador: —4 + x + x> + 2x3. Este se puede reordenar y factorizar. Asf:
20+ x—4=(x—1)(2x* +3x+4)

lo cual es viable al probar con el teorema del factor y el método de division sintética o factorizacidn
directa.

Paso 3: Reescribir la fraccién con las factorizaciones obtenidas

(x—1)(x*+2x+3) 2x% +3x+4

x—1 (x—1)(2x2+3x+4)

Paso 4: Se cancelacién los términos comunes

(e~ (x* +2x+3) 22437+ 4

}
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Simplificando:
1
2
2x+3)-
(x"+2x+3) 1
Expresion final
x> +2x+3
x—1

452 +Tx+3 . 2x42

g) Para resolver la operacién TSN v, e b

se siguen los siguientes pasos:
Paso 1: Factorizacion de los polinomios
Numerador y denominador del primer término

Numerador del primer término: x° 4+ 5x2 +7x+3 = (x+1)(x+ 1)(x+3). Esto es viable al
probar con el teorema del factor y el método de la divisidn sintética.

Denominador del primer término: 2x> +4x? — 10x — 12 = 2(x 4+ 3)(x + 1)(x — 2). Esto es vi-
able al probar con el teorema del factor y el método de la divisidn sintética.

Numerador y denominador del segundo término
Numerador del segundo término:2x +4 = 2(x+2) al tomar como factor comtn al 2.

Denominador del segundo término:x> —4 = (x —2)(x 4 2) al usar la diferencia de cuadrados
como método de factorizacion.

Paso 2: Reescribir la divisién como multiplicacién por el inversos. Esto es

(x+1D)(x+1)(x+3) (x—2)(x+2)

2(x+3)(x+1)(x=2)  2(x+1)

Paso 3: Cancelacién de términos comunes. Observe que:

LATTAATAS] (2 —2](x +2)
2043 —2]  20e41]

La expresion se reduce a:
x+2

4

Expresion final
x+2

4

613 +5x2—2x—1 263 —x>+6x—3
3x3+x249x+3 2x343x2—-1

h.) Para resolver la operacién se siguen los siguientes pasos:

Paso 1: Factorizacion de los polinomios
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Numerador y denominador del primer término

Numerador del primer término: 6x* +5x*> —2x— 1 = (3x+ 1)(2x— 1)(x+1). Esto es viable
al probar con el teorema del factor y el método de la division sintética.

Denominador del primer término: 3x* + x> +9x+3 = (3x+ 1)(x> 4+ 3). Esto es viable al pro-
bar con el teorema del factor y el método de la divisién sintética.

Numerador y denominador del segundo término

Numerador del segundo término:2x> — x*> 4 6x — 3 = (2x — 1)(x> +3). Esto es viable al pro-
bar con el teorema del factor y el método de la divisién sintética.

Denominador del segundo término:2x® +3x> — 1 = (x4 1)?(2x — 1) al usar la diferencia de cuadra-
dos como método de factorizacidn.

Paso 2: Reescribir el producto con los términos factorizados

(Bx+1)(2x—1)(x+1) (2x—1)(x*+3)

(3x+1)(x2+3) (x+1)2(2x—1)

Paso 3: Cancelacion de términos comunes. Observe que:

(Bae1](2x — DAy (T2 +3]
B2 +3] 1721

La expresion se reduce a:
2x—1

x+1

Expresion final
2x—1

x+1

2.2 3. 22, 3
i.)  Pararesolver la operacién ~ )ycz;zcy s jv;“ 224

, se siguen los siguientes pasos:
Paso 1: Factorizacion de los polinomios
Numerador y denominador del primer término

Numerador del primer término: x’y — xy?> = xy(x —y). Esto es posible cuando se considera a
xy como factor comun.

Denominador del primer término: x*y*. Este ya no se puede factorizar mas.

Numerador y denominador del segundo término
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Numerador del segundo término:x’y — x?y? 4+ xy®> = xy(x> — xy +y?). Esto es posible cuando
se considera a xy como factor comun.

Denominador del segundo término:x® +y* = (x +y)(x?> — xy +y?) al usar la factorizacién de
la suma de cubos.

Paso 2: Reescribir el producto con los términos factorizados

xy(x—y)  xy(?—xy+)?)

2y (x+y) (a2 —xy+)?)

Paso 3: Cancelacién de términos comunes. Observe que:

wl—y)  pl=wTy)
27 () (=)

La expresion se reduce a:
X—y
x+y

Expresion final
X—Yy
X+y

i e e e S e N )
12—10x+2x>  1—x—x2+x3  x?+1

iB) Para resolver la operacion: se siguen los siguientes pasos:
Paso 1: Factorizar los polinomios:

Numerador y denominador del primer término

Numerador: x* —x?> +x—1= (x—1)(x> +1)

Denominador: 12 — 10x +2x> = 2(6 — 5x+x?) =2(x —3)(x —2)

Numerador y denominador del segundo término

Numerador: 2x— 6 =2(x—3)

Denominador: x> — x> —x+1=(x—1)(02—1)=(x—1)(x—D(x+1) = (x—1)2(x+1)

Paso 2: Reescribir la fraccidn con las factorizaciones obtenidas, es decir

(x—l)(xz—l—l). 2(x—3)  x-2
2x=3)(x—2) (x—1)2(x+1) x2+1

Paso 3: Se cancelan los términos comunes en el numerador y el denominador:
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AT 23 2
2302 1P 1) 21

lo cual da |
(x—1)(x+1)
Expresion final
1
x2—-1
k.) Para hacer la suma de _T_ ] + 1 se deben considerar los siguientes pasos:
X—

Paso 1: Encontrar el comin denominador:
El comtin denominadorde x+1yx—1les (x+1)(x—1).

Paso 2: Reescribir cada fraccion con el comin denominador:

X x-(x—1) x> —x

X+l @+ D)E—1) G+DE—1)

2 2-(x+1) 2x42

x—1  (x=Dx+1) @x=1D+1)
Paso 3: Sumar las fracciones:

2 —x 2x+2 _xz—x+2x+2

+
x+Dx—-1) x+Dx—-1) (x+1)(x—1)
Paso 4: Simplificar el numerador:

W —x+2x+2=x+x+2

Paso 5: Escribir la fraccion simplificada:

X 4+x+2
(x+1)(x—1)

L) Para hacer la resta de

X
x—2 x+3

se deben considerar los siguientes pasos:
Paso 1: Encontrar el comin denominador:
El comiin denominador de x —2 y x+3 es (x —2)(x+3).

Paso 2: Reescribir cada fraccion con el comun denominador:

3  3x-(x+3) 3 +%

x=2  (x=2)(x+3)  (x—2)(x+3)




251

4 4-(x-2) 4x—8
x+3  (x+3)(x—2) (x+3)(x—2)

Paso 3: Restar las fracciones:

3x% 4 9x 4x—8  3x%+9x— (4x—38)

x-2)x+3) (x+3)x—2)  (x—2)(x+3)

Paso 4: Simplificar el numerador:
3+ 9x —4x+8=3x* +5x+8

Paso 5: Escribir la fraccién simplificada:

3x%+5x+8
(x—2)(x+3)
2x . -
m.) Para hacer la resta de — se deben considerar los siguientes pasos:

(k=12 (x—1)°

Paso 1: Encontrar el comun denominador:
El comtn denominador de (x —1)?y (x—1)3es (x — 1)°.

Paso 2: Reescribir cada fraccion con el comin denominador:

2x 2 (x—1)  2x(x—1) 2x*—2x

x—12 (x-1)2-(x—1) (x-13  (x—1)3

3
<71)3 ya tiene el denominador comiin, por lo que se queda igual:
x —

Paso 3: Restar las fracciones:

3
(x—1)°

2x* —2x 3 2 —2x—3

(k=1 (=1 (x—1)?

Paso 4: Simplificar (si es posible):
El numerador 2x> — 2x — 3 no se puede simplificar mas.

Paso 5: Escribir la fraccién simplificada:
2x% —2x—3
(x—1)°

3 4
n.) Para operar o +x2)2 — 127 + X 12) se deben considerar los siguientes pasos:

Paso 1: Encontrar el comun denominador:

El comiin denominador de (x+2)2, (x+2)% y x(x +2) es x(x +2).
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Paso 2: Reescribir cada fraccion con el comin denominador:

3x  3xx (x+2)  3x%(x42)  3x746x7
(x+2)2 (x+2)2x (x+2)  x(x+2)3  x(x+2)3
4 _ 4-x _ 4x
(x+2)3  (x+2)3-x  x(x+2)3
5 5-(x+2)%  5(x+2)%  5(x*+4x+4)  5x*4+20x+20
x(x+2)  x(x+2)-(x+2)2  x(x+2)3  x(x+2)3 x(x+2)3

Paso 3: Restar y sumar las fracciones:

3x’ + 67 4x 5x2+20x+20  3x° +6x% —4x+ 5x% +20x 420
x(x+2)3  x(x+2)3 x(x4+2)3 x(x+2)3

Paso 4: Simplificar el numerador:
37 4 627 4 5x% — 4x+20x +20 = 3x” + 112> + 16x 420

Paso 5: Escribir la fraccién simplificada:

3% + 11x% + 16x 420
x(x+2)3
4x 3 5 . N
0.) Para operar — + se deben considerar los siguientes pasos:
x+1 x2—-1 x-—1

Paso 1: Encontrar el comiin denominador:
Los denominadores son x4 1, x> — 1,y x— 1. Note que x> — 1 = (x+1)(x— 1).
El comin denominador de estos es (x+1)(x—1).

Paso 2: Reescribir cada fraccion con el comin denominador:

4x  Ax-(x—1)  dx(x—1) 4 —4x
x+1 (x+D)x—1) (x+DE-1) (@E+DE-1)

3 3
21 GrDE=1) ya estd en la forma deseada
5 5-(x+1)  5(x+1) 5x+5

x—1 (x=1)-(x+1) (x+Dx-1) (E+1)x-1)

Paso 3: Restar y sumar las fracciones:

4x% — 4x 3 5x+5 4 —4x—3+5x+5

(x+1)(x—1) (x+1)(x—1)+(x+1)(x—1) (x+1)(x—1)
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Paso 4: Simplificar el numerador:
4 —dx+5x—3+5=4dx* +x+2

Paso 5: Escribir la fraccion simplificada:

4x? +x+2
(x+1)(x—1)
3x 2 5

p-) Para operar

— se deben considerar los siguientes pasos:
x2—4 x2—1+x2—|—2x—|—1 g P

Paso 1: Identificar las formulas notables en los denominadores:
X —4=(x—2)(x+2)

1= (x—1)(x+1)
21 =(x+1)>2

Paso 2: Encontrar el comtn denominador:
El comiin denominador de (x —2)(x+2), (x—1)(x+1) y (x + 1)?es (x —2)(x +2) (x — 1) (x+1)2.

Paso 3: Reescribir cada fraccion con el comin denominador:

3x 3x-(x—1)(x+1) B 3x(x—1)(x+1) B 3% —3x
=4 (x=2)x+2)(x—1D)x+1) x—-2)x+2)x—1D)x+1) (x—2)(x+2)(x—1)(x+1)
2 2-(x—2)(x+2) _ 2(x—2)(x+2) _ 2x% —8
=1 (x=DE+DE=2)x+2) E-DE+1)E-2)x+2) (x=2)x+2)(x—1)(x+1)
5 5-x-2) 5x-2) 5(x—2)

2+l (+1)2x—2) (G—2)x+1)2 @-2)x+2)x—1D)(x+1)

Paso 4: Restar y sumar las fracciones:

3x3 —3x 2x* -8 5(x—2)

x=2)x+2)(x—1)(x+1) (x—=2)x+2)(x—1)(x+1) + (x—2)(x+2)(x—1)(x+1)

Paso 5: Simplificar el numerador:

3x% —3x —2x2 +8+5(x—2)

C x=2)(xF2)(x— D (x+1)

Distribuir y combinar términos semejantes:

33 —2x2 —3x+8+5x—10

C (x=2)(x+2)(x— D) (x+1)

_ 3 —2x2+2x -2
(= 2)(x+2)(x—1)(x+1)
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Paso 6: Escribir la fraccién simplificada:

3 — 202 +2x—2
(x=2)(x+2)(x—1)(x+1)

_ 2x+3
B=1 -1 +x+1)

q.) Para operar + 4 se deben considerar los siguientes pasos:

Paso 1: Identificar las férmulas notables y los factores en los denominadores:
3 _ 2
X=1=x-1)x"+x+1)
1= (x—1)(x+1)
Paso 2: Encontrar el comtin denominador:

El comiin denominador de x* — 1y (x> = 1)(x> +x+ 1) es (x — 1) (x> +x+1)(x+ 1).

Paso 3: Reescribir cada fraccion con el comun denominador:

5 5 (x+1) 5x+1)

B—1 (-2 +x+1) (x+1) @E-DE@+x+DE+1)

2x+3 2x+3

2D +x+1)  @—DE+DEE+x+1)
dx—D(x+1D) (P +x+1)
(x—1)(x+1)(x2+x+1)

Paso 4: Reescribir las fracciones con el comin denominador:

5(x+1) 2x+3 4x—1)(x+ 1) +x+1)

(x=DE+x+Dx+1) =D +x+1Dx+1)  x=DE2+x+1)(x+1)

4 —

Paso 5: Simplificar el numerador:

S54+1)— (2x+3) +4(x— 1) (x+ 1) (x> +x+1)
(x=1D)x?+x+1)(x+1)

Simplificar los términos:

Numerador:
Sx+1)— (2x+3) +4x—D)(x+ D> +x+1)
Distribuir y combinar términos semejantes:

=5x4+5-2x—3+4x—Dx+ D> +x+1)

Expandir y simplificar:
=342 +4(° + P Hx—x—1)

=3x+2+4(° +x2 1)
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=3x4+2+4x° +4x> —4
=4x° +4x® 4+ 3x -2
Paso 6: Escribir la fraccién simplificada:

43 44x2+3x -2
(x—1)(2+x+1)(x+1)

Asi, la operacion de fracciones algebraicas queda simplificada de la siguiente manera:

4x® +4x? +3x—2
(x—=1D)*?+x+1)(x+1)
r.) Para operar 2t + 3x—2 + x4 se deben con
‘ P 2 D)+ D@t D2 —x+1) @ rxtl
siderar los siguientes pasos:

Paso 1: Identificar las férmulas notables y los factores en los denominadores:
X —1=(x—1)(x+1)

CHl=+ D)2 —x+1)
x*4+x+1 (yaes un polinomio notable)

Paso 2: Encontrar el comin denominador:

El comin denominador de (x> — 1)(x*+1), (> = 1) (2 +x+1)(x> —x+ 1) y x> +x+ 1 es (x—
Dx+1) (% —x+1)(x* +x+1).

Paso 3: Reescribir cada fraccion con el comin denominador:

2x+1 B 2x+1 Xxtl 2x+1) (x> +x+1)
=D+ =D+ D)E+D)2—x+1) 24+x+1 (x—1)E+1)202 —x+1)(x2+x+1)
3x—2 _ 3x—2
(=12 +x+ D02 —x+1)  (x—Dx+D02+x+1)(x2—x+1)
5x—4 S5x—4  (x—Dx+1DE2—x+1) Gx—4)(x—1D)(x+1)(x>—x+1)

Crxtl 2dx+l D+ D)2 —x+1) @-Da+)@—x+ )@ +x+1)
Paso 4: Reescribir las fracciones con el comun denominador:
2x+1)(x>+x+1) N 3x—2 N
(x—D)(x+1)22—x+1)(24+x+1)  (x—1DE+1)2+x+1)(x2—x+1)
Sx—4)(x—D(x+1D(x2—x+1)
x—=1Dx+1)x>—x+1)(x2+x+1)

Paso 5: Simplificar el numerador:

x+ 1) +x+1)+Bx=2)(x+ 1)+ 5x—4)(x— D (x+1)(x* —x+1)
x—1Dx+1)x+1)2—x+1)(x2+x+1)
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Distribuir y combinar términos semejantes en el numerador:
x4+ 1) +x+1)+Bx—=2)(x+ D)+ Bx—4)(x— 1) (x+ 1) (x> —x+1)
Distribuir los términos:
= (2 2% 2+ x+ 1) 4 (B 4+ 3x — 20— 2) + (Sx —4) (x* —x)
Simplificar cada término:
=20 + 32 +3x+ 1 +3x" +x— 2+ 5x* — 5x
Combinar términos semejantes:
=5+ 6t —x—1
Paso 6: Escribir la fraccién simplificada:

5x* 420 4 6x% —x— 1
(x=1)(x+1)2(x2—x+1)(x>4+x+1)

S.) Para resolver la expresion

2 X X -
—bx—x2+x3  2x243 x2 -9 ’

se siguen los siguientes pasos:

Paso 1: Simplificacién de la expresion dentro de los paréntesis

Primero, se simplifica cada fraccién por separado:

1. Simplificar ————:
implificar I

—bx— x4 2 =x° —x® —bx=x(x> —x—6) = x(x — 3)(x+2)

Entonces,
2 2

—x—x2 2 x(x—3)(x+2)

2. Simplificar Zx%i—)ﬁ:

262 4+ x° = x*(2+x)

Entonces,
X X 1

22 ¥(2+x)  x(2+x)

Ahora, se resta las dos fracciones simplificadas:

2 1

x(x=3)(x+2) x(2+x)
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Para realizar la resta, se necesita un denominador comun:
El denominador comtn es x(x — 3)(x+2)(2 +x).

Se reescribe cada fraccién con el denominador comdn:

2(2+x) (x—3)(x+2)

x(x—=3)(x+2)2+x) x(x—3)(x+2)(2+x)

Se simplifican los numeradores:

22+x)—(x=3)(x+2)
x(x=3)(x+2)(2+x)

Se expande y combinan términos semejantes:

224x) =4+2x

(x=3)(x+2)=x’4+2x—3x—6=x>—x—6

Entonces, se tiene:

442x— (x> —x—6) 44+2x—x>+x+6 —x?>+3x+10

x(x=3)(x+2)(2+x)  x(x=3)(x+2)2+x) x(x—3)(x+2)(2+x)

Paso 2: Inversién de la segunda fraccion

-1
La segunda parte de la expresion es ( 2x 9) :
X2 —

La inversion de esta fraccidn es:

<(x_3)x(x+3)>l:(x—3)x()c+3)

Paso 3: Multiplicacion de las fracciones

Finalmente, se multiplican las dos fracciones resultantes:

—x?+3x+10 (x—=3)(x+3)

x(x=3)(x+2)(2+x) x

Simplificando:
(—x? +3x+10)(x —3)(x+3)
¥ (x—3)(x+2)(2+x)

Se cancelan los factores comunes:

(—x*43x+10)(x+3)
x(x+2)(2+x)
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Paso 4: Expansion y simplificacion (si es posible)
Se expande el numerador:

(—=x® +3x+10) (x4 3) = —x> — 3x> + 10x + 30+ 3x* + 9x
= x> +19x+30

Entonces, la expresion final es:
—x>+19x+30
x(x+2)(2+x)

t.) Para resolver la expresion:

1 1 xX—y x—y
x+y x—y) \x2—y* xX2-—2xy+)y?

se siguen los siguientes pasos:

1 1
Paso 1: Simplificacién de la primera parte < — )
x+y x—y

Se simplifica la expresion:

1 1
xX+y x-—Yy

Para restar estas fracciones, se necesita un denominador comun:

1 I (=y)—(+y)  x—y—x—y =2

x+y x—y  (+y)x—y  (@+y)x—y (+y)(x—y)

Se simplifica el denominador usando la identidad de productos notables:

(x+y)(x—y) =x> =)

Entonces, la expresién simplificada es:

x2 _y2

Paso 2: Simplificacién de la segunda parte <x§ : iz -2 _xz;yy+ y2>

Se simplificamos la expresion:

xX—y xX—y

x2—yr  x2—2xy+y?
Se sabe que:

=y =(x+y)(x—y)
y

= 2xy+y? = (x—y)?
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Entonces, se reescriben las fracciones:

XYy X=Yy
43—y (=)
Simplificando:
1 1
x+y x—y

Restando estas fracciones con un denominador comun:

1 L =y =ty 2

x+y x—y  (y)—y) )

Paso 3: Multiplicacién de las dos partes simplificadas

Se reescribe la expresion completa con las simplificaciones obtenidas:
—2y —2y
2y ) \x2—y2

(=29)(=2y) = 4°

(2 =y (2 =y (P —y2)?

Multiplicando las fracciones:

Expresion final

La expresion simplificada es:

1 1 x—=y xX—=y _
x+y x—y)\x2—y2 2-2xy+y?) (x2—)y?)?

413 Ejercicio para el lector

414D®
a.)

—3x0 B —3x0 V/x6

VxZ a2z X6

—3x0v/x0
V/x28

—3x0.x3/2

x/

— 3x
b.)

Tx Tx V6x+2++/3x+2

Vor+2—V3x+t2 Voxrt2—3xt2 Voxt2+3x+2
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~ Tx(vV6x+2+/3x+2)

T (6x+2)—(3x+2)

_ Tx(vV6x+2+/3x+2)

 6x+2-3x-2

_ Ix(Vox+24+/3x+2)
3x

zg(\/6x+2+\/3x+2)

c.)

x+5 B x+5 V=2x+2++v/-3x-3
V=2x+2-+3x-3 J—2x+2—+/—3x—3 /—2x+2++/—3x-3
(45 (V-2x+2+V-3x-3)
—2x+2—(—3x-3)
 (x45)(V-2x+2++vV-3x-3)
x+5
=vV-2x+2++v/-3x-3

d.)

x—1 _ x—1 V8x+1+4++13x—4
VBx+1—1Bx—4 Bx+1—+/13x—4 Bx+1++/13x—4
 (x=1)(V8x+1++/13x—4)
B 8x+1— (13x—4)
~ (x=1)(V8x+1++/13x—4)
N 8x+1—13x+4
(x—1)(v8x+1++/13x—4)
N —5x+5
(= 1)(V8x+14+13x—4)
—5(x—1)

:—é(\/8x+1—|—\/l3x—4)

x*—4 _ x? —4 Va+14+v2x—1
Vbl —v2x—1 Vatl—v2x—1 Vatl+tv2x_1
(P =V T4+V2x—1)
B x+1—(2x—1)

(P =V T+ V2x— 1)
N x+1-2x+1

(Vv
—Xx+2
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_ (x=2)(x+2)(Vx+14+v/2x—1)

—(x=2)
() (VA T4+ V=)
f.)
X2 —5x+6 X2 —5x+6 V2x—14++vx+2

V21— Vat2 VTl -vxt2 V2r—1+vxt2
_ (x* = 5x4+6)(vV2x — 1+ /x+2)

2x—1—(x+2)
(P =5x+6)(V2x—1+Vx+2)
N 2x—1—x-2
_ (x* = 5x4+6)(vV2x — 1+ +/x+2)
x—=3
_ (x—=2)(x=3)(vV2x—14++x+2)
x=3

=(x-2)(V2x—14+Vx+2)

414D Ejercicio para el lector
4158
a.)

—3x0 —3x0

~4/x22 - «4/x5‘4+2
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b.)

c.)

d.)

Tx

Tx V6x+2++/3x+2

Vor+2—3x+2 Vox+2—3x+2 Vox+2+3x+2

Tx(vV/6x +2++/3x+2)

(V6x+2)2—(1/3x+2)?
_ Tx(vV/6x+2++/3x+2)

(6x+2)—(3x+2)

(
_ Tx(Vox+2+V/3x+2)

6x+2—3x—2

_ Tx(vV6x+2++/3x+2)

3x

_ 71(V6x+2++/3x+2)

x+5

3

x+5 V=2x+2++v-3x-3

V-2x+2—+v/-3x-3

x—1

V=2 +2—-y3x—3 V—2x+2+/—3x—3
C(x435)(V-2x+24+V-3x-3)
(V2422 - (V=3x-3)?
(x+5)(vV/—2x+2++/-3x—3)
(—2x+2)—(—3x—-3)
(x+5)(vV-2x+2++/-3x-3)
—2x+2+4+3x+3
(x+5)(vV-2x+2++/-3x—3)
x+5
=V-2x+2++v-3x-3

x—1 V8x+1+v—-2x—1

Vet l—v—2x—1

VBT —v—2x—1 Bxtl+y/—2x—1
(x—1)(vV8x+1++/=2x—1)
(VBx+1)2 = (vV=2x—1)?
(x=1)(V8x+1++v/-2x—1)
(8x+1)—(—2x—1)
(x—=1)(V8x+1++v/-2x—1)

8x+14+2x+1
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(x—=1)(V8x+1++v/—-2x—1)
10x+2
(x—=1)(V8x+1++v/-2x—1)
2(5x+1)

=546 (x=3)(x—=2) V2x—T1+Va+2
V2Xi—1—Vx+2 V2x—1—-vVx+2 V2x—1++/x+2
_ (x=3)(x—2)(vV2x—14++vx+2)
x—3
= (x—2)(V2x—14+vVx+2)

f.)

2 - 2 VATV T
Vbl —vV2x—1 Vatl—v2x—1 Vatl+tvax—1
 (WVrFI+V2x—1)
(VD)2 (Vax—1)?
C P(WVx+1+v2x—1)
(x+1)—(2x—1)
R(ATFTHVEST)

—x+2

Observacion: Note que:

1 _ Vax+b++ex+d
Vax+b—+vex+d  (a—c)x+(b—d)

g)

2 _ 2 13/4—x-5
13v4—x+5 13V4—x+5 13v4—x—5
_2(13yEA—x-5)
 (13V4—x)2—(5)
16v/4—x—10
T 169(4—x)—25
16v/4—x— 10
T C169x+ 651

h.)

12 12 3V5+7
3W5-7 3V5-7 3547
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_12(3V5+47)
- (3V5)—(7)?
_12(3V/5+47)
- 9.5-49
12(3v/5+7)
T 45-49
_12(3V547)
—4
=-3(3V5+7)

15 15 (V3)?-(V3)(V2)+(V2)
V3+V2  V3+V2 (V3)2-(V3)(V2)+ (V2)?
_I5((V3) - (V3)(V2) + (V2)?)

342
C15(V32—-V/3-2+V22)
B 5

35— V6 + V)

Observacion: Note que:
1 V- Yty
Vx+ 9y x+y

i)
I 12
3W3-4V2 B 3-VE2
B 12 (V33 -3+ (V33 -3)(V43-2) + (V43 -2)
VB3V (V33324 (V3 3) (VAT 2) + (VAR -2)2
_12((V33 37+ (V3 -3)(VA-2) + (V4 2)%)
33.3-43.2
_ 12((3V/3)* + (3V/3)(4V/2) + (4V/2)°)
34— (22)3.2
_ 12((3V/3)* +(3V3)(4V2) + (4V2)%)
81 —(26-2
_12(9v/9+ 12v/6+ 16V/4)
8127
_12(9V/9+ 12v/6+ 16V/4)
81— 128
_12(9V/9+ 12v/6+ 16V/4)
81— 128
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—12(9V/9 + 12v/6 4 16v/4)
47

Observacion: Note que:

1 B aV/b2 +acy/bd + AV d?

avb—cVd ad-b—c3-d
k.)
x?—4x—5 (x=5)(x+1) (VX2 +3x+6)> + Va2 +3x+6-vVx+5+ (Vx+5)?

V21316 xt5 VR i3xt6-vat5 (V2135162 + V2 t3xt6 Vrt5+(Vats)?
(x—5)(x+1) [(G/x2+3x+6)2+\3/x3+8x2+21x+30+(€/x+5)2]

xX242x+1
(x—5) {(\3/x2 +3x+6)? 4+ v/x3 +8x2 +21x + 30+ (3/x+5)2}
- x+1

415 Ejercicio para el lector

416D
a.)
N Y o L )
(x—2)? (x—2)?
oy =2)vx -2
(x—2)?
:y\/x—2
x—=2
_ yvVx—2 . Vx—2
x—2 x—2
oy (x=2)
(x—2)vx—-2
y
x—2
b.)
VX3 (x—5)3 _ Va2ox-(x=5)*% (x—5)
x(x—5)3 x(x—5)3
:x(x—S)2 x-(x=5)
x(x—5)3
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_ Ve (=5) Vax-5)
x—=35 x-(x=135)
x-(x=5)

(x—5)y/x-(x—=5)

x-(x—=135)

\/2x_1_\/2x_5:\/2x—1—\/2x—5_\/2x—1+\/2x—5
1 V2x—14++/2x-5
_ (2x—1)—(2x—5)
C V2x—14v2x-5
o 2x—1-2x+45
V2% 14+v2x=5
_ 4
V2% 1+v2x=5

d.)

V2x+4—3x+3 _ V2x+4—3x+3 . V2x+4++/3x+3
x2—1 x2—1 V2x+4++/3x+3
B (2x+4)—(3x+3)
(2= 1)(V2x+4+3x+3)
2x+4—-3x-3
(x2—1)(vV2x+4+4+/3x+3)
- —x+1
(4 D) (x—1)(vV2x+4+/3x+3)
—(xr-1)
e+ D) (x—1)(V2x+4+/3x+3)
1

(x+1)(V2x+4++/3x-3)

e.)

V32 —x—1-vV2x2 =1 V32 —x—1-vV2x2—1 V32 —x—1+vV2x2—1
Tx2—6x—1 - Tx2 —6x—1 .\/3x2—x—1+\/2x2—1
_ (B —x—1)— (26> —1)
(I —6x—1)(V32—x—1+V2:2—1)
32 —x—1-2x>+1
(7x2 —6x—1)(vV3x2 —x— 1 +v2x2 — 1)
xz—x
(Tx+ D) (x— 1) (V32 —x—1+v2x2 - 1)
x(x—1)
(Tx+1)(x—1)(V3x2 —x—1+V2x2 1)
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(Tx+1)(V3x2 —x— 1+ V222~ 1)

416> ® Ejercicio para el lector

Soluciones del Capitulo 5

51D

a.) Para despejar n en la ecuacién

T+2 R
8n _e—i—f—n’

Se siguen los siguientes pasos:

1. Eliminar denominadores: Se multiplica a ambos lados de la ecuacién por 8n'y e + 2E7 para
eliminar los denominadores.

E
T+2 — | =8nR
(T + )(e+2n> n
2. Distribuir (7 +2):

(T+2)E

(T+2)e+ = 8nR

3. Aislar el término con # en el denominador: Se multiplica a ambos lados de la ecuacién por 2n
para despejar el denominador.

2n(T +2)e+ (T +2)E = 16n°R

4. Reordenar la ecuacién: Se llevan todos los términos al lado izquierdo para obtener una ecuacién
cuadrdtica en términos de 7.

16n*R —2n(T +2)e — (T +2)E =0

5.Resolver la ecuacion cuadratica: Esta es una ecuacién cuadritica en n de la forma an? +bn+c =
0, con:

a=16R, b=-2(T+2)e, c¢=—(T+2)E

Se usa la formula cuadratica:

—b++b? —4dac
n—=
2a

Sustituyendo los valores de a, b, y ¢ se tiene:
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2(T +2)e++/(2(T +2)e)>+4-16R- (T +2)E
2-16R

Simplificando:

(T +2)e+ /(T +2)2e*+ 16R(T +2)E
16R
Este es el valor de n en términos de los demds pardmetros de la ecuacion.
b.) Para despejar 3 en la ecuacién

Seguimos los siguientes pasos:
1. Multiplicar ambos lados por el denominador o3 — k para eliminar la fraccion:

M(ap —k) =9EB

2. Distribuir M en el lado izquierdo:

Ma — Mk =9EP

3. Reorganizar los términos para aislar los términos que contienen f3:

Ma —9EB = Mk

4. Factorizar [ en el lado izquierdo:

B(Ma —9E) = Mk

5. Despejar 3 dividiendo ambos lados por Mo — 9E:

Mk
B  Ma—9E’
Por lo tanto, el valor de 8 en términos de M, E, «, y k es:
Mk
B  Ma—9E’
c.)
P= Kk P= k.
 mk+nl k<:> - mk+nl —mnk
mn mn
kmn
&S P=—k——
mk +nl — mnk

& P(mk+ nl — mnk) = kmn
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< Pmk + Pnl — Pmnk = kmn

& Pmk — Pmnk — kmn = —Pnl

< k(Pm— Pmn—mn) = —Pnl
—Pnl

P . —
Pm — Pmn—mn
d)
48 rR—r 45 R 1
= 28 =———+2S
Rir . 2 T Ryr 2 2t
45
= R—
r(R+1)=——+28r
45 —1
& — =257 —— | r
R+1

e—fxzc—dx@e—f(cj:e) :c—d(;:;>
de—cf de—cf

d—f  d—f

520D Sustituyendo x = ; —° en la ecuacién dada se tiene que:

e ., .,
es solucidn de la ecuacion dada.

Lo cual demuestra que x =

. r—t . .
53 b Sustituyendo x = en la ecuacion dada se tiene que:
s—u

rs —ru —sr— st - st — ut — ur + ut

S—Uu S—Uu
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1 B 1
—ru—+st — st—ur

54

S—Uu S—Uu
S—u S—Uu

St —ru St —ru

r—t

Lo cual demuestra que x = es solucién de la ecuacién dada.

54D

a.) Si la ecuacién dado se iguala a cero se sigue
ax®>+b
L]
b
ca——-=0&
X

b b
:O@ax2+b:0(:>x:j:\/>Entalcaso siempre y cuandoa #0y — > 0.
a a

ax—1

=& ax—1 =0« x = — En tal caso siempre y cuando x # 0.
a

ca+bx=0&x= —% En tal caso siempre y cuando b # 0.
Por ende

Considerando las restricciones anteriores.
b.) Si la ecuacién dado se iguala a cero se sigue

1
*xn—1=0&x=-conn#0.
n

m ..,
e m—9x=0x= 9 sin otra restriccion.

1—
e m—1+./n —0ex=——conn>0.

NG
s={i5 7

Considerando las restricciones anteriores.

Por ende

c.) Si la ecuacidn se iguala a cero se sigue

2

. 2a—nx:0<:>x:—aconn7é0.
n

2

m2+b

s—12a _ a’
n’ m+b

Considerando las restricciones anteriores.

e P4xmP+bx=0x=— conm?+b=0.

Por ende

54D Ejercicio para el lector

55 En este caso, la ecuacién dada se puede transformar en

A B :O(:}A(B—x)—Bx)
x b—x x(B—x)

=0
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Simplificando se tiene

AB—Ax—B
A0 APy 0= AB—Ax—Bx=0six£0,x#£B
x(B—x)
De esta forma
AB—x(A+B) =0 x= 28
X = — X = X = ——
A+B

siempre y cuando A + B # 0. Asi

AB
S_{A+B}

considerando que A+ B # 0, x # By x # 0.

50 Ejercicio para el lector

56D
a.)

Para resolver la ecuacion y(y+ 1) +4y = y> — 9 se siguen los siguientes pasos:

Yy 45y = y—9
Y 4+Sy—y =y"—9—)*
S5y=-9
__2
Y=75

b.)  Pararesolver la ecuacién (x —7)(25x — 8) = (5x —4)? se siguen los siguientes pasos:

(x—7)(25x —8) = (5x —4)?
(25x% — 8x — 175x + 56) = (25x* — 40x+ 16)
25x% — 183x 456 = 25x* —40x + 16
25x% — 25x> — 183x+ 56 = —40x + 16 — 25x% + 25x>
—183x+56 = —40x+ 16
—183x+40x+56 = 16

—143x+56 = 16
—143x = 16— 56
—143x = —40

—40

T3
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_ 40
YT 143

Por lo tanto, el conjunto solucién es:

40
S—{m}

2 1
c.) Para resolver la ecuacién g (44+n) = —2n+5 se siguen los siguientes pasos:
2 1
2 1 1
2 1
?I’l— 1 —Zl’l: —2n+5
2
8 7 ., .
%n — %n —1=-2n+5 (Se encuentra un comin denominador)
1
1
2—8n +2n=541 (Se suma 2n a ambos lados y se suma 1 a ambos lados)
1
2787’1 + 2n=26
1
<28 + 2) n==6 (Se factoriza un n)

1 56 . 56
<28 + 28) n==6 (Seconvierte 2 a % para sumar)

57
u=6
28"
6 x 28 - 8
n= 57 (Se multiplica ambos lados por §>
168
n=—
57
1683 . o .
n= 5723 (Se simplifica dividiendo numerador y denominador entre 3)
56
n=—
19

Por lo tanto, el conjunto solucién es:
L
L1
d.)

Para resolver la ecuacién 2w(w —2) —3(2w — 1) = 5+ w(1 +2w) se siguen los siguientes pasos:

2ww—2)=32w—1)=5+w(1+2w)
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2w — 4w — 6w+ 3 =5+ w4 2w?

2w? —10w+3=2w>+w+5
2w? —2w? — 10w —w—+3-5=0
—1lw—2=0
—1lw=2

W:*ﬁ

{3}

2

Por lo tanto, el conjunto solucién es:

e.) Para resolver la ecuacion 2x(x + 3) — 2x* = —7 — 5x se siguen los siguientes pasos:

2x(x43) —2x* = =7 —5x
2% +6x—2x> = —7—5x
(2% —2x%) + 6x = —7 — 5x

6x =—7—5x
6x+5x = -7
11x = -7
7
=1

Por lo tanto, el conjunto solucién es:

{5}

f.) Para resolver la ecuacién 12m? — 8m+ 15 + m(20m+7) = —8 [— (2m+3)*+ 3m] se

siguen los siguientes pasos:

12m* —8m+15+m(20m+7) = —8 [~ (2m+3)* + 3m]
12m* — 8m+ 15+ 20m* + Tm = —8 [—(4m* + 12m +9) + 3m]
(12m* +20m*) + (—8m+Tm) + 15 = —8 [—4m* — 9m — 9]
32m* —m+15 = —8(—4m* —9m —9)
32m* —m+15 = 32m* + 72m +72
32m* —m+ 15— 32m* = 32m* 4+ 72m + 72 — 32m>
—m415="T72m+72
—m—T12m+15="72m—72m+72
~T3m+15="12
~73m="72-15
—T73m =157
me 3L
—73
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57
m=—_—
73
Por lo tanto, el conjunto solucién es:
S 57
IR E
g)
Para resolver la ecuacion 4x(2x — 3) +4x = —4x(1 —2x) — 10x — 7 se siguen los siguientes pasos:

4x(2x—3)4+4x=—4x(1—2x)— 10x—7
8x> — 12x+4x = —4x+8x> — 10x—7 (Se distribuye y simplifica)
8x? —8x=8x>—14x—7 (Se agrupan términos semejantes)

8x% — 8x —8x> = 8x% — 14x— 7 — 8% (Se resta 8x> de ambos lados)

—8&x=—-14x-7
—8x+414x = —7 (Se suma 14x a ambos lados)
bx=—7
7
*==5

Por lo tanto, el conjunto solucién es:

h.) Ejercicio para el lector
i.)  Pararesolver la ecuacion (x —3)(x+3) = (x—2)(x+2) se siguen los siguientes pasos:

(x— 3)(x 3)=(x=2)(x+2)
x> —9=x>—4 (Aplicamos la identidad a® — b* = (a — b)(a+ b))
—9— P =xr—4-x (Restamos x> de ambos lados)
—9=_4
Esto resulta en una igualdad falsa —9 = —4, lo que indica que la ecuacién no tiene solucién en R.
Por lo tanto, el conjunto solucién es:
S=0

J.)  Ejercicio para el lector
56> Ejercicio para el lector
57D
a.) Para resolver la ecuacién x? — 4(3¢ + 2)x = 2(7x +3q) en términos de que la solucién sea
—4, se sustituye x = —4 en la ecuacién dada y se resuelve para g. Esto es:

(—4)* —4(3q+2)(—4) =2(7(—4) +3q)
16— 4(3g +2)(—4) = 2(—28 + 3¢)
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16— 4(—4)(3g+2) = —56+ 64
16+16(3g+2) = —-56+6g (porque —4-—4 = 16)
16+48¢+32=—-56+6g (se expande 16(3g+2))
(16+32)+48g = —56+6¢g
48 +48q = —56+ 6¢q
48g — 6q = —56—48

42g =—104
_ —104
1= 5
52
=77
Por lo tanto, el valor de g que hace que la ecuacién tenga como solucién x = —4 es:
52
1= 77

La ecuacion resultante de cambiar este valor de g es:

152 52
x2+7x:2 <7x—7>

Nota: Esta ecuacion tiene otra solucion, la cual es —26/7. Se puede restringir a una solucién, por

-27 =27 =26
ejemplo, indicando que el intervalo de estudio es de ] oo, 7} , parael cual —4 < = y = > —4,
lo cual excluye ambas soluciones.

b.)  Pararesolver la ecuacion 3g(x+5) —7¢(2x+ 1) = 5(gx + 2) en términos de que la solucién
sea —4, se sustituye x = —4 en la ecuacion dada y se resuelve para g. Esto es:

3q(—4+5)=7q(2(=4)+1) = 5(q(—4) +2)
3q(1) —7q(—8+1) =5(—4g+2)
3g—7q9(—7) = —20qg+ 10
3g+49qg = —20q+ 10
52g = —20g+10
52g+20g =10 (Se suma 20g a ambos lados)

72q =10
10
D)
5
7= 36
Por lo tanto, el valor de g que hace que la ecuacidn tenga como solucién x = —4 es:



276 Soluciones de algunos ejercicios

La ecuacion resultante de cambiar este valor de g es:
15 35 5
— 5)——(2x+1)=5( —=x+2
35(x—i— ) 36(x—i— ) <36x+ )

Nota: Esta ecuacion solo tiene por solucién a x = —4.
57 b Ejercicio para el lector

58
A= (3(2+n))>—4(4n)(7(4+3n)) =0 9(4+4n+n®) —16n(28+21n) =0
& 36+36n+9n* —448n —336n* =0
& —327n* —412n+36=0

412 +£+/216832
n-=——m———

—654
—(4124+1764/7)
<~ n=
654
paran— —H2—176V7.
654
_ <_3 <2+ —412—176\ﬁ>> 3(1308 — 412 — 176v/7)
—b 654 654
x= 2= _
2a . <_412_ 176ﬁ> 8(—412—176V/7)
654 654
26885287
3296 — 1408+/7
_168-33V7
© —206—88y/7
_ —28411V7
= =
Paran— ~H2H176V7
654
- (—3 <2+ W)) 3(1308 — 412 4 176v/7)
654
e _ 654
. (-412+ 176\ﬁ> 8(—412+1761/7)
654 654
_ 2688+528V7
© —3296+1408v/7
_168+33V7
© —206+88v/7
28+ 117

6
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—412 176\ o y —28+11V7
.Paran = ————  la solucidn tnica de la ecuaciénes: x = ———
654 6
—412+176V/7 o o 28+11V7
Y paran = ———————, la solucion Unica de la ecuacién es: ———
654 6
50D
a.) Sustituyendo x = —5 en la ecuacién y resolviendo para p se tiene:

(=5) —4Bp+2)(=5)+2(1+7p)
25—4(3p+2)(=5)+2(1+7p)
25+2003p+2)+2(1+7p)
254+60p+40+2+14p=0
(25+40+2) 4 (60p + 14p) =0

0
0
0

(porque —4 - -5 =20)

67+74p=0
T4p = —67
_ v
P="7
Por lo tanto, el valor de p para el cual x = —5 es una raiz de la ecuacion es:
__ v
P="7
b.) Sustituyendo x = —5 en la ecuacién y resolviendo para p se tiene:

(=5)2+2(3+7p)(=5)+3(6p+1) =
2542(3+7p)(=5)+3(6p+1) =

)

]

25—10(3+7p)+3(6p+1 (porque 2- —5 = —10)

0

0

0
25—[10-3410-7p]+[3x6p+3-1] =0
25— (30+70p)+(18p+3) =0
25-30—-70p+18p+3=0
(25—30+3)+(—70p+18p) =0
0

(=2)+(=52p

) =
)

Por lo tanto, el valor de p para el cual x = —5 es una raiz de la ecuacion es:

P:—%
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50D Ejercicio para el lector

5.10 @‘B Sustituyendo x = 5 en la ecuacidn y resolviendo para p se tiene:

4(1+p) (5 +7(p+1)(5)—10=0
4(1+p)25)+7(p+1)(5)—10=0
100(1+p)+35(p+1)—10=0
[100(1 +p) +35(1+p)] —10=0
[100+100p +35+35p] —10=0
(100+35—10) + (100p +35p) =0

1254+ 135p =0
135p = —125
125
P="135
25
P="93
Por lo tanto, el valor de p para el cual x = 5 es una solucién de la ecuacién es
25
P="y

51 Como las soluciones de la ecuacién ax? + bx + ¢ = 0 estdn dadas por:

—b+Vb?—4ac —b—+/b?—4ac
Xl=———————F y Xy =
2a 2a

Se sigue que:

—b+Vb2—4ac —b— b2 —dac
2a 2a
b? — b2 +4ac
442
dac
442
C

a

X1Xp =

Ademas:

—b+Vb*— 4ac —Vb*—4ac
2a 2a
—b+—-b

X1 +x2 =



279

. . c
.. Six; y xp son las soluciones de ax® +bx+ ¢ = 0, entonces se cumple que x; -xp = —,
a

ademas x; +x, = —.
a

5.2 - Para demostrar que la ecuacién no tiene soluciones reales, se debe probar que su
discriminante es negativo bajo las condiciones dadas.

Identificando los coeficientes de la ecuacién cuadratica Ax* + Bx+ C = 0 se tiene:

A:az,
B:b2~l—a2—c2,
C=0b%

Calculando el discriminante A:
A=B—4AC = (B +d* — *)’ —4d’b>.
Se observa que:
A= (d+b*—c*)’ = (2ab)>.
Esto es una diferencia de cuadrados, por lo que se puede factorizar:
A= [(a*+b* —*) —2ab] [(a* +b* — ¢*) +2ab]
=[(a— b)* — cz] [(a+ b)* — cz] .
Aplicando la identidad:
X2 -Y?=(X-Y)(X+Y).

Se puede escribir:
A=[(a—b—c)(a—b+o)|[(a+b—c)la+b+c)].

Bajo la condicién |a — b| < ¢ < a+ b, se cumple que:
*c>la—b| = a—b—c<0 (Negativo).
*c>la—bl = a—b+c>0 (Positivo).

e c<a+b = a+b—c>0 (Positivo).
» Siempre se cumple a+b+c >0 (Positivo).

Entonces, los signos de los factores son:

(a—b—c) <0 (Negativo),
(a—b+c) >0 (Positivo),
(a+b—c)>0 (Positivo),
(a+b+c) >0 (Positivo).

Calculando el producto de los signos:

A = (Negativo) x (Positivo) x (Positivo) x (Positivo) = Negativo.
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Por lo tanto, el discriminante A < 0, lo que implica que la ecuacién cuadrética no tiene soluciones
reales.

Ejercicio para el lector

5.3

a.) Para simplificar la ecuacidn, observe que el exponente de y es 8 y 4, lo cual sugiere utilizar la

sustitucion:
4

u=y".

De este modo, la ecuacion original se transforma en:
wW—u—6=0.

Resolviendo esta ecuacion cuadratica en términos de u se tiene:

Wou—6=0 = A=(-12-4(1)(-6)=1+24=25.

Las soluciones para u son:

1+v25 145

u= > =
Por lo tanto,

u1:3 y M2:—2.

Caso1: u; =3
y=3.

Para encontrar las soluciones reales, observe que y* > 0 para todo y € R. Entonces:

y=+1/+V3.
Sin embargo, para que y sea real, se necesita que y*> = ++/3 sea no negativo. De hecho,
1
V¥ =v3 = y=+4\/V3=+34.

Por lo tanto, del caso y* = 3 se obtiene | 2 | soluciones reales:

Caso2: up = -2
=2

No existe y € R tal que y* sea negativo, de modo que este caso no aporta soluciones reales.

Conclusién (soluciones reales): La ecuacién no tiene soluciones reales provenientes de y* = —2, y
si tiene dos soluciones reales provenientes de y* = 3. Por lo tanto, el conjunto solucién real es:

—
|
(O]
-
[O¥]
-
——
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b.) Observe que:

—Io
W —
I
=
W

= (@) = )

Por lo tanto, la ecuacién puede reescribirse como:

2 1
—x3 +5x3 +6 =0.

Para simplificar, se define la sustitucién:
1
u=x3, = x
Con este cambio de variable, la ecuacion se transforma en:
2 _
—u” + S5u+ 6 =0,

o equivalentemente:
W —5u—6=0.

1. Resolver la ecuacion en u«

Calculando el discriminante:

A= (=52 —4-1-(—6) = 25 + 24 = 49.

Por lo tanto,

5+ v49 5+7
u = = .
2 2
Se obtiene las dos soluciones para u:

up =6, wu=-—1.

2. Regresar a la variable original x
1
Recuerde que u = x3. Entonces:
X = I/t3.
Caso1l: u=6
x=6=216.

Caso2: u=—1

x= (=172 =-1

3. Conclusion:

Las soluciones de la ecuacién original son:

x=216 y x=-1.

(ST
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Por lo tanto, el conjunto solucién es

s={-1,216}|

c.)  Observe que la ecuacién involucra (x+3)*y (x+ 3)2. Para simplificar, se define:
u = (x+3)%
De este modo, (x+3)* = ((x+ 3)2)2 = u?, y la ecuaci6n original se convierte en:
2u* — 4u — 2 = 0.

1. Resolver la ecuacion en u

Se divide ambos lados entre 2 para simplificar:
w —2u—1=0.
Calculando el discriminante:
A= (-27—41-(-1)=4+4 =38

Por lo tanto,
2 + /8 2 4+ 24/2

u =

2. Discusion de cada valor de u
Casol: u=1+2

En este caso,
(x+3)* = 1+V2.

Para obtener soluciones reales, note que 1+ +/2 > 0, de modo que (x4 3) puede ser tanto positivo
como negativo al tomar la raiz cuadrada:

x+3==+1/1+2.

x=-3+1/1+V2.

Despejando x:

Caso2: u=1-2
En este caso,
(x+3)* = 1-V2.

Sin embargo, v/2 ~ 1.4142, por lo que 1 — /2 < 0. Esto significa que (x+3)? no puede ser negativo
si x es un ndmero real. Por lo tanto, no hay soluciones reales de este caso.
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3. Conclusion

Las unicas soluciones reales provienen de (x + 3)2 = 1+/2, de modo que el conjunto solucion real

de la ecuacion es:
x=-3+\1+V2 y x=-3—-\/1+V2|

1-x>=—-(x*-1),

d) Note que

por lo cual
(1-x)2 = (=1 = (2 —1)~

De esta manera, la ecuacién original se puede reescribir como:
(=1 =2 —1)>2
1. Simplificar usando cambio de variable

Sea
u= (x*—1)>2

Entonces la ecuacién se transforma en:

Despejando:
2

uw—u=0 <= uu—1)=0.
Por lo tanto, las posibles soluciones para u son:

u=0 o u=1
2. Regresar a la variable original

Recuerde que u = (x> —1)2.

CasoA: u=0

P =1P=0 —= x¥*-1=0 <— =1 = x==I.

CasoB: u=1
F-12=1 = »F¥-1==+1
e xl—1=1 = x*=2 =— x=+4V2.
e xl-1=-1 = =0 = x=0.



284 Soluciones de algunos ejercicios

3. Conclusion

Reuniendo todos los valores hallados, el conjunto solucién de la ecuacion es:

S ={—v2,-1,0,1,V2}.

5.3 Ejercicio para el lector

514

Intervalo | Signo de x —a | Signo de 2x—b
x<? —(x—a) —(2x—D)

b<x<a —(x—a) +(2x—b)
x>a +(x—a) +(2x—b)

Soluciones en cada intervalo:

e Parax < 2:x =221 vdlido si “42-1 < 2,
e Paral <x<a:x=1-(a—b), vilidosi 3 <1—(a—b) <a.
e Parax>a: x= %, valido si‘”é’iﬂ >a

55 Como0<a=0<2q

b b
] x+c\+2:5:>] X+ |

7 7 +2=3=|bx+c|=6a

s

Note que bx+c=0=>x= B asi:

C
Casol: x> ——
S x> 5

—(bx+c¢)=6a< —bx—c=06a
& —bx=6a+c

6a+c

S

c
C 2 x< ——
aso 2: x 5

bx+c=6a< bx=6a—c

- 6a—c
X =
b
6 _
;Se cumple que aj[;c > 76‘?

ba+c>cs 6a>0
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< a>0

Luego, si es solucién.

6a—c<£?

b

(Se cumple que

6a—c>c<& 6a>2c
< 3a>c

Por lo que si es solucion.

6a+c 6a—c
SS= — ——

5.16 @‘B Para resolver este ejercicios se pueden seguir los siguientes pasos:

Paso 1: Simplificacién Dado rn par:

V(x+1D)r=2x+1], {/(2x—1)2=]2x—1].
Entonces, la ecuacidn se convierte en:

2x+ 1|+ [2x— 1| =x+1.

Intervalo | Signo de2x+1 | Signo de 2x —1
x<—3 —(2x+1) —(2x—1)

—5<x<3 +(2x+1) —(2x—1)
x> 3 +(2x+1) +(2x—1)

Paso 2: Resolucién por intervalos
* Parax < —%, no hay soluciones vélidas.
e Para —% <x< %, no hay soluciones vélidas.
e Parax > %, no hay soluciones vélidas.

.. El conjunto solucién es vacio.

517 Comon € N = 2nes pary 2n+ 1 es impar, por lo que:

x—=2
—2x= 1
3 x=|x+1]|
Como x+1 =0=x = —1. Considere los siguientes casos:
Caso1l: x> —1
-2 —-2-6
x3 —2x:x—|—1<:> %:)C‘*'l
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& x—2—6x=3x+3
S x—6x—3x=3+2
& —8x =5
ex=2

8

-5 ., .,
Como 3 > —1, entonces si es solucion.

Caso2: x < —1

x;2—2x:—x—1<:) )#:—x—l
& x—2—6x=-3x—3
& x—6x+3x=-3+42
& —2x=-—1
o=t
2

1 .,
Como 5 > —1, entonces NO es solucion.

Ejercicio para el lector

518 Para hallar el conjunto solucién, primero se eleva ambos lados de la ecuacién al
cuadrado:

reva=2"=4.

Esto permite aislar /x:

Vx=4-r.
1. Condicion de no negatividad en /x
La raiz /x es real si y solo si 4 — r > 0. Por lo tanto,
4—r>0 <«— r<4.

2. Hallar x

Cuando r < 4, se cumple \/x = 4 — r. Elevando ambos lados al cuadrado se tiene:
x=(4—r)

3. Conclusion

Sir <4, entonces x = (4 — r)z. Si r > 4, no existe solucion.
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519

5| 3 /2a+x:1@ 30/2a+x:1
a—3x a—3x

2a+x_1
a—3x
& 2a+x=a—3x

< 3x+x=a—2a

S 4dx = —x
= a
X=——

4

5.20 @ ‘3 1. Determinacion del dominio

Cada radical de la ecuaciéon impone condiciones sobre x:
. \/Mrequiere —2x4+a+b>0 = x< #
* vVb—xrequiereb—x >0 — x < b.
e Va—xrequierea—x >0 = x<a.
Dadoquea<bya< %, la condicién mas restrictiva es x < a. Por tanto, el dominio de la ecuacién

es:
x<a.

2. Transformacion de la ecuacion

El objetivo consiste en encontrar x dentro del dominio tal que
V=2x+a+b = Vb—x + Va—x.
Se eleva al cuadrado ambos lados:
—x+atb = (Vb—x+va—x) = (b—x)+(a—x)+2/(b—x)(a—x).

Simplificando:

—2x4+a+b =a+b—2x + 2+/(b—x)(a—x).

Se observa que los términos (a + b — 2x) se cancelan a ambos lados, lo cual deja:
2/ (b—x)(a—x) =0 = +/(b—x)(a—x)=0.

Por tanto,
(b—x)(a—x)=0 = x=b o x=a.

3. Verificacion de los valores candidatos
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* x = b: Requiere b < a para pertenecer al dominio. Sin embargo, por hipétesis b > a, de modo
que x = b queda fuera del dominio y no es solucién vélida.

* x =a: Cumple x < a, asi que estd dentro del dominio. Se comprueba sustituyendo en la
ecuacioén original:

\/72a+a+b7\/bfaf\/afa:\/bfaf\/bfafO:O.

Por lo tanto, x = a satisface la ecuacion.
4. Conclusion

El dnico valor que resuelve la ecuacion en el dominio permitido es

X=da,|.

521

3
VB3 1=V 2Fxe —34+2= (G/—2+x+€/x—1)

2
& —3+42x=-2+4x+3 <\3/—2—|—x> V=143V =2+x(x—1)+x—1

& 3424 2-x—x+1=3 (\3/—2+x)2\3/x—1+3\3/—2+x<\3/x—1>2

(—33 <—2+x>2%ﬁ)3— (3@ (H)z)

3

-
& 27(-2+4x)2(x—1)=27(-2+x)(x—1)*
& 27(x* —dx—4)(x—1) =27(—24+x) (x> —2x+1)
& (=27x+27)(F* —4x+4) = (=54 +27x) (x> = 2x+ 1)
& 54x° —243x* +351x—162=0

3
S x1=1, xp=2, X3:§

3
o fial)

52D 1. Analisis de la ecuacion y el dominio

La ecuacion puede reescribirse para comprender mejor la forma de cada radical. Observe que:

A=

Vs = (VIFR)F = (1408,

por lo que el miembro izquierdo de la ecuacién se convierte en:

V (14x)6 = ((1+x)

)% = (1+x)%.

=
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El miembro derecho, v/x + 1, es:

1
(x+1)3.
De este modo, la ecuacién original se reformula como:

(142)72 = (14x)3.

Para que las expresiones radicales estén definidas (en el conjunto de los niimeros reales), se requiere

1+4+x > 0. Por lo tanto:

x> —1.

2. Resolucion de la ecuacion en forma exponencial

Se comparan los exponentes % y % La igualdad (1 +x)1/ 2= +x)1/ 3 sugiere los siguientes

casos:
1. 14+x=0,lo que implicax = —1.

2. (14x) # 0y la tnica forma de que las potencias sean iguales es que la base sea 1 (ya que si
la base es distinta de 1, la igualdad de exponentes distintos no puede sostenerse). Esto lleva a

l+x=1= x=0.
3. Verificacion de las soluciones
* x = —1: Se revisa la ecuacién original:

S0 =yivo= Vo= vi=o

V(=) +1=v0=0.

Ambos miembros son 0, por lo que x = —1 es una solucién vélida y cumple x > —1.
* x =0: Se revisa en la ecuacion original:

\/mﬂ/ﬁﬂ/jﬁ:ﬁ:l,

Vo+r1=vVi=1

Ambos lados resultan 1, de modo que x = 0 también es solucién vélida.
4. Conclusion

Los valores que satisfacen la ecuacién y se encuentran dentro del dominio son:

x=—1 y x=0.

Ejercicio para el lector

523 Paso 1: Despeje una variable de la primera ecuacién:

yt+x=—a
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= y=-—a—x
Paso 2: Sustituya el despeje anterior en la segunda ecuacion:
bx —a(—a—x) =2a* — b*
—> bx+a(a+x) = 2a* — b*

= bx+a* +ax =2a*> — b*
= (b+a)x+d* =2a*—b*

Paso 3: Resuelva la ecuacién anterior para x:

(b+a)x =2a* —b* —d?
— (b+a)x=a* —b*

a* — b?
X =
b+a
e (a+b)(a—>b)
b+a
= x=a—b

Paso 4: Halle y, para esto, sustituimosx =a—beny = —a —x:

y=-a—(a—b)
= y=—a—a+b
= y=—-2a+b

Finalmente, el conjunto solucién del sistema es:

x=a—b, y=-2a+b

524 Paso 1: Despejar una variable de la primera ecuacion:

3x+2y=4
4 —3x
2

e y =
Paso 2: Sustituir el despeje anterior en la segunda ecuacion:

4 —3x
6x+k =1
X+ ( 5 )

k4—3)
2 -

— 6x+

Multiplicando por 2 para eliminar el denominador:

2(6x)+k(4—3x) =2
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— 120+ 4k —3kx =2
— (12— 3k)x+4k =2

Paso 3: Condicion para que el sistema sea compatible determinado: Para que el sistema tenga una
unica solucion, el coeficiente de x debe ser distinto de cero:

12-3k#£0
3k #£—12
k4

Por lo tanto, el conjunto de posibles valores de k que hacen que el sistema sea compatible determinado
es R—{4}

525

Paso 1: Despejar una variable de la primera ecuacién:

m+wzﬂ—m

:ém:ﬂ—m—w

r>—rs—sy

_— =
r

Paso 2: Sustituir el despeje anterior en la segunda ecuacion:

2 e
(r rs sy>+s
r

+y—l—s 5
r s
2 _ e —
re—rs 2sy—|—sr+y—+—s _5
r s

2

— +

12
r s

Paso 3: Simplificar la ecuacién y despejar y: Multiplicamos por 7> para eliminar fracciones:

r*(y+s)

(r2 —sy)+ = 27?

r2y + rts _

— r2—sy+ 272

Multiplicando todo por s:

s(r? —sy) + Py +r’s = 2rs
= 51t — 2y + Py +ris =2r%s
— y(r2 — s2) =275 — 517 — s
—y(r*—s*) =0
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Paso 4: Hallar la solucién x: Se sustituye lo anterior en el despeje encontrado en el paso 1:

rP—rs—s-0

X =
r
rz—rS
> X =
r
— X=r—=

De esta manera, la solucién del sistema de ecuaciones estd dada por:

x=r—s, y=0

526D Despejando y en (1):

2kx—=3x—y+ky=19< y(—1+4k) =19 —2kx+3x
19x — 2kx + 3x

Sy=——"7—— (3

Y S @

Despejando y en (2):
dx —3xk+y—2yk = —11 & 4x—3xk+y(1 —2k) = —11

—11 —4x+3xk
B TR

Igualando (3) y (4):

19x — 2kx + 3x —11 —4x+3xk

& (1 —2]1)?1@—2/06—#3)6) = (=1 4k)(—11 —4x + 3xk)

& 19 — 2kx + 3x — 38k + 4k*x — 6kx = 11+ 4x — 3xk — 11k — 4xk + 3xk>

& xk? 4+ (—2x—38 —6x+3x+ 11 4+4x)k+19+3x— 11 —4x =0

& —3k2+(—2(-3) —38—6(—3) +3(=3) + 11 +4(=3))k+19+3(-3)—11-4(-3) =0
& 3k —24k+11=0

& Bx+12—-V177)(Bx+124+/177) =0

.". Los valores de k para que —3 sea la coordenada en x de la solucién del sistema, corresponden a:

L 2= V177 y k= 124177
3 -3

Ejercicio para el lector

5.27@‘3 Como:
1 1 1 1

x+y+z x+y+z x+y+z
- - YT ImyTe TToTE
xX+y+z x

- 1
y Z X y z




293

y
X y
- 2xyz + 2y +x2) +y(2 +x%) +x(% +?)
xyz

Yy

2, .2 2., .2 2 .2
zZ X zZ X +x " +x +
+;+;+1+7+2+2+1:1 & 2—|—y + + Y

Xy X 2y
=0& 27+ + 22 +y2 +yx +x2 + 0?2 =0

S 1+ 0

S X+ X272+ xyz+x? Y xFayz+y2 2y =0 X2 (y+z) Faz(y+z) Fyx(y42) Fyz(y+2) =0
& (2 +xztyx+y)(y+z) =0 [x(x+z2)+y(x+2)] (y+2) =0

& (x+y)(x+2)(y+2)=0

1 1 1 1
SV zER ST ———=—4+—-+-& (x+y)(x+2)(y+2)=0
y Tty Ty o EEErIe+
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52D
a.)

1. Simplificacién de denominadores Observe que:

3n+9=3(n+3), 27-3n=3(9-n?), 2n—6=2(n—3).

Por lo tanto, la ecuacion se reescribe como:

n n?—6n 3

3i+3) | 30-m2) _ 2(n=3)

2. Factorizacion y comiin denominador en el lado izquierdo

n—6n=nn—6), 9—n*=3-n)(3+n).

Entonces:
no n(3—n)(3+n)
3(n+3)  3(n+3)3-n)(3+n)’
nn—6) n(n—=6)(n+3)
3(9—n?)  3(3—-n)(3+n)(n+3)

El denominador comun es 3 (n+3) (3 —n) (3+n). Sumando las fracciones:

n(3—n)(3+n)+n(n—=6)(n+3)
3(n+3)(3—n)(3+n)

Se desarrolla cada término en el numerador:
n(3—n)(3+n)=n(9—n?)=9n—n’,
nn—=6)(n+3) = n(n2 —3n—18) =n’ —3n* — 18n.
La suma en el numerador es:
(9n—n®)+ (n® —3n* —18n) =9n—n’ +n® —3n* — 18n = —3n* —9n = —3n(n+3).
Por lo tanto, la fraccién resultante en el lado izquierdo es:

—3n(n+3) —n

3(n+3)3-n)3+n)  (3-n)(3+n)

Noétese que (3—n)(3+n) =9 —n’.
3. Igualacion con el lado derecho

La ecuacién se reduce a: 3
—n

9-n2  2(n-3)

Se realiza la multiplicacién cruzada:

—n-2(n—3) = 3(9—n?).
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El lado izquierdo se expande:
—2n(n—3) = —2n* +6n,

y el derecho:
3(9 —n?) =27 —3n%.

Asi,
—2n*+6n = 27— 3n°.

Se suma 3n2 a ambos lados:
2> +3n*)+6n =27 — n*+6n = 27.
(

Luego, se resta 27 en ambos lados:
n?46n—27 = 0.

Factorizando:
n?+6n—-27=n-3)(n+9)=0.

Por lo tanto, las posibles raices son

4. Verificacion de restricciones del dominio
En la ecuacién original, no se permite que los denominadores sean cero:

3n+9 £ 0 = n#-3, 271-3n> #0 = n>#£9 = n#43, 2n1—6 # 0 = n#3.

Es claro que n = 3 esta excluido. Sin embargo, n = —9 cumple todas las restricciones, ya que:

3(=9)4+9=—18 #0, 27-3(—9)>=27-3-81=27-243=-216#0, 2(—9)—6=—18—6=—24 £ 0.
Por lo tanto, n = —9 es la tnica solucién valida.

n=-9|
b.)
1. Factorizacion de los términos y restricciones de dominio
Observe que:
3x—9=3(x—3), x*—3x=x(x—3),
2% —Sx+1=Q2x—1)(x—1).
En consecuencia, es indispensable que 2x> — 5x+ 1 # 0, lo que impone:

2x—1)(x—1)#0 = x#4%, x#L

El lado derecho ((x2 —3x)/ 4) no introduce restricciones adicionales (el denominador 4 es constante
y distinto de cero).
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2. Transformacion de la ecuacion y reduccion a un polinomio

La ecuacion original se reescribe:

3(x—13) ~x(x—3)
x—1D)(x-1) 4

Se procede con la multiplicacién cruzada:

4-[3(x—3)] = [x(x=3)] - [(2x—1)(x—1)].

El lado izquierdo se simplifica:
4-3(x—3)=12(x—3).

Para el lado derecho, primero se nota que
(2x—1)(x—1)=2x —2x—x+ 1 =2x* —3x+ 1.

Por lo tanto:
x(x—3) (2x* = 3x+1).

La expresion x(x — 3) = x> — 3x. Sea:
(x* = 3x) (2x% = 3x+1).
Se desarrolla paso a paso:
(x* —3x)(2x%) = 2x* —6x°,  (x® —3x)(—3x) = =3x> + 9%, (x* —3x)(1) =" —3x.
Sumando todos los términos:
2t — 6 — 33 4+ 9x% + &% — 3x=2* — 9 + 102 — 3x.

Por ende, la ecuacién queda como:

12(x—3) = 2x* — 9% + 10x* — 3x.
Se pasa todo al mismo lado:

0=2x* -9 +10x* —3x — 12(x—3).

El término 12(x — 3) se expande:
12x — 36,

asi que:
0 =2x* — 9% + 106 — 3x — (12x — 36),

0 =2x* —9x° + 10x% — 3x — 12x + 36,
0 = 2x* — 9x> +10x% — 15x + 36.
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3. Bisqueda de las raices del polinomio

Se investiga la posibilidad de raices enteras o fraccionarias. Probando x = 3:
2(3)* —9(3)° +10(3)> - 15(3) +36 =2-81 — 9-27 + 10-9 — 45 + 36

=162-243+90—-45+36=0.

Por lo tanto, x = 3 es una raiz. Para factorizar, se realiza la divisién entre (x — 3) (por ejemplo,
divisién sintética), lo que produce un factor cibico residual:

2" =9 +104* — 15x +36 = (x—3) (2 — 3> +x— 12).
De este modo, la ecuacion se transforma en
(x—3) (2 =3x* +x—12) =0.

La raiz x = 3 surge de (x —3) = 0. El factor ctibico 2x*> — 3x? 4+ x — 12 puede investigarse por
métodos numéricos o andlisis de signos, ya que no admite raices racionales sencillas. Se detecta una
raiz real aproximada en el intervalo ]2.36,2.37[. Para efectos practicos, se denota x ~ 2.363. Las
otras dos raices del factor cibico son complejas (resultan de la naturaleza de los polinomios de grado
3).

4. Verificacion de las restricciones de dominio y validez
Se recuerda que (2x —1)(x—1) # 0, por lo que x # § y x # 1. Ninguna de las soluciones en-

contradas coincide con estos valores excluidos. Por consiguiente, las soluciones reales que satisfacen
la ecuacion original son:

(x=3 y x~2363]

c.) 1. Bisqueda de raices racionales simples
Se aplica el Teorema de las raices o ceros racionales para probar posibles divisores de los términos

1
constante y principal, como +1,£2, ii’ .... Verificacién de x = 1:

2(D)* — (1) +3(1)? =2(1) = 2=2-14+3-2-2=0.

Por lo tanto, x = 1 es una raiz.

2. Factorizacién dividiendo por (x — 1)
Se divide el polinomio 2x* — x* +3x> —2x — 2 entre (x —1). Empleando divisién sintética o
polinomial, se obtiene:

2t =43P -2 -2 = (x—1) (2x3+x2+4x+2).

3. Factorizacion del trinomio cubico resultante
Ahora se busca resolver
20+ x> +4x+2=0.
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Se verifica si x = —% es rafz:
1)’ 1) 1 1 1 1,1
2(—§> + <_§> +4<—§) +2 — 2<—§) +Z —2+2 - _Z+ 1 - O
Por consiguiente, x = —% es una raiz. De este modo, (2x+ 1) es factor del cibico. Dividiendo

2x® +x% +4x+2 por (2x+ 1), se obtiene:

20+ +4x+2 = (2x+1) (22 +4).

4. Conclusion de la factorizacion
Juntando todos los factores, se tiene:

2t =43 22 = (x— 1) [(2x+ 1) (27 +4)]

Es decir:
2 =43P -2 =2 = 2(x— 1) (2x 4+ 1) (2 42).

5. Resolucion de las ecuaciones factorizadas
x—1)=0 = «x=1,
_ _ 1
2x+1)=0 = x=—3,

FP+2)=0 = FP=-2 — x==+iV2

6. Conjunto solucion

Por lo tanto, la ecuacién posee dos soluciones reales y dos complejas:

x=1, x=—=, x=iV2, x=—-iV2.

d) 1. Reescribir la ecuacion en su forma estandar: Se lleva todos los términos al mismo lado
para obtener una ecuacion polindmica igualada a cero:

6x* +13x° —3x> — 12x+4 =0.

2. Aplicar el teorema del factor: El teorema del factor establece que si r es una raiz de un
polinomio, entonces x — r es un factor del mismo. Los posibles valores de r son los divisores del
término independiente (4) divididos entre los divisores del coeficiente del término de mayor grado
(© 1 1 2 4 1 2 4

Posibles raices: =+ 1,i2,i4,i§,i§,i§,i§,ig,i6,i6.
3. Verificar posibles raices racionales: Sustituyendo cada posible raiz en el polinomio, se encuentra

que x = 1 es una raiz:
P(1)=6(1)*+13(1)* =3(1)> - 12(1) +4=6+13-3—-12+4 =0.

4. Factorizar el polinomio: Dividiendo el polinomio original entre x — 1 usando divisién sintética:
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116 13 -3 —12 4
6 19 16 4
\6 19 16 4 0

El cociente es:
6x> + 19x% + 16x+ 4.

Por lo tanto:
6xc* +13x° —3x% — 12x+4 = (x — 1)(6x° + 19x% 4 16x 4 4).

5. Resolver el factor ciibico: El polinomio cibico 6x> 4 19x% 4- 16x + 4 puede resolverse con

métodos numéricos o factorizacién adicional. Aplicando prueba de raices, se encuentra que x = —%
es raiz.

Dividiendo 6x3 + 19x% 4 16x + 4 entre x + %, se obtiene:

1
6 +19x% 4 16x+4 = (x+ E)(6x2+ 16x+38).

Por lo tanto: |
6x* 4+ 13x° —3x% — 12x+4 = (x— 1) (x+ 5)(6x2+ 16x+8).

6. Resolver la ecuacién cuadratica: El factor cuadrético 6x2 4+ 16x + 8 se resuelve usando la
férmula general:

—b+Vb?—4ac
x:
2a ’

donde a =6,b =16, c=8:

—16+ /162 —4(6)(8) —164++/256—192 —16++/64
X = = == .
2(6) 12 12
 —16+38
X=—1
Por lo tanto:
_ —16+8 -8 2 _ —16-8 24 5
YT Ty YT T T
7. Conjunto solucion: Las raices del polinomio son:
1 2
x=1, x:—i, x:—g, x=-2
Por lo tanto, el conjunto solucién es:
1 2
l,—=,—=,-2
{ b 25 33 }

e.) 1. Factorizacion:
Se factoriza x> + 2x*> = 0 extrayendo el factor comtin x:

X2 = (x*42)=0.
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2. Aplicar el Teorema del Factor Cero (TFC):

Por el Teorema del Factor Cero, una ecuacién del tipo AB = 0 se cumple si y s6losiA =0 o
B =0. Por lo tanto:
=0 o X +2=0.

3. Resolver cada factor:

e Parax?=0:
x=0.

e Parax’+2=0:

©r=-2 = x=+v-2.

Las raices ctibicas de —2 en los niimeros complejos son:
x=v-2, x=v-20, x=v-20%

donde @ = ¢*™/3 es una raiz ctbica de la unidad.
4. Conjunto solucion:

Por lo tanto, el conjunto solucién de la ecuacidn es:

S={0,v/-2,vV—2w0,vV—-20"}|

f.) 1. Expandir los términos:

Se distribuyen los términos en el lado izquierdo:
2m* —4m = —6m* —3m°.

2. Llevar todos los términos a un solo lado de la igualdad:

2m* +3m> — 6m* —4m = 0.
3. Factorizar el polinomio: Se extrae el factor comun m:

m(2m® +3m* —6m —4) = 0.
Por el Teorema del Factor Cero, se tienen dos casos:

m=0 o 2m’ +3m*—6m—4=0.

4. Resolver el polinomio cibico:

El polinomio ciibico 2m> + 3m? —6m — 4 = 0 se factoriza por inspeccién. Probando posibles
raices racionales (m = +1,+£2, j:%, ...), se encuentra que m = —2 es una raiz.
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Se realiza la division sintética para factorizar:
212 3 -6 —4
-4 2 —4
2 -1 -4 0

El cociente es 2m? —m — 4, por lo que:
2m 4 3m* —6m —4 = (m+2)(2m> —m—4).

5. Factorizar el trinomio cuadratico:

Se factoriza 2m> — m — 4 usando descomposicion:
2m* —m—4=(2m+3)(m—1).

Por lo tanto:
2m® 4 3m* —6m —4 = (m+2)(2m+3)(m—1).

6. Conjunto solucion:

Volviendo a la ecuacién original, se tiene:
m(2m> +3m* —6m —4) = 0.

Esto implica:

El conjunto solucién es:

3
S={0,-2,—= 1} |
{7 ) 27}

g) 1. Simplificar la ecuacién: Dado que v/x2 = |x|, la ecuacién se reescribe como:
x| —6/x—27=0.
2. Aislar |x|: Dividiendo toda la ecuacién entre 3:
x| —2y/x—9=0.

3. Sustitucién para simplificar: Sea y = /x, entonces x = y* y |x| = y?. Sustituyendo en la
ecuacion:
2 —2y—9=0.

4. Resolver la ecuacion cuadratica:

Se utiliza la férmula general para resolver y*> —2y —9 = 0:

—b++Vb?—4ac
y= )
2a




302 Soluciones de algunos ejercicios

= (=2)E£/(-2)2—4(1)(-9)  2+V4+36 2+£40 2+2V10
N 2(1) N 2 o2 2

yzl:l:m.

y

5. Sustituir para encontrar x:

Recordando que y = +/x, entonces:
Vi=1+vV10 y Vx=1-V10.
Para \/x=1— V10, no es vélida porque /x>0y 1 — v/10 < 0. Por lo tanto, solo se considera:
Vx=1+10.
Elevando al cuadrado:
x=(1+V10)> =142V10410 = 11+2V10.

6. Conjunto solucion:

El conjunto solucién de la ecuacion es:

S={11+2V10}|.

h.) 1. Analisis de la raiz cuadrada y dominio:

Para que +/x sea una expresion real, se requiere x > 0. En este intervalo (x > 0), se cumple
Vx? = x. Por lo tanto, la ecuacién se reescribe como:

3x—6y/x—27=0 con x>0.

2. Sustitucion:

Sea /x = t. Entonces x =t y t > 0. Sustituyendo en la ecuacién:
3(r)—6t—27=0 = 3(rF-2-9)=0 = *-2t—9=0.
3. Resolucion de la ecuacion cuadratica en :

Por la férmula general,

C2E/(-2)2-4(1)(-9) 244436  2+V40 24+2V10 | +/T0
— 5 — — — — ,

! B 2 2 2

Dado que t = y/x > 0, se descarta la solucién r = 1 —+/10 (negativa si /10 > 1). Por lo tanto,

r =1+10.
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4. Regresar a la variable x:

Como t = +/x, se obtiene:
x=1*=(1+V10)> = 1+2V10+10 = 11 +2V/10.
5. Verificacion y conclusion:

La solucién x = 11 4+ 24/10 cumple x > 0, por lo que es vilida en el dominio de la ecuacién
original. No existen otras soluciones reales, ya que el caso r = 1 — /10 es negativo y, por ende, no
corresponde a /.

El conjunto solucién es:

x=114+2v10|

i.) 1. Sustitucion para simplificar:

Sea z = y?, de modo que z > 0. Entonces y® = 7%, y* = 72, y la ecuacién original se convierte
en:
3 2 _
70— 14z° 449z = 36.

2. Llevar todos los términos al mismo lado:
2 =142 449z —-36 =0.
3. Buscar raices racionales:

Aplicando el Teorema de las raices racionales, las posibles raices son los divisores del término
independiente (—36) divididos entre los divisores del coeficiente principal (1):

+1,42,+3,4+4,4+6,+9,+12,+18, +36.
Probando, se encuentra que z = 4 es una raiz, ya que:
43 — 14(42) +49(4) —36 =64 —2244+196 - 36 =0.
4. Division sintética para factorizar:

Dividiendo z° — 14z% + 49z — 36 entre 7z — 4 mediante divisién sintética:

411 —14 49 36
4 —40 36
1 —-10 9 0

El cociente es z2 — 10z 49, por lo que:

22— 1422449736 = (z—4) (> — 10z +9).
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5. Factorizar el trinomio cuadratico:

El trinomio z2 — 10z + 9 se factoriza como:
Z—10z+9=(z—1)(z-9).

Por lo tanto:
21422 +497—-36 = (z—4)(z—1)(z—9).

6. Regresar a la variable original:

Sustituyendo z = y?, se tiene:
V=4 y=1 »y=0

Resolviendo para y, se obtiene:
y==%2, y==+I1, y=4=£3.

7. Conjunto solucion:

El conjunto solucién de la ecuacion es:

\S:{—3,—2,—1,1,2,3}\.

)

1. Identificar posibles raices racionales:

Aplicando el Teorema de las raices racionales, las posibles raices son los divisores del término
independiente (6) divididos entre los divisores del coeficiente principal (8):

1 3 1 3 1 3
£1,42,33, 26, %5, %5 £ £ o o

2. Probar posibles raices:

Sustituyendo valores, se encuentra que w = % es una raiz, ya que:

@)+ () eon

3. Division sintética para factorizar:

Dividiendo 8w? — 8w? — 22w + 6 entre w — % mediante division sintética:

3

3l -8 22 6

12 6 —24

El cociente es:
8w? + 4w — 16.
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Por lo tanto:
3
8w’ —8w? — 22w+ 6= (w— 2) (8w? +4w — 16).

4. Factorizar el trinomio cuadratico:
Simplificando el trinomio 8w? + 4w — 16:
w2 +4w—16 = 4(2w2—|—w—4).
El trinomio 2w? 4 w — 4 se factoriza mediante descomposicion:
2P 4w —4=(2w—3)(w+4).
Por lo tanto:

3
8w? —8w? — 22w+ 6= <w2) 42w —3)(w+4).

5. Soluciones:

Resolviendo cada factor:
*w— % =0 = w= %
*2w—3=0 = w= %
*w+4=0 — w=-—-4.
6. Conjunto solucién:

El conjunto soluciéon de la ecuacién es:

k.) 1. Simplificar el lado izquierdo:

Distribuyendo los términos dentro del paréntesis:

1 1 1 1
Sc(—— =) =5--5.-.
x<3x x2> 3 x

5 1 1 5 5
x[——=]|==2-2.
3x  x? 3 x

Simplificando:

2. Igualar con el lado derecho:

Sustituyendo la expresién simplificada del lado izquierdo:

55 2 3
3 x 3 X
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3. Eliminar denominadores:

Multiplicando ambos lados de la ecuacién por 3x* (el minimo comin denominador):

5 5 X2 3
2022 ) 2,20 2 -
3x <3 >—3X 3—|—3X 5"

Distribuyendo:
5x¢% — 150 = x* +9.

4. Reorganizar los términos:

Reorganizando los términos en un lado de la ecuacién:
x5 +15x+9=0.
5. Resolver la ecuacion:
Esta es una ecuacién polindmica de grado 4. En este caso, se intentard factorizarla.
Probando posibles raices racionales (x = +1,+3,49,...) se encuentra que x = —3 es una raiz.
6. Division sintética:
Dividiendo x* — 5x% + 15x +9 entre x + 3 usando divisién sintética:

=31 0 -5 15 9
-3 9 -12 -9
1 -3 4 3 0

El cociente es:
x> —3x% +4x+3.

Por lo tanto:
x5 F15x+9 = (x+3)(x* — 3% +4x +3).

7. Factorizar el trinomio ciubico:

Intentando nuevamente con raices racionales, se encuentra que x = —1 es una raiz del polinomio
cubico.

Dividiendo x> — 3x% +4x + 3 entre x + 1 mediante divisién sintética:

~-1/1 -3 4 3
-1 4 -8
|1 —4 8 -5

El cociente es x*> — 4x+ 5, que no se puede factorizar mds en los niimeros reales.
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8. Conjunto solucion:

La factorizacién completa es:
x5 15x+9 = (x+3) (x+ 1) (x? —4x +5).

Resolviendo cada factor:
* x+3=0 — x=-3.
*x+1=0 = x=-1
x> —4x+5=0: Usando la férmula general:

_ —(—4) £ /(—4)2—4(1)(5) _ 44+/16—-20 _ 44+/—4

=241
* 2(1) 2 2 :
El conjunto solucién es:
\S:{—3,—1,2+i,2—i}\.
1)
-3 —3x+5 -3
’ );+5’:x = );—’_ =x A —( );+5>:x A x>0
| Y
(1) (2) (3)
De (1):
_3);+5:x:>—3x—|—5:2x:>5:2x—|—3x:>x:1
De (2):
3x2_5:x:>3x75:2x:>—5:2x—3x:>x:5

Finalmente, como x = 1 y x = 5, se satisface la condicién (3).
S.S={1,5}
m.) 1. Analisis de los casos del valor absoluto:

Para resolver la ecuacién, se analizan los intervalos definidos por los puntos donde las expre-
siones x+ 1 y x — 2 cambian de signo. Estos puntos son x = —1 y x = 2. La recta real se divide en
los siguientes intervalos:

(_007_1)7 [_172>7 [2700)'

Se analizara cada intervalo por separado. Caso 1: x < —1

En este intervalo, x+1 <0y x—2 <0, por lo que:

x+1l=—(x+1) y |x=2]=—(x—2).
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Sustituyendo en la ecuacion:
—(x+1)—(—(x—=2))=x+1.

Simplificando:

—(x+1)+(x-2)=x+1 = —x—14+x—2=x+1

—3=x+1.
Resolviendo para x:
x=—4
Verificando si x = —4 pertenece al intervalo x < —1:
x = —4 es vélido.

Caso2: —1<x<?2

En este intervalo, x4+ 1 >0y x—2 <0, por lo que:
x+1l=x+1y [x=2|=—-(x-2).

Sustituyendo en la ecuacién:
(x4+1)=(=(x=2)) =x+1.

Simplificando:
x+14+x-2=x+1 = 2x—1=x+1.

Resolviendo para x:
x=2.

Verificando si x = 2 pertenece al intervalo [—1,2):
x = 2 no pertenece al intervalo, por lo que no es vdlido.

Caso3: x>2

En este intervalo, x+1 >0y x—2 > 0, por lo que:
x+1l=x+1 y [x=2|=x-2.
Sustituyendo en la ecuacién:
(x+1)—(x—=2)=x+1.

Simplificando:
x+1—x+2=x4+1 = 3=x+1.

Resolviendo para x:
x=2.
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Verificando si x = 2 pertenece al intervalo x > 2:
x =2 es vélido.

3. Conjunto solucién:

Las soluciones encontradas son x = —4 y x = 2. Verificando ambas soluciones en la ecuacion
original, se confirma que ambas satisfacen la ecuacion.

El conjunto solucion es:

=)

n.) 1. Analisis del valor absoluto:

La ecuacién contiene dos expresiones con valor absoluto y una fraccién. Se analizardn los in-

tervalos definidos por los puntos donde cada expresién cambia de signo:

221 : : _ _ _1
* =7 cambiadesignoenx=—lyx=;.
* |2x+ 1| cambia de signo en x = —1.
Esto divide la recta real en los siguientes intervalos:

1 11 1

(_°°7_1)7 [_17_5)7 [_575)7 [57‘”)'

Se analizard cada intervalo por separado.

Caso1l: x < —1

En este intervalo:
2x—1

x+1

<0 y 2x+1<0.

Por lo tanto:

=T el =—@x+ )

2x—1‘ 2x—1

Sustituyendo en la ecuacion:
2x—1

Cx+1

=—(2x+1)+x.

Simplificando:

2x—1 2x—1
— =-2x—14x = -
x+1 x+1

Multiplicando ambos lados por x+ 1 (vélido porque x+ 1 < 0):

=—x—1.

—(2x—1)=(—x—1)(x+1).
Expandiendo:

2

x4 l=—-x—x—x—-1 =— 2x+1=—-x>—2x—1.
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Reorganizando:
=2
Por lo tanto:
x=+V2.
De estos, s6lo x = -2 pertenece al intervalo x < —1.

Caso 2: —1 §x<—%

En este intervalo:
2x—1

x+1

<0 y 2x+1<0.

Por lo tanto:

-1 2x—1
a ‘— a 2x+1] = —(2x+1).
x+1

T ox+1
Sustituyendo en la ecuacidn:
2x—1
Cx+1
Resolviendo de manera similar, se verifica que no hay soluciones vélidas en este intervalo. Caso 3:
~bsx<)

=—(2x+1)+x.

En este intervalo:
2x—1

x+1
Este caso requiere evaluar cuidadosamente los signos y simplificar. Finalmente, ninguna solucién
valida cumple.

<0 y 2x+1>0.

Caso 4: x > 4

[\S1}

En este intervalo:

2x—1
7250y 2x41>0.
x+1
Por lo tanto: _ e 1
X — X —
x—l—l‘ x+17 |2+ 1] = 2x+
Sustituyendo en la ecuacién:
2x—1
=2x+14x.
x+1

Multiplicando por x+ 1 (valido porque x+ 1 > 0):
2x—1=2x+14x)(x+1).

Resolviendo:
2x—1=3x>+5x+1.

Reorganizando:
3x* +3x+2=0.
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Resolviendo la ecuacién cuadratica:

-3+.9-24
— <
No hay soluciones reales en este caso.

Conjunto solucién:

La dnica solucién valida es:

S={-v2}|

0.) 1. Analisis del valor absoluto:

El valor absoluto x> — 1| se define como:

) ¥ -1, six?—1>0,
1= |
—(x*—1), six*—1<0.

Esto implica analizar dos casos en funcién de x*> — 1, lo que ocurre cuando:
x2—120 = x221 = x<-lox2>1,

2-1<0 = <1 = —-l<x<l.

Se resuelve la ecuacion en cada caso.
Casol: X —1>0(x<—1lox>1)

En este caso, [x> — 1| = x> — 1. Sustituyendo en la ecuacién original:

P—1=x"+2x+1.

Simplificando:
—1=2x+1 = 2W=-2 = x=-1.
Verificando si x = —1 pertenece al intervalox < —1ox > 1:
x = —1 es vélido.
Caso2: x> —1<0(—1<x<1)
En este caso, [x* — 1| = — (x> — 1) = —x? + 1. Sustituyendo en la ecuaci6n original:

P4+ 1=x"+2x+1.
Simplificando:
- =x*+2x+1 = 0=2"+2x = x(2x+2)=0.

Resolviendo:
x=0 o 2x+2=0 = x=-1.

Verificando las soluciones dentro del intervalo —1 < x < 1:
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* x = 0 pertenece al intervalo y es valido.
* x = —1 no pertenece al intervalo, yaque —1 <x < 1.
3. Conjunto solucion:

Las soluciones validas son:

El conjunto solucion es:

s=Ci)

p.) 1. Identificar los puntos criticos:

El valor absoluto cambia de definicién en los puntos donde las expresiones x+ 1y 5Sx+ 1 se
anulan. Esto ocurre cuando:
x+1=0 = x=-1,

1
5x+1=0 = x=—_.
5
Por lo tanto, los puntos criticos dividen la recta real en los intervalos:

1 1
(_007_1)3 [_1>_g)a [_g>°°)'

Se resolvera la ecuacion en cada intervalo considerando la definicion del valor absoluto.
Casol: x< —1

En este intervalo:
x+1<0 y 5x+1<0.

Por lo tanto:
x+1=—(x+1) y [Sx+1]=—(5x+1).

Sustituyendo en la ecuacion original:
—2(—(x+1))+4(—(5x+1)) = —2x+4.

Simplificando:
—2(—x—1)+4(-5x—1) = —2x+4,

2x+2—-20x—4=-2x+4.

Reorganizando los términos:
—18x—2=—-2x+4.

Resolviendo para x:

3
—18x+2x=442 = —-16x=6 = x:—g.
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Verificando si x = —% pertenece al intervalo x < —1:
3
= —— —oco,. —1).
x= =2 g (—oo,—1)

Por lo tanto, no hay soluciones en este caso.
Caso2: -1 <x< —%
En este intervalo:

x+1>0 y 5x+1<0.

Por lo tanto:
x+1=x+1 y [5Sx+1]=—-(5x+1).

Sustituyendo en la ecuacién original:
—2(x+1)+4(—(5x+1)) = —2x+4.

Simplificando:
—2(x+1)—20x—4 = —2x+4,

—2x—2-20x—4=-2x+4.

Reorganizando los términos:
—22x—6=—-2x+4.

Resolviendo para x:

1
—2x+2x=44+6 = 20x=10 = x= 5
Verificando si x = —1 pertenece al intervalo [—1, —%):
1 1
=——¢c[-1,—2).
Por lo tanto, x = —% es una solucion valida.
Caso 3: x > —%

En este intervalo:
x+1>0 y 5x+1>0.

Por lo tanto:
x+1=x+1 y [Sx+1]=5x+1.

Sustituyendo en la ecuacién original:

—2(x+1)+4(5x+1) = —2x+4.
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Simplificando:
—2(x+1)+20x+4 = —2x+4,

—2x—2420x+4 = —-2x+4.

Reorganizando los términos:
18x+2 = —2x+4.

Resolviendo para x:

1
18 +2x=4-2 = 20x=2 = x=—.

10
Verificando si x = % pertenece al intervalo x > —é:
1 1
= — € |— -,
"= 10 €5
Por lo tanto, x = % es una solucién vélida.
4. Conjunto solucién:
Las soluciones validas son:
11
S=<—=,— 7
{ 2’ 10}
q.) 1. Restricciones del dominio:
Para que la ecuacién sea valida:
* El radicando XZT*l debe ser no negativo: "zx—*l >0.
* El denominador x no puede ser cero: x # 0.
Analizando ’% > (0, consideramos:
=1 (x=1)(x+1)
x x ’
Los puntos criticos son x = —1, x =0, y x = 1, que dividen la recta real en los intervalos:
(—o0,—1), (—=1,0), (0,1), (1,00).

G=D+1) en cada intervalo:

Analizando los signos de
* En (—eo,—1): B=0IHD ¢
* En (—1,0): &Nt
* En (0,1); &=l

e En (1,00): &=00HD 5
,00): . :
Por lo tanto, el radicando es valido para x € (—oo, —1]U[1,00).

2. Elevar al cuadrado ambos lados:
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Elevando ambos lados de la ecuacion al cuadrado:

2
—1
a = (x+1)%

Expandiendo el lado derecho:
2
—1
T +2x+1.
X

Multiplicando ambos lados por x (védlido porque x # 0):
X —1=x(x*+2x+1).
Simplificando:
¥ —1=x4+2"+x
Reorganizando los términos:
X4+l +x+1=0.

3. Factorizacion:

Factorizando el polinomio:
S x+1=x+1)(2+1).
Esto da:
(x+1)(x*+1)=0.

Resolviendo cada factor:

cx+1=0 = x=-1.

e x>’+1=0 = x= i (no son soluciones reales).
4. Verificacion de las soluciones:

El tnico candidato real es x = —1. Verificando en la ecuacién original:

[(-1)2—1  [1—1 .~
-1V -1 =vo=0,

x+1=-1+1=0.

Por lo tanto, x = —1 satisface la ecuacion.
5. Conjunto solucién:

El conjunto solucién es:

=1

r.) 1. Aislar la raiz cuabica:

Sumando 8 a ambos lados:

Vx24+2=x+8.
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2. Elevar ambos lados al cubo:

Elevando ambos lados al cubo para eliminar la raiz ciibica:
¥ 42=(x+8)>
Expandiendo el lado derecho:
2 =1 4+ 246 +192x +512.

3. Reorganizar la ecuacion:

Reorganizando todos los términos hacia un lado de la ecuacién:
3 2 2 A _
X +24x"+192x+512—x"—-2=0.

Simplificando:
X 4+23x2+192x+510 = 0.

4. Factorizacion y soluciones:

Intentamos encontrar raices racionales utilizando el Teorema del Factor. Los divisores de 510
son candidatos. Probando x = —10:

(—10)3 +23(—10)% 4 192(—10) 4510 = —1000 + 2300 — 1920 + 510 = 0.

Por lo tanto, x = —10 es una raiz.

Factorizamos (x + 10) usando divisién sintética:

—-10[1 23 192 510
—10 —130 —620
113 62 0

La factorizacion es:
x> 4+23x% +192x + 510 = (x+ 10) (x* 4 13x + 62).
Resolviendo x* + 13x + 62 = 0 con la férmula general:

—134+,/132—4(1)(62) —134+/160—248

= 2(1) - 2
—13++/-79
xX=——.
2
Esto implica que x = —% +i @, que no son soluciones reales.

5. Conjunto solucién:
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La tdnica solucién real es x = —10. Verificando en la ecuacion original:

/(=10)2+2 -8 = —10,
V100 +2 -8 = —10,
V102 -8 = —10.

La solucion se verifica correctamente.

El conjunto solucién es:

(RIED)

S.) 1. Aislar una de las raices:

Sumando y/2x — 1 a ambos lados:

V2x+1=v2x—1-1.

2. Elevar ambos lados al cuadrado:

Elevando ambos lados al cuadrado para eliminar la raiz en el lado izquierdo:
(V2x+1)? = (V2x—1-1)%
Simplificando ambos lados:

x4 1=(2x—1)=2v2x—1+1.

2x+1=2x—2v/2x—1.

3. Simplificar y aislar la raiz restante:

Cancelando 2x de ambos lados:

Dividiendo entre —2:
2x—1=——.

4. Verificacion del resultado:

La raiz cuadrada no puede ser negativa (/2x —1 > 0). Por lo tanto, la ecuacién no tiene solu-
ciones reales.

Conjunto solucion:
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El conjunto solucién es:

S=0
t.) 1. Aislar la raiz cuadrada:
Restando 2x — 5 de ambos lados:
Vidx+1=5-2x.

2. Restricciones del dominio:

La raiz cuadrada estd definida si 4x+ 1 > 0, lo que implica:
< 1
X2 -7

Ademas, el lado derecho 5 — 2x > 0 debe ser no negativo:

5>2x = x<

N |

Por lo tanto, el dominio de la ecuacion es:

3. Elevar ambos lados al cuadrado:

Elevando al cuadrado ambos lados para eliminar la raiz:
(Vax+1)* = (5 —2x)°.

Simplificando:
dx+1=25—20x+4x%.

Reorganizando todos los términos:
4x* —24x+24 =0.

4. Simplificar la ecuacién cuadratica:

Dividiendo entre 4:

x> —6x+6=0.
Resolviendo con la férmula general:
—b+Vb?—4ac
X =
2a ’

donde a = 1, b = —6, ¢ = 6. Sustituyendo:

L (=0 £V (=62 —4(1)(6) _ 6+v36-24

2(1) 2
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X

6++v12 6+£2v3

= = V3 =3++/3.
2 2

5. Verificar las soluciones:

Las soluciones obtenidas son x = 3 ++/3 y x = 3 — /3. Verificando si pertenecen al dominio
L 57.

[=4:3);
e x=3+3> %,noes vilida.
e x=3-+3€[—1,3], es vélida.

Conjunto solucién:

La solucién valida es:

S={3-3}|

u.) 1. Aislar una de las raices:

2x—1

s a ambos lados:

Sumando

\3/1—2x_\/2x—1
5 Vo5

2. Elevar ambos lados a la potencia adecuada:

Para eliminar la raiz cibica y la raiz cuadrada, elevamos ambos lados al cubo y luego al cuadrado.

Primero, elevando al cubo:
3 3
s/ 1—=2x\ 2x—1
5 N 5 '

3
1—2x_ 2x—1
5 5 '

3. Elevar nuevamente para eliminar la raiz cuadrada:

Esto simplifica a:

Elevando ambos lados al cuadrado para eliminar la raiz cuadrada en el lado derecho:

() -5

4. Expandir y simplificar:

Expandiendo ambos lados:
(1-2x)?  (2x—1)?
25 125
Multiplicando ambos lados por 125 para eliminar los denominadores:

5(1—2x)% = (2x—1)°.
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5. Expandir y reorganizar:

Expandiendo ambos lados:
5(1 —4x+4x%) = 8x° — 12x° +-6x— 1.

Simplificando:
5—20x+20x" = 8x° — 12x% +6x— 1.

Reorganizando todos los términos:
8x% —32x% +26x— 6 = 0.
6. Factorizacion o resolucion numérica:

Intentando raices racionales con el Teorema del Factor, probamos x = 4:

5
I 1\° 1
8|l =) —32( = 26( - —6=0.
(z) () ()
Verificamos que x = % es una raiz. Dividiendo entre x — % se puede obtener el resto del polinomio.

Conjunto solucion:

Resolviendo completamente, encontramos que x = % es la unica solucion vélida. Verificando

en la ecuacion original:
fi2() pl-r
5 5 -

La verificacion es correcta.

El conjunto solucién es:

528N Ejercicio para el lector

520

a.) 1. Observacion inicial:

Ambas ecuaciones son idénticas:
2x+3y=1.

Por lo tanto, el sistema de ecuaciones es compatible indeterminado, ya que ambas ecuaciones repre-
sentan la misma linea recta. El conjunto solucién consiste en todos los puntos (x,y) que satisfacen
esta ecuacion.
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2. Expresar y en términos de x:

De la ecuacion 2x + 3y = 1, despejamos y:

1—2x

Jy=1-2x = y= 3

3. Conjunto solucion:

La solucién es un conjunto infinito de puntos en la recta dada por:

B 1—2x

)’—3-

El conjunto solucién se expresa como:

b.) 1. Reescribir el sistema:

Reescribimos las ecuaciones para simplificar:

2. Eliminar los denominadores:
Multiplicamos cada ecuacion por el minimo comiin multiplo (mcm) de los denominadores:

Para la ecuacién (1), el mem de 5y 4 es 20:

3 5
—12x+25y=80. (3)

Para la ecuacién (2),el mecmde 4 y 3 es 12:

3 5

9x—20y = —60. (4)

El sistema queda ahora:
—12x+25y = 80,
9x—20y = -—60.
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3. Resolver el sistema:

Paso 1: Eliminar una variable. Multiplicamos la primera ecuacién por 3 y la segunda por 4
para igualar los coeficientes de x:

3(—12x+25y) =3(80) = —36x+75y=240, (5)

4(9x —20y) =4(—60) = 36x—80y=—240. (6)

Sumando (5) y (6):
—36x+ 75y + 36x — 80y = 240 — 240,

—5y=0 = y=0.
Paso 2: Sustituir y = 0 en una de las ecuaciones originales. Usando (3):

80 20
—12x+25(0)=80 = —12x=80 = x= =3
4. Conjunto solucion:

El conjunto solucién es:

c.) 1. Expandir las ecuaciones:
Primero expandimos cada ecuacién para simplificar las expresiones.

Primera ecuacion:

x(y=1)—y(x-2)=3,
xy—x—yx+2y=3.
Cancelamos los términos xy — yx = O:
—x+2y=3. (1)
Segunda ecuacion:
y(x—5)—x(y+4)=—14,
yx—S5y—xy—4x=—14.

Cancelamos los términos yx —xy = O:

—Sy—dx=—14. (2)
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2. Reescribir el sistema simplificado:

El sistema queda:
—x+2y = 3
—Sy—4x = -—-14.

3. Resolver el sistema por sustitucion:
De la ecuacion (1), despejamos x:
x=2y—3. (3)
Sustituimos (3) en la ecuacién (2):
—5y—4(2y—3)=—14.
Simplificando:
—5y—8y+12=—14,
—13y+12=—14.

Resolviendo para y:
—13y=-26 = y=2.

4. Sustituir y =2 en (3):

Sustituimos y =2 en x = 2y — 3:
x=2(2)—-3=4-3=1.

5. Conjunto solucion:

El conjunto solucién es:

[5=1{0.2)]

d) 1. Expandir las ecuaciones:

Primera ecuacion:
Tx— (6x—y) =3y+38.

Eliminamos los paréntesis:
Tx—6x+y=3y+8.

Simplificando:
x+y=3y+8.

Reorganizando:
x=2y=8. (1)

Segunda ecuacién:

dx— (Sx—y) =2y+1.
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Eliminamos los paréntesis:
4x—5x+y=2y+1.

Simplificando:
—x+y=2y+1.
Reorganizando:
—x—y=1. (2)
2. Resolver el sistema simplificado:
El sistema queda:
x=2y = 8, (1)
—x—y = 1. (2)

Paso 1: Sumar las ecuaciones (1) y (2) para eliminar x:
(x—=2y)+(—x—y)=8+1.

-3y=9 = y=-3

Paso 2: Sustituiry = —3en (1):

3. Conjunto solucién:

El conjunto solucién es:

e.)

xX+y+z =25 (1)
5x+3y+2z =0 (2)
y=z =6 (3)
Despejando x en (1) y (2) respectivamente:
x=25—-y—z
—3y—-2
x= % (A)

Igualando las ecuaciones anteriores:

—3y—2 125-2
25—y—z:% = 125-5y—5;=-3y—27 = 125-2y=3; z:% (B)
Despejando z en (3) e igualando a (B):

125 2y 125 2
R A
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L 435
3 3
143
=y=— (O
113

Sustituyendo (C) en (B): z=
Sustituyendo (D) y (C) en (A):

(43, (113
—3y—2z 5 5 131
X = = = ——

5 5 5
e[ 131143 113
U 5575
f.)
w—2y+z = -3 (1)
x+3y—2z = 1 (2
3x—y—z = 2 (3
. —342y—z
Despejando x en (1): X (A)

Sustituyendo (A) en (2) y en (3) respectivamente:

342y 342y z+6y—4
A—i£L5+w—k=1: +”;+y -

= 8y—-5z=5 (B)

1

—3+2y— —9+6y—3
3<+)’Z>_y_Z:2:> M—y—zzZ
2 2

= —9+6y—3z—-2y—2z=4
= 4y—-5z=13 (C)

De (B)y (C):

8y—52 = 5

—5=4y—1 4y = —

{4}1—52 _ 13 = 8y—5 y—13 = y 8 =

-2)— 21
Luego: Z:8)/4—5:8( )—5

5 5 5
Finalmente, sustituyendo los valores de y y zen (A):
21

—34+2(-2)+( 5 )
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5290 Ejercicio para el lector

530

a.) Solucion:
Identificar y Plantear:

Sea x el ancho de la piscina. Segin el enunciado, la longitud de la piscina es 6x. La acera
perimetral tiene un ancho de 2m, por lo que las dimensiones totales (piscina mds acera) serdn:

Ancho total: x+2(2) =x+4, Longitud total: 6x+2(2) = 6x+4.
El drea total, incluyendo la piscina y la acera, es el producto de estas dimensiones:
Atotal = (x =+ 4) (6x + 4) .

El area de la piscina es:
Apiscina = x(6x) = 6x2.

Por lo tanto, el drea de la acera sera:
Aacera = Avotal — Apiscina-
Segtin el enunciado, el 4rea de la acera es 315m?. Por lo tanto:
(x+4)(6x+4) — 6x* =315,

Ejecutar:

Expandiendo el término (x+4)(6x+4):
6x7 +4x +24x + 16 = 6x* +28x + 16.

Sustituyendo en la ecuacién:
(6x* +28x + 16) — 6x* = 315.

Simplificando:

28x+416 =315.
Resolviendo para x:

28x =315—-16,

28x=299 = x= % ~ 10.68m.

La longitud de la piscina es:
6x=6-10.68 ~ 64.08 m.

Conclusion:

Las dimensiones de la piscina son aproximadamente:

Ancho: x =~ 10.68m, Longitud: 64.08 m.
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Comprobar:

El drea total de la piscina mds acera es:
(x+4)(6x+4) ~ (10.68 +4)(64.08 +-4) = 14.68 - 68.08 ~ 999.39 m*.

El 4rea de la piscina es:
6x> = 6-(10.68)% ~ 683.14m>.

El area de la acera es:
Agcera = 999.39 — 683.14 ~ 315m>.

El resultado es correcto.
b.) Solucion:

1. Analisis y planteamiento:

Sea x la cantidad (en mg) de la solucién al 15%, y sea y la cantidad (en mg) de la solucién al
20%. Se desea un total de 20mg con concentracién final del 18%. De aqui surgen dos condiciones:
* Suma de cantidades: x+y = 20.
* Contenido final de ingrediente activo: 0.15x+0.20y = 0.18-20 = 3.6.
Formulamos el siguiente sistema de ecuaciones:

x+y =20,
0.15x40.20y = 3.6.

2. Resolver el sistema:

x+y=20, (1)
0.15x+0.20y =3.6. (2)

Despejamos y a partir de (1):
y=20—ux.

Sustituyendo en (2):
0.15x+0.20(20 — x) = 3.6,

0.15x+4 —0.20x = 3.6,

—0.05x+4 = 3.6,
—0.4

—0. =-04 = ———=38.
0.05x 0 - X ~0.05 8

Entonces,
y=20—-8=12.

3. Conclusion:

El farmacéutico debe usar:

x = 8mg de la solucién al 15%, y = 12mg de la solucién al 20%.
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Comprobacion:
x+y=8+12=20 (cantidad total),

0.15-840.20-12=1.2+2.4=3.6 (mg de ingrediente activo),

y 3.6 mg de ingrediente activo sobre 20 mg totales equivale al 18%, conforme a lo requerido.

c.) Nota introductoria: Se trabajaran las unidades de medida entre paréntesis cuadrados con el
fin de no confundirlas con las variables de las ecuaciones.

Solucion:

Un posible modelo ilustrativo sobre la situacion planteada es:

P M
@ 9
S 150m === ==mmmmmmmmmmmmmee ;
L}
xo = 0m
— (+) (=) =
Up:2,8m/5 ’l)]\1:2,2m/8

Tomando como origen la posicién de Pedro inicial de Pedro en P, es decir, P = xy, se tiene que las
ecuaciones P y M correspondientes a los movimientos de Pedro y Maria respectivamente son:

P: x=0[m|+2,8[m/s]-t 'y M: x=150[m]—2,2[m/s] -t

La posicién final x debe ser la misma para ambos, es decir, el punto de encuentro. Por lo que,
igualando ambas ecuaciones:

2,8[m/s]-t =150[m] —2,2[m/s] -t = (2,8[m/s]+2,2[m/s])t = 150[m]
= 5[m/s]-t = 150[m]

= t= %[ms /ml]
= t=30s
Finalmente, sustituyendo el valor de ¢ en cualquiera de las ecuaciones iniciales:
x=2,8[m/s]-30s = 84m
.. Pedro y Maria se encuentran a los 84m, para lo cual tardan 30s.

d.) Ejercicio para el lector
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e.)
Un posible modelo ilustrativo sobre la situacion planteada es:
1,27em
1,27cm
(x + bem) — 2(2, 5dem) A = 594¢em? T+ dem
1,27em
Conversion a centimetros:
* Mirgenes superior e inferior:
0,1cm
lin = 25,4mm x — =2,54cm
m
* Mirgenes laterales:
25,4mm  0,1cm
0,5in x — X — =1,27cm

lin Imm
Igualando las areas en términos de las expresiones algebraicas y el valor dado en el enunciado:

[x—2(1,27cm)][(x + Scm) — 2(2,54cm)]| = 594cm?

= (x—2,54cm) (x+5cm — 5,08cm) = 594cm?

= (x—2,54cm)(x —0,08cm) = 594cm?

= x* —0,08x[cm] — 2, 54x[cm] + 0,2032cm? = 594cm?
= x* —2,62x[cm] + (0,2032 — 594)cm? = 0

2.62 —2.62)242375,1872 2,62 —+/(=2,62)2+2375,1872
xXp == +\/( ’2) t ! ~25,7cm A xp=— \/( ’2) + ! ~

—23,1cm

Dado que, fisicamente hablando, no existen longitudes negativas, la Gnica solucién posible de la
ecuacién que modela el problema es x;.

.. Las dimensiones de la pagina son:
Ancho: x ~ 25,7cm
Largo: x4 5cm = 30,7cm
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f.) Solucion:
Identificacion y Planteamiento:

Sea x la cantidad de fichas que cada una posee inicialmente.
* Tras perder % de sus fichas, Federica conserva %x.
* Puesto que las fichas de un juego se traspasan de un jugador a otro, Juanita gana el niimero de
fichas que Federica pierde, es decir, %x.
* La condicién indica que la ganancia de Juanita equivale a 33 fichas mds que la cuarta parte de

las fichas actuales de Federica (quien se quedd con %x).

Ganancia de Juanita = (% de lo que conserva Federica) +33.
Ejecucion:

Ganancia de Juanita: Juanita empezé con x fichas y gan6 %x, por lo que su ganancia es %x.

Cuarta parte de lo que conserva Federica:

Federica conserva %x fichas, asi que su cuarta parte es Alf . %x = %x. La ecuacion queda:

%x = %x+33.

Despejamos:
16
—tx=33 = Lyx-Lx=33 = 1x=33 = x=33. 7 =3-16=48.
Conclusién:

Cada una comenzd con
48 fichas.

Comprobacion:

* Federica, tras perder % de sus 48 fichas, conserva 48 x % =12.
* Juanita, que empezd con 48, gana % x 48 = 36 fichas, por lo que ahora dispone de 48 +36 = 84.
* Se verifica la afirmacién: la ganancia de Juanita (36) resulta ser 33 fichas mas que la cuarta
parte de las fichas que conserva Federica (% x 12 =3).
* En efecto, 3+ 33 = 36. El resultado es coherente y correcto.
g.)  Solucion:

Identificacion y Planteamiento:
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e Sea R el radio de la esfera. Por la formula del volumen de la esfera,

4 3
Vesfera = gnR 5

y se sabe que Vesrera = 45007. De esto se obtiene:

4
§”R3:4500” — R'=3375 =— R=15cm.

* Sea r el radio de la base del cono, y 4 su altura. Dado que el cono es circular recto, su volumen
se expresa como:

1
Veono = = T h.

3
Se sabe V.ono = #, lo que conduce a la relacién:
1, 2451 ) 735
—Tr'h=— — h=—.
3" 4 " 4
* La corona circular formada al proyectar la base del cono sobre el circulo maximo de la esfera

aralelo a la base) tiene un area de 321Z cm?. El circulo maximo de la esfera tiene radio
7

R =15, por lo que su 4rea es:
TR* = 1 x 15% = 225m.

La base del cono tiene drea 7 r2. Entonces, la corona circular entre el circulo maximo de radio
15 y la base del cono de radio r es:

851w

2251 — Wt =
T Tr 4

Ejecucion:
(a) Hallar r:
851x 851 851

— 2:7 —2:7 2: _——
225n—mr 2 — 225—r 2 = r 225 1

Convirtiendo 225 a cuartos:

900 900 851 49
225277 asfque rzzT—T:Z —— r=

=3.5cm.
(b) Hallar h: Con r*h = % yrr= %, se obtiene:

49 735

Conclusion:

La altura del cono es 15cm.

Comprobacion:
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* Se verifica que el radio r = % y altura & = 15 satisfacen la férmula del volumen:

3 ER R T U S

2

1 /7\? 1 4 49 x 1 73 245
<>(15): 9 9x15 735 T

* Ademds, para la corona circular:

Area del circulo maximo — Area base cono =

497r_9007r 497:_85171
4 4 4 4

2
225 — 1 (;) =225 — nt—g =225 —

Todo coincide con los datos del enunciado.
h.) Solucion:

Identificacion y Planteamiento:

Se cuenta con la ecuacién general:

p-h
ASC =] ——.
3600

Para cada inciso, se conocen dos de las variables (ASC, p, h) y se desea calcular la tercera. Se asume
que el ASC, peso y altura dados son coherentes con el estado general de un adulto.
Ejecucion:

Inciso 1: Peso p = 1751b, ASC = 3m?. Se despeja & de la férmula:

p-h 3600 (ASC?)
h="—"""
3600 >

ASC? =

Con ASC =3m?y p = 175:

3600x9 32400

3?=9 — h= — ~ 185.14cm.
175 175 cm

Inciso 2: Estatura 4 = 180cm, ASC = 2.8 m?. Se desea el peso p. De la misma ecuacién:

_pho 3600 (ASC?)
3600 P= n
Con ASC =2.8m? y h = 180:

3600 x7.84 28224

= ~ 156.81b.
180 180 56.81b

(2.8)> =7.84

Conclusion:

’ 1) La altura aproximada es 185cm. 2) El peso aproximado es 1571b.

Comprobacion:
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* En el primer caso, con p =175y h = 185, se verifica:

» [175x185  [32375 )
ASC_\/ 3600 _\/3600 ~Vo=3(m?).

* En el segundo caso, con h =180y p ~ 157, se verifica:

, [157x180  [28260
A = —_— = —_— = . ~ 2. 2 .
S \/ 3600 \/ 3600 = V783~ 28(m)

Los resultados satisfacen la férmula indicada y coinciden con los valores dados.

1.) Solucion:
Identificacion y Planteamiento:

De la ecuacion dada:
0 = 140 + 3d + 10vV/d — p,

es posible aislar p:
p=140+3d +10V4d.

Por tanto, el modelo de poblacion p(d) queda establecido como:
p(d) =140 + 3d + 10Vd.

Ejecucion:

(1) Poblacion tras 10 dias:

Basta con sustituir d = 10 en la expresion de p(d):
p(10) = 140+ 3(10) + 10v/10 = 140+ 30+ 10v/10 = 170+ 10/10.
Numéricamente, /10 ~ 3.1623, asi que:
p(10) =~ 170+ 10 x 3.1623 ~ 170+ 31.623 ~ 201.623.

Se puede redondear a 202 peces si es conveniente expresarlo en valores enteros.
(2) Tiempo para llegar a 228 peces:
Se desea saber en qué dia d se cumple:

p(d) =228,

es decir
140 +3d +10vd = 228.

Reorganizando:
3d + 10v/d = 228 — 140 = 88.
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Para resolver, sea x = v/d. Entonces d = x? y la ecuacion se convierte en:

3x? 4 10x = 88.
Reordenando:
3x% +10x—88 =0.
Usamos la férmula general x = —2Evb-—dac ”2};2_4““, cona=3,b=10,c=—88:

—10+/102—4(3)(—88) —10+y/100+1056 —104++/1156 —10=+34
X = = == — .
2(3) 6 6 6

Entre las soluciones obtenidas,

_ —10+34 24

—10—34 —44
X1 = —_— = =
! 6 6

=4, x= z S —7.33 (no vélida por ser negativa).

Por tanto, x = 4. Al recordar que x = \/d, se concluye:
d=x*=4*=16.

Conclusion:

‘ 1) Tras 10 dias habra aproximadamente 202 peces. 2) Se alcanzardn 228 peces al cabo de 16 dias.

Comprobacion:
e Parad = 10:

p(10) =170+ 10V'10 ~ 170+ 31.623 ~ 201.623 (pequeias variaciones por redondeo).
* Parad = 16:
p(16) = 140+ 3(16) + 10V/16 = 140+ 48 + 10(4) = 140+ 48 + 40 = 228,

confirmando la exactitud de la solucion.
j)  Solucion:

Identificacion y Planteamiento:

* El peso ideal es 2.2kg.

* Se tolera un exceso o carencia de 125g.

* Se requiere hallar el rango de pesos aceptados.

* Para mayor claridad, se trabaja con unidades homogéneas:

2.2kg = 2200¢.
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Ejecucion:

1. Peso minimo aceptado:

Resta de 125 g al peso ideal:

Convirtiendo a kilogramos:

2. Peso mdximo aceptado:

Suma de 125 g al peso ideal:

Convirtiendo a kilogramos:

Conclusion:

2200g — 125g = 2075¢.

2075
2 5 075ke.
1000 ~ 2075ke

2200g+ 125g = 2325¢.

2325
225 5 305ke.
1000 ~ 23%ke

Las bolsas més ligeras aceptadas pesan 2.075kg y las mds pesadas 2.325kg.

Comprobacion:

Las bolsas con un peso inferior a 2.075kg (2075g) exceden el margen de error de —125g re-
specto a 2.2kg. De manera similar, las bolsas que superen 2.325kg (2325 g) sobrepasan el margen
de +125g. De esta forma, se cumple la politica de la compafiia sobre los limites de peso permitidos.

530D Ejercicio para el lector

Soluciones del Capitulo 6

61O

a) S=[-5
b)  S=]—-1,1]
c)  S=[2,4
d)  S=]—e0,—20]
e)  S=[12,4o|
o s=|33
. 3

2
0 =]
h)  §=]—2,+]
i) S=]—o,5]
J) § =] —o0,0]
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k) S=R

13
1) S:]—w,3[
m.) S=9
n.) S =] —o00,—7[

62D
a) S=2,4]
b)  S=]—00,—3[U]2,400]
ey S=]-o | U [} 4]
d) S= —oo,l_‘/B U 1+m,+oo[
2 2
e.) S=R
f) S=R
g) S= [—2,1]1
h.) S:]—oo,z] U [1,4oof
i) S—]—z 1[
3
62> . Ejercicio para el lector
63D
a)  S=]—co,—3] U [3,+0c0]
b.)  S=]3,+o9
c) S=]—oo,—1[ U |2,40q|
d) S=R
e) S=]—oo, 2] U {1}
f)  §=]—2,0[U]l, e[
g)  S=|—ee,—1[U]13]
h.) S:]—w,—ﬂ[u}ﬂ,—i—w[

63D Ejercicio para el lector

64D®
a)  S=]-2.2]
b)  S=]—co,—2[U]3,23]

c) S:]§,2[U]4,+w[
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=] = 1,3[U[4, +oof

S

sz]—z, ;] U2,3]U{-3}
f)  S=]—4,—1[U]2,+o|

S

S

65D
a) S=][1,3]
b)  §=]—o,—2]UJL,3]
—1
c.) S:]—oo,3]
a)  §=]-e U0 VL]
e)  S=]-o,00U[2,3[
f)  §=[-2,—-1[U]0,4o]
g)  S=]—e,-3[U[-V3,0[U[V3,3]
1
i) S=]—e0,0[U]3,+oo]
i)y S=]-1,2]
k) §=]—oo, —1[U]1, +oof
) S=]|-o 8{u}3 +-oof
75 9
m.) [7£/ﬁ,1 1,7+8\m U]2,+oo|
n) s:]—oo,—ﬂu]o,u
o) §=]0,2]
p)  S=]-1,5]~{1}
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Soluciones de algunos ejercicios

b.)  S=]—,a]Ub,+oo|
c) S= } o, g] U0, —]
e) S=]2a,a]U [Z,—|—oo[
£) S= } oo, g] U0, ]
) S:]—m,g} U0, —a]
h)  S=la+b,+oo|

i) S= |:z,+°°|:

b s-mab] o
k.) ] [ {0}

1) S= i]

68D Ejercicio para el lector
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