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Resumen: En este trabajo deduciremos una relacién de orden total en el conjunto de los niimeros
complejos a partir de la definicién de igualdad de dos ntiimeros complejos. Daremos una interpre-
tacion de esta relacion y probaremos algunas de sus propiedades, como consecuencia mostraremos
que dos de los cuatro enunciados de la propiedad arquimediana no aplican mientras que los otros dos
si. Por otra parte, enunciaremos una versién para los niimeros complejos de la funcién valor absolu-
to y funcién parte entera, asi como también estudiaremos algunos tipos de inecuaciones en C, para
finalizar, enunciaremos una versién para el conjunto C de las cortaduras de Dedekind.

Palabras Clave: relacién de orden, orden en los complejos, inecuaciones en los complejos, cortaduras
de Dedekind en los complejos.

Abstract: In this work we will derive a total order relation in the set of complex numbers from the
definition of equality of two complex numbers. We will give an interpretation of this relationship
and test some of its properties, as a consequence we will show that two of the four statements of
the Arquimedian property do not apply while the other two do. On the other hand, we will estate a
version for the complex numbers of absolute value function and integer function, as well as we will
study some types of inequalities in C, and finally we will estate a version for the set C of Dedekind’s
cuts.

Keywords: relationship of order, order in the complexes, inequalities in the complexes, Dedekind
cuts in the complexes.

1. Introduccion

Conjuntos como el de los niimeros naturales, el de los enteros e incluso el de los reales cumplen con
una propiedad llamada orden, que permite de manera intuitiva ordenar de tal modo que dados dos
elementos arbitrarios del conjunto siempre se puedan efectuar comparaciones de orden entre ellos.
Asfi, por ejemplo, si tomamos dos ntimeros reales tan disimiles como 7 y -2 podemos decir sin lugar
a dudas que 7 es mayor que -2 y que -2 es menor que 7. No obstante, cuando queremos ampliar esta
propiedad al campo de los ntiimeros complejos, la situacién cambia de manera notable. Por ejemplo,
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(Acasoes 2i > 2 0es 2 > 2i? Resulta 16gico pensar que de existir alguna relaciéon analoga a “>" en los
complejos una sola de las proposiciones anteriores serfa verdadera, ademads, debido a que el conjunto
de los ntimeros reales es subconjunto de los nimeros complejos esta relacion deberfa cumplir todas las
propiedades de “>" de los ntimeros reales. En este orden de ideas Birkohff y Mac Lane (1970) sefialan
tres propiedades que cumplen los ntimeros enteros y que también aplican a los ntimeros reales. Estas
propiedades se muestran a continuacién.

Propiedad 1

1. Adicién: La suma de dos enteros positivos es positiva.

2. Multiplicacién: El producto de dos enteros positivos es positivo.

£“”_ 7

3. Ley de tricotomia: Para cualquier entero “a” resulta vélida una y sélo una, de estas tres
alternativas: o es a positivo, o es a = 0 0 es —a positivo.

Unida a la siguiente definicién de dominio de integridad D (campo o cuerpo) ordenado.

Definicion 1
Un dominio de integridad D se dice ordenado si existen en él ciertos elementos, llamados po-
sitivos, que satisfacen las leyes de tricotomia, adicién y multiplicacién, enunciados arriba para
los enteros.

En este sentido muchos autores rechazan la existencia de un orden en los nimeros complejos, por lo
que lo denominan como un campo no ordenado. Por ejemplo, Cadenas (2012) da una demostracién
que denomina: “imposibilidad para ordenar los nitmeros complejos”. En ella parte de las tres propieda-
des sefialadas con anterioridad y supone la existencia de una relacién de orden en los complejos que
la cumple, a partir de alli llega a un absurdo que completa la demostracién. Esto nos dice con cla-
ridad que no existe una relacién de orden que cumpla las propiedades de adicién, multiplicaciéon y
tricotomia, por lo que segtin la definicién de Birkohff y Mac Lane (1970), el conjunto de los ntimeros
complejos es un dominio de integridad D (campo) no ordenado. Sin embargo, ;es el conjunto de los
nimeros complejos un campo no ordenado en todos los sentidos?

En el articulo de Guacaneme (2000) denominado ;Inecuaciones en los complejos?, el autor muestra que
si es posible establecer una relaciéon de orden total en los complejos que cumpla la propiedad de trico-
tomfa. Ademads, muestra una interpretacion grafica del conjunto solucién de algunas inecuaciones en
los complejos. El autor sefiala que dicha relaciéon denominada “Criterio de Thieme” es mencionada
por Rey Pastor en su libro “Elementos de andlisis algebraico” de 1966.

En las siguientes pdginas utilizaremos herramientas de la 16gica para deducir esta relacién a partir de
la definicién de igualdad de dos niimeros complejos, e iremos mds all4, estudiando sus propiedades
y deduciendo algunas consecuencias de la existencia de dicha relacién.

2. Orden en los complejos

2.1. Deduccion de un orden en los complejos a partir de la relacion de igualdad

A continuacién, presentaremos las relaciones de orden en los complejos que vamos a deducir en esta
seccion:

Dados dos nimeros complejos 21 = x1 + y17 ¥ 22 = 22 + Y2i; con x1, 22, Y1, Y2 € R, las relaciones de
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orden en los complejos menor que y mayor que, se definen como:

21 = 2 & (11 < 32) V[(21 = 22) A (11 < ¥2)]

21 = 29 & (xl > xQ) V [(.’El = xz) AN (y1 > yQ)}

Ahora procederemos a deducir dichas relaciones a partir de la definicién de igualdad de dos ntimeros
complejos. Sean z1 = x1 + Y11y 22 = T2 + Y2i;

Se define la igualdad entre dos ntimeros complejos como:
21 = 29 & (21 = 22) A (11 = y2);
Negando ambos lados:
(21 = 22) & (1 = 22) A (11 = 2)];
Utilizando las leyes de Morgan:
2 # 2 (1 # 22) V(Y1 # 92);
Por tricotomia de los ntimeros reales:
27 2 (T <za) V(e > x2)] V(91 <y2) V(11 <y2)l;
Tomando en cuenta que V proposicién p, V tautologia 7' se cumple que:
pvVT=p y pANT=p
Ya que:

[({L‘l < 1’2) Vv (ZEl = 1‘2) Vv (1'1 > :L‘Q)]

(1 <y2) V (y1=y2) V (y1 > y2)]

Son tautologias, luego:

z21# 22 & {{(v1 <x2) V(21 > 22)] A [(11 <92) V(Y1 = 92) V(11 > 2)]}
VAI(yr <y2) vV (y1 > ) Az < 22) V(21 = 22) V (71 > 22)]}

Aplicando la propiedad distributiva de manera consecutiva se tiene:

21 # 22 & [(x1 <x2) A (11 <y2)] V(21 > 22) A (31 < 32)]

V(@1 <z2) A(y1=92)] V [(z1 > 22) A(y1 = 2]

V(1 <z2) A(y1 > y2)] V [(21 > 22) A(y1 > y2)]
V(1 <y2) Az <22)] VI[(y1 > y2) A (21 < 22)]
VI <y2) Az =22)] V(Y1 > y2) A (21 = 72)]
V(g <y2) Az > 22)] V[(11 > y2) A (21 > 32)]

Utilizando las propiedades conmutativas y las leyes de absorcion:
2 # 22 S {[(m1 <@2) Ay <)l V(21 > 22) A (g1 < w2)l}
VAl(zr < @) Ay = w2)] v [(21 > 22) A (y1 = w2)1}
VAl(z1 <a2) Alyr > y2)] V(1 > 2) A (1 > w2)]}
VAl <) Az = 22)] V(51 > y2) A (21 = 22)]}
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Ahora podemos agrupar respecto a la variable x o a la variable y. Tomando en cuenta que siy = 0 nos
queda el conjunto R que ya tiene definidas las relaciones de orden “<” y “>”, agruparemos segun

Yy Z2.
Luego por conmutatividad y distributividad:
a1 # 2 ez <z) Al <w2) vV =v2) V(1 > y2)]}

V(e = 22) Ay <)l V [(@1 = 22) A(y1 > 92)]}
V(e > @) Ay <92) vV (y1 = y2) V (1 > w2)]}
Luego, aplicando tautologia y las propiedades de absorcién, conmutatividad y asociatividad:
21 # 2z {(x1 <z2) V(21 =22) A1 < 12)]}
V(@1 > 22) V(21 = 22) A (31 > 2)]}

De esta manera hemos deducido las relaciones < (menor que) y > (mayor que), ademds, estd claro
que (21 < 22) A (21 > 22) = C (contradiccién) pues en caso contrario implica que alguna de las
siguientes proposiciones “no son una contradiccién”:

’L) (l’l < 1'2) A\ (l‘l > ZL'Q)

i1) (x1 < x2) A (21 = 22)
ii1)  (x1 = x2) A (1 > x2)
i) (y1 <y2) A (y1 > y2)

Donde: z1, 22, y1,y2 € R pero por la ley de tricotomia, ¢, i¢, ¢i¢, 7v son contradicciones. Por otra parte,
se tiene que:

(zi=2z)Va(lznn==)=(1=22) V(a1 #2)=T
Por lo que:
(21 =22) V(21 # 22) = (21 = 22) V (21 < 22) V (21 > 22)
Lo que demuestra que las relaciones <, =, = en C cumplen la ley de tricotomia. En otras palabras:

V21, 22 € C, se cumple uno y solo uno de los enunciados:

21 < 29, 21 = 29, 21 ™ 29

2.2. Relacion de orden en los complejos

Ahora probemos que las relaciones <, - en C son relaciones de orden total. Las siguientes definiciones
son extraidas de Rojo (1996).

Definicion 2 (Orden estricto)

Sea R C A? con a,b,c € A. R es una relacién de orden estricto si y solo si es: arreflexiva,
asimétrica y transitiva.

En simbolos:

R C A?esunarelacion < i)ac€ A= (a,a) ¢ R (arreflexividad)
de orden estricto i7) (a,b) € R= (b,a) ¢ R (asimetria)
iii) (a,b) € RA (b,c) € R= (a,c) € R (transitividad)
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Definicion 3 (Orden parcial y total)

Sea R una relaciéon de orden en A, con a, b, c € A:
i) Res de orden parcial si y solo si existen pares de elementos incomparables.

Jae A, e A: (a,b) ¢ RA(bya) ¢ R

ii) El orden total es el caso contrario al orden parcial

Va,be A: a# b= (a,b) € RV (b,a) € R

Definicion 4 (Relaciones en C)

Debido a la ley de tricotomia probada en el punto anterior se tiene que:

—|(Z1 - ZQ) = [(Zl < ZQ) V (21 = 22)]

_\<21 < ZQ) =1 [(Zl - ZQ) V (21 = ZQ)]

De esta manera si < es una relacién de orden estricto y total, entonces > es una relacién de orden
estricto y total (viceversa).

De la definicién de “<" se tiene que:

21 < 22 (11 < w2) V[(T1 = 22) A (11 < Y2)]

Ahora, ya que z1, 2, y1, y2 € R siempre se cumplen las siguientes proposiciones:

(331 < $2) = (l‘g > $1); (.7}1 = 33‘2) = (.7}2 = 331)

(11 <y2) & (Y2 > y1)

De esta manera se tiene que:

21 < 22 & (11 < @2) V(21 = 22) A (11 < Y2)]
& (2> 1) V(e =21) A(y2 > y1)]
<~ 21~ %2

De esta manera si < es una relacién de orden estricto y total, entonces > es una relacién de orden
estricto y total (viceversa). Ahora probemos que en efecto < es una relacién de orden estricto y total.

Demostracion. Se probara la arreflexividad, asimetria y transitivad.

i) Arreflexividad:
721 <z e (1 <) V(e =21) Ay <)

Lo cual es una contradiccién. Por lo tanto z; 4 21 y (<) es arreflexiva
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ii) Asimetria:
21 <22 & (21 < 22) V[(21 = 22) A (1 < 92)]
Como
(11 <z2 = 22 L 21| A Y1 < Y2 = y2 £ Y1
entonces z1 < 22 = 22 A 21 por lo tanto < es asimétrica.
iii) Transitividad:

(21 < 22) A (22 < 23) S{(21 < 22) V[(71 = 22) A (11 < y2)]}
A2 <z3) V[(z2 = 23) A (Y2 < y3)]}

Aplicando distributividad:
(21 < 2’2) AN (22 < Zg) <:>[.1‘1 < xg) A (.%2 < .7}3)]
V {(ZL‘l < 1‘2) AN [($2 = SL‘3)

VAl(z1 = 22) A (11 < 92)]
VAl(z1 = 22) A (Y1 < 92)]

A (y2 < y3)]}
A ($2 < 133)}
A

[(r2 = x3) A (y2 < y3)]}
Por transitividad en R:

(21 < ZQ) AN (2:2 < 2’3) <=>(331 < xg) Vv [(xl < 373) A\ (yg < yg)]
V((z1 <x3) A (1 < y2)]
V[(z1 = 23) A (y1 < y3)]

Pero (z1 < x3) = (21 < 23)

y [(z1 = 23) A (g1 < ys)] = (21 < 23)
por lo que (z1 < 22) A (22 < 2z3) = (21 < 23) y por lo tanto < es transitiva.

En conclusién, es una relaciéon de orden estricto. De acuerdo con la ley de tricotomia y a que si < es
una relacién de orden estricto y total, entonces > es una relacion de orden estricto y total, se concluye
que > al igual que < son relaciones de orden estricto totales. O

2.3. Interpretacion de las relaciones <y - en C

La recta real se puede dividir en tres partes: los niimeros negativos, el cero y los niimeros positivos.
Se dice que un ntimero estd a la izquierda del cero si x < 0, de forma andloga si # > 0, x estd a la
derecha del cero. De esta manera el ntimero cero divide a la recta real en tres conjuntos: Los niimeros
negativos N = {z € R;z < 0}, El cero 0 = {0}. Y los nameros positivos P = {z € R;z > 0}. En
forma analoga a la anterior cada = € R divide a la recta real en tres conjuntos: X~ = {y € R;y < z},
X = {z € R;z = 2} (Conjunto unitario) y Xt = {y € R;y > x}. De esta manera las relaciones = < y,
x > y indican que z estd a la izquierda de y (z € X ™) en el primer caso y a la derecha en el segundo
caso (z € X ™). Si la recta real se coloca en forma vertical en vez de horizontal, entonces el conjunto
de los negativos sera el conjunto debajo del cero y el de los positivos el conjunto encima del cero.

De manera similar, dado dos nimeros z1, 22 € C entonces z; < 27 indica que el ntimero z; estd mds a
la izquierda que 22 y en el caso de que tengan la misma coordenada = entonces z; estd mas abajo de
z9. La interpretacion de z; > 27 es andloga. En la figura 1 se observa la representacion gréfica de la
relaciéon de orden en C.
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A
(21 > 7y > 74 > s
// Z*
13 e ° 7,
< ® = < * =
- 3/
e 2
Z Z 74
Y Y

Figura 1: Representacion gréfica de la relacién de orden en C. Elabora-
cioén propia.

3. Propiedades de las relaciones <y - en C

Propiedad 2 : Propiedades de < en R

Dados z,y, z,w, ¢ € R la relacién < cumple las siguientes propiedades:

1) r<y=cr+z<y+z

)
i) r<yhz<w=z+z<ytw
1) Sice>0Nz<y=cx<cy

)

w) Sic<O0ANz<y=cx>cy

Las proposiciones i y ii se cumplen de manera andloga para >.

Demostracion. Ahora verifiquemos estas propiedades para la relacién < en C:

= Propiedad I: x < y = 2 + 2z < y + 2 Sean 21, 22, 23 € C tales que 2z < 2:
Luego z1 < 22 & (21 < z2) V [(z1 = 22) A (11 < y2));

Por lo que:

21+ 23 < 20 + 23 (1 + x3 < X2 + T3)
V[(z1+ 23 =29+ 23) A (11 + Y3 < Y2 + y3)]

4

Lo cual es cierto por propiedades de “<” e “=".

» Propiedad I: x < y A2 < w = x4+ 2 < y + w Sean 21, 22, 23, 24 € C tales que 21 < 20y 23 < 24

Como:

21 <22 & (11 < x2) V[(21 = 22) A (11 < 42)]

z3 < z4 & (w3 <x4) V[(23 = 24) A (Y3 < Ya)]
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Pueden darse 4 casos:

Z) (21 —<ZQ)/\(23-<Z4):>($1 <a:2)/\(m3<a:4):>a;1+x3<x2+:1:4
porlo que: z; + 23 < 22 + 24

(21 = 22) A (23 < z1) = (21 <m2) A[(23 = 24) A (y3 < Y4)]
=21+ 23 <x2+ T4 =22+ T3;

De esta manera: z1 + 23 < 20 + 24

(21 < 22) A (23 < z4) = [(x1 =m2) A (1 < y2)] A (23 < 34)

iii)
= x1+x3 < 2o+ 24

de modo que: 21 + 23 < 22 + 24
Por ultimo:

iv) (21 = 22) A (23 < z1) = [(x1=22) A (1 <y2)] Al(x3 = 24) A (93 < 94)]
= (z1+x3 =22+ 24) A (Y1 +y3 < Y2+ ya

lo que implica que: 21 + 23 < 22 + 24.
En conclusién, se cumple que: (21 < 22) A (23 < 24) = 21 + 23 < 22 + 24.
» Propiedad III:Sic > 0Ax <y = cx <cySeanc =1 > 0; v = —2 < 3i = y entonces:
(i) - (—=2) < (i) - (3i) = —2i < 3i* = -3
= (0<=3)V[(0==-3)A(-2<0)]

Lo cual es una contradiccién, por lo tanto —2 < 3i = (i) - (—2) > (4) - (37)
En conclusién, la proposicién es falsa.

Sin embargo, sean ¢ € R, 21, 23 € C tales que:

(c>0)A (21 < 22) = c21 < c22
< (cx1 < cxo) V[(cxr = cxa) A (cyr < cya)]

es siempre cierto.

» Propiedad IV:Sic < 0Ax <y = cx > cy En forma similar a la propiedad III, sean ¢ = —i < 0;
r = —2 < 3i = y entonces:

—2<3i=(—1)-(=2) > (—1) - (30)
Aplicando la proposicién, luego:

(—i) - (=2) = (—i) - (3i) = 20 = —3i* = 2 = 3
por lo que: (0> 3) V[(0=3)A(2<0)]

Lo cual es una contradiccion. Por lo que se concluye que la proposicién es falsa.

Sin embargo, sean ¢ € R, 21, 23 € C tales que:

(c <0)A(z1 < 22) = cz1 = c29
& (exy > cxa) V [(cxr = cxa) A (cyr > cy2)]

es siempre cierto.

Relacién de orden total en los complejos y algunas consecuencias. Escobar Celis, D.


https://revistas.tec.ac.cr/index.php/matematica

Propiedades de las relaciones <y > en C 9

Propiedad 3 : Propiedad Arquimediana
Siz € R, entonces n, € N tal que z < n,. (Tomado de Bartle (2005).

Corolario 1 Sean z, y, 2 nimeros reales positivos. Entonces:

i) Existe n € N tal que z < ny
ii) Existen € Ntalque0 < 1/n <y

iii) Existen € Ntalquen —1 <z < n.

En virtud de que trabajaremos con ntimeros complejos y que estos no cumplen todas las propiedades
de orden que los ntimeros reales, examinaremos los cuatro enunciados de manera independiente. De
esta manera:

Propiedad 4 : Propiedad arquimediana l = < n,

En el caso de los ntimeros complejos la enunciaremos de la siguiente manera:

Si z € C, entonces existe n, € Ntal que z < n,

Demostracién. Supongamos que la proposicién es falsa. En tal caso existe un 3z € C : n, € N tal que
z<n,.Seaz=z+yi,comor € R=n, € N:z <n, seaz =n, + 0yi por definicién de < se tiene
que: z < z1 ya que x < ng, es decir que z < n, lo que contradice la falsedad de la proposiciéon. En
conclusién, C con < es un conjunto arquimediano segtn i. O

Propiedad 5 : Propiedad arquimediana ll = < n,

Definamos esta proposiciéon de la siguiente manera:

Sean 21,20 € C: 21 = 0,29 = 0= dn € N: 21 < nzy

Demostracion. Sean z; = 2+2i > 0y zp = 2i sila proposicion es verdadera entonces: In € N : 24 2i <
n(2i) = 2ni = 0+ 2ni. Luego 2 +2i < 0+ 2ni < (2 < 0) V [(2 =0) A (2 < 2n)] Lo cual es imposible.
Por lo tanto C con < es un conjunto “no arquimediano” i:. O

Propiedad 6 : Propiedad arquimediana lll0 < 1/n <y

Definamos esta proposicion de la siguiente manera:

Seanze€C:2>0=3IneN:0<1/n<z

Demostracion. Sea z = 0 + 2i > 0, si la proposicién es verdadera entonces: 3n € N: 0 < 1/n < 0 + 2i.
Por propiedad de los ntimeros naturales 1/n > 0 ahora: 1/n < 0+ 2i < (1/n < 0) V [(1/n =
0) A (0 < 2)]. Pero (1/n < 0) A (1/n = 0) es imposible Vn € N. Por lo tanto C con < es un conjunto “no
arquimediano” segun iii. O

Propiedad 7 : Propiedad arquimedianalVn — 1<z <n

En el caso de los ntimeros complejos la enunciaremos de la siguiente manera:

Size€ C:z >0, entonces existen € Ntalquen —1 <2 <n
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Demostracion. Sea z = x + yi, por la propiedad arquimediana i sabemos que In, € N : z < n; luego
por definicién de <: z < n, < (x < n;) V [(z = n;) A (y < 0)]. Por propiedad de los ntimeros reales:
n, € Ntalquen,—1 <z <ng.Porloquen—1 <z =n—-1< zyenconclusiéon, In e N:n-1<xz2z<n
y por lo tanto C con < es un conjunto arquimediano segun v ]

Otra demostracion de esta propiedad es la siguiente:

Demostracion. Dadoz € C: 2z > 0,z > 0 < (z > 0) V [(z = 0) A (y > 0)]. Sea [z] la parte entera de x
donde [z] <z < [z] +1

» Siz > 0;tomemosn = [z] +1,como:z < [z] + 1l =n =2 <n,ademdsn — 1=z +1 -1 =
[z] >z=n—-1%zporloque:[z] =n—1<xz<n=[z]+1

» En forma anéloga si [z] = «

e En caso de que y < 0, como [z] — 1 < x = [z] tomemos a n = [z] en tal caso como
=n)Ay<0)=n—-1<z<n

e En caso de que y = 0, tomemos n = [z] + 1, por lo que:
[x] =n—1=z<n=[z]+1

e Siy > 0,como [z] =z < [z] + 1, tomemos n = [z] + 1. Luego:n —1 <z <n

Con esto hemos cubierto todos los casos posibles y en conclusién, C con < es un conjunto arquime-
diano segtn 7v. O

Comentarios respecto a la propiedad arquimediana

En el conjunto de los reales las cuatro proposiciones son equivalentes. Sin embargo, al probarlas en
el conjunto de los ntimeros complejos vemos que dos de ellas se cumplen y dos no. Esto nos lleva a
pensar que en rasgos generales la propiedad 3 y su corolario 1 en su item iii, son equivalentes entre si
y los items i y ii, del corolario 1 de la propiedad 3, también lo son, pero para que este par de conjuntos
proposicionales puedan ser equivalentes entre si deben cumplirse ciertas condiciones. Esto se debe a
que la propiedad 3 y su corolario 1 en su item iii, de la propiedad 3, dependen de la propiedad aditiva
que, como vimos en la seccién 3, cumplen los ntiimeros complejos, sin embargo, los items i y ii, del
corolario 1 de la propiedad 3, dependen de la propiedad multiplicativa que segtn la proposicion iv
de la propiedad 2 no se cumple en los nimeros complejos. De esta manera diremos que el conjunto de
los niimeros complejos C es un conjunto “semi-arquimediano” y utilizaremos solo los enunciados de
la propiedad 3 y su corolario 1 en su item iii como propiedades. Ademds, el corolario 1 en su item iii
incluye a la propiedad 3 asf que nos limitaremos a nombrar al corolario 1 en su item iii de la propiedad
3. Por otra parte, esta propiedad puede ampliarse a Z de la siguiente manera:

Propiedad 8

Siz e C, entoncesexisten € Ztalquen —1<2z<n

Demostracion. La propiedad ya esta probada para z - 0, en caso de z = 0 basta tomar n = 1, asi que
solo falta verificar z < 0. Para ello definamos la funcién .[z]. = [Re(z)] (parte entera de la parte real
de z) ahorasiy > 0 0z # [z] tomemos n = .[z]. + 1, sea z = x + yi verifiquemos que en efecto
n—1<xz<nm.[z].+1-1<52<.[2].+1 [z] < z+yi < [z] + 1 por definicién de < y de < se
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tiene que: x + yi = [z] & (z > [z]) V [(z = [z]) A (y > 0)]; por propiedad de los ntimeros reales
x> z],VeeRyz+yi<[z]+1< (x <[z]+1)V[(xz =[z] +1)A (y <0)]y por propiedad de
los ntimeros reales z < [z]] 4+ 1, Vo € R. Supongamos ahora que y < 0 con « = [z], ahora tomemos
n = .[z]. luego .[z]. — 1 < z < .[#].; [z] — 1 < 4+ yi < [z] por definicién de < y de < se tiene que:
r+yi =z -1 (x>[z] -1)V[z = [[x]]—l) (y > 0)]; pero z > [z] — 1, Yz € R ademds
z+yi < [z] & (z < [z]) V[(z = [z]) A (y < 0)] por lo tanto la proposicién es verdadera. O

Resumen 1 : Propiedades <y - en C
Sean z1,20,23,24 € C,c € R

(21 < 22) => 21+ 23 < 22+ 23
(21 < 22) A (23 < 24) => 21+ 23 <20+ 24
(c>0)A(z1 < 22) = c2z1 < c2o
(c>0)A(z1 < 22) = cz1 > c22

i)
ii)
iif)
iv)
)

VzeC=dneZn—-1<xz=<n

4. Consecuencias de las relaciones <y - en C y sus propiedades

4.1. Valor absoluto segun <y > en C

De la ley de tricotomia probada en la seccién 2.1 y por ser < y > relaciones de orden total en C (ver
seccion 2.2 se deduce la existencia de la funcién valor absoluto, la cual definiremos como:

] ].:C— Ctal que: .|z|. = { _ZS.IZ-<0

zsiz =0
Esta funcién transforma las coordenadas del plano R? a los cuadrantes I y IV sin incluir la semirecta
bi, b < 0. En general la funcién valor absoluto en C asigna el mismo valor a aquellos ntiimeros que
pertenezcan al primer cuadrante, al cuarto, o a alguno de los ejes positivos, mientras que al resto le
asigna el valor correspondiente a un giro de 180°.

En las figuras 2 y 3 se muestran las representaciones gréficas del valor absoluto en C de Z* y Z~
respectivamente.

4.2. Funcion parte entera de > segun <y >~ en C

Esta funcién se deduce de la propiedad arquimediana v del resumen presentado en el resumen 1, y
la definiremos como: [ | : C — Z tal que: [z] = ny [2] < z < [2] + 1 donde n € Z. En la figura 4 se
muestra la representacién gréfica de la funcién parte entera de Z.

4.3. Inecuaciones en C

Esta es la consecuencia mas directa de la existencia de las relaciones < y = en C. En esta seccién
resolveremos algunos tipos de inecuaciones y veremos su interpretacién grafica. A continuacion, re-
solveremos varios casos de la relacion: <, los casos de <, > y = se resuelven de manera anéloga.
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A A
7+ |ZT|.
< ) > < ) >
Y Y

Figura 2: Valor absoluto en C de Z™. Elaboracién propia.

A A
e
2|
< > < ® >
7.~ ®
4 4

Figura 3: Valor absoluto en C de Z~. Elaboracién propia.

X/ /7K A K

[z2]=0

[z] = —2

[] = -3 [:] = -1 [] =1

Figura 4: Representacion grafica de la funcién parte entera de Z. Ela-
boracién propia.

4.3.1. Inecuaciones de la forma z + z; < 29

Sean z1, 22 € C, con 21 = 1 + iy1 y 22 = 22 + iy2 determinemos el conjunto solucién de: z + z; < z;
de la propiedad ¢ del resumen 1: z + 21 — 21 < 22 — 21; luego z < 2o — 21 por definicién de <: 21 < 22 &
(1 <z2)V[(z1=22) A (11 <y2)]luegoz < zo— 21 < (z <za—a1)V[(x =22 — 1) Ay < Y2 — 1))
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Ejemplo 1

Sean z; = 2+3iy 22 = 5—4i determinemos el conjunto solucién de: 2+ 21 < 2z9; v+ yi +2+3i <
5—4i;x+yi <3—"Ti;Porloque:z+yi <3—Ti< (z <3)V[(z=3)A(y <—T7)]. Lasolucién
de este ejemplo se puede observar en la figura 5.

—

Y
A

Y
—y

Figura 5: Solucién gréfica del ejemplo 1. Elaboracién propia.

4.3.2. Inecuaciones de la forma z1z + 29 < z3

Sean z1, 29,23 € C, con 21 = x1 +iy1, 22 = T2 +1Y2 y 23 = x3 + 1y3 determinemos el conjunto solucién
de: 212 + 22 < 23; de la propiedad i del resumen 1, se tiene 21z < 23 — 22

Luego (z1 +iy1)(x +iy) < (z3+1y3) — (z2+1y2) = (w12 —y1y) +i(z1y +y12) < (23— 22) +i(ys —y2)
luego por definicién de <:

(r12 — 1Y) + i(z1y +y17) < (23 — 22) +i(Y3 — Y2)
Sz —ny <z3—x2) V[(1x — 1y =23 — 22) A (T1y + y1z < Y3 — Y2));

despejando y en cada ecuacién/inecuacion:

r3 — T T r3 — T x —
zlz+z2<zgé<y>$1x— 3 2>\/[<y—1x— 3 2)/\<y<—y1—i—y3y2ﬂ

Sean 21 = —1+444; 20 = 2 — 5i y 23 = —3 — ¢ determinemos el conjunto solucién de:

212 + 29 < 23; (=1 +4i)(z + yi) + (2 — 5i) < (-3 —1)

aplicando distributiva, la propiedad de la propiedad i del resumen 1, se tiene y agrupando
términos se obtiene:

(—z—4y)+ (4o —y)i < =5+ 4
y por definicién de <:

(—z—4y)+ 4z —y)i< -b+4die (—z—4y< -5 V[(—z —4y = —5) A (4dz — y < 4i)]
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por lo que el conjunto solucién de (—1 + 47)(z + yi) + (2 — 5i) < (—3 — ¢) viene dado por:

S:{(x,y)eRQ:<y>—z+i>v[(y=—i+i>A(y>4x—4)H

La solucién de este ejemplo se puede observar en la figura 6.

Y
A
_5/4
—7 < —————P
11 5 o=
1
1
1
1
I
1
®—4
I
1
1
1
'Y
-y

Figura 6: Solucion gréfica del ejemplo 2. Elaboracién propia.

4.3.3. Inecuaciones de la forma z;2° + 202 + 23 < 24

Sean 21, 29, 23,24 € C, con z1 = @1 + y1, 20 = T2 + iy, 23 = T3 + Y3 Y 24 = Ty + 1Ya
determinemos el conjunto solucién de: 20122+ 292 4+ 23 < 24
sustituyendo z1, 22, 23, z4: (1 4 y19) (2 + yi)? + (22 + y2i) (2 + yi) + (23 + y3i) < (24 + Ya7)
desarrollando las operaciones y agrupando términos se tiene:
[21 (2% — y?) — 2y12y + o — Yoy + 23 — x4] + [y1 (2% — ¥?) + 2212y + T2y + Y2 + Y3 — ya] i < 0
Donde f(x,y) = 1 (2? — y*) — 2y12y + 222 — Yoy + 23 — 24

_ 2 _,2 _
y 9(z,y) = y1 (22 — y?) + 2212y + 2oy + yox + Y3 — Ya

son hipérbolas en el plano zy. De esta manera, de la definicién de <, el conjunto solucién de: z; 224
29z + 23 < 24 viene dado por:

[231 (962 — y2) —2y120y + 12w — Yoy + w3 — x4 <0

}
(z1 (2% — y?) — 212y + 22z — Yoy + 23 — 24 = 0)

VA (y1 (z — y?) + 2212y + 22y + Yo + y3 — y4 < 0)
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4.4. Conjuntos acotados y teorema de Dedekind en C

Esta es una consecuencia no tan obvia de la relacién de orden en C. A continuacién, repasaremos su
definicién en R antes de enunciar la versién en C.

Definicion 5 Particion de un conjunto no vacio (Tomado de Rojo, 1996)

Sean dos conjuntos A # @ e I # @ tales que, cualquiera que sea el elemento u € I, existe un
subconjunto K,, C A. El conjunto {K,,/u € I} es una particién de A siy solo si

i) Vu:uel =K, #@
i) u#zv=K,NK,=9

iii) Va€e A,Ju e I = a € K,,.

Definicion 6 Conjunto acotado (Tomado de Rudin, 1978)

Sea E un conjunto de nimeros reales. Si hay un namero y, tal que x < y para todo z € F,
decimos que FE esta acotado superiormente y llamamos a y cota superior de E. Del mismo modo
se define la cota inferior. Si E estd acotado superior e inferiormente, se dice simplemente que £
estd acotado.

Definicidon 7 Cortadura de Dedekind en K (tomado de Bravo Flores, 1971)

Sean A, A’ subconjuntos de K, un cuerpo ordenado. El par (A4, A’) define una cortadura de
Dedekind en K si:

1. (A, A") define una particién en K
2. xeAyeA=z<y

A se llama la clase inferior de la cortadura y A’ la clase superior de la cortadura. Una cortadura
se llama sin frontera si la clase inferior no tiene mayor elemento ni la clase superior un menor
elemento.

Las definiciones 6 y 7 pueden ser adaptadas a C mediante la relacién de orden <.

Definicion 8 (Conjunto acotado en C)

Sea F C C.Sidy € C: x <y, paratodo z € E, decimos que E estd acotado superiormente y
llamamos a y cota superior de E. Del mismo modo se define la cota inferior. Si E estd acotado
superior e inferiormente, se dice simplemente que £ estd acotado.

Definicion 9 (Cortadura de Dedekind en C)
Sean A, A’ subconjuntos de C. El par (A, A’) define una cortadura de Dedekind en C si:

1. (A, A") define una particién en C
2.reAyeA=r=<y

A se llama la clase inferior de la cortadura y A’ la clase superior de la cortadura. Una cortadura
se llama sin frontera si la clase inferior no tiene mayor elemento ni la clase superior un menor
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elemento.

Proposicion

Todo ntmero z € C define una cortadura de Dedekind en C.

Demostracion. A continuacion, se presenta la prueba:
1. (Ki, K3) define una particiéon en C. Dado un z € C arbitrario, definamos a los conjuntos K y
K de la siguiente forma:

Ki={acC:a<z}yKo={beC:b>z};
Sea I = {1,2}. Probemos que el conjunto K = {K,, : u € I} = {K;, K2} es una particién de C

i) Vu:u el = K, # @ : por la propiedad v del resumen 1.

V2eC=mnecZtalquen —1< 2z <ncomoZ C C, esto nos garantiza que tanto K; como
K5 son no vacios.

ii) u# v = K, N K, = @ supongamos que K1 N Ky # & por lo que:
reC:zveKiyxe Ky
lo que significa que:
(x < 2) A (z = 2)
pero por tricotomia en C esto es imposible, de este modo
KiNKy=9
iii) Va € A,3u € I = a € K,,, de nuevo por tricotomia en C,

Ve,zeC=x<z,2=2,2 > 2,
sir<z=>zx€ K,
six=z=x€ Ky

y
siz-z=z¢€ Ky

de manera K define una particion de C.

2. veK,yKo=2 <y
dado un z € C arbitrario, (r € K1) A (y € K2) = (z < 2) A (y = 2)
luego: (r € Ki))AN(ye Ka) =z <2<y
y por transitividad se tiene que: (x € K1) A (y € K2) = = < y.

De esta manera hemos probado la versiéon en C del teorema de completitud.
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5. Conclusiones

En este trabajo se mostré que se puede construir una relacién de orden total en el campo de los
nimeros complejos. Esta relacién cumple una propiedad analoga a la aditiva de la relacién de orden
estdndar en R, pero no la multiplicativa. De lo anterior se deduce que la relaciéon de orden cumple dos
de los enunciados de la propiedad arquimediana y los otros dos no. Asi mismo se mostré que a partir
de esta relacién de orden y sus propiedades se pueden deducir funciones en los complejos analogas al
valor absoluto y funcién parte entera. Como consecuencia directa de la relacién de orden presentada
se encuentran inecuaciones en el campo complejo, por lo que se presentaron como ejemplo inecua-
ciones de primero y segundo grado. Por tltimo, se utiliz6 la relacién de orden en los complejos para
construir cortaduras de Dedekind en el plano complejo, andlogas a las de la recta real.
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