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Resumen

El presente trabajo brinda una aplicacién de la Teoria de Campos Conceptuales, de Gérard
Vergnaud, a la resoluciéon de problemas geométricos. La resolucidn de cierto tipo de
problemas geométricos no puede ser algoritmizadas y requiere un proceso de reflexion y
exploracidén que recurre a varios esquemas adquiridos. Se introduce el concepto de esquema
principal que permite alimentar la intuicién necesaria para la resolucién de estos problemas.
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1.1 INTRODUCCION

Las habilidades que una persona requiera para resolver con éxito un problema matemético
son variadas y dependen del tipo de problema a resolver, estds involucras procesos de
reflexion, de ensayo y error, de conjetura, de bisqueda de patrones, de razonamiento
induccién y deduccidn, entre otras.

Particularmente, estos procesos se evidencian en una gran variedad de problemas geométri-
cos. Estos problemas son calificados usualmente como los més dificiles, quizas por que no
hay un camino trazado para resolverlos. En su resolucién se distinguen dos componentes
principales: la escritura y los procesos a seguir para resolverlo. El primer componente se
debe caracterizar por su rigurosidad y formalidad. El otro componente requiere educar la
intuicién y el ordenamiento de ideas, para deducir intuitivamente la manera de resolver el
problema.

Al considerar las matemdticas como un lenguaje, los componentes anteriormente sefialados
son llamados: sintictico y semantico. El componente sintdctico nos permite comunicarnos
con los demds, se caracteriza por una serie de reglas que regulan la forma de conectar las
"palabras", para formar "oraciones" que permitan expresarnos. La semdntica, por un lado
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le da significado a las oraciones que recibimos, y por otro, nos permite comunicarnos con
nosotros mismos y organizar, con la intuicién, nuestras ideas para luego expresarlas por
medio de "oraciones" a los demds.

Quién domina en matemdtica: la sintaxis o la seméntica? Godel responde a esta interro-
gante: la sintdctica y la semdntica son equivalentes, es decir hay una relacién bidirreccional
entre ambos componentes. Asi, se concluyen dos aspectos importantes:

1. La rigurosidad (sintaxis) regula y enrumba la intuicién (semdntica). No basta con
tener la idea de como demostrar un teorema, la escritura nos permite ordenar las
ideas y desechar aquellas que se alejan del razonamiento y de dudosa validez.

2. Laintuicién es el motor de la rigurosidad. No es suficiente con saberse de memoria
los teoremas, las definiciones y manejar el uso de los simbolos, la intuicién nos traza
el camino poco a poco a la solucién del problema.

Cémo educar la intuicion en la resolucion de problemas geométricos? El presente trabajo
desarrollard algunas técnicas elementales que permiten alimentar la intuicién para hacer
frente a los problemas geométricos.

1.2 LOS PROBLEMAS GEOMETRICOS

Antes de enfocarse en los problemas Geométricos, se debe responder, al menos parcial-
mente, a la pregunta: Cémo resolver problemas? Para responderla se toma como marco de
referencia para la resolucién de problemas la Teoria de Campos Conceptuales de Gérard
Vergnaud, pues como sefiala Vergnaud su teoria cognitivista pretende proporcionar un
marco coherente y algunos principios de base para el estudio del desarrollo y del apren-
dizaje de competencias complejas.

Un concepto importante en esta teorfa es el concepto de esquema: organizacién invariante
de la conducta para una clase de situaciones (problemas) dada. En un esquema hay cierta
automatizacion sin impedir el control de la situacién. Son como algoritmos pero tienen
mucho implicito.

B EJEMPLO 1.1

Un ejemplo de esquema es la Resolucién de Ecuaciones ax+b = c.

Desde este punto de vista, los problemas geométricos se pueden clasificar en dos tipos: los
ejercicios (situaciones problema tipol) y los verdaderos problemas (situaciones problema
tipo 2). Seguidamente se explican ambos tipos de situaciones.
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1.2.1 Situaciones tipo 1

Clase de situaciones para las cuales el sujeto dispone, en su repertorio, de las competencias
necesarias para su tratamiento. En este tipo de situaciones las conductas son muy auto-
matizadas y organizadas por un esquema tnico. Estas situaciones mds que problemas son
ejercicios.

H EJEMPLO 1.2
Algunas situaciones tipo 1 en geometria son:
1. Calcular un area
2. Deducir que dos tridngulos son semejantes.

3. Aplicar la desigualdad triangular

1.2.2 Situaciones tipo 2

Clase de situaciones para las cuales el sujeto no dispone de todas las competencias necesarias
para su tratamiento. Esto obliga al sujeto a entrar en un proceso de reflexion, exploracion,
€nsayo y error,. . .

En este tipo de situaciones las conductas no son automatizadas y se evocan varios esquemas
adquiridos que pueden competir entre si y que por lo tanto deben ser acomodados, separados
y recombinados. Estas situaciones son los verdaderos problemas.

Es este tipo de situaciones entran los problemas olimpicos de geometria, algunos problemas
de secundaria y los problemas de demostracién. Para iniciar la resolucién de uno de estos
problemas hay dos caminos que no sin totalmente disjuntos:

1. Exploracion. Realizar un dibujo, hacer deducciones (aplicacion de esquemas
adquiridos) a partir de las hipdtesis con la esperanza de que sean titiles o que arroguen
la luz necesaria para ver la solucién. En este caso, el sujeto camina inicialmente sin
rumbo obteniendo deducciones desconectadas, en busca del camino que lo lleve a la
solucidn.

2. Definicién de un esquema principal. Para los problemas de conclusién conocida,
el sujeto puede recurrir a un esquema adquirido (un problema resuelto o un teorema)
que brinde una conclusién similar a la buscada. Si bien, no es la simple aplicacién del
esquema, algunos elementos de este esquema principal (ruptura del esquema) com-
binado con elementos de otros esquemas (filiaciones) permitirdn obtener la solucién
al problema. El esquema principal traza un camino que tiene una buena posibilidad
de que lleve al sujeto a la solucién. La conclusién conocida en un informacién que
se le debe sacar provecho.

Cuadl de los dos caminos es mejor? Ambos puede conducir al éxito o a errores: con la
exploracién puede que no se halle el camino a la solucién (se obtuvieron deducciones



4 Revista digital Matematica, Educacion e | nternet (www.cidse.itcr.ac.cr/revistamate/). Vol 9, No 2. Feb., 2009.

aisladas) y esquema principal nos puede sefialar un camino incorrecto. En realidad no hay
un camino mejor que el otro, quizas lo optimo es combinar ambos.

Cudl camino utilizan m4s los estudiantes a nivel nacional? En su mayoria utilizan la
exploracidn, la utilizacién del esquema principal es poco desarrollada. Por esta razén
centraremos la atencién en el segundo camino. Asi, seguidamente se presentan algunos
ejemplos utilizando este enfoque.

1.2.3 Problemas de desigualdades

B EJEMPLO 1.3

En el tridngulo AABC sea M el punto medio de AB y sea MQ la mediatriz de AB con
A — Q—C. Pruebe que AC > CB.

Solucion: Dado que la conclusion es una desigualdad Que resultados sobre desigual-
dades geométricas conoce? Posibles esquemas principales: Desigualdad triangular,
En un tridngulo, a d4ngulo mayor se opone lado mayor y viceversa. En este caso
ambos sirve como esquema principal:

1. Utilizando la Desigualdad triangular. Se debe formar un tridngulo de manera que
al aplicarle la desigualdad triangular se obtenga que AC > CB. Por lo tanto, en el
tridngulo a formar /a suma de la medida de dos de sus lados debe ser igual a AC.
Tracemos BQ

Figura 1.1

Por el criterio LAL se tiene que ABMQ = AAMQ por lo tanto

BQ=AQ0 = AC=CQ+QA=CQ+QB (1)
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Aplicando desigualdad triangular al ACQOB se obtiene que

CQ+0B>CB (2)

De (1) y (2) se obtiene el resultado.

. Utilizando que en un tridngulo, a &ngulo mayor se opone lado mayor y viceversa. En
este caso se debe probar que en el tridngulo ABC el dngulo opuesto a AC es mayor
que el dngulo opuesto a CB. Para ello, tracemos BQ :

Figura 1.2

Por el criterio LAL se tiene que ABMQ = AAMQ por lo tanto

m&AMAQ = m{MBQ = m{£ABQ (1)

Por hipétesis A — Q — C entonces

m&£ABC > m£ABQ (2)

De (1) y (2) se obtiene que m£ABC > m4MAQ = m«£BAC, como a dngulo mayor
se opone lado mayor entonces se concluye el resultado.
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Otros problemas similares:

1. Pruebe que la mediana de un lado de un tridngulo es menor que la semisuma de los
otros dos lados.

2. Pruebe que la mediana de un lado de un tridngulo es mayor que la diferencia entre la
semisuma de los otros dos lados y la mitad del tercer lado.

1.2.4 Problemas de Igualdades

B EJEMPLO 14 (Olimpiada nacional 2007, final C)

Sean C'y D puntos sobre un semicirculo con didmetro AB y centro S de manera que
el punto C este sobre el arco AD y el LCSD sea recto. Considere los puntos E'y F
tales que E es la interseccion entre las rectas AC y B(_D>, y F es la interseccién entre
las rectas AD y BC. Pruebe que EF = AB.

Solucion: Dado que la conclusion es una igualdad de dos medidas de segmentos,
algunos posibles esquemas principales son:

1) lacongruencia de tridngulos
2)  medida de lados de tridngulos isésceles

Realizando un dibujo se puede ver que la mejor opcién es la nimero 1) Asi, como se
quiere que EF = AB, se deben buscar dos tridngulos congruentes, uno con lado EF
y otro lado AB. Recurriendo al dibujo como guia se puede suponer que los tridngulos
rectangulos AFCE y AACB son candidatos a ser congruentes.

Para ello se deberia cumplir que AC = CF, cayendo en el mismo tipo de problema
pero esta vez se elige la opcidn 2), asi se debe probar que el AACF es rectdngulo
isosceles, lo cual se deduce de las hipdtesis.

Finalmente, para lograr la congruencia, se debe probar que m{ EFC = m£BAC o
que EC = BC. Eligiendo el primer camino, se extiende el segmento EF para obtener
tridngulos semejantes que permiten deducir la congruencia de dngulos.

Veamos la demostracion con detalle: Como C'y D estédn sobre el semicirculo entonces
AD1BDyBC1lAC
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Figura 1.3

Note que F es el ortocentro del AABE, entonces EF 1 AB. Como el dngulo central
£CSD es recto entonces la medida del dngulo inscrito £CAD es 45°, por lo tanto el
AACF es rectangulo isosceles, as{

AC=CF (1)

P . s
Por otro lado, sea C' la interseccién de las rectas EF y AB, como

m4ECF =m{BCA =90° (2)

note que AFCE ~ AAC'E por A.A. entonces

m&LEFC = m4{BAC (3)

De 1,2y 3, por el criterio ALA se tiene que AFCE = AACB y por lo tanto

EF =AB
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Otros problemas similares:
1. En el AABC sea M el punto medio de BC tal que mZAMB = m/ZAMC. Pruebe que
AB = BC.

2. Considere el tridgngulo isésceles AABC (AB = BC), sean D y E dos puntos tales que
A—D—-B,B—E—CyDE|AC. Pruebe que DA = EC.

1.2.5 Problemas de proporciones

B EJEMPLO 1.5

En la figura (1.4), P es un punto exterior al circulo, con PT tangente al circuloen 7.

T .
Muestre que — = — (Sugerencia: Trace las cuerdas AT y BT ).
PT PB

Figura 1.4

Solucion: Dado que la conclusién es una proporcion de segmentos, /Qué resultados
sobre proporcién de segmentos conoce?. Algunos posibles esquemas principales
son:

1) Semejanza de tridngulos
2) éreas. Por ejemplo, recuerde que la razén del dreas de dos
tridngulos con igual altura es igual a la razén de sus bases
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La opcidn 1) es la que mejor se adapta al problema. Dado que se quiere demostrar

PA PT
que T — PR’ entonces se deben buscar o formar dos tridngulos semejantes, el

primero con dos lados de medida PA y PT; y el segundo con lados de medida PT
y PB. Recurriendo al dibujo se intuye que estos tridngulos son: APTA y APTB.
Observe la demostracion: Note que por idempotencia

LP=4P (1)

Dado que el 4B es inscrito, el £PTA es semi-inscrito y estos angulos subtienden el
mismo arco, entonces

~

m&B = @ =m4dPTA (2)

De 1y 2, por el criterio AA se tiene que APTA ~ APBT y por lo tanto
PA  PT

PT  PB

Otros problemas similares:

1. (Teorema de Ceva) Dado un AABC. Sean X, Y, Z puntos de los lados BC, CA y AB
respectivamente. Si los tres segmentos AX,BY y CZ son concurrentes, entonces

% o

)
e .

_.-""' I'-. H"'H-.
-~ "-._ s

Figura 1.5

BX CY AZ _

XC YA ZB
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2. Enla figura (1.6), E es el punto medio de AC,EF LAB, ED1BDy B—C —D.

Figura 1.6

Pruebe AB-FE =ED-BC.

1.2.6 Problemas de rectas paralelas o perpendiculares

B EJEMPLO 1.6

Sea .AD_1AB, con AB la hipotenusa del AABC y AD = AC. Sea BM la bisectriz del
/ABC,conA—M—-D, A—N—-C y B—N-—M. Pruebe que CD es paralelo a
<«
BM

Solucion: Dado que la conclusién es que dos rectas son paralelas, un posible es-
quema principal: congruencia de dngulos, esto incluye congruencias de tridngulos,
semejanza de tridngulos, tridngulos isésceles
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Figura 1.7

Asi, se debe probar que LCDA = KNMA. Dado que el tridngulo CAD es isésceles
basta demostrar que el tridngulo MAN es isdsceles, es decir se debe probar que
£LAMN = LANM, lo cual se deduce de la semejanza entre ACBN y AABM.

Veamos la prueba: Note que B es la bisectriz del {CBA entonces

ACBN = £ABM.

Por el criterio A.A. se obtiene que los tridngulos rectdngulos CBN y ABM son seme-
jantes por lo tanto

LCNB = LAMN,

como LCNB = £MNA, por ser opuestos por el vértice, entonces

£MNA = LAMN.

Por lo tanto, AMNA es is6sceles al igual que el AABC, y como comparten el dngulo
desigual (£A), entonces

ACDA = ANMA
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De lo anterior, se concluye que CD es paralelo a BM.

Otros problemas similares:

1. Sea ADLAB, con AB la hipotenusa del AABC y AD = AC. Sea BM la bisectriz del

/ABC,B—N—-A, A—-M—-C y D-—N-—C). Pruebe que CD es perpendicular
«—
aBM.

2. Enel AABC, labisectriz del ZA interseca a BC en D, la mediatriz de AD interseca a
AC en G. Demuestre que GD||AB.

1.3 CONSIDERACIONES FINALES

Algunas observaciones que debe tener en cuenta el lector sobre el trabajo presentado son:

1. Lo expuesto no establece una manera de resolver problemas geométricos sino tomar
en cuenta la conclusién para inicial la resolucion del problema.

2. No siempre es posible hallar un esquema principal para resolver el problema, sobre
todo en problemas imuy nuevos, donde es necesario la exploracién.

3. En cada resolucién de un problema hay un proceso de asimilacién y acomodacién
de esquemas y se mejora o incrementa el repertorio de competencias del sujeto.
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